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Short Abstract 

This paper proposes a controller capable of satisfying the output constraints while providing a near-optimal performance. The method is designed for 

square nonlinear systems with stable internal dynamics. To this end, using a primary performance index and Taylor approximation, the problem is 

approximated by a constrained programming, whose constraints are written with the aid of Control Barrier Function (CBF) to ensure the output 

restrictions. As a result, a constrained near-optimal performance without encountering difficulties in Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) equations is 

obtained. In order to overcome the model uncertainties, which appear in the optimization problem, an adaptive structure is formulated. The online 

solution of the constrained optimization is obtained using a Projection Recurrent Neural Network (PRNN). As a result, a closed-form solution is provided 

that can be simply implemented without requiring additional solvers or toolboxes. Stability of the proposed method and constraints satisfaction are 

addressed thoroughly. Finally, effectiveness of the proposed method in realizing the aforementioned aims are illustrated through simulations on 

trajectory control of a surface vessel system and a comparative study on the constrained stabilization of a pendulum. The first simulation example shows 

the effectiveness of the method in constrained tracking, while the second example confirms the proper performance of the controller in stabilization and 

regulation applications. 
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Short Introduction 

The classical way of achieving optimal control law passes through the well-known Hamilton Jacobi Bellman (HJB) equation. However, since a general 

solution of HJB for uncertain and nonlinear systems is unattainable, many researches have focused on approximately-optimal methods among which 
Adaptive Dynamic Programming (ADP), Model Predictive Control (MPC) and Taylor expansion-based near-optimal approach have been addressed 

considerably. Despite promising developments, aforementioned methods are still involved with one or some of the challenges such as constraint 

satisfaction, complex structure, computational inefficiency, discrete-time modeling issues and being restricted to the stabilization problem. Moreover, 
many researches have been proposed regardless of model uncertainties and are not robust consequently. 

 

Proposed Work and Methodology (including comparison, simulation/experimental results and discussion) 

In order to tackle the aforementioned issues, this paper proposes a constrained near-optimal methodology. Taylor's expansion and Control Barrier 

Function are employed to approximate the main problem in the form a constrained finite-dimensional optimization with the control signal as decision 

variable. Furthermore, an adaptive structure is embedded to update the model and compensate for uncertainties. Desirable robustness and dealing with 

state-dependent constraints make the proposed method advantageous over the most relevant papers. Design complexity is drastically less than majority 

of the literature specially ADP methods due to the lack of actor-critic network difficulties. Online solution of the optimization is obtained using a PRNN 

that provides an explicit control law as a result of which, a straightforward continuous-time analysis along with ease of implementation are provided.  
 

Conclusion  

In this paper, the primal infinite-dimensional problem was first rewritten as a constrained convex programming using approximations and CBF. 
Satisfaction of the constraints using the control signal obtained from this problem was ensured analytically. Following a theoretical procedure, the 

PRNN's mathematical equations were established to provide the online solution of the problem of interest. The closed-loop structure was enhanced with 

an adaptive model to estimate uncertainties. Regarding the convergence of the PRNN and its provided closed-form control law, the closed-loop stability 
was proved analytically. Simplicity of the algorithm and its implementation were concluded in consequence. Simulating the object-avoided trajectory 

control of a surface vessel illustrated the effectiveness of the proposed method in achieving desirable performance while predetermined object regions 

were avoided successfully. In the end, superiority of the proposed control methodology over an advanced Constrained Adaptive Dynamic Programming 
(CADP) approach in constrained stabilization of a pendulum was shown through further simulations. 
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 چکیده

 وش برایاین رخروجی را دارا باشد.  هایسازی قیدکه ضمن دستیابی به عملکردی نزدیک به بهینه، قابلیت برآورده پردازدای میکنندهمقاله به طراحی کنترلین ا

ریزی برنامه ورتصیب تیلور، مساله بهو تقر اولیه شاخص عملکرد ستفاده ازبرای این منظور، با اشود. های غیرخطی مربعی با دینامیک داخلی پایدار طراحی میسیستم

شوند. بدین ترتیب، عملکردی نزدیک به های خروجی نوشته میسازی محدودیتبرآوردهبرای تابع مانع کنترل   کمکآن، به هایشود که قیدمی تقریب زدهمقید 

 شود،اهر میظسازی بهینه لهامس که درمدل  هایمنظور مقابله با نامعینیبه آید.دست میبلمن  به-ژاکوبی-بدون برخورد به معادلات پیچیده همیلتون ،بهینه و مقید

 پاسخیبه  گیرد. این امر منجر به دستیابیصورت می وسیله شبکه عصبی بازگشتی تصویرنیز به سازی مقیدهنگام بهینهشود. حل بهمی ساختاری تطبیقی طراحی

به هایدبسته و برآوردگی قرا به همراه دارد. پایداری سیستم حلقه یی اضافابزارهاجعبهگرها و محاسبهه استفاده از سازی بدون نیاز بشود که سادگی پیادهبسته می

ای یلی مقایسهتحلکشتی و  سازی کنترل مسیرشده در تحقق اهداف یادشده با بررسی نتایج حاصل از شبیهاند. در انتها نیز کارایی روش ارائهتحلیل شدهدقیق طور 

موید عملکرد مناسب  ،دومسازی شبیهمثال و  دهدسازی اول، کارایی روش را در ردیابی مقید نشان میمثال شبیه .ه استآونگ نشان داده شد پایدارسازی مقیداز 

 کننده در کاربردهای پایدارسازی و تنظیم است. کنترل
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 مقدمه -1
حاصل  1(HJB) روش کلاسیک دستیابی به قانون بهینه از حل معادله

های غیرخطی این معادله برای سیستمجا که یافتن حل عمومی . از آنشودمی
های بسیاری توجه خود را به یافتن راه و نامعین دور از دسترس است، پژوهش

از  ،های کنترل بهینه تقریبیاند. روشهای تقریبی و کارآمد معطوف نمودهحل
اختصار به آن که در ادامه به  بندی هستندهای گوناگونی قابل دستهجنبه

های تقریبا بهینه از حل تقریبی دسته قابل توجهی از روش. شودپرداخته می
 شونده وتکرارعددی، های الگوریتماند. جدا از توسعه داده شده HJBمعادلات 

 2(ADPریزی پویای تطبیقی )( برنامهonlineخط )بر (، روشofflineخط )برون
ای هاز شبکه ها،کنندهاست. در این نوع کنترل طور گسترده مورد توجه بودهبه

تقریب تابع هزینه،  برایترتیب و مدل به (actor) ، بازیگر(critic) تطبیقی نقاد
این  در[. 1] شوداستفاده میسازی سیستم تقریب سیگنال کنترل و مدل

توسعه  HJBسازی معادله برآوردهمنظور بهگر بازیهای نقاد و ساختار، تطبیق وزن
 ،های غیرخطیای از سیستمبهینه مقاوم برای دستهردیابی  [2] دراند. داده شده

[ و 3] نقاد مقاوم-. ساختار بازیگرشده استبررسی شبکه نقاد  تطبیقبا  تنها

                                                                        
1 Hamilton Jacobi Bellman 

2 Adaptive Dynamic Programming 

3 Event-triggered 

-قابل اشاره هستند. کنترلموارد از دیگر [ 4]با جبران اشباع عملگر  نقاد-رویتگر

-داده یروش ،متشکل از شبکه نقاد تطبیقی 3رویدادتحریککننده تقریبا بهینه 

های . اگرچه روش[5]های اخیر ارائه شده قابل توجه است که در سالو محور 
ADP مراجع ولی اند، طراحی شدهکراندار -های ورودیزیادی برای سیستم

توان ها میکه از میان آناند کردهمحدودتری قیدهای حالت و خروجی را لحاظ 
 [ اشاره کرد.7] و [6به ]

روش دیگری است که در زمره  4(MPCمدل ) بین مبتنی برکنترل پیش

 یکننده. این کنترل[8] گیردمییا تقریبا بهینه قرار  5های نزدیک به بهینهروش

شود، توالی کنترلی را گسسته طراحی میکه عمدتا در حوزه زمانبازگشتی افق

ای هتکند. از مزیهای آینده محاسبه میسازی تابع معیار در افقاز طریق بهینه

MPC هاستشدن آنکردن قیدهای حالت همراه با تضمین برآوردهقابلیت لحاظ 

عملکرد تنوع و . با وجود استامری دشوار و گاها ناممکن  ADPهای که در روش

بعضا پیچیدگی طراحی، بار محاسباتی بالا و مسائل مربوط  هااین روش ،مناسب

ها کنندهاین نوع کنترلهای خهد. از زیرشانهمراه داربهسازی مدل را به گسسته

 MPC، [10] (tube)لوله مبتنی بر  MPC، [9] مقاوم MPCتوان به می

 اشاره کرد. [12] صریح MPCو [ 11]رویدادتحریک 

4 Model Predictive Control 

5 Near-optimal 
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یک های نزدکنندههای مبتنی بر بسط تیلور دسته دیگری از کنترلروش

 کمکبه ها شاخص عملکرد انتگرالیدهند که در آنبه بهینه را تشکیل می

 هاشود. از مزایای این روشمی تبدیلمحدود -داعبا به تابع هزینهتقریب تیلور 

توان به سادگی طراحی، بار محاسباتی کمتر و ارائه فرمی بسته از قانون بهینه می

ر گبازیهای و متعاقبا عدم نیاز به شبکه HJBاشاره کرد. عدم نیاز به حل معادلات 

های این پیوسته از دیگر ویژگیتحلیل در حوزه زمانو نقاد به همراه طراحی و 

کننده را [ نوعی از این کنترل14[ و ]13]مراجع باشد. می هاکنندهنوع کنترل

( طراحی MIMO) متغیره( و چندSISO) متغیرهکهای تترتیب برای سیستمبه

فرم هبقانون کنترل ارائه از شاخص اولیه انتگرالی و  دلیل استفادهبهند. اهکرد

صریح قرار  MPCیا  MPCدر زیرمجموعه  ها رااین روش بسته، برخی مراجع

بازسازی برای تطبیقی [ رویکردی 19[ و ]18مراجع ] .[17-15]اند داده

ل نزدیک ند. ترکیب کنتراهبه بهینه ارائه کرد کنترل نزدیک دینامیک سیستم در

-و کنترل ورودی[ 21]رویتگر اغتشاش  ،[20] تطبیقی-به بهینه با مدل عصبی

های اخیر به آن پرداخته باشد که در سالمیدیگر کارهای مرتبط از [ 22]مقید 

 .  تاس شده

شده، هدف این مقاله ارائه روشی است که با در نظر گرفتن مطالب بیان

 سازی قید خروجیضمن برخورداری از عملکردی تقریبا بهینه، قابلیت برآورده

-یادهپدر از پیچیدگی ساختاری و سادگی اجتناب را نیز داشته باشد. سیستم 

. در این راستا، از بسط در روش پیشنهادی استسازی از دیگر اهداف مورد نظر 

. لذا شودمحدود استفاده می-دابعبا اسازی تقریب مساله به بهینهبرای تیلور 

ک به بهینه یادشده های نزدیتوان در دسته سوم از روشروش این مقاله را می

صورت به 6(CBFوسیله تابع مانع کنترل )قرار داد. قیدهای خروجی نیز به

-ه مینوشت (های کنترلسیگنال)سازی هایی در فضای متغیرهای بهینهنامساوی

صبی شبکه عنوعی از کمک ریزی مقید بهبرنامه خطبر شوند. قانون کنترل از حل

دلیل برخورداری از پایداری و همگرایی به شبکهآید. این دست میبهبازگشتی 

ای هو در مقایسه با روش پذیری بالایی برخوردار استاز اطمینان ،شدهتضمین

کارگیری عملگر دلیل بهبه .[25-23عددی دیگر سرعت محاسبه بالایی دارد ]

 شبکه عصبی»، به آن در معادلات این شبکه (projection operatorتصویر )

-ینیز گفته م« شبکه عصبی تصویر»یا به اختصار،  7(PRNN) «تصویر بازگشتی

 های عصبیها و کاربردهای این نوع از شبکهشود. برای آشنایی جامع با ویژگی

کاهش وابستگی به مدل سیستم، مدل منظور به. کنید[ مراجعه 26]مرجع به 

. مزایا شودمیروز به هنگامبهطور بهاستفاده از ساختاری تطبیقی  ابدر دسترس 

 عبارتند از: پیشنهادی کنندههای کنترلو ویژگی

 های در مقایسه با روشپیشنهادی کننده کنترلADP، تری ساده طراحی

های تطبیقی و شبکه HJBهای ناشی از حل معادله داشته و بدون پیچیدگی

 راهکارهای ایجاد تحریک دائم شود. گر طراحی میبازینقاد و 

(persistent excitationدر ) [(، 4های نقاد و بازیگر )برای مثال در ]شبکه

های [ و حساسیت به شرایط اولیه وزن6ها ]خط شبکهنیاز به آموزش برون

-بازیگر ADPهای ها از جمله مسائلی است که باعث پیچیدگی روششبکه

های واریفارغ از دش ،روش پیشنهادی این مقاله در کهحال آن شودنقاد می

رخلاف همچنین، ب یابد.فوق به قانون کنترل نزدیک به بهینه مقید دست می

که تنها برای مسائل تنظیم و پایدارسازی  ADPهای بسیاری از الگوریتم

اند، این روش قابلیت کنترل ردیابی بدون ایجاد تغییرات قابل اعمال

 باشد.دارا می را ساختاری

  ون مشابهی چ و مبتنی بر تقریب تیلور بهینههای نزدیک به روشبرخلاف

سازی قیدهای خروجی )یا حالت( به شکلی [، امکان برآورده13-22]

 . میسر استسیستماتیک 

                                                                        
6 Control Barrier Function 

 پیوسته و بدون نیاز به گسستهبسته در فضای زمانطراحی و تحلیل حلقه-

های گیرد. همچنین در مقام مقایسه با برخی روشسازی مدل انجام می

MPC تری دارد.بار محاسباتی کمتر و طراحی ساده ،تهپیشرف 

 گیری از مدلی تطبیقی، وابستگی به مدل واقعی سیستم به دلیل بهرهبه

میزان زیادی کاهش یافته است. علاوه بر این، قوانین تطبیقی یادشده در 

ست. ابینی مدل به مقدار صفر تعیین گردیدهراستای همگرایی خطای پیش

ای در تابع هزینه و قیده ،سیستم مدلموجود در ای هنامعینیهمچنین، 

تطبیقی از مدل  ،رواز این .شودظاهر می مقید مقالهسازی مساله بهینه

 هاقید ی موجود درهانامعینیبرای  تقریبی عنوان جایگزینیبه شدهطراحی

 .شوداستفاده می و تابع هزینه

 پایدار و همگرا به پاسخ بهینه مقید  ،مورد استفاده شبکه عصبی بازگشتی

های بازگشتی تصویر در مراجع کنترلی دیگر همچون خانواده شبکه. است

اند. با این ساز در الگوریتم کنترل استفاده شدهعنوان بهینه[ به28] [ و27]

حل  به کهعلاوه بر اینشبکه عصبی  در روش پیشنهادی این مقاله، وجود،

 واقع، در .نیز دارد تحلیلید، ویژگی پردازمیسازی مقید بهینهمساله برخط 

تحسب حالل برقانونی صریح از سیگنال کنتراین شبکه معادله خروجی 

مستقیما به 4در بخش  دهد که از آنهای سیستم و شبکه عصبی ارائه می

بسته و تحلیل پایداری لیاپانوف بهره منظور تشکیل معادله سیستم حلقه

 سهولت و بستهسادگی تحلیل حلقه هامجموعه این ویژگیشود. برده می

ها و ابزارکارگیری جعبههای مختلف بدون نیاز به بهسازی در پردازندهپیاده

  آورد.را فراهم میاضافی افزاری های نرمکتابخانه

 

 لهاطرح مس -2
 :سیستم با معادلات زیر را در نظر بگیرید
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T T
mt t t    

Y Y YL با بردار متغیرهای داخلی و( )tη، 

 :شکل زیر قابل تبدیل استبه برای  دینامیک سیستم

(4)  1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , 1, ,

r ri i
i i i i i g if f

t t L y L L y t i m


   Y A Y B x x u& K

 

(5)  ( ) ( ), ( )t t tη ω Y η&  

 که در آن

 ( 1) 1 1 ( 1) 1
,

0 1

r r ri i i
i i

       
    
      

0 I 0
A B

0
 

7 Projection Recurrent Neural Network 
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کننده دینامیک خارجی و داخلی سیستم ترتیب توصیف( به5( و )4)معادلات 

جا که دستیابی به مدل دقیق سیستم امری دشوار و گاها باشند. از آنمی

 شود.فرض زیر در رابطه با نامعینی مدل در نظر گرفته میغیرممکن است، 

)شود که تقریبی از جملات فرض می: 1فرض  )
ri

if
L y x  1و

( )
ri

g if
L L y


x 

)صورت به )if x  و( )ig x صورت توان به( را می4رو ) در دسترس است. از این

 :زیر بازنویسی کرد

(6)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) , 1, ,i i i i i i it t f t t i m    Y A Y B x g x u x& K

 

)در آنکه  , )i t x  استحاوی جملات نامعین. 

)1 شود که ماتریس ورودی : فرض می2فرض  ) ( ) ( )
T

T T
m

    
g x g x g xL 

 کامل و نرمی کراندار است.  رتبهدارای به ازای مقادیر مختلف حالت، 

نحوی است که خروجی آن، ضمن ردیابی کنترل سیستم به ،هدف این مقاله

)بردار مرجع  )d ty عملکردی نزدیک به بهینه داشته باشد و قیدهای خروجی ،

 :شودمساله زیر در نظر گرفته می ،را نیز برآورده سازد. برای این منظور

(7) 0
min ( ) ( ) ( )

s.t. ( ) ( ) ( )

t f TJ t t t d

t t t

    

 

 e e

y y y

 

 ،کندبینی شاخص عملکرد را مشخص میافق پیش ft که در آن

( ) ( ) ( )dt t t      e y y و بردار خطای ردیابی است ،( )ty  و( )ty  نیز

 . استقیدهای خروجی  و پایین بالاهای بردار کران

d(0)و شرایط اولیه  dYبه ازای بردار هموار و کراندار  :3فرض η 0 ،

پاسخ معادله دیفرانسیل  ( ) ( ), ( )d d dt t tη ω Y η&  کراندار و پایدار مجانبی

 یکنواخت است.

آل در خروجی ردیابی ایدهفرض بالا بر پایداری داخلی سیستم در هنگام 

دلالت دارد. در صورتی که ورودی مرجع برابر با بردار صفر باشد، این گزاره بر 

کند. اگرچه این عبارت، محدودکننده پایداری دینامیک صفر سیستم تاکید می

های کنترل ردیاب کلاس سیستم است، اما فرض مرسومی در طراحی سیستم

است. در ادبیات  [ به آن اشاره شده30، 29باشد و در مراجع مهمی چون ]می

[ روش خود را 20-13] های مرتبط با این مقاله نیز مراجع زیادی همچونروش

 اند.با استناد به این فرض توسعه داده

 

 کنندهطراحی کنترل -3

 محدود-عدسازی بٌبهینه  -3-1
د محدود تقریب زده ابعاای با ( به تابع هزینه7ابتدا شاخص عملکرد مساله )

تر نیز بیان شد، بدین ترتیب، کنترل نزدیک به بهینه طورکه پیششود. همانمی

 شود[. برای این منظور از روش بسط تیلور استفاده می14گردد ]حاصل می

(8) 
 

 
 

2

( ) ( ) ( ) ( )
2!

( ) ( )
! !

i i i i

r ri ir ri i
i i

i i

y t y t y t y t

y t y t
r r





 

 






    

 


& && L

L

 

0 که در آن  .( 8معادله )شکل زیر نیز نوشتبهتوان را می: 

(9) ( ) ( ) ( )t t   y Y  

 در آن که

(10) 
1

1 1( )

m





  





 
 

   
 
 

0

0

L

% %M O M L

L

 

(11) 1 1 1

T
T T T T

m 
 
  

Y Y Y Y Y% %L L  

(12)    1 11 1
1

for 1, , 1,
T

r i r i
i my y i 

    
  
  

Y% L L  

(13)    
121 2! 1 ! for 1, ,

ri
i ir i m   

   
  

L K  

(14) 
        111

1diag 1 !, , 1 !

for 1, , 1

r ir i m
i mr i r i

i

  



  
    

 

% K

K

 

از طرف  دهد.میتشکیل ها درایهی از قطر ماتریسی ،diag{}عملگر که در آن 

 ( داریم12( و )6دیگر با توجه به )

(15) 1( ) ( ) ( , ) ( ) ( )t t t  Y f x Δ x g x u%  

)1که در آن  ) ( ) ( )
T

mf f   f x x xL  1و( ) ( ) ( )
T

T T
m

    
g x g x g xL .

 دهدمینتیجه ( 15گیری از )مشتق

(16)  2( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )
d

t t t
dt

   Y f x Δ x g x u ω x u% &  

)جمله  , )ω x u  برداری غیرخطی از متغیرهای حالت و کنترل است. با ادامه

گیری تا مرتبه مشتق 1 هادادن آنام و زیرهم قرار، Y% آید که دست میبه

 :ای به شکل زیر نوشتتوان رابطه(، می3با استفاده از این بردار و )

(17) ( ) ( , ) ( , ( ))t t t Y F x G x U  

که در آن  
( ) [ ( ) ( ) ( ) ]T T T Tt t t t


U u u u& L  بردار متغیرهای کنترل و

)بردار  ،گیردمیام را دربر ها تا مرتبه های آنمشتق , )tF x  حاوی
( ) ( , )tf x Δ x و و مشتقات آن است ( , )G x U های حاوی نیز شامل جمله

( )tU باشد و ساختاری به شکل زیر داردمی: 

(18) ( , ) ( , )
T

T 
  

G x U 0 G x U  

) که در آن , )G x U  برداری 1m     توان نشان داد که عدی است و میبm 

)( برابر با 15درایه اول آن طبق ) ) ( )tg x u باشد. برای تقریب بردار ورودی می

 :( داریم9مرجع نیز به طور مشابه با )

(19) ( ) ( ) ( )d dt t   y Y  

) که در آن ) [ | ]T T T
d d dt Y Y Y% ( متشکل از بردار ورودی مرجع 11مشابه با )

 :( داریم19( و )17(، )9(، )7و مشتقات آن است. اکنون با توجه به )

(20) 
  

    

1 2 ( , ( )) ( , ) ( , ( ))

1 2 ( , ) ( , )

T
d

T
d d

J t t t

t t

  

  

G x U Y F x ΓG x U

Y F x Γ Y F x

 

0که در آن 
( ) ( ):

ft T d   Γها متغیر . با حذف جملاتی که در آن( )tU 

 :آیددست میمحدود زیر به-تابع هزینه افقطور صریح وجود ندارد، به

(21)   1 2 ( , ( )) ( , ) ( , ( ))
T

n dJ t t t  G x U Y F x ΓG x U  

)اکنون در صورت معلوم بودن  )F  و( )G ید را با قتوان سیگنال ناممی

) بر حسب( 21برابر با صفر قرار دادن ژاکوبی ) )tU دست آورد. حال آن که به

های ابتدایی مقاله، هدف، یافتن سیگنال بهینه مقید در حضور مطابق فرض
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 ود.شق این مهم پرداخته میهای بعد به تحقهای مدل است که در بخشنامعینی

 

 محدود-سازی بعدمقیدکردن بهینه -3-2
ریزی قابل اعمال به برنامه (7)سازی در مساله بهینهبرای آن که قیدهای 

 سازیحسب متغیر بهینههایی برصورت نامساوید، باید بهمحدود باشن-بعد

( )tU شود.درنظرگرفته می درآیند. برای این منظور ابتدا تعریف زیر 

)تابع اسکالر  تعریف: , )h tx ( تابع مانع کنترلCBF برای سیستم دلخواه )

   ( ) ( ) ( ) ( )t t t t x f x g x u& شود اگر بردار نامیده می 1
T

ra aa K  وجود

, برای کهنحوی بهداشته باشد  0n t  x: 

(22) 1 ( , ) ( ) ( , ) ( , ) 0r r T
g f fL L h t t L h t t   x u x a φ x  

مشخصه  ایجملهچندهای که در آن ریشه
1

1 1( ) r r
r rP s s a s a s a
    L و باشد حقیقی منفی

1 2( , ) [ ( , ) ( , ) ( , )]r r T
f ft L h t L h t h t φ x x x xL [31.] 

) بالا، تعریف در , ) ( ) ( , )i i
ff

L h t L t h t   x x شده مشتق لی اصلاح بیانگر

)توان این تعریف را برای حالت برداری سادگی میاست. به , )th x  نیز تعمیم

 که شود، فرض یعنیداد. 

(23) ( , ) ( ) ( )
T

T T T Tt      
h x y y x y x y  

 ( داریم1( برای سیستم )22با جایگذاری این تساوی در )

(24) 

   

 

1

1

( ) ( ) ( )

( )

r ri i
g i i i if f

ri
r ji

j i if
j

L L t L

a L







  

  

y y x u y y x

y y x 0

       1, ,i m K  

(25) 

   

 

1

1

( ) ( ) ( )

( )

r ri i
g i i i if f

ri
r ji

j i if
j

L L t L

a L







  

  

y x y u y x y

y x y 0

     1, ,i m K  

) کهاین به توجه با ،نینچهم )
( )

j j
i if

L t y y ،( )
( )

j j
i if

L t y y ،

( ) ( )
j j

i if f
L Ly x y x 1 و 1

( ) ( )
r ri i

g i g if f
L L L L

 
y x y x، ( 24های )نامساوی

 :شوندصورت زیر بازنویسی می( به25و )

(26) ( ) ( )n nt y x u y  

,1که در آن به ازای  ,i m K  0و با احتساب 1a  :داریم 

 

(27) 1
( ) ( ) ( )

ri
i g i if

L L


  x y x g x  

(28) 

   

   

0

0

( ) ( )

( ) ( )

ri
r j r ji i

n j i ifi
j

ri
r j r ji i

n j i ifi
j

a t L

a t L

 



 




    

  




    
 







y y y x

y y y x

 

-توان از آن بهشده است لذا می ( در فضای متغیر کنترل نوشته26) نامساوی

( بهره برد. 7دن قیدهای )کرسازی جهت برآوردهعنوان قیدهای مساله بهینه

 :تعاریف زیر را در نظر بگیرید ر،چگونگی این امبرای بررسی 

(29) 

 
 

  

      
   

0 0

1 1i 0i 1 0i

1

11 2 2

1 1

( ) | ( , ) : ( , ) 0

( ) | ( , ) : ( , ) ( , ) 0

( ) |

( , ) : ( , ) ( , ) 0

( , ) : ( , ) ( , )

i i i

i

r ii

rr i r i r iii i i

r i rr i r ii ii i

t q t h t

t q t q t q t

t

q t q t q t

q t q t q t









  

 

   

    

 

  

 

x x x

x x x x

x

x x x

x x x

&

M

&

&

 

,1ها که در آن , ri
  K ای مشخصه های منفی حقیقی چندجملهریشه

( )iP s ( تعاریف بالا 23هستند. بدون از دست دادن کلیت مساله و با توجه به )

,1برای  ,2i m K ( می29برقرار است. حال با توجه به ) توان مجموعه زیر را

 :نیز در نظر گرفت

(30) 
12

1 0

rm i

ji

i j



 

 II  

شود. نشان داده می با  شود که مرز مجموعه دلخواه میهمچنین، فرض 

 شود.[ قضیه زیر استخراج می32، 31و ] فوقبه کمک مطالب 

)0با شرایط اولیه  (1سیستم ) :1قضیه  )t x  وCBF نظر ( در23صورت )به

,1شود  فرض می همچنین،شود. گرفته می , ri
  K های منفی حقیقیریشه 

های مشخصه ایچندجمله
0

( )
ri r ji

i ijj
P s a s




 1ازای به, ,2i m K 

0t( برای 26) گاهباشد. آن t  نامساویاگر  شودبرآورده میهمواره 

(31)   

0

( ) ( ) 0 1, ,

ri
r ji

ij i i

j

a t t i m




    y y L  

( را 7های )قید ،(26کننده )قانون کنترل برآورده ،صورتدر این برقرار باشد.

0tازای به t کنندبرآورده می. 

هکداده شود  روشن است که برای تضمین قیدهای خروجی، باید نشان اثبات:
2

0 0
1

m

i
i

  I ( مجموعه1برای سیستم ) ای نامتغیر است. به این معنا که

جا که ماند. از آنبسته همواره درون آن باقی میبا شروع از آن، مسیر حلقه

0،  شرط کافی برای تحقق این هدف، اثبات نامتغیر بودن  است. لذا

-[ کافی است ثابت شود هرگاه مسیر حلقه32، 31همانند ایده مراجعی چون ]

( رسید، از آن عبور نکرده و یا به داخل مجموعه بسته به مرز مجموعه )

( اگر 30) شود که با توجه بهتوجه  یدبارای این منظور بشود. میهمگرا 
( )t x حداقل یک ،i  وj شود که یافت می( ) jit  x Iیا به  ؛

)عبارت دیگر،  )tx  در مرز مجموعهji که در این صورت، با توجه  ؛قرار بگیرد

)توان نتیجه گرفت ( می29به ) , ) 0jiq t xتوان . بدین ترتیب، دو حالت می

 .تصور کرد

0زمانی است که  اول: حالت  2ij r  که دلیل آن. در این حالت، به

 1j i  توان نتیجه گرفت ، می( )tx  به( 1)j i  نیز تعلق دارد. لذا

 ( داریم29با توجه به )

(32)   ji jij+1 i ( , ) : ( , ) ( , ) 0jq t q t q t  x x x&  

)حال با توجه به  , ) 0jiq t xشود، نتیجه می: ji ( , ) 0q t x&رو . از این

)شود که تضمین می )tx  ازji I رود و یا به داخل فراتر نمیji I 

 شود. هدایت می

)زمانی است که  :حالت دوم ) jit  x I  1وij r  لذا .

 1 ( , ) 0r ii
q t x که طور مشابه با حالت قبل برای آنرو، به. از اینبرقرار است
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بسته از مسیر حلقه 1r ii 
 I نکند، کافی است  تجاوزr i ( , ) 0

i
q t x& 

2i,...,1. با در نظر گرفتن تمام مقادیر باشد m و دانستن این امر که مطابق ،

r( شرط 29) i ( , ) 0
i

q t x& ( برای 22معادل نامساوی )i( , )h tx باشد، میمی-

 اگر ،رو. از اینکردگیری نتیجه( را  26(، نامساوی )25-23توان با توجه به )

0( )t x  ،(، 26با برقراری )باشد( )tx  درون  0و متعاقب آن  باقی

( 26اثبات آن که )برای شوند. حال مانده و قیدهای خروجی مساله برآورده می

nپذیر است، کافی است تا واره امکانهم ny y  برقرار باشد که از طریق آن و

                                                                شود.( نتیجه می31(، نامساوی )28)

 عصبی سازی مقید با استفاده از شبکهخط بهینهبرحل  -3-3

 بازگشتی

 جمیعتمقید با  سازیبهینه شده در بخش قبل، مسالهبیان مطالب به توجه با

 :شودمیتشکیل  زیرصورت به( 21تابع هزینه ) و( 26قید )

(33)       min 1 2 , ( ) ( , ) , ( )

s.t. ( ) ( )

T
n d

n n

J t t t

t

  

  

G x U Y F x ΓG x U

y x U y
 

)که در آن  ) ( ) m m    x x ترتیب، با حل برخط این مساله، قانون . بدین0

 آید.دست میکنترل نزدیک به بهینه مقید به

)( و دستیابی به 33به منظور حل ) )tu نوعی  نزدیک به بهینه، ازRNNP 

[ جهت طراحی ساختار 24روندی مشابه با ] ، ازشود. در این راستااستفاده می

PRNN [، تابع لاگرانژ 33سازی ]شود. ابتدا با توجه به مباحث بهینهمی بهره برده

 :شودصورت زیر نوشته می( به33مساله )

(34) 
 

 

1

2

( , , ) ( , , ) ( ) ( )

( ) ( )

T
d n d n

T
n

L J t

t

  

  

x U Y U x Y μ y x U

μ x U y

 

1 که در آن 2, m
μ μ متغیرهای دوگان (dual ) وU  بردار متغیرهای اولیه

شود که نقطه تعادل آن ای طراحی میهستند. دینامیک شبکه عصبی به گونه

باشد. لذا با فرض  8(KKTتاکر )-نکا-وشکننده شرایط معروف کاربرآورده

، برای دستیابی به پاسخ KKTشدن شرایط (، برآورده33محدب بودن مساله )

با فرض  بهینه کافی هستند. پیش از نوشتن این شرایط،
1: mr r r L، 

 .شودبندی ماتریسی زیر در نظر گرفته میبخش

(35) 11 12

21 22

 
  
 

Γ Γ
Γ

Γ Γ
 

11که در آن 
r rΓ ،( 1 )

1 2 2 1
T r m  Γ Γ  و

( 1) ( 1)
22

m m   Γسازی محدب می. حال با استفاده از تئوری بهینه-

( با تابع لاگرانژ 33مربوط به مساله ) KKTراحتی نشان داد که شرایط توان به

  :صورت زیر قابل توصیف است( به34)

(36) 
    



21 22

22

( , ) ( ) ( , ) ( )

( , ) ( )

T
d

T

t t t  

  

G x U U Γ Γ F x Y

Γ G x U x χ 0

 

(37) ( ) Pr ( ( ) )   x U x U χ  

1ها که در آن 2: χ μ μنظر گرفتن . علاوه بر این، با در

 ˆˆ|m
n n    X Y X Y صورت زیر محاسبه عملگر تصویر  به، هر درایه

 :شودمی

                                                                        

8 Karush Kuhn Tucker 

(38) 

   

   

   

ˆ ˆ,           

ˆˆPr ( ) ,                

ˆ ˆ,            

n i n
i i

i i n i n
i i

n i n
i i



  











  





Y Y

Y Y

Y Y

 

به شماره درایه بردار  iآرگومان دلخواه عملگر بوده و زیروند  i که در آن

) داد کهنشانتوان می 2مربوطه اشاره دارد. با توجه به فرض  , ) / ( )t G x U U 

 کردنپذیر است. از این رو، با ضربهمواره وارون ( , ) / ( )
T

t


 G x U U  در دو

ای ( تساوی ماتریسی27( و )18(، )15(، )12(، )11استفاده از ) ( و36طرف )

 :صورت زیر قابل نوشتن استبه معادله اول آن mشود کهحاصل می

(39) 
   

 

1

1 1
22

( ) ( ) ( ) ( , )

( ) ( )

d d

T
T

m

t t

 

     

    

g x u K Y Y Y f x Δ x

I 0 Γ g x 0 x χ

%

 

1ردیف اول ماتریس  mبرابر با  K که در آن
22 21


Γ Γ و  
1dY% نشانگر m 

-به RNNPتر بیان شد، ساختار طور که پیشهمان است.%dYردیف اول بردار 

( و 37) KKTکننده شرایط شود که نقطه تعادل آن برآوردهای طراحی میگونه

 :رددگصورت زیر انتخاب می( باشد. بدین منظور معادلات شبکه عصبی به39)

(40)   1
( )

( ) ( ) Pr ( ( ) ( ) ( ))
d t

t t t
dt

 


      
χ

x u x u χ  

(41) 
 

 

1

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( )

d

T
d

t t t

t t t

    

     


u g x K Y Y

Y f x Δ x Ψ x x χ%
 

1 هاکه در آن 1
22( ) ( ) ( )

T
T            

Ψ x g x 0 Γ g x 0، ( )tχ  متغیر حالت و

0   استضریب همگرایی شبکه. 

( از نظر دینامیکی پایدار مجانبی 41( و )40شبکه عصبی با معادلات ) :2قضیه 

)* بوده و معادله خروجی آن به سیگنال کنترل بهینه )tu  که از حل مساله

lim*شود. به عبارت دیگر آید، همگرا میدست می( به33) ( ) ( )
t

t t


 u u. 

شده و برای حل مساله مورد دادهمطابق روند شرح PRNNشبکه عصبی 

[ 24] قضیه فوق با مراجعه به اثباتهمچنین،  .نیاز این مقاله تشکیل شده است

-، بهاست تحلیل کرده را های بازگشتیاز این نوع شبکهتری که ساختار کلی

 راحتی قابل استنتاج است. 

 با فرضکه  است RNNPساختار کلی  دهندهنشان 1شکل 

   
1

( , ) : ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )d dt t t t t     p x K Y Y Y f x Δ x% شده است ترسیم .

های عصبی پیشخور مرسوم شود، این شبکه با شبکهطور که ملاحظه میهمان

دلیل مرتبه اول بودن دارد. به( تفاوت ساختاری و ماهوی RBF و MLPهمانند )

لایه  های اینصورت تک لایه بوده و تعداد سلولبهاین شبکه دینامیک، ساختار 

متغیر حالت هر  ،. در واقعاست( χهای بردار حالت شبکه )با تعداد درایهبرابر 

شود. ابعاد این نظر گرفته میدر (neuron)نورون یا  عنوان یک سلولبه شبکه

(، اگر قرار 7ای خروجی است. برای مثال در )بردار برابر با تعداد قیدهای بازه

سلول با توابع  lمقید شود، به تعداد  yبردار درایه  mتعداد از  lباشد 

های شبکه همان شود. ورودینظر گرفته میشبکه درتصویر در  سازفعال

)بردارهای یعنی ( 33اله )سمعلومات م )d tY ،( )d tY%، Y  و ( )tx هستند که

ا شوند. بمی فیدبکو گیری اندازهبسته حلقهاز سیستم برداری در هر زمان نمونه

)های استفاده از این معلومات، ماتریس )T x ،( )Ψ x ،1( )
g x و ( )f x  با
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و همچنین با در اختیار  Kشوند. با محاسبه محاسبه میها آن توجه به تعاریف

)داشتن  , )tΔ x  ( که برای تشکیل 33مساله ) معلوماتتمامیRNNP  و در

ار آید. خروجی شبکه، برددست میاست، به مورد نیازنتیجه یافتن پاسخ بهینه 

u ه عنوان سیگنال کنترل بنقطه تعادل، به است که پس از همگرایی شبکه به

 1های موجود در شکل همان بهره PRNNهای شود. وزنسیستم اعمال می

) سازی و مدل سیستم نظیرمساله بهینهمعلومات هستند که به  )T x ،( )Ψ x 
1( )

g x  و ضریب همگرایی ها متفاوت وزن ،جادر این بستگی دارند. بنابراین

معلومات ها با توجه به های عصبی متداول هستند و مقدار آناز دیگر شبکه

توان مشابه شبکه عصبی را می PRNNشود. ساختار وزنی تعیین می (33مساله )

شبکه هوپفیلد علاوه بر  ،دانیمطور که می( دانست. همانHopfieldهوپفیلد )

(، قابلیت حل برخی از مسائل associative memoryحافظه انجمنی ) کاربرد

[، چگونگی حل مساله فروشنده 34دارد. برای مثال در ]نیز سازی مقید را بهینه

 ازیسبهینه پس از نوشتن مساله ،گرد با هوپفیلد نشان داده شده که در آندوره

ابع ت پارامترهایهای شبکه با توجه به وزنکه هوپفیلد، شب تابع انرژی   فرم به

شوند. عدم تضمین رسیدن به تعیین میسازی( )معلومات مساله بهینه انرژی

-یچون هوپفیلد مهمسنتی بازگشتی های از مشکلات شبکه مقیدجواب بهینه 

این  PRNNتوان باشد. با این وجود، از نظر ساختار وزنی و ماهیت دینامیکی می

  مقاله را با هوپفیلد مقایسه کرد.

دست آوردن سیگنال کنترل به با توجه به ساختار شبکه عصبی، روند به

sاین صورت خواهد بود که در هر نمونه زمانی  st n T پس از تعیین معلومات ،

)سازی )اعم از بهینه )d tY ،( )d tY% ،Y ،( )tx  و . . .(، سیگنال کنترل از حل

آید. برای این منظور، لازم است حل معادله دیفرانسیل دست می( به41( و )40)

)تا همگرایی دینامیک ادامه داشته باشد. سپس، قانون کنترل  )tu صورت به

یح از پارامترها و متغیرهای سیستم و شبکه عصبی از طریق معادله تابعی صر

یل بسته را تسهآید که این امر تحلیل پایداری حلقهدست میخروجی شبکه به

سازی در (، پیاده41( و )40دلیل سادگی حل عددی )کند. همچنین، بهمی

ی اضاف ابزارهایسهولت و بدون نیاز به جعبهافزاری مختلف بهبسترهای سخت

شود تا سازی باعث میبراین، پایداری الگوریتم بهینهشود. علاوهانجام می

 پذیری بیشتری داشته باشد.الگوریتم کلی کنترل، اطمینان

 
 (PRNN) شبکه عصبی بازگشتی تصویر ساختار داخلی -1شکل 

 

 کنترل نزدیک به بهینه مبتنی بر مدل تطبیقی -3-4
دست آمده به قانون کنترل بهکه  دهدنشان می PRNNمعادله خروجی 

)، بردار 2که بنا به مفروضات بخش مدل سیستم وابسته است. حال آن , )tΔ x 

زده شود. برای  شامل جملات نامعین مدل بوده و لازم است به روشی تخمین

 که شوداین منظور ابتدا فرض می

(42) *( , ) ( )Tt Δ x W σ x  

) که در آن ) lσ x  برداری از توابع پایه معلوم بوده و* l mW  ماتریس

 داریم( 15آل است که باید تخمین زده شوند. با توجه به )های ایدهوزن

(43) *
1( ) ( ) ( ) ( ) ( )Tt t  Y f x g x u W σ x%  

)بردار  1) ( 1)1
0 1( ) : ( ) ( )

T
r rm

mt y t y t
  

  
Y% L جا که را در نظر بگیرید. از آن

0 1( ) ( )t tY Y
&% 0، با اضافه و کم کردن % ( )tY% ( و ضرب دو 43در سمت چپ )

طرف معادله در فیلتر  s  داریم 

(44)  *
0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Tt t t t

s s

 
 

 
       

Y Y f x g x u W σ% %

 

. انتخاب استثابت مثبت  متغیر لاپلاس و  sکه در آن  ( ) : ( )t t
s







σ σ 

)0و  ) : ( ) ( ) ( ) ( )t t t
s





     

ζ Y f x g x u%  دهدمینتیجه 

(45) *
0 ( ) ( ) ( )Tt t t  Y ζ W σ%  

)که متغیرهای  )tζ  و( )tσ دارای دینامیک زیر هستند: 

(46)  0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t      ζ ζ Y f x g x u& %  

(47) ( ) ( ) ( )t t   σ σ σ x&  

)معلوم بودن بردارهای  با بنابراین، )tζ ،( )tσ  0و ( )tY%ماتریس ،*
W را می-

 وزنیروندی تطبیقی، ماتریس طی دست آورد. برای این کار، ( به45توان از )

 1 mW W WL شود:روز میانین زیر بهاده از قواستف با 

(48)  1
( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )

r Ti
i i i iit t t t t t

 
   

 
W P σ y ζ σ W&  

(49) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Tt t t t t t t P P P σ σ P&  

)که در آن )t  [29] شودصورت زیر انتخاب میبه و استبهره فراموشی کراندار: 

(50)   0( ) 1 ( )t t    P  

0که در آن 0   0و  از پیش  کرانحداکثر نرخ فراموشی و ترتیب به

ی توان نامعینتوجه به مطالب این بخش، می با .استشده ماتریس بهره تعیین

( , )t x اش یعنی را با مقدار تقریبی( )T
W σ x  بدین ترتیب، در کردجایگزین .

 :کندصورت زیر تغییر می( به41ساختار شبکه عصبی، )

(51) 
 

 

1

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

d

T T
d

t t t

t t

    

     

u g x K Y Y

Y f x W σ x Ψ x x χ%
 

 

s )مثلا بستهبرداری حلقههر زمان نمونهلازم به ذکر است که در  st n T 

( به نقطه 51( و )40شود که حالات شبکه عصبی متشکل از )اجازه داده می (

عنوان سیگنال ( در این نقطه تعادل به51معادله ) ،همگرا شود. سپس شتعادل

به همین منوال در  ؛شودبه سیستم اعمال می tکنترل در زمان  1st n T 

 شود.بعد از آن این روند تکرار می و
 

 بستهتحلیل پایداری حلقه -4

 PRNNدهد. در این ساختار، بسته را نمایش مینمودار بلوکی حلقه 2ل شک

تقریبی نزدیک خود که ( 33سازی مقید )بهینه پاسخ ،(51( و )40با معادلات )

مدل تطبیقی با  همچنین،دهد. ارائه می را ،است (7به بهینه از مساله اصلی )
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 . تاسداده شده نشاندر شکل  نیز هامقابله با نامعینی( برای 49)و  (48قوانین )

 
 بستهنمودار بلوکی حلقه -2شکل 

 

-را در نظر بگیرید. فرض کنید نامعینی 3 تا1های ( با فرض1سیستم ): 3قضیه 

( تقریب زده 49( و )48های سیستم توسط مدل تطبیقی با قوانین تطبیق )

( توسط شبکه 33خط )برچنین، قانون کنترل نزدیک به بهینه از حل شوند. هم

آید. دست می( به51( و )40بازگشتی با معادلات دینامیک و خروجی )عصبی 

اندار های آن کربسته پایدار بوده و تمامی سیگنالدر این صورت، سیستم حلقه

 مانند.باقی می

 شودنتیجه می( 6( در )42( و )51جایگزینی ) بااثبات: 

(52)    
( ) ( ) ( )

r Ti
i i i i i d iid

t t y
 

      


Y A Y B K Y Y W σ x& %  

*که در آن  W W W% و iK سطر i ام ماتریسK با انتخاب است .

( ) : ( ) ( )dt t t E Y Y داریم 

(53)  ( ) ( ) ( ) ( )T
clt t t  χE A E B u W σ x& %  

که در آن     1 1 1diag , ,cl m m m  A A B K A B KL ،

 1diag , , mB B BL  و( ) ( ) ( ) ( )Tt t χu Ψ x x χ . 

1ردیف اول ماتریس  mبرابر با  Kکه تر بیان شدپیش
22 21


Γ Γ  است. با توجه

و  وابسته به مقادیر درجه نسبی و پارامترهای  K، ماتریس Γبه تعریف

ft [ می13است. با مراجعه به ]ازای مقادیر مختلف توان دریافت که بهir ،

iهای که زیرماتریس قابل تعیین استای گونهبه ft و پارامترهای i iA B K 

 0Qو 0Pهای متقارن ماتریس ،پایدار باشند. از این رو clAو در نتیجه 

 :کهطوری بهوجود دارند 

(54) T
cl cl  A P PA Q  

1 تابع لیاپانوف

1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

mT T T
i ii

V t t t t t t
 


  E PE W P W% را  %

 (49(، )48گیری زمانی از این تابع در راستای معادلات )با مشتق در نظر بگیرید.

 ( داریم42استفاده از )( و با 53) و

(55) 
 

 1

1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

( ) ( ) ( ) ( )
2

T T T

m
T T
i i

i

V t t t t t

t t t t


 



   

 

χE QE E PB u W σ x

W σ σ P W

& %

% %
 

 که توان نشان دادراحتی می( به50( و )49چنین، با توجه به )هم

(56)      1 1 1 00

00

1
(0) ( )

t tt Te e d
    



       P P I I σ σ  

(0)ازای بنابراین به P نامساوی ، 1( ) 1t  P I  برقرار است. لذا

 صورت زیر نوشت:توان به( را می55)

(57) 
 

22
1 2

1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

( ) ( ) ( ) ( )

V t t t t

t t t


   

 χ

E W

E PB u W σ x

& %

%
 

که در آن  1 min:  Q  و 1
2 m i n( ) : ( ) ( ) ( ) ( )Tt t t t t    σ σ P 

)با فرض مقادیری مثبت هستند.  ) Mσ x  و استفاده از

  
2

( ) ( ) ( ) 0t t  E PB σ x w% مقادیر مثبت  برای داریم 

(58) 
 

222
2

2
1

1
( ) ( ) ( )

2

1
1 ( ) ( ) ( )

2

MV t t t

t t t

 

 

    
 

   χ

PB W

E E PB u

& %

 

ای تعیین کرد گونهرا به توان مقدار مناسب می و  0پس از تعیین 

22، نامساوی که به ازای مقادیر دلخواه 
2( ) 0Mt  PB  برقرار

و در  clA، مقادیر ویژه و  ftباشد. از طرف دیگر با تنظیم پارامترهای 

1ای قابل تعیین است که گونهبه 1نتیجه  1 رو هرگاه. از این 

 1( ) 2 ( ) 1t t   χE PB u  نامساوی( ) 0V t & آید. دست میبه

بسته و کرانداری ، پایداری محلی سیستم حلقه3بنابراین با توجه به فرض 

               یافته قابل استنتاج است. ها به وسیله قضیه لیاپانوف توسعهسیگنال

 

 سازیشبیههای مثال -5
 :[35شوند ]صورت زیر نوشته میت حرکت کشتی بهمعادلا :1مثال 

(59)      

   

      

1 4 3 5 3

2 4 3 5 3

3 6

4 22 11 5 6 11 11 4 11 1

5 11 22 4 6 22 22 5

6 11 22 33 4 5 33 33 6 33 2

cos sin

sin cos

1

1

x x x x x

x x x x x

x x

x m m x x d m x m u

x m m x x d m x

x m m m x x d m x m u

 

 



  

  

   

&

&

&

&

&

&

 

 ترتیب موقعیت افقی، موقعیت عمودی و زاویه سمتبه 3xو  1x ،2x که در آن
(headingک ) 4شتی هستند؛x ،5x  6وx های ترتیب، نمایانگر سرعتنیز به

هستند. همچنین،  (yaw) ز مسیرانحراف او  (sway) خوردنتاب،  (surge) موج
3

11 120 10 kgm   ،3
22 217.9 10 kgm   ،5 2

33 636 10 kg mm   ،
2 1

11 215 10 kgsd   ،3 1
22 117 10 kgsd    4و 2 1

33 802 10 kg m sd   
 پارامترهای سیستم هستند.

1صورت خروجی سیستم نیز به 3 2 3( ) [ cos sin ]Tt x l x x l x  y تعریف می-

در راستای افقی و  موقعیت مکانی انتهای کشتی 2x و 1xکه رض اینفشود. با 
 کشتی خواهد موقعیت مکانی سر   ،طول کشتی باشد، بردار خروجی lعمودی و 

8]بود. در این مثال، هدف، رسیدن به نقطه مطلوب  10] kmT
d y  بدون

 یلمستطی مانع دو باشد. برای این منظور،برخورد با موانع از پیش معلوم می
های مختصات رأس (5,10)و(0,10)،(5,5)،(0,5)که شودمی نظرگرفتهدر

های مستطیل رأسمختصات  (9,7) و (9,0)، (6,7)، (6,0)و  اول مستطیل
 با کشتی برخورد بدون جهت داشتن حاشیه اطمینان در عبوردوم هستند. 

 0.2yو 0.2yصورت سازی بههای قیود در بهینهمرزهای فوق، کران

ورت صتقریبی پارامترهای سیستم به مقادیر شودمی فرض شود.می نظرگرفتهدر

11 11ˆ 0.95m m ،2 2 2 2ˆ 0 . 9 5m m ،3 3 3 3ˆ 1 . 1m m ،1 1 1 1
ˆ 0 . 9 5d d ،

11 11
ˆ 0.9d d  3و 3 3 3

ˆ 1 . 0 5d d .برداری نمونهزمان  در اختیار هستند
0.01sT   .(0)انتخاب ساعت فرض شده استW  تصادفی بوده و پارامترهای

 شوند:میکنترل و طول کشتی مطابق زیر در نظر گرفته 
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(60) 
 

2
6 4 3 6 5 3 6 3 3 4 5 3

6 3 4 3 5 3 4 5 3 6 4 3

2
6 5 3 6 3 6 3 4 3 5 3 3

sin cos cos sin cos ...

sin cos sin si

10, (0) 1000 , 1100, 100,

2, 2, 32m, 1 20 1

o

00 , 0.01

n c s ...

sin cos sin sin cos c

) [

s

(

o ]

,

T

T
f

x x x x x x x x x x

l

x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

t

  

 

   

    



P I

a

σ x  

 کهلازم است  (59برای سیستم ) سازیبرای تشکیل قیدهای مساله بهینه

( ) x ،ny  وny همچنین، ( نوشته شوند.26در ) هاآن ریفامطابق تع K و

( )Ψ x  مدل تطبیقینیز تخمین نامعینی برای اند. تعریف شده 3-3در بخش 

شود. بدین ترتیب، با کار گرفته می( به49)و  (48با روابط تطبیقی ) 4-3بخش 

( و 40) معادلات و 1شکل مطابق  PRNN ساختار، مساله استفاده از معلومات

مقید فرض  ،که هر دو خروجی سیستمشود. با توجه به اینتشکیل می (51)

 است. 2برابر با  χبردار شبکه یا همان ابعاد های سلولاند، تعداد شده

 شده داده نشان 3ل شده در شکنمودار پاسخ زمانی سیستم برای روش ارائه

کننده پیشنهادی در شود، کشتی توسط کنترلطورکه مشاهده میاست. همان

امر از توانایی بالای این  رسد که اینزمان و فراجهش کمی به نقطه مطلوب می

نیز  4 روش در هدایت در حضور نامعینی پارامتری سیستم حکایت دارد. شکل

دهد. نمای دوبعدی مسیر کشتی در های کنترل را نشان میتغییرات سیگنال

خوبی رعایت شده و کشتی بدون برخورد نمایانگر آن است که قیود به 5شکل 

دهد نشان می 6این، شکل  بر افزون د.کنبه موانع به سمت مقصد حرکت می

)مدل تطبیقی  )T
W σ x  تقریب بسیار خوبی از( , )tΔ x دهد. این امر ارائه می

از آن نظر حائز اهمیت است که جمله نامعینی یادشده علاوه بر تابع هزینه در 

سب ممکن است قید مساله شود و در صورت تخمین نامناقیدها نیز ظاهر می

 خوبی رعایت نشده و کشتی با ناحیه مانع برخورد نماید. به

( از طریق 33برداری، پاسخ مساله )تر بیان شد که در هر زمان نمونهپیش

به  PRNNشود که آید. یعنی اجازه داده میدست میبه PRNNحل معادلات 

خروجی شبکه به عنوان پاسخ  2نقطه تعادلش همگرا شود سپس طبق قضیه 

متغیرهای  7شود. شکل برداری در نظر گرفته می( در آن زمان نمونه33مساله )

بسته به برداری حلقه( را پس از همگرایی در هر زمان نمونهχ) RNNPحالت 

شد که برای برآورده شدن قیود، کافی است تا تر بیان کشد. پیشتصویر می

توان دریافت که هنگامی ( می37( رعایت شوند. از )39( و )37) KKTشرایط 

شود. این امر در شکل نیز نمایان برابر با صفر می χکه قید فعالی وجود ندارد، 

یابد مقادیر غیر صفر می χطوریکه هنگام مواجهه کشتی با موانع، بردار است به

1tولی حدودا پس از    ،هنگامی که دیگر مانعی در مسیر نیستχ  به صفر

 همگرا شده است.

 معادلات دینامیکی سیستم آونگ برابر است با :2مثال 

(61) 1 2

2 1 2sin( )e e e d e

x x

J x M g l x f x b u



   

&

&
 

1ای آونگ، سرعت زاویه 2xزاویه و  1xکه در آن  3 kgeM   و

2 3 mel  جرم و طول آونگترتیب به،    2 24 3 kg me e eJ M l  اینرسی

0.2dfآونگ،   1ضریب اصطکاک وeb   ،است. هدف در این مثال

صورت پایدارسازی مقید سیستم است و قید درنظر گرفته شده به
2 2 2 2
1 2 1a bx l x l  1.2شود که در آن تعریف میal   1.5وbl  . اگرچه

ادگی ستوان بهدر روش پیشنهادی، به قیدهای خروجی سیستم پرداخته شد، می

رو، ها هستند را نیز درنظر گرفت. از اینصورت تابعی از تمام حالتقیدهایی که به

( با فرض 33سازی مساله )قید بهینه

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2( ) 1

T

a b a bx l x l x l x l      
h x عنوان بهCBF تشکیل می-

 شود.

 

 
 1 ی مثالهاپاسخ خروجی -3شکل 

 

 
 1مثال  های کنترلسیگنال -4شکل 

 

 
 کشتی.حرکت مسیر دوبعدی  -5شکل 
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)بردار نامعینی  -6شکل  , )tΔ x  و تخمین آن 

 

 
 (2و  1) RNNPمتغیرهای حالت  -7شکل 

 

)با قرار دادن  2-3همانند بخش  )h x ( می22در ) به روابط زیر رسید:توان 

(62) 
 

2 2 2 2 2
1 1 2 1 2

2
2 2 1

(1 ) (2 )

(2 ) sin

n a b a

b e d e e

y a x l x l l x x

x l J f x M gl x

    



 

(63) 
 

2 2 2 2 2
1 1 2 1 2

2
2 2 1

( ) (2 )

(2 ) sin

n a b a

b e d e e

y a x l x l l x x

x l J f x M gl x

   



 

2 همچنین،
2( ) 2 e e bb x J l x قیدی بودن . با توجه به تکآیددست میبه

برابر  χیا همان ابعاد متغیر حالت  1شکل در  RNNP هایسلولمساله، تعداد 

ˆ صورتارامترهای مدل بهپمقادیر تقریبی است.  1با  0.9e eb b ،ˆ 0.9e el l ،
ˆ 0.9d df f ،ˆ 1 . 1e eM M  وˆ 1 . 1e eJ J اند. همچنین، تعیین شده

 اند:شده پارامترهای کنترل مطابق زیر برگزیده

(64) 
  1 2 1 2 1 1 1 2 1

10, (0) 1000 , 1100, 10, 2, 2, 0.01

110 , ( ) sin sin sin ][ T

f

T
x x x x x x x

t

x x

          

 

P I

a σ x
 

0.01برداری زمان نمونه ssT  .رای بررسی بیشتر ب فرض شده است

با  ،در پایدارسازی مقید سیستم یادشده آنکننده پیشنهادی، عملکرد کنترل

شود. روش مرجع یادشده از نوع [ مقایسه می36کننده نزدیک به بهینه ]کنترل

ADP است. لذا مرجع مناسبی برای ارزیابی روش  مقید نقاد-با ساختار بازیگر

[، قید نامساوی به تساوی 36] CADP9 شود. در روشپیشنهادی محسوب می
2 2 2 2
1 2 1 0t

a bx l x l e      0شود. با انتخاب تبدیل می   اگر 

 رو همواره کراندار باشد، قید نامساوی اصلی همواره برقرار خواهد بود. از این

گردد و رابطه ها اضافه میبرای پایدارسازی به حالت 3xعنوان متغیر جدید به

                                                                        
9 Constrained Adaptive Dynamic Programming 

برای آید. دست میبه u شدنظاهرگیری زمانی تا دینامیکی آن با مشتق

با دینامیک  4xمحدودسازی سیگنال کنترل، متغیر حالت جدید 

4 480 10x x  & شود. لذا دینامیکی به فرم می نظر گرفتهدر

( ) ( )a a a a ax F x G x  & شود که در آن تشکیل می 1 2 3 4
T

a x x x xx 

سازی شاخص با هدف کمینه ADPCورودی آن هستند.  بردار حالت و 

 ( ) 2 2( ) ( )t T
a a a a

t
J e d      


      x Q xکه در آن  شوداجرا می  و

  و  مثبتaQ ب ترتیبهو بازیگر نقاد  هایمثبت نیمه معین است. شبکه

) صورتبه )c c aW σ x  1)2و 2 ) ( ) ( )T T
a a c a a   G x σ x W توصیف می-

) وشوند  )c aσ x بردار توابع تحریک نقاد است؛ cW  وaW های وزنی ماتریس

یابند. پارامترها و بردار تطبیق می [36] باشند که بر اساس قوانین پیچیدهمی

 .اندبا توجه به مرجع یادشده تعیین شده CADPتحریک در 

با فرض شرایط  CADPسازی هر دو روش پیشنهادی و نتایج حاصل از شبیه

اولیه  (0) 0.8 1
T

x  طور که مشاهده نشان داده شده است. همان 8در شکل

سریعتر و با کیفیت بهتری انجام  ،شود، پایدارسازی آونگ در روش پیشنهادیمی

ود شمیتری انجام شود حال آن که این امر توسط سیگنال کنترل نوسانیمی

های دارای دامنه CADPشده بر خلاف طوری که سیگنال کنترل روش ارائهبه

ید سازی قکننده پیشنهادی در برآوردهکنترلمحسوس گردد. برتری مثبت می

افزون بر شرط اولیه فوق، نمودار فاز  نشان داده شده است که در آن 9در شکل 

ازای بسته بهحلقه (0) 0.8 1.4
T

  x  .نیز برای هر دو روش رسم شده است

های سیستم همواره دهد که با شروع از درون ناحیه مقید، حالتنتایج نشان می

با انتخاب شرایط اولیه در خارج از ناحیه مقید،  اما کنند.قید را رعایت می

پس از ورود به ناحیه یادشده برای لحظاتی از آن خارج  CADPکننده کنترل

 وشرکند. حال آن که در شرایط یکسان، ترتیب قید را نقض میشود و بدین می

نزدیک به بهینه مقید پیشنهادی پس از ورود به درون فضای مقید در آن باقی 

بیهشاین  در ،پیشنهادی روشدرنگ بیسازی برای بررسی امکان پیاده ماند.می

سازی به ازای شرایط اولیه  (0) 0.8 1.4
T

  x ،مان محاسباتی حداکثر ز

35.2زمانی برابر با  هایکننده در نمونهکنترل 10 s دست آمد که کوچکتر به

-های نمونهروش در زماندرنگ بیسازی برداری است. لذا پیادهاز زمان نمونه

 تمامی پذیر است. لازم به ذکر است کهبرداری کوچک با این مقیاس امکان

با پردازنده رایانه و  MATLAB R2018bافزار استفاده از نرمها با سازیشبیه

 گیگابایت انجام شده است.  4و حافظه  Core2(TM) Duoمرکزی 

 
  CADPتغییرات زاویه آونگ در روش پیشنهادی  و  -8شکل 
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ازای شرایط اولیه متفاوت در روش پیشنهادی و نمودار فاز به -9شکل 

CADP 
 

 گیرینتیجه -6
ای نزدیک به بهینه و تطبیقی برای کلاسی از کنندهدر این مقاله، کنترل

های غیرخطی ارائه شد. ملاحظه شد که روش یادشده فارغ از معادله سیستم

HJB ایسه در مقشود. ریزی پویا تطبیقی طراحی میهای برنامهروش و پیچیدگی

شده تاکنون نیز این روش از توانایی های همدسته ارائهکنندهکنترل با سایر

سازی قیدهای وابسته به خروجی و حالت برخوردار است. همچنین، برآورده

شود تا با نامعینی سیستم مقابله شده و مدل موجب می روشماهیت تطبیقی 

د سازی مقیخط بهینهبرور حل روز گردد. به منظبا توجه به شرایط هر لحظه به

، تهاستفاده شد که این امر دستیابی به حلی بس تصویر از شبکه عصبی بازگشتی

-های مختلف بدون نیاز بهبسترسازی در سادگی محاسبات و سهولت پیاده

دو کمک . در پایان، کارایی روش بهفراهم آوردابزارهای اضافی را کارگیری جعبه

زیرتحریک و پایدارسازی آونگ بررسی شد. ابتدا مثال کنترل مسیر کشتی 

شده و بدون برخورد کارایی روش در هدایت کشتی به مقصدی از پیش تعیین

با موانع نشان داده شد. سپس، برتری روش در پایدارسازی مقید آونگ در قیاس 

 های مدل بررسی شد.[ با در نظر گرفتن نامعینی36] CADPکننده با کنترل

تری از تی شامل توسعه روش پیشنهادی برای کلاس گستردههای آپژوهش

واند تهایی با دینامیک داخلی ناپایدار میها است. برای مثال، سیستمسیستم

  موضوع کارهای آینده در این زمینه باشد.
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