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است. رویکرد اول بر مبنای توزیع  در این مقاله سه رویکرد به منظور پایش فرآیندهای مبتنی بر توزیع پواسن صفرآماسیده ارائه شده ه:  چکید

حضور متغیرهای قابل    تأثیرپواسن صفر آماسیده کلاسیک موجود در ادبیات، رویکرد دوم بر مبنای مدل رگرسیونی مخاطره متناسب با هدف  

گیری با تلفیق مدل  گیری و متغیرهای غیر قابل اندازهمتغیرهای قابل اندازه  تأثیرزمان  گیری و رویکرد سوم به منظور لحاظ کردن هماندازه

ترین  های دوم و سوم مبتنی بر مدل مخاطره متناسب و مدل تلفیقی از مهم . رویکرد استرگرسیونی مخاطره متناسب و مدل شکنندگی،  

نه و  است. عملکرد نمودارهای کنترل با اعمال شیفت به طور جداگا  باشد که تاکنون به آن پرداخته نشدهی حاضر میهای مقالهنوآوری

سازی، دلالت بر برتری نمودار کنترل جمع تجمعی با است. مطالعات شبیه  زمان در دو پارامتر توزیع پواسن صفرآماسیده بررسی شدههم

گیری دارد. همچنین، عملکرد نمودارهای کنترل پیشنهادی در یک قابل اندازه گیری و غیرمتغیرهای قابل اندازه تأثیرزمان لحاظ کردن هم

 .است  مطالعه موردی در کارخانه چاپ لیبل بررسی شده

متغیرهای    :کلیدی  واژگان تجمعی،  کنترل جمع  نمودار  متناسب،  مخاطره  رگرسیونی  مدل  شکنندگی،  رگرسیونی  مدل  آماسیده،  پواسن صفر  توزیع 

 .گذارتأثیر

 مقدمه - ۱

رضایتمندی  ا پیشرفت تکنولوژی به منظور افزایش کیفیت و  ب

سال در  خدمات  و  تولید  کیفیت  بهمشتری،  اخیر  طور  های 

کرده فزاینده  پیشرفت  محصولات ای  کنترل  و  پایش  و  است 

نسبت به گذشته بسیار دشوارتر بوده به طوری که گاهی با 

رو هستیم که نرخ نقص در هر نمونه بازرسی بهفرآیندهایی رو

[. در پایش این دست از  1کم و حتی نزدیک به صفر است]

شناخته   بالا  کیفیت  با  فرآیندهای  عنوان  با  که  فرآیندها 

شوند به دلیل پایین بودن نرخ نقص و با استفاده از تعداد می

اختیار  نقص نمونه، اطلاعات کمی در  بازرسی هر  قرار  ها در 

 گیرد و این موضوع باعث دشواری پایش در این دست از  می
 

              1۴۰۲/ ۰۵/ ۳۰تاریخ پذیرش:                1۴۰۲/ ۰۳/ ۰۵تاریخ دریافت: 

 ۴/ شماره 1۲دوره 

 ۴۳۹-۴۶۰صفحات 

 
1 Zero Inflated 

 

شده ]فرآیندها  از  ۲است  مشکل  این  حل  برای  ی  هاروش [. 

  شود. متفاوتی برای پایش فرآیندهای با کیفیت بالا استفاده می

ی پایش برای فرآیندهای با نرخ نقص بسیار  هاروش یکی از  

باشد. به دلیل می 1های صفر آماسیده پایین، استفاده از توزیع

داده این دست از فرآیندهای با کیفیت بالا از   این که مجموعه

ها  است، به این مجموعه دادهتعداد زیادی صفر تشکیل شده

صفر مازاد یا نقصان نزدیک به صفر گویند که این فرآیندها به  

یی نظیر توزیع پواسن صفر آماسیده،  هامدل خوبی از طریق  

میمدل  در  1شوند] سازی  نقص  نرخ  بودن  پایین  دلیل  به   .]

ی پایش با دشواری زیادی  هاروش فرآیندهای با کیفیت بالا  

ها برای این موضوع لحاظ کردن  رو هستند یکی از راه حلبهرو

که    تأثیر است  نقص    تأثیرمتغیرهایی  نرخ  بر  سزایی  به 

، در عمل  2متغیرهای کیفیت/ عملکرد  [، در حقیقت۳دارند]

گیرند. برای در  قرار می بسیاری از متغیرهای دیگر   تأثیرتحت  

گرفتن   با    تأثیرنظر  فرآیندهای  در  مشاهده شده  متغیرهای 
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از   بالا  مانند  هامدل کیفیت  رگرسیونی  متفاوت  ی  هامدل ی 

متناسب  در  می  3مخاطره  این،  بر  علاوه  کرد  استفاده  توان 

گذار به تأثیرفرآیندهای با کیفیت بالا مشاهده تمام متغیرهای  

دلیل هزینه بالا و پیچیدگی امکان پذیر نیست و یا اطلاعات  

باشد، اما به  دقیقی از این دست از متغیرها در دسترس نمی

ی که این متغیرهای غیرقابل مشاهده بر نرخ نقص  تأثیردلیل  

شوند و بنابراین  گذارند باعث ایجاد ناهمگونی در فرآیند میمی

از  نمی چشمآن  تأثیرتوان  از  ها  لذا  کرد،  ی  هامدل پوشی 

نظیر   شکنندگیهامدل رگرسیونی  نظرگرفتن    4ی  در  برای 

کرد که در  توان استفادهمتغیرهای غیرقابل مشاهده می   تأثیر

ناهمگونی به صورت یک ضریب، که متغیری    تأثیر  هامدل این  

 [. ۴شود]باشد به مدل اضافه مینامنفی می

پایش فرآیندهای با کیفیت بالا توسط محققان بسیاری بررسی  

محققان  شده  از  بسیاری  مبنای  است.  بر  کنترلی  نمودارهای 

توزیع پواسن به منظور پایش فرآیندهای با کیفیت بالا، ارائه  

[ یک نمودار کنترل میانگین متحرک  ۵اند. ون و همکاران]داده

( تعدیل شده با رگرسیون برای پایش  EWMA)5موزون نمایی

به طور مداوم  اند که قادر است ی پواسن پیشنهاد دادههامدل 

و به روز   میتنظ  یواقع  تیرا با توجه به وضع  یانتظار   ریمقاد

همکاران]کند و  برور  میانگین  ۶.  کنترل  نمودار  یک  نیز   ]

اند  های پواسن ارائه داده متحرک موزون نمایی برای پایش داده 

می ارزیابی  مارکوف  زنجیره  روش  با  و  که  جیانگ  شود. 

برای  7همکاران] پواسن  ناهمگن  فرآیندهای  پایش  با   ]

متفاوت، کلاسی از  تشخیص کارآمد تغییرات در اندازه نمونه  

(پیشنهاد داده  CUSUM)6نمودار کنترل وزنی جمع تجمعی

اند.  سنتی مقایسه نموده   CUSUMرا با نمودار و عملکرد آن

عدم  8کتمی] دارای  فرایندهای  برای  کنترل  نمودار  سه   ]

-انطباق را با استفاده از توزیع پواسن صفر آماسیده معرفی می

همکاران] کند. و  نمودار  ۹فتاحی  یک   ]EWMA    توزیع با 

نادر در  ZIP) 7پواسن صفرآماسیده  پایش رخدادهای  برای   )

گیری عملکرد از پیش تعیین  حوزه سلامت با یک مقدار اندازه

[ ایده جدیدی  1۰اند. لامبرت و همکاران]شده پیشنهاد داده 

پایش   و  شمارشی  رگرسیون  برای  شمارشی  را  فرآیندهای 

اند، به طوری که پارامتر  جایگزین توزیع پواسن، مطرح نموده

λ    به عنوان پارامتر توزیع پواسن استاندارد وp    احتمال تورم

 
 3 Proportional Hazard 
4 Frailty Models 
5 Exponentially Weighted Moving Average  
6 Cumulative Sum Control Chart 

  شده   در صفر، در توزیع پواسن صفرآماسیده، در نظر گرفته

و همکاران] را که 11است. شای  فرآیندهایی  پایش  [ مساله 

نمونه  در  انطباق  عدم  و  گیریتعداد  کم  بسیار  متعدد  های 

نزدیک به صفر است مطرح کرده و برای شناسیایی تغییرات  

برمبنای کنترلی  نمودار  فرآیند،  و     ZIPتوزیع غیرتصادفی 

سپس بر همان اساس یک نمودار کنترل شوهارت به عنوان  

میرویه طراحی  فرآیندها  این  کنترل  برای  و  ای  هو  کنند. 

یک طرفه بالایی با استفاده    EWMAنمودار کنترل  [1۲لیو]

داده  پیشنهاد  وزنی  آزمون  آماره  شناسایی  از  به  قادر  که  اند 

صفر  شیفت پواسن  مدل  پواسن  قسمت  در  افزایشی  های 

بود  باشد که با لحاظ کردن اثر تصادفی، امکان بهآماسیده می

 کند.  ظرفیت تشخیص ناهمگونی غیرطبیعی را فراهم می

  گذار تأثیر  یرهایپاسخ و متغ  یرهایمتغ  نیب  یونیمدل رگرس

شود،  میمشاهده شده استفاده    یشمارش  یهاداده  میتنظ  یبرا 

بسیاری از   .گویندمی  ریسک شده  لیتعدبه آن  که اصطلاحاً  

محققان نمودارهای کنترل تعدیل ریسک شده را برای پایش  

ارائه دادههامدل  [.  1۵[ و ]1۴[، ]1۳اند ]ی پیشنهادی خود 

همکاران] و  ویژگی1۶مگاهد  بررسی  با  طول  [  متوسط  های 

دو طرفه، روشی   CUSUMدو نوع نمودار  (ARL) 8ی دنباله

نمودار کنترل برنولی    ARLاند که با استفاده از آن  را ارائه داده 

توان به طور دقیق تعیین کرد. این روش هم دو طرفه را می

ی  هامدل برای صنایع مختلف و هم در مهندسی سلامت در  

می قرار  استفاده  مورد  شده،  ریسک  و  تعدیل  اشتینر  گیرد. 

کنترل  ۳مککی] نمودار   ]CCC    وCQC    پایش برای  را 

ی رگرسیونی توسعه  هاروش فرآیندهای با کیفیت بالا با کمک  

متغیرهای  داده مبنای  بر  را  روشی  و  علت تأثیراند  که  گذار 

اند.  ها هستند با استفاده از رگرسیون لجستیک ارائه دادهنقص

پایش تعداد نقص17محمود] برای  ها در فرآیندهای  [ مدلی 

گذار ارائه  تأثیریک متغیر    تأثیرباکیفیت بالا با در نظر گرفتن  

برمبنای  داده ایشان  مدل  خطی  هامدل است.  رگرسیونی  ی 

ای منفی  و توزیع دوجمله   ZIPمیم یافته بر مبنای توزیع  تع

آماسیده  کردن    (ZINBصفر  لحاظ  با  متغیر   تأثیر(  یک 

نقصتأثیر برتعداد  میگذار  فرآیند  و  های  محمود  باشد. 

ی گذشته و کنونی پایش  هاروش ای جامع از [ مطالعه1شای]

ی صفر آماسیده  هامدل فرآیندهای با کیفیت بالا با استفاده از  

7 Zero Inflated Poisson 
8 Average Run Lenght 
9 Zero Inflated Negative Binomial 
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   الهام کیوانی، شروین اسدزاده و یاسر صمیمی 

 ۱۴۰۱  زمستان  - ۴شماره    - ۱۲جلد    نشریه مهندسی و مدیریت کیفیت

را در چندین صنعت مختلف   هامدل اند و کاربرد این  ارائه داده 

نموده همکاران]   اند.بررسی  و  با  18هی  کنترلی  نمودار   ]

زمان  استفاده از ترکیب دو نمودار جمع تجمعی برای پایش هم

و   آماسیده  صفر  پواسن  توزیع  با  فرآیندهای  در  پارامتر  دو 

برای پایش همزمان     CUSUM همچنین یک نمودار واحد

اند و عملکرد این  های افزایشی در دو پارامتر ارائه دادهشیفت

[ برای  1۹اند.  محمود و همکاران]دو رویکرد را مقایسه نموده 

های صفرمازاد از مدل  پایش تغییرات میانگین در مجموعه داده

توزیع مبنای  بر  یافته  تعمیم  خطی  و   ZIPهای  رگرسیونی 

ZINB    برای پایش فرآیندهای با کیفیت بالا با لحاظ کردن

متغیر    تأثیر کردهتأثیریک  استفاده  نمودار  گذار  ایشان  اند. 

دار مبتنی بر داده و مبتنی بر مدل خطی تعمیم  کنترل حافظه

یک   در  نقص  تعداد  میانگین  افزایش  بر  نظارت  برای  یافته، 

 اند.  داده   فرآیند با کیفیت بالا ارائه

ی تعدیل ریسک شده  هامدل علاوه بر این، برخی از محققان  

با   توزیع    ZIPی  هامدل را  پارامتر  تغییرات هر دو  و  ترکیب 

ZIP   [ نمودارهای کنترل  ۲۰اند. تن و همکاران]را بررسی کرده

جمع تجمعی پواسن صفر آماسیده تعدیل ریسک شده را به  

عوامل   تأثیراند که جهت پایش بیماری آنفولانزا پیشنهاد داده

ریسک بر آنفولانزا توسط مدل رگرسیونی پواسن صفرآماسیده  

-است و نمودارهای کنترلی را به منظور پایش هممطرح شده 

برای پایش جداگانه آن     و هم   ZIP مدل   زمان دو پارامتر

  EWMAنمودار کنترل   [۲1لی و همکاران]  اند.پیشنهاد داده 

-ییرات کوچک در دادهتعدیل ریسک شده را برای تشخیص تغ

  ZIPاند، تغییرات هر دو پارامتر توزیع  پیشنهاد دادهZIPهای  

با    سازیشبیهاند و با مطالعات  زمان پایش کرده را به طور هم

استفاده از روش مونت کارلو نشان دادند که نمودار پیشنهادی  

از سایر نمودارهای موجود در تشخیص تغییرات کوچک در  

[  ۲۲کند. لی و همکاران]فرآیندهای با صفر مازاد بهتر عمل می

بر مبنای نسبت درستنمایی تعمیم   EWMA نمودار کنترل

فرآیندهای   یافته پایش  ارائه    ZIPبرای  ریسک شده  تعدیل 

اند که قادر به شناسایی تغییرات تصادفی در هر دو پارامتر  داده

    باشد.می  ZIPمدل  

اهمیت  به دلیل  بیان شد  ادبیات موضوع  همان طور که در 

پایش فرآیندهای با کیفیت بالا و نیز تشخیص زود هنگام حتی 

بسیاری   بر  تأثیرعوامل    تأثیرتغییرات کوچک، محققان  گذار 

آن را   تأثیررا بررسی نموده و    ZIPفرآیندهای مبتنی بر مدل  

-در بهبود تشخیص تغییرات در نمودارهای کنترل بیان کرده

با    ZIPهای مبتنی بر مدل  اند، اما واضح است که پایش داده

مخاطره  کردن  مدل  لحاظ  منظور  به  متناسب    تأثیر ی 

اندازه قابل  تلفیق  متغیرهای  نیز  و  مخاطره  هامدل گیری  ی 

زمان متغیرهای  شکنندگی به منظور پایش هم متناسب و مدل

اندازه اندازقابل  غیرقابل  متغیرهای  و  تاکنون  هگیری  گیری، 

است. بدین منظور در مقاله  مورد بررسی و مطالعه قرارنگرفته

مبتنی بر مدل رگرسیونی    CUSUMحاضر یک نمودار کنترل  

مخاطره متناسب برای پایش فرآیندهای با کیفیت بالا برای  

-گذار قابل اندازهتأثیربررسی تغییرات حاصل از وجود عوامل 

نمودار یک  همچنین  و  مشاهده(  )قابل    CUSUMگیری 

تلفیق   بر  و  هامدل مبتنی  متناسب  مخاطره  رگرسیونی  ی 

گذار  تأثیرزمان عوامل  هم  تأثیرشکنندگی برای در نظر گرفتن  

گیری در این فرآیندها، ارائه  گیری و غیر قابل اندازهقابل اندازه

نمودار  می با  پیشنهادی  نمودار  دو  هر  عملکرد  و  شود 

CUSUM    پواسن توزیع  استاندارد  مدل  بر  مبتنی 

متغیرهای   حضور  منظور  تأثیرصفرآماسیده)بدون  به  گذار(، 

و نیز پایش    ZIPپارامتر مدل زمان تغییرات در هر دو  پایش هم

 شود. مقایسه و بررسی می جداگانه پارامترها

 بیان مساله و مفروضات   - ۲

ی توسعه یافته مدل  هامدل مدل پواسن صفر آماسیده، یکی از  

ها با صفر مازاد  پواسن استاندارد است که برای شمارش داده

می قرار  استفاده  میمورد  واقع  در  در  گیرد.  که  گفت  توان 

به  هامدل  نسبت  آماسیده  صفر  نظیر  هامدل ی  شمارشی  ی 

ها  ای منفی و ...، دادهای، دو جملهپواسن، هندسی، دو جمله 

می انتظار  آنچه  میاز  بیشتری  صفر  دارای  نادیده  رود  باشد. 

گرفتن ویژگی آماسیده بودن در صفر باعث ایجاد نااریبی در 

زده تخمین  می پارامترهای  باعث  شده  طور  همین  و  شود 

 [.  1گردد]های شمارشی میپراکندگی بیش از حد داده

مقدار صفر    pبا احتمال   yفرض کنید متغیر تصادفی گسسته  

1کند و با احتمال  آماسیده را اختیار می p−    مقدار آن از

آید. بنابراین مقدار متغیر  دست میبه  λتوزیع پواسن با پارامتر  

دست  از دو منبع صفر آماسیده و توزیع پواسن به  yتصادفی  

از  می صفرآماسیده  پواسن  توزیع  احتمال  جرم  تابع  و  آید 

   شود:حاصل می  1ی  رابطه 

(1) 

0

(1 )exp( ), 0

( ) ( ) (1 )exp( )
, 1, 2,3,...

!

y

p p y

f y P Y y p
y

y



 

+ − − =


= = = − −
=


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کیفی گسسته   از    yمشخصه  دارد  را  پاسخ  متغیر  نقش  که 

 تأثیرکند، در عمل تحت  توزیع پواسن صفرآماسیده پیروی می

گیری و مشاهده و همین طور  گذار قابل اندازهتأثیرمتغیرهای  

گیری  متغیرهایی است که گاهی ممکن است مشاهده و اندازه

باشد. همان  بیان شد،  آن، دشوار  ادبیات موضوع  طور که در 

صفر    تأثیر پواسن  مدل  در  مشاهده  غیرقابل  متغیرهای 

است. برای    آماسیده، در مطالعات گذشته نادیده گرفته شده

مشاهده تأثیرمتغیرهای    تأثیرگرفتن    نظر  در قابل    گذار 

ی رگرسیونی تحلیل بقا نظیر  هامدل ها از  گیری( بر داده)اندازه 

از  ۲۳شود]استفاده می  PHمدل رگرسیونی   این مقاله  [. در 

دست آوردن تابع بقا و همین طور  برای به  PHرگرسیونی    مدل

است.    تابع مخاطره برای متغیر کیفیت خروجی استفاده شده

رابطه  از  آماسیده  صفر  پواسن  توزیع  بقا  حاصل    ۲ی  تابع 

 شود: یم

(۲

) 0

1 (1 )exp( ), 0

( ) (( 1), )
1 (1 ) , 1,2,3,...

!

p p y

S y y
p p y

y





− − − − =


=  +
− − − =



 

 آید: دست میبه   ۳ی  و تابع مخاطره بر اساس رابطه

(۳ ) 
0

0

0

(1 )exp( ), 0
( )

( ) exp( )
, 1,2,3,...( 1)

! ( , )

y

p p y
f y

h y
yS y

y y y



 



+ − − =


= = −
=−  − 

 

گذار بر  تأثیرمتغیرهای    تأثیر ،  PHبر اساس مدل رگرسیونی  

 شود: تعریف می  ۴یتابع مخاطره، به صورت رابطه 

(۴) 
0( ) ( ) ( )h y x h y q X=  

آن   که در 
0 ( )h yمتغیر پایه  )است،   y تابع مخاطره  )q X 

باشد.  گذار میتأثیربرداری از متغیرهای    Xتابعی غیر منفی و 

گذار بر تابع  تأثیرمتغیرهای  تأثیرواضح است که در این مدل 

شود که در این مطالعه تعداد متغیرهای  مخاطره پایه اعمال می

گذار برابر یک فرض شده است. تابع مخاطره برای توزیع  تأثیر

گذار،  تأثیرمتغیرهای    تأثیرپواسن صفر آماسیده با لحاظ کردن  

 باشد: می  ۵ی  به صورت رابطه   PHبر اساس مدل  

(۵ ) ( (1 )exp( ))exp( ), 0

( ) exp( )
( ) exp( ), 1,2,3,...

! ( , )

y

p p x y

h y x
x y

y y y

 

 




+ − − =


= −
= − 

 

( مشخص است، به طور کلی رابطه  ۵همان طور که در رابطه )

)مرسوم برای تابع   )q X   برابرexp( )x  درنظر گرفته می-

آن   در  که  متغیر  xشود  تنها  و تأثیر،  ضریب  گذار 

  PH. بر همین اساس تابع بقا بر اساس مدل  استرگرسیونی  

 است:   ۶ی  مطابق رابطه

(۶ ) ( )

0( ) ( )q xS y x S y=  

نیز  بنابراین می را  آماسیده  پواسن صفر  توزیع  بقا  تابع  توان 

 بازنویسی کرد:  7ی  و مطابق رابطه   PHطبق مدل  

 (7 ) 
exp( )

exp( )

(1 (1 )exp( )) , 0

( ) (( 1), )
(1 (1 ) ) , 1, 2,3,...

!

x

x

p p y

S y x y
p p y

y









 − − − − =


=  +
− − − =



 

متغیرهای   بر  مشاهده)اندازهتأثیرعلاوه  قابل  گیری(،  گذار 

گیری( نیز در روند  متغیرهای غیرقابل مشاهده)غیرقابل اندازه

از  تأثیرفرآیند   گذار هستند که ممکن است اطلاعات دقیقی 

این دست    تأثیراین متغیرها در دسترس نباشد. نادیده گرفتن  

ناهمگونی در مدل   ایجاد  باعث  شود. به  می  PH از متغیرها 

 تأثیرهمین دلیل از مدل شکنندگی به منظور لحاظ کردن  

-ناهمگونی ناشی از متغیرهای غیرقابل مشاهده استفاده می

که   شود. شکنندگی)ناهمگونی( به صورت ضریبی مانند  

تابع   تعدیل شدن  باعث  است،  غیرمنفی  تصادفی  متغیر  یک 

می رابطه۲۴گردد]مخاطره  نشان    8ی  [.  را  شکنندگی  مدل 

 دهد: می

(8) 0( , ) ( )h y x h y x =  

بیان    ۹ی  تابع مخاطره توزیع پواسن صفر آماسیده، طبق رابطه 

 شود: می

 (۹ ) ( (1 )exp( )) exp( ), 0

( , ) exp( )
( ) exp( ), 1,2,3,...

! ( , )

y

p p x y

h y x
x y

y y y

  

  
 



+ − − =


= −
= − 

 

لیبل را در نظر  به عنوان مثال خط تولید یک کارخانه چاپ 

های چاپ شده،  های لیبلرولها در  ها یا خرابیبگیرید. نقص

شود. تعداد  در هر روز توسط واحد کنترل کیفیت بررسی می

های چاپ شده در هر های لیبلها در متوسط تعداد رولخرابی

شود، به  روز که به عنوان مشخصه کیفی در فرآیند لحاظ می 

گیری( متعددی نظیر دما  گذار قابل مشاهده)اندازهتأثیرعوامل  

یا رطوبت واحد تولید کارخانه و همین طور عوامل غیرقابل  

اندازه و  اپراتورهای  مشاهده  عملکرد  یا  مهارت  مانند  گیری 

مختلف دستگاه چاپ وابسته است که در صورت نادیده گرفتن  

این عوامل غیرقابل مشاهده، ناهمگونی لحاظ نشده، منجر به  

گیری نادرست در پایش فرآیندها با نمودارهای کنترل  نتیجه

این متغیرها، از یک توزیع    تأثیر گردد. برای در نظر گرفتن  می

برای   استفاده    اثرتصادفی  سازیمدل گسسته  )شکنندگی( 

تولید، یک مدل  می اپراتور در خط  با فرض حضور دو  شود. 
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در سطحی  دو  می  شکنندگی  تعداد نظرگرفته  نسبت  شود. 

شکنندگی های چاپ شده توسط اپراتور اول که با مقدار  رول 

1   شود برابر باتولید می    های چاپ  و نسبت تعداد رول

1شده توسط اپراتور دوم   −    است و به دلیل برقراری شرط

)استانداردسازی  ( ) 1)E  ، مقدار شکنندگی برای اپراتور  =

 شود: حاصل می  1۰ی  از رابطهدوم  

(1۰) 𝜑2 =
1 − 𝜑1𝜔

1 − 𝜔
 

توان از  دست آوردن توابع بقا و مخاطره غیرشرطی، میبرای به

تئوری   در  لاپلاس  تبدیل  کرد.  استفاده  لاپلاس  تبدیل 

تعریف   11ی  به صورت رابطه   Uاحتمالات برای متغیر تصادفی  

 شود: می

(11) ( ) ( )aUL a E e−= 
، با مقدار   yاز طرفی، تابع بقای شرطی برای متغیر خروجی

 باشد: می  1۲یبه صورت رابطه   شکنندگی 

(1۲) 

exp( )

exp( )

(1 (1 )exp( )) , 0

( , ) (( 1), )
(1 (1 ) ) , 1, 2,3,...

!

x

x

p p y

S y x y
p p y

y





 

 


 − − − − =


=  +
− − − =



 

تابع بقا غیر شرطی با تبدیل    1۳ی  بنابراین با توجه به رابطه

 با: لاپلاس برابر است  

(1۳ ) 𝑆(𝑦|𝑥) = 𝐸(𝑆(𝑦|𝑥, 𝜑)) = 𝐸(𝑒−𝜑𝐻0(𝑦) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥)) = 
𝐿(𝐻0(𝑦) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥)) 

باشد. تابع جرم  تابع پایه تجمعی مخاطره می0Hکه در آن 

احتمال و تابع مخاطره نیز با تبدیل لاپلاس و مشتقات آن با  

 شود: محاسبه می  1۵و    1۴روابط  

(1۴) 𝑓(𝑦|𝑥) = −ℎ0(𝑦) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥)𝐿′(𝐻0(𝑦) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥)) 

  

(1۵) ℎ(𝑦|𝑥) = −ℎ0(𝑦) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥)
𝐿′(𝐻0(𝑦) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥))

𝐿(𝐻0(𝑦) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥))
 

 

بنابراین با توجه به تابع بقا، تابع جرم احتمال و تابع مخاطره  

و    شودحاصل می  18و    17،  1۶مدل و تبدیل لاپلاس روابط  

با توجه به روابط پیشین و محاسبات تبدیل لاپلاس، توابع  نیز  

  ۲1و    ۲۰،  1۹طبق توابع    y  شرطی برای متغیر خروجی  غیر

 آید دست میبه

(1۶ ) 𝑆(𝑦|𝑥) =

{
 
 

 
 
𝐸(𝑒−𝜑(− 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝) 𝑒𝑥𝑝(−𝜆)) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥)) =

𝐿((− 𝑙𝑛( 1 − 𝑝 − (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆)) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥)), 𝑦 = 0

𝐸(𝑒
−𝜑(− 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝)

𝛤((𝑦+1),𝜆)
𝑦!

)) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥)
) =

𝐿(− 𝑙𝑛( 1 − 𝑝 − (1 − 𝑝)
𝛤((𝑦 + 1), 𝜆)

𝑦!
) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥)), 𝑦 = 1,2,3, . . .

 

(17 ) 𝑓(𝑦|𝑥) =

{
  
 

  
 
−(𝑝 + (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆)) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥) ∗

𝐿′(− 𝑙𝑛( 1 − 𝑝 − (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆)) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥)), 𝑦 = 0

−(
𝑒𝑥𝑝( − 𝜆)𝜆𝑦

𝑦! − 𝑦𝛤(𝑦, 𝜆)
) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥) ∗

𝐿′(− 𝑙𝑛( 1 − 𝑝 − (1 − 𝑝)
𝛤((𝑦 + 1), 𝜆)

𝑦!
) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥)), 𝑦 = 1,2,3, . . .

 

(18 ) ℎ(𝑦|𝑥) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 
−(𝑝 + (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆)) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥) ∗

𝐿′(− 𝑙𝑛( 1 − 𝑝 − (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆)) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥))

𝐿(− 𝑙𝑛( 1 − 𝑝 − (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥))
, 𝑦 = 0

−
𝑒𝑥𝑝( − 𝜆)𝜆𝑦

𝑦! − 𝑦𝛤(𝑦, 𝜆)
𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥) ∗

𝐿′((− 𝑙𝑛( 1 − 𝑝 − (1 − 𝑝)
𝛤((𝑦 + 1), 𝜆)

𝑦!
)) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥))

𝐿((− 𝑙𝑛( 1 − 𝑝 − (1 − 𝑝)
𝛤((𝑦 + 1), 𝜆)

𝑦!
)) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥))

, 𝑦 = 1,2,3, . . .

 

(1۹ ) 𝑆(𝑦|𝑥) =

{
 
 

 
 
𝜔𝑒𝜑1 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝) 𝑒𝑥𝑝(−𝜆)) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥) +
(1 − 𝜔)𝑒𝜑2 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝) 𝑒𝑥𝑝(−𝜆)) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥), 𝑦 = 0

𝜔𝑒
𝜑1 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝)

𝛤((𝑦+1),𝜆)
𝑦!

) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥)
+

(1 − 𝜔)𝑒
𝜑2 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝)

𝛤((𝑦+1),𝜆)
𝑦!

) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥)
, 𝑦 = 1,2,3, . . .
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(۲۰ ) 𝑓(𝑦|𝑥) =

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
𝜔𝜑1(𝑝 + (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆)) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥)

𝑒𝜑1 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝) 𝑒𝑥𝑝(−𝜆)) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥) +
(1 − 𝜔)𝜑2(𝑝 + (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆))

𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥)𝑒𝜑2 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝) 𝑒𝑥𝑝(−𝜆)) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥), 𝑦 = 0

𝜔𝜑1
𝑒𝑥𝑝( − 𝜆)𝜆𝑦

𝑦! − 𝑦𝛤(𝑦, 𝜆)
𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥)

𝑒
𝜑1 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝)

𝛤((𝑦+1),𝜆)
𝑦!

) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥)
+

(1 − 𝜔)𝜑2
𝑒𝑥𝑝( − 𝜆)𝜆𝑦

𝑦! − 𝑦𝛤(𝑦, 𝜆)
𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥)

𝑒
𝜑2 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝)

𝛤((𝑦+1),𝜆)
𝑦!

) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥)
, 𝑦 = 1,2,3, . . .

 

(۲1 ) 
ℎ(𝑦|𝑥) =

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
𝜔𝜑1𝑒

𝜑1 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝) 𝑒𝑥𝑝(−𝜆)) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥) +

(1 − 𝜔)𝜑2𝑒
𝜑2 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝) 𝑒𝑥𝑝(−𝜆)) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥)

𝜔𝑒𝜑1 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝) 𝑒𝑥𝑝(−𝜆)) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥) +
(1 − 𝜔)𝑒𝜑2 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝) 𝑒𝑥𝑝(−𝜆)) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥)

∗

(𝑝 + (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆)) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥), 𝑦 = 0

𝜔𝜑1𝑒
𝜑1 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝)

𝛤((𝑦+1),𝜆)
𝑦!

) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥)
+

(1 − 𝜔)𝜑2𝑒
𝜑2 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝)

𝛤((𝑦+1),𝜆)
𝑦!

) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥)

𝜔𝑒
𝜑1 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝)

𝛤((𝑦+1),𝜆)
𝑦!

) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥)
+

(1 − 𝜔)𝑒
𝜑2 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝)

𝛤((𝑦+1),𝜆)
𝑦!

) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥)

∗

(
𝑒𝑥𝑝( − 𝜆)𝜆𝑦

𝑦! − 𝑦𝛤(𝑦, 𝜆)
) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥), 𝑦 = 1,2,3, . . .

 

بر    CUSUMدر بخش بعد رویکرد ساخت سه نمودار کنترل  

مبنای مدل پواسن صفر آماسیده به ترتیب در حالت استاندارد  

گذار، با استفاده از  تأثیرمتغیرهای    تأثیرو بدون در نظر گرفتن  

از تلفیق  استفاده  با  و نیز  مدل رگرسیونی مخاطره متناسب 

 مدل مخاطره متناسب و مدل شکنندگی بررسی خواهد شد. 

 پیشنهادی  CUSUMنمودارهای کنترل  -3

مبنای   بر  کنترل  نمودارهای  بالا،  کیفیت  با  فرآیندهای  در 

ی  ها مدل شوند. بر مبنای  های صفر آماسیده طراحی می توزیع

ی تعدیل رگرسیون شده،  هامدل مطرح شده در بخش قبلی  

گذار در مدل، مطرح  تأثیرمتغیرهای    تأثیربرای لحاظ کردن  

شود، انتظار  است. زمانی که شیفتی در فرآیند ایجاد میشده 

بر این است که نمودار کنترل به سرعت شیفت را تشخیص  

داده و سیگنال خارج از کنترل بودن فرآیند، سریعتر دریافت  

 CUSUM[. در این بخش طراحی سه نمودار کنترل  ۲۵شود]

در سه سناریو مختلف ارائه شده است. نمودار کنترل سناریو  

اول مبتنی بر مدل پواسن صفر آماسیده در حالت استاندارد و  

باشد که توسط محققان  گذار میتأثیربدون حضور متغیرهای  

  [. 18]استبسیاری بررسی شده و در ادبیات به آن اشاره شده 

کنترل   نمودار  دوم  مدل    CUSUMسناریو  بر  مبتنی 

رگرسیونی مخاطره متناسب )پیشنهادی( و سناریو سوم نیز  

با استفاده از تلفیق مدل رگرسیونی    CUSUMنمودار کنترل  

مخاطره متناسب و مدل رگرسیونی شکنندگی )پیشنهادی(  

سازی عملکرد دو نمودار  باشد. در نهایت در مطالعات شبیهمی

مبتنی بر مدل پیشنهادی در مقایسه با    CUSUM   کنترل

مبتنی بر مدل پواسن صفر آماسیده    CUSUMعملکرد نمودار  

گذار بررسی  تأثیردر حالت استاندارد و بدون حضور متغیرهای  

های افزایشی در  شیفت  تأثیرخواهد شد. در این مطالعه برآنیم  

تعداد  متوسط  یعنی  صفرآماسیده  پواسن  مدل  پارامترهای 

دلیل حد    خرابی به همین  بررسی شود،  رخداد صفر  نرخ  و 

شود اما  بالای نمودار کنترل برای پایش فرآیندها طراحی می

راحتی می پایینبه  و حد  بالا  به    توان حد  را  نمودار کنترل 
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   الهام کیوانی، شروین اسدزاده و یاسر صمیمی 

 ۱۴۰۱  زمستان  - ۴شماره    - ۱۲جلد    نشریه مهندسی و مدیریت کیفیت

افزایشی و کاهشی فرآیند  زمان شیفتمنظور پایش هم های 

   توسعه داد.

 شود:تعریف می  ۲۲ی  به صورت رابطه  CUSUMآماره  

(۲۲) 𝑞𝑖
= 𝑚𝑎𝑥(0, 𝑞𝑖−1 + 𝑤𝑖) 𝑖 = 1,2,3, . . . 

𝑞0 = 0 
  ۲۳ی  است و از رابطه  CUSUMامتیاز   iwکه در آن 

 شود: حاصل می

(۲۳) 𝑤𝑖 = 𝑙𝑜𝑔(
𝐿(𝑦𝑖|𝜃𝜇)

𝐿(𝑦𝑖|𝜇)
) 

آن در  شده  و  تعیین  پیش  از  شیفت  برای  یک  که  است 

برای شناسایی شیفت بهینه استفاده    CUSUMطراحی نمودار

پارامتری از توزیع پواسن صفر آماسیده است که   شود و می

ی  شود و تابع درستنمایی طبق رابطه شیفت در آن پایش می

 شود: تعریف می  ۲۴

(۲۴ ) ( ) ( )i iL y f y= 

ارائه شده بر     CUSUM نمودار کنترلهر سه    در این مطالعه

  وp، در پارامتر مبنای اعمال شیفت افزایشی در پارامتر  

زمان در هر دو پارامتر توزیع پواسن صفر  نیزایجاد شیفت هم

iq  شوند. در صورتی کهآماسیده طراحی می UCL   باشد

حد کنترل بالای   UCLدهد، که در آن،  نمودار سیگنال می

شود که به مقدار  ای تعیین میگونهنمودار کنترل است و به

برسیم. مشخصی  کنترل  تحت  دنباله  طول  حال   متوسط 

را برای سناریوهای مختلف محاسبه    CUSUMتوان آماره  می

 کرد.

امتیاز   محاسبات  اول  سناریو  حضور  CUSUM در  بدون 

گذار قابل مشاهده و غیر قابل مشاهده مطابق  تأثیرمتغیرهای 

 است:   ۲۵ی  رابطه 

(۲۵ ) 

 

𝑤𝑖 =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝑙𝑜𝑔(

𝑝 + (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜃𝜆)

𝑝 + (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆)
) =

𝑙𝑜𝑔( 𝑝 + (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜃𝜆)) − 𝑙𝑜𝑔( 𝑝 + (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆)), 𝑦𝑖 = 0

𝑙𝑜𝑔(

(1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜃𝜆)(𝜃𝜆)𝑦𝑖

𝑦𝑖!
(1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆)(𝜆)𝑦𝑖

𝑦𝑖!

) =

𝑙𝑜𝑔( (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜃𝜆)(𝜃𝜆)𝑦𝑖) − 𝑙𝑜𝑔( (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆)(𝜆)𝑦𝑖), 𝑦𝑖 = 1,2,3, . . .

 

 

گیری  متغیر قابل اندازه  تأثیرتابع درستنمایی، با در نظر گرفتن  

 شود:  تعریف می  ۲۶ی  به صورت رابطه

(۲۶ ) ( ) ( )i i iL y f y x= 

 شود: حاصل می  ۲7ی  و تابع جرم احتمال از رابطه

(۲7) ( ) ( )* ( )i i i i i if y x h y x S y x= 

مربوط به سناریو دوم مبتنی بر مدل    CUSUMبنابراین امتیاز  

 آید: به دست می  ۲8ی  مخاطره متناسب، طبق رابطه

(۲8 ) 𝑤𝑖 =

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

𝑙𝑜𝑔(

(𝑝 + (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜃𝜆)) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥𝑖)

(1 − 𝑝 − (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜃𝜆))𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥𝑖)

(𝑝 + (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆)) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥𝑖)

(1 − 𝑝 − (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆))𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥𝑖)

), 𝑦𝑖 = 0

𝑙𝑜𝑔(

(
𝑒𝑥𝑝( − 𝜃𝜆)(𝜃𝜆)𝑦𝑖

𝑦𝑖! − 𝑦𝑖𝛤(𝑦𝑖 , 𝜃𝜆)
) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥𝑖)

(1 − 𝑝 − (1 − 𝑝)
𝛤((𝑦𝑖 + 1), 𝜃𝜆)

𝑦𝑖!
)𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥𝑖)

(
𝑒𝑥𝑝( − 𝜆)𝜆𝑦𝑖

𝑦𝑖! − 𝑦𝑖𝛤(𝑦𝑖 , 𝜆)
) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥𝑖)

(1 − 𝑝 − (1 − 𝑝)
𝛤((𝑦𝑖 + 1), 𝜆)

𝑦𝑖!
)𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥𝑖)

), 𝑦𝑖 = 1,2,3, . . .
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      پایش فرایندهای پواسن صفر آماسیده به کمک نمودار کنترل جمع تجمعی مبتنی بر مدل

 www.pqprc.ir  تمهندسی و مدیریت کیفینشریه 

مربوط به سناریو سوم مبتنی بر تلفیق مدل    CUSUMامتیاز  

مخاطره متناسب و مدل شکنندگی نیز به ترتیب برای مقادیر  

=0iy  1,2,3=و,.. iy    شوداصل میح  ۳۰و    ۲۹ی  طبق رابطه . 

،  ۲۵  و با توجه به روابط  CUSUMبا به دست آوردن امتیاز  

 CUSUMتوان محاسبات آماره به سادگی می ۳۰و  ۲۹، ۲8

و نیز اعمال شیفت به    pرا بر مبنای ایجاد شیفت در پارامتر 

در هر سه  نشان داد.  pو  زمان در هر دو پارامتر  طور هم

باشد، نمودار    UCLسناریو، در صورتی که مقدار آماره بیشتر از  

 دهد. سیگنال می 

 (۲۹) 𝑤𝑖 = 𝑙𝑜𝑔(

𝜔𝜑1(𝑝 + (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜃𝜆) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥𝑖))

𝑒𝜑1 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝) 𝑒𝑥𝑝(−𝜃𝜆)) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥𝑖) +
(1 − 𝜔)𝜑2(𝑝 + (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜃𝜆) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥𝑖))

𝑒𝜑2 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝) 𝑒𝑥𝑝(−𝜃𝜆)) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥𝑖)

𝜔𝜑1(𝑝 + (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥𝑖))

𝑒𝜑1 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝) 𝑒𝑥𝑝(−𝜆)) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥𝑖) +
(1 − 𝜔)𝜑2(𝑝 + (1 − 𝑝) 𝑒𝑥𝑝( − 𝜆) 𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥𝑖))

𝑒𝜑2 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝) 𝑒𝑥𝑝(−𝜆)) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥𝑖)

), 𝑦𝑖 = 0 

  

(۳۰) 𝑤𝑖 = 𝑙𝑜𝑔(

𝜔𝜑1
𝑒𝑥𝑝( − 𝜃𝜆)(𝜃𝜆)𝑦𝑖

𝑦𝑖! − 𝑦𝑖𝛤(𝑦𝑖 , 𝜃𝜆)
𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥𝑖)

𝑒
𝜑1 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝)

𝛤((𝑦𝑖+1),𝜃𝜆)
𝑦𝑖!

) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥𝑖) +

(1 − 𝜔)𝜑2
𝑒𝑥𝑝( − 𝜃𝜆)(𝜃𝜆)𝑦𝑖

𝑦𝑖! − 𝑦𝑖𝛤(𝑦𝑖 , 𝜃𝜆)
𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥𝑖)

𝑒
𝜑2 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝)

𝛤((𝑦𝑖+1),𝜃𝜆)
𝑦𝑖!

) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥𝑖)

𝜔𝜑1
𝑒𝑥𝑝( − 𝜆)𝜆𝑦𝑖

𝑦𝑖! − 𝑦𝑖𝛤(𝑦𝑖 , 𝜆)
𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥𝑖)

𝑒
𝜑1 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝)

𝛤((𝑦𝑖+1),𝜆)
𝑦𝑖!

) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥𝑖) +

(1 − 𝜔)𝜑2
𝑒𝑥𝑝( − 𝜆)𝜆𝑦𝑖

𝑦𝑖! − 𝑦𝑖𝛤(𝑦𝑖 , 𝜆)
𝑒𝑥𝑝( 𝛽𝑥𝑖)

𝑒
𝜑2 𝑙𝑛(1−𝑝−(1−𝑝)

𝛤((𝑦𝑖+1),𝜆)
𝑦𝑖!

) 𝑒𝑥𝑝(𝛽𝑥𝑖)

), 𝑦𝑖 = 1,2,3, . . . 

 

 و ارزیابی عملکرد   سازیشبیهمطالعات   - ۴

در این بخش به بررسی عملکرد نمودارهای کنترل پیشنهادی،  

شیفت در  نمودارها  تشخیص  قدرت  مقایسه  منظور  های  به 

پردازیم. در واقع عملکرد دو  افزایشی در پارامترهای مدل، می 

تعدیل ریسک شده پیشنهادی در    CUSUMنمودار کنترل  

مبتنی بر مدل    CUSUMسناریو دوم و سوم با نمودار کنترل  

صفر آماسیده در حالت استاندارد )موجود در ادبیات( و بدون  

گذار در سناریو اول، مقایسه  تأثیرمتغیرهای    تأثیرلحاظ کردن  

ی حاضر به منظور بررسی کارایی  در مقالهشود.  و بررسی می

و عملکرد نمودارهای کنترل پیشنهادی، عملکرد نمودارهای  

 شده  سازیشبیه  MATLABکنترل در محیط نرم افزاری  

است. شایان ذکر است تولید اعداد تصادفی با استفاده از روش  

در مراحل    تبدیل معکوس تابع توزیع تجمعی انجام شده است.

به  سازیشبیه رسیدن  منظور  به  کنترل  نمودار  بالای  حد   ،

ARL     است. برای    تعیین شده  ۲۰۰تحت کنترل نزدیک به

  سازی شبیه سازی و کاهش مقدار خطا، افزایش دقت در شبیه

بار تکرار شده و مقادیر خطای استاندارد نیز به همراه    1۰۰۰۰

کنترل    ARLمقادیر   نمودارهای  عملکرد  است.  شده  ثبت 

های پیشین  پیشنهادی در هر سه سناریو مطرح شده در بخش

،  ۲۵/1  های، با اندازههای افزایشی در پارامتر با اعمال شیفت

در   ۳و    7۵/۲،  ۵/۲،  ۲۵/۲،  ۲،  7۵/1،  ۵/1 افزایشی  شیفت 

و نیز    ۰۵/1،  ۰۴/1،  1/ ۰۳،  ۰۲/1،  ۰1/1های  با اندازهpپارامتر 

همشیفت طور  به  افزایشی  با  های  پارامتر  دو  هر  در  زمان 

های  و اندازهدر پارامتر   ۳و    ۵/۲،  ۲،  ۵/1،  ۲۵/1ی  هااندازه 

  بررسی شده pدر پارامتر   ۰۵/1و    ۰۴/1،  ۰۳/1،  ۰۲/1،  ۰1/1

نشان    ۳و   ۲،  1ی  هاترتیب در جدولاست و نتایج ارزیابی به  

است. بررسی دقیق نتایج بیانگر این است که مطابق    داده شده

به   pوهای افزایشی در پارامترهای انتظار با اعمال شیفت
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زمان  های افزایشی به طور همطور جداگانه و نیز اعمال شیفت

در  ARL در هر دو پارامتر مدل پواسن صفر آماسیده، مقدار

تلفیق   CUSUMنمودار   بر  مبتنی  سوم  سناریو  پیشنهادی 

مدل مخاطره متناسب و مدل شکنندگی، کمتر از دو سناریو  

زمان  توان گفت لحاظ کردن همدیگر است. به همین دلیل می

گیری و متغیرهای  گذار قابل مشاهده و اندازهتأثیرمتغیرهای  

گیری، در بنا نهادن نمودار  گذار غیر قابل مشاهده و اندازهتأثیر

CUSUM  های  تشخیص زودهنگام شیفتدر  سزایی  به  تأثیر

های  افزایشی دارد. علاوه بر این واضح است که با اعمال شیفت

طور   به  آماسیده  صفر  پواسن  توزیع  پارامتر  دو  در  افزایشی 

سناریو دوم،    CUSUMزمان و نیز به طور جداگانه، نمودار  هم

در نظر گرفتن   مبتنی بر مدل مخاطره متناسب نیز به دلیل

اندازه  تأثیر گیری، عملکرد بهتری  متغیرهای قابل مشاهده و 

نمودار   به  مدل    CUSUMنسبت  بر  مبتنی  اول  سناریو 

متغیرهای   حضور  بدون  آماسیده  صفر  پواسن  استاندارد 

 گذار دارد.  تأثیر

 مطالعه موردی -5

مهم بوده    اریدار بسپشت چسب  یها امروزه صنعت تولید لیبل

کل نقش  صنا  ید یو  کارخانه   عیدر  تولدارد.  و    ی های د یها 

برا  ن  انیب  یمختلف  خود  محصولات  ا  ازیمشخصات    ن یبه 

زمان    نیترع یخود را در سر  یها دارند تا بتوانند کالا برچسب 

به مشتر  بهره  .ندینما  یمعرف  یممکن  بهبود  منظور  وری،  به 

ها و افزایش رضایت مشتری واحد کنترل کیفیت  کاهش هزینه

در    یک کارخانه چاپ لیبل نیاز به کنترل و پایش تعداد خرابی

ی موردی  ها( دارد. مطالعه)باطله  های چاپ شدههای لیبلرول

مقاله در کارخانه چاپ لیبل کامل برچسب واقع در تهران است  

های خراب  است. متوسط تعداد رولروز ثبت شده  ۲۵۰که طی  

از چاپ، توسط واحد   چاپ شده در هر روز، در فرآیند پس 

های  های لیبلشود. تعداد رولکنترل کیفیت کارخانه ثبت می

  8رول در روز بوده و توسط    1۰۰چاپ شده به طور متوسط  

انجام می از متوسط تعداد خرابی  دستگاه چاپ فلکسو  شود. 

روز    ۴۰روز بدون خرابی،    1۶1روز ثبت شده،    ۲۵۰ها در  رول

روز سه رول و    18روز دو رول خراب،    ۲۳یک رول خراب،  

  1۰۰۰مابقی بیشتر از سه رول در روز بوده است. متراژ هر رول  

متر    ۳۰باشد و در ابتدای چاپ هر کار به طور متوسط  متر می

ااز هر رول جهت تنظیم دستگاه نظر    ز درها باطله شده که 

  یی جاچاپ، جابه   ییجاهجاب است.    نظر شدهگرفتن آن صرف

مناسب    یقالب، عدم چسبندگ  یزدگ  رهیقالب، اختلاف رنگ، ز

است که در صورت   یاز موارد  بلیو پاک شدن رنگ ل  بلیل

ب  بلیل  تیفیوجود ک از  ل  نیرا  و  مورد  چاپ شده،    بلیبرده 

 . شودیباطله محسوب مپسند مشتری نبوده و  

  *به  مقادیر متوسط طول دنباله و خطای استاندارد برای نمودارهای کنترل تحت شیفت  -۱ لجدو
 CUSUMنمودار  سناریو اول سناریو دوم  سناریو سوم

Standard error ARL Standard error ARL Standard error ARL شیفت افزایشی 

۳۲۴۲ /۲ ۹۶ /1۹۹ ۲11۵ /۲ ۶1۵ /۲۰۰ ۲۴8 /۲ ۴۵۶7 /۲۰۰  1 

۴۳۶۲ /1 ۶87 /1۴۹ ۴۴7۹ /1 ۶۹۵8 /1۵۴ ۹1۹۹ /1 ۴۹ /1۶۶ ۲۵ /1 

۰۹8۶ /1 7۵8 /11۲ 18۶8 /1 ۶8 /118 778 /1 ۶7۴7 /1۲7 ۵ /1 

۰۰۶ /1 7۶ /1۰1 ۰8۹۳ /1 1۳ /11۰ 1۲۵7 /1 ۵۵۹۹ /11۹ 7۵ /1 

8۰1 /۰ ۵۶۶ /۹۶ ۹۰۲1 /۰ 7۴ /1۰۳ ۰8۲7 /1 ۵۵۹7 /11۳ ۲ 

7۴7 /۰ ۴۴1 /8۴ 8۳ /۰ ۰۹ /۹۵ ۰۰۲ /1 ۵۴ /1۰1 ۲۵ /۲ 

۶۹۲۵ /۰ ۶۵۲ /۶۹ 8۰ /۰ ۳۲ /8۴ ۹7۵8 /۰ ۴78۵ /۹۵ ۵ /۲ 

۵87 /۰ ۶ /۵8 7۵۵ /۰ ۲۶1 /7۴ 88۲ /۰ ۲ /81 7۵ /۲ 

۴۵۲ /۰ ۹۴۶ /۴8 ۶81 /۰ ۹8 /۵1 8۰1 /۰ ۲۳ /۶۵ ۳ 
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p*بهpتحت شیفت مقادیر متوسط طول دنباله و خطای استاندارد برای نمودارهای کنترل  -۲ل جدو  

 CUSUMنمودار سناریو اول سناریو دوم  سناریو سوم

Standard 
 error 

ARL Standard 
 error 

ARL Standard 
 error 

ARL شیفت افزایشی 

۳۲۴۲ /۲ ۹۶ /1۹۹  ۲11۵ /۲  ۶1۵ /۲۰۰  ۲۴8 /۲  ۴۵۶7 /۲۰۰  1 

۰۹7 /1 ۴8 /۶۵  ۳8 /1  ۹7 /۹۳  7۵ /1  87 /11۲  ۰1 /1  

۹۳۴ /۰ ۹۹ /۴۲  1۴ /1  1۵ /۵۴  ۴۵ /1  ۹۴ /۹۰  ۰۲ /1  

7۴۵ /۰ ۶۵ /۳۳  ۰۴ /1  ۶۲ /۴1  ۳۳ /1  88 /۶۰  ۰۳ /1  

۴1۴ /۰ ۰۲ /1۶  ۹1 /۰  7۳ /۲۲  ۲7 /1  ۴۴ /۳۹  ۰۴ /1  

۲۴7 /۰ ۶۳ /1۰  ۶۵ /۰  ۲8 /1۹  1۴ /1  ۴7 /۲8  ۰۵ /1  

p*به pو   *به  زمانتحت شیفت هم مقادیر متوسط طول دنباله و خطای استاندارد برای نمودارهای کنترل -3جدول  

 CUSUMنمودار سناریو اول سناریو دوم  سناریو سوم

Standard error ARL Standard error ARL Standard error ARL شیفت افزایشی 

۳۲۴۲ /۲ ۹۶ /1۹۹ ۲11۵ /۲ ۶1۵ /۲۰۰ ۲۴8 /۲ ۴۵۶7 /۲۰۰ 
 =1 

 =1 

۰۵۲ /1 7۴ /8۳ ۴1۴ /1 ۹۳۵ /۹۰ ۶1۲ /1 ۵۴ /1۲۹ 
  =1 /۲۵ 

  =1 /۰1 

7۴۴ /۰ ۳۲۴ /۶۰ 8۳۵ /۰ ۰۲1 /۶۴ ۹8 /۰ ۶7 /77 
  =1 /۵ 

  =1 /۰۲ 

۵7۲ /۰ ۰۴۴ /۳۲ 7۲ /۰ ۳8 /۴1 7۶8 /۰ ۶۹ /۵۲ 
 =۲ 

  =1 /۰۳ 

۲7۲ /۰ ۰۲ /18 ۵۵7 /۰ ۳۹ /۲۰ ۶11 /۰ ۵7 /۴۴ 
  =۲ /۵ 

  =1 /۰۴ 

۰۹ /۰ ۰1 /8 ۳۴ /۰ ۳۶ /1۲ ۴۴۰۵ /۰ ۳1 /۲1 
 =۳ 

  =1 /۰۵ 

 

و پاک شدن   بلیمناسب ل  یاز دو مورد عدم چسبندگ  ریبه غ

اپراتور  ریسا  ،رنگ مهارت  به  وابسته  تولید  موارد  است.    خط 

متعدد  ک  نظیر  یعوامل  رطوبت،  آلودگ  تیفیدما،    ی مواد، 

چاپ شده    یهابلیل  تیفیبر ک  دستگاه چاپ و مهارت اپراتور

خراب تعداد  چاپ    یو  ا  گذارتأثیردر  در  و   نجایاست که  دما 

  شده گرفته  در نظر    گذارتأثیرمهارت اپراتور به عنوان دو عامل  

دمای محیط واحد    تأثیردر واقع  است.  و در هر روز ثبت شده

گیری در  تولید کارخانه به عنوان متغیر قابل مشاهده و اندازه

درجه    ۲۵تا    18آل هنگام چاپ  دهیا  یدماشود.  مدل لحاظ می

  بل یل  یچسبندگ  زانیدر م  شتریب  یدماای که  . به گونهباشدیم

که در   این در حالی است  .است  گذارتأثیررنگ آن    تیفیو ک

توزیع متغیر    رسد.یهم م  هدرج  ۳۶  کارخانه دما تا  دیواحد تول

داد مجموع  در  دما  با  هتصادفی  نرمال  توزیع  یک  ها 

است که توسط نرم افزار    ۰8/۴و انحراف معیار    ۹8/۲۵میانگین

های  (. علاوه بر این در داده1است)شکلمینی تب بررسی شده

روز، دو اپراتور مشخص در خط تولید    ۲۵۰ثبت شده در مدت  

جایی که مهارت دو اپراتور متفاوت است،  دارند. از آنحضور  

گذار  تأثیردر مدل تعدیل ریسک شده اپراتورها به عنوان متغیر  

اول    داده  17۵ها،  شوند. از مجموع کل دادهدر نظر گرفته می

با  ثبت شده به منظور داده پارامترها  اول و تخمین  های فاز 

( درستنمایی  ماکزیمم  روش  از  استفاده  MLEاستفاده   )

ی بعدی برای بررسی عملکرد نمودارهای  داده  7۵شود و  می

کنترل و کشف سریع شیفت در پارامترهای مدل مورد استفاده  

است. تعداد روزهایی که اپراتور اول در خط تولید  ه  قرار گرفت

روز و تعداد روزهای کار اپراتور    ۹1است  مشغول به کار بوده

عداد روزهایی که اپراتور اول  است و نسبت تروز بوده  8۴دوم  

  ۵۲/۰اند به ترتیب  و اپراتور دوم در واحد تولید حضور داشته

 است.   ۴8/۰و  
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 آزمون نرمال بودن برای متغیر تصادفی دما  -۱شکل

شده در هر سه سناریو، سناریو  مقادیر پارامترهای تخمین زده

گذار و مبتنی  تأثیرمتغیرهای    تأثیراول بدون در نظر گرفتن  

بر مدل پواسن صفر آماسیده در حالت استاندارد، سناریو دوم  

گذار قابل  تأثیرمتغیر دما به عنوان عامل    تأثیربا در نظرگرفتن  

مخاطره   شده  رگرسیون  تعدیل  مدل  از  استفاده  با  مشاهده 

متناسب و سناریو سوم مبتنی بر مدل تعدیل رگرسیون شده  

با تلفیق مدل مخاطره متناسب و مدل شکنندگی به منظور  

گیری دما و مهارت  متغیر قابل اندازه  تأثیرزمان  لحاظ کردن هم

ارائه    ۴اپراتورها به عنوان متغیر غیر قابل مشاهده، در جدول

تر مطرح شد حد بالای نمودار  است. همان طور که پیششده 

 ۲۰۰تقریبا      ARLکنترل جمع تجمعی به منظور رسیدن به  

است. بدیهی است که در نترل، تعیین شدهدر شرایط تحت ک

ی کیفی در هر سه سناریو در  ی فاز اول، مشخصهداده   17۵

ی فاز دوم در هر سه داده  7۵شرایط تحت کنترل قرار دارد.  

نمودار پیشنهادی به منظور تحلیل عملکرد روی نمودار کنترل  

دهد که آماره  گیرند. نمودار کنترل زمانی سیگنال میقرار می

باشد. در سناریو اول آماره  آن بالاتر از حد کنترل تعیین شده

CUSUM  با مقدار حد بالای تعیین شده در شرایط تحت ،

دهد که اولین بار  باشد، نتایج نشان میمی  1۲/۳کنترل برابر با

ام سیگنال خارج از کنترل بودن فرآیند دریافت    ۲۳۵در آماره  

نشان    ۲و اول در شکلشود. نتایج عملکرد نمودار در سناریمی

است. به همین ترتیب در سناریو دوم مبتنی بر مدل  شده   داده

نمودار   بالای  حد  متناسب،  مخاطره  شده  رگرسیون  تعدیل 

 CUSUM به دست آمده و نمودار کنترل  ۰۴/۲کنترل برابر با  

آماره   در  بار  اولین  را  فرآیند  بودن  کنترل  از  خارج  سیگنال 

 CUSUM(. در نمودار کنترل  ۳دهد )شکلام نشان می۲1۹

سناریو سوم مبتنی بر تلفیق مدل رگرسیونی مخاطره متناسب  

اولین سیگنال     ۰17/۲و مدل شکنندگی با حد بالای کنترل

(. بنابراین مقایسه  ۴شود )شکلام دریافت می  ۲۰1ی  در آماره 

 CUSUMنتایج حاصله در مطالعه موردی نیز برتری نمودار  

تلفیق   بر  مبتنی  که  مدل  را  و  متناسب  مخاطره  مدل 

لحاظ کردن   منظور  به  متغیرهای  هم  تأثیرشکنندگی،  زمان 

قابل مشاهده و غیرقابل مشاهده است، در تشخیص زود هنگام  

 کند.  شیفت نسبت به دو نمودار کنترل رقیب، ثابت می

 

 ی موردی کارخانه چاپ لیبلگذار در مطالعهتأثیردر عدم حضور متغیرهای  1سناریو  CUSUMعملکرد نمودار کنترل  -۲شکل
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 ی موردی کارخانه چاپ لیبلگیری در مطالعهدر حضور متغیرتأثیرگذار قابل اندازه  ۲سناریو CUSUMعملکرد نمودارکنترل . 3شکل

 

 ی موردی کارخانه چاپ لیبلگیری در مطالعهگیری و غیرقابل اندازه با حضور متغیرهای تأثیرگذار قابل اندازه  ۳سناریو CUSUMعملکرد نمودارکنترل . ۴شکل

 

 . مقادیر پارامترهای تخمین زده شده با روش ماکزیمم درستنمایی برای سه سناریو مختلف ۴جدول

1   p  سناریو 

 سناریو اول مبتنی بر مدل پواسن صفر آماسیده  ۰/ ۵1 1/ ۴7۰۳ - -

 سناریو دوم مبتنی بر مدل مخاطره متناسب  ۰/ ۲۳۶7 ۰/ ۰۵8۹ - ۰/ ۰۳1۶ -

 سناریو سوم مبتنی بر تلفیق مدل مخاطره متناسب و مدل شکنندگی ۰/ ۲۵۴۹ ۰/ ۰۰8۲ - ۰/ ۰۵۹۲ ۰/ ۲1۴۵
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   الهام کیوانی، شروین اسدزاده و یاسر صمیمی 

 ۱۴۰۱  زمستان  - ۴شماره    - ۱۲جلد    نشریه مهندسی و مدیریت کیفیت

 گیری نتیجه  - ۶

در این مقاله برای پایش متوسط تعداد خرابی در فرآیندهای  

 تأثیربا کیفیت بالا یک رویکرد مبتنی بر مدل با در نظرگرفتن  

اندازه قابل  مخاطره  متغیرهای  مدل  از  استفاده  با  گیری 

 تأثیرزمان  متناسب و نیز رویکرد دیگری با در نظرگرفتن هم

گیری با  گیری و غیرقابل اندازهگذار قابل اندازهتأثیرمتغیرهای  

مدل   و  متناسب  مخاطره  رگرسونی  مدل  تلفیق  از  استفاده 

ارائه   دو  فاز  در  گسسته،  سطحی  دو  شکنندگی  رگرسیونی 

یک   CUSUMاست. به همین منظور، دو نمودار کنترل شده 

طرفه با در نظرگرفتن حد بالای نمودار کنترل طراحی شده و  

کنترل   نمودار  با  کنترل  نمودار  دو  آن   CUSUM عملکرد 

مبتنی بر مدل پواسن صفرآماسیده در حالت استاندارد و بدون  

اندازه قابل  متغیرهای  اندازهحضور  غیرقابل  و  گیری،  گیری 

برای مقایسه عملکرد    سازیشبیه است. مطالعات  مقایسه شده 

های افزایشی در سه نمودار کنترل مطرح شده با اعمال شیفت

پارامتر مدل پو  نیز  دو  و  اسن صفر آماسیده به طور جداگانه 

هم شیفت  شده اعمال  انجام  پارامتر  دو  هر  در  با  زمان  است. 

پس از اعمال    ARLتوجه به محاسبات متوسط طول دنباله  

های افزایشی در پارامترها، نتایج حاکی از آن است که  شیفت

پیشنهادی مبتنی بر تلفیق مدل    CUSUMعملکرد نمودار  

مخاطره متناسب و مدل شکنندگی، توانایی تشخیص بهتری  

کنترل نمودار  دو  به  کشف    CUSUM نسبت  در  دیگر 

اینشیفت  بر  علاوه  دارد.  افزایشی  نمودار   های  کاربرد 

های واقعی کارخانه چاپ لیبل به  پیشنهادی در فاز دو بر داده

های چاپ شده در  های لیبلمنظور پایش تعداد خرابی در رول

شد بررسی  روز،  کنترل  ه هر  نمودار  برتری  نتایج  است. 

-گونهدهد. بهپیشنهادی را نسبت به دو نمودار دیگر نشان می

نمودار کنترل   بر ترکیب مدل    CUSUMای که در  مبتنی 

مخاطره متناسب و مدل شکنندگی، متغیر دما به عنوان عامل  

گیری و عملکرد دو اپراتور در خط تولید،  گذار قابل اندازهتأثیر

گیری در نظر گرفته  گذار غیرقابل اندازهتأثیربه عنوان متغیر  

اند و سیگنال خارج از کنترل بودن این نمودار زودتر از  شده 

کنترل متناسب     CUSUMنمودار  مخاطره  مدل  بر  مبتنی 

مبتنی بر مدل مخاطره     CUSUMنمودار  شود. دردریافت می

تولید   واحد  در  روز  هر  در  هوا  دمای  متوسط  نیز  متناسب 

اندازهتأثیرکارخانه، به عنوان تنها متغیر   گیری در  گذار قابل 

دهد این نمودار  است که نتایج بررسی نشان مینظر گرفته شده 

مبتنی   CUSUMنیز عملکرد بهتری نسبت به نمودار کنترل  

ی قابل  بر مدل ساده پواسن صفر آماسیده بدون حضور متغیرها

 گیری دارد.قابل اندازه  گیری و غیراندازه

 اعلام تعارض منافع   - ۷

کنند که هیچ نوع تعارض منافعی وجود  نویسندگان اعلام می 

 ندارد. 
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 : اثبات تابع جرم احتمال توزیع پواسن صفر آماسیده ۱پیوست

مقدار آن از    p-1کند و با احتمال  مقدار صفر آماسیده را انتخاب می  pبا احتمال    yفرض کنید متغیر تصادفی

 برقرار است:   1ی  آید و رابطه دست میبه   λتوزیع پواسن با پارامتر  

(1) 0

( ) 1

p
y

poisson p




−

 

آید. بنابراین  دست می، از دو منبع صفر آماسیده و صفر توزیع پواسن بهyبنابراین مقدار صفر متغیر تصادفی  

 برقرار است:   ۲ی  رابطه 

(۲) (1 )exp( ) 0

( ) exp( )
(1 ) 1,2,3,...

!

y

p p y

p Y y
p y

y



 

+ − − =


= = −
− =



 

 احتمال صفر آماسیده است.  pکه در آن  

 توزیع تجمعی توزیع پواسن صفر آماسیده: اثبات تابع  ۲پیوست

به     y باشد. تابع توزیع تجمعی در نقطه  P(Y=y)یک متغیر تصادفی گسسته با تابع جرم احتمال     Y اگر

 است:   ۳یصورت رابطه 

(۳) ( ) ( ) ( )Y

Y y

F y p Y y p Y y


=  = =  

تعریف    ۲یباشد، تابع جرم احتمال آن مطابق رابطه   λدارای توزیع پواسن با پارامتر   yدانیم، اگر  از طرفی می

شود)اثبات رابطه تابع توزیع تجمعی محاسبه می  ۴یمی شود و تابع توزیع تجمعی توزیع پواسن به صورت رابطه

 است(: آورده شده  ۳توزیع پواسن در پیوست

(۴) 
0 0

0

exp( )
( ) ( ) ( )

!

(( 1), )
exp( )

! !

yy y

Y

Y y y y

yy

y

F y p Y y p Y y
y

y

y y

 

 


 = =

=

−
= = = = = =

 +
− =

  



 

 شود: تعریف می  ۵یباشد، که به صورت رابطه، تابع گاما ناقص بالایی می(.,.)Гکه در آن تابع  

(۵) 1( , ) exp( )s

y

s y t t dt



− = −
 

توان نشان  شود، میتعریف می  ۲یبا توجه به تابع جرم احتمال توزیع پواسن صفر آماسیده که به صورت رابطه 

 آید:دست میبه  ۶ی  تابع توزیع تجمعی توزیع پواسن صفر آماسیده از رابطه داد  
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 : اثبات تابع توزیع تجمعی توزیع پواسن 3پیوست

باشد. تابع چگالی احتمال آن به صورت رابطه    βو پارامتر مقیاس    αدارای توزیع گاما با پارامتر شکل    Xاگر  

 است:   7

(7) 1 exp( )

( ) , 0
( )

x
x

f x






 

 

− −

= 


 

گاه  یک عدد صحیح باشد. آن  αباشد و      βو    αدارای توزیع گاما با پارامترهای    Xاز طرفی اگر متغیر تصادفی  

 برقرار است:   8ی  رابطه 

(8) ( ) ( )p X x p Y  =  

xدارای توزیع پواسن با پارامتر    Y  که در آن


 باشد. بنابراین: می 

(۹) 1

0

exp( ( ))( )

( ) ( )
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y

x x

p X x p Y
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 دانیم: می  1۰از طرفی مطابق رابطه  

(1۰) 1 exp( )

( )
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x

t
t

p X x dt
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
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−

 −
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tقرار دهید  
u


 بنابراین می توان نشان داد: ،=

(11) 
1

( , )
exp( ) 1

( ) ( , )
( ) ( ) ( )x

x

u u x
p X x du




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


   

 −


−
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)که در آن  , )
x




 .شود: حاصل می  1۲ی رابطه   11و    ۹بنابراین طبق روابط    تابع گاما ناقص بالایی است 
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 : اثبات تابع بقا توزیع پواسن صفر آماسیده۴پیوست

توان نشان  پواسن صفر آماسیده، به سادگی میتوزیع  با توجه به تعریف تابع بقا و محاسبات تابع توزیع تجمعی  

 آید: به دست می  1۳ی  داد که تابع بقا توزیع پواسن صفر آماسیده از رابطه 
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Abstract: In this article, three monitoring approaches using cumulative sum control 

charts in phase two for zero inflated poisson-based processes are presented. The first 

approach is based on the zero inflated poisson distribution, the second on a proportional 

hazard regression model, and the third integrates a proportional hazard regression model 

and a frailty model to consider both measurable and unmeasurable covariates. The 

performance of all three control charts was evaluated separately and simultaneously by 

applying shifts to both parameters of the zero inflated poisson distribution. Simulation 

studies were conducted to evaluate the performance of these monitoring methods in terms 

of the average run length of the control charts. The proposed cumulative sum control chart 

with simultaneous consideration of measurable and unmeasurable variables showed 

superior performance. Finally, a real case study in a label printing factory has been 

provided to show the effectiveness of the proposed control chart. 

Keywords: Zero inflated poisson distribution, Frailty regression model, Proportional 

hazard regression model, Cumulative sum control chart, Influential variables. 

Aim and Introduction 

In recent years, advancements in technology have greatly improved the quality and 

customer satisfaction of products and services. However, these improvements have made 

monitoring and controlling product quality more challenging, especially in high quality 

processes where the defect rate is low or close to zero [1]. The use of the number of defects 

in each inspection sample makes it difficult to gather sufficient information for effective 

monitoring. Consequently, monitoring such processes presents significant challenges.  

There are several techniques employed for monitoring high  quality processes characterized 

by low defect rates. One of these approaches is the use of zero inflated distributions, which 

are suitable for modeling these processes due to the abundance of zero defects in the 

dataset. However, monitoring high quality processes presents significant challenges. One 

potential solution to this problem is to consider the factors that impact the defect rate. 

Given the low defect rate in high  quality processes, developing effective monitoring 

methods can be a challenging task. By comprehending the effects of various factors on the 

 
10 Corresponding author:  sh_asadzadeh@iau-tnb.ac.ir 
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defect rate, suitable monitoring techniques can be devised. Regression models such as 

proportional hazard models can be utilized to assess the impact of observable variables, 

whereas frailty models can be employed to evaluate the effects of unobservable variables. 

By leveraging these methods, high quality processes can be effectively monitored, and any 

issues that arise can be promptly addressed. 

Monitoring high  quality processes has been extensively studied by many researchers. 

Some researchers have investigated the combination of risk adjusted modified models with 

ZIP models and examined shifts in both ZIP distribution parameters. Tan et al. [2] proposed 

modified risk adjusted zero inflated Poisson cumulative sum (CUSUM) control charts for 

monitoring influenza disease, where the effect of risk factors on influenza was modeled 

using a zero inflated Poisson regression model. They suggested control charts for 

simultaneous monitoring of both ZIP model parameters and for separate monitoring of 

each parameter. Lai et al. [3] proposed a  risk adjusted exponentially weighted moving 

average (EWMA) control chart for detecting small changes in ZIP data. The proposed chart 

monitors both parameters of the ZIP distribution simultaneously and simulation studies 

using Monte Carlo methodology have shown that it outperforms other existing charts in 

detecting small changes in excess zero processes. Lai et al. [4] presented an EWMA control 

chart based on a generalized likelihood ratio for monitoring risk adjusted modified ZIP 

processes, which is capable of identifying random changes in both ZIP model parameters. 

Due to the importance of monitoring high quality processes and detecting even small 

changes, many researchers have investigated the impact of covariates on ZIP model based 

processes and their effect on improving the detection of changes in control charts. 

However, it is evident that monitoring data based on ZIP models requires the integration 

of proportional hazard model and frailty model to simultaneously monitor observable and 

unobservable variables. In this article, a model-based CUSUM control chart based on 

proportional hazard (PH) and frailty models, is proposed for monitoring high quality 

processes to examine changes based on both observable and unobservable covariates in 

these processes. The performance of the proposed chart is compared and evaluated with 

the CUSUM chart based on the standard zero inflated Poisson distribution model without 

covariates and the CUSUM chart based on a proportional hazard model by simultaneously 

monitoring changes in both ZIP model parameters and monitoring each parameter 

separately. 

Methodology 

In this section, CUSUM control charts are presented for quickly detecting shifts in the 

parameters of the zero inflated Poisson risk adjusted model. When a shift occurs in the 

process, it is expected that the control chart quickly detects the shift and the out-  of  -control 

signal is received faster. In this section, the design of the CUSUM chart is presented in 

three different scenarios, the first scenario is based on the zero inflated Poisson distribution 

in a standard state, the second scenario is based on the proportional hazard regression 

model, and the third scenario is the integration of the proportional hazard regression model 

and the frailty regression model. In this study, it is intended to monitor the effect of 

increasing shifts on the parameters of the zero inflated Poisson model, including the 

average number of failures and the rate of zero events. Therefore, the upper control limit is 

designed for process monitoring. However, the upper and lower control limits of the 

control chart can easily be developed for simultaneous monitoring of both increasing and 

decreasing shifts in the process. 
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The CUSUM statistic is defined as follows: 

𝑞𝑖 = 𝑚𝑎𝑥( 0, 𝑞𝑖−1 + 𝑤𝑖) 𝑖 = 1,2,3, . . .                                                                (1)              

𝑞0 = 0 

where iw  is the CUSUM score that is obtained from the following equation: 

( )
log( )

( )

i

i

i

L y
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L y




=                                                                                                              (2) 

and   is a predefined shift which is used for designing the CUSUM chart for optimal shift 

detection. Moreover, and  is a parameter of the zero  inflated Poisson distribution is 

monitored for the shift, and the likelihood function is defined according to the following 

equation: 

( ) ( )i iL y f y=                                                                                                                                         (3)           

where ( )if y  represents the probability mass function of the designed model. 

In this study, all three CUSUM control charts are designed based on the application of 

increasing shifts in the parameter  , the rate parameter p , and also the simultaneous 

occurrence of shifts in both parameters of the zero inflated Poisson distribution. 

In the first scenario, the calculation of the CUSUM score is performed without taking 

observable and unobservable covariates into account, according to the below equation: 

𝑤𝑖 =
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         (4)      

Furthermore, the CUSUM score for the second scenario based on the proportional hazard 

model is obtained according to the following equation: 
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                 (5)       

Finally, the CUSUM score for the third scenario based on the integration of the 

proportional hazard and frailty models is also obtained according to the following equation: 
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𝑤𝑖 =
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  (6)   

Using the CUSUM score and equations 4, 5, and 6, the CUSUM statistic can be calculated 

for both single parameter shifts and simultaneous shifts in both parameters. In all three 

scenarios, the control chart signals if the value of the statistic exceeds the upper control 

limit (UCL). 

Findings 

The performance of the proposed control charts has been examined to compare their 

detection power in identifying increasing shifts in the parameters of the model. In the 

simulation stages, the upper control limit of the control chart was set to achieve an average 

run length (ARL) with a value close to 200 under in control conditions. To increase the 

accuracy of the simulation, the simulation was repeated 10,000 times, and the standard 

error values were recorded along with the ARL values. The performance of the proposed 

control charts in all three scenarios discussed in the previous sections was evaluated and 

recorded by applying increasing shifts in the parameters and p separately and 

simultaneously. The results of the simultaneous shifts to two Poisson distribution 

parameters are presented in Table 1. 

The thorough investigation of the results demonstrates that, as expected, the proposed 

CUSUM control chart in the third scenario, which is constructed by the integration of PH 

and frailty models and takes into account the concurrent influence of both observable and 

measurable covariates, as well as unobservable and measurable covariates, has superior 

performance in detecting increasing shifts compared to the control charts in the first 

scenario, which is based on the zero inflated Poisson model, and the proposed CUSUM 

control chart in the second scenario, which is based on the proportional hazard regression 

model. 

Discussion and Conclusion 

This article presents an approach for monitoring the average number of failures in 

high quality processes using a modified risk adjusted approach that considers the 

influence of measurable and unmeasurable covariates. The approach combines a 

proportional hazard model and a two-point discrete frailty regression model. To 

this end, a one sided CUSUM control chart with an upper control limit is designed, 

and its performance is compared with two other CUSUM control charts, one based 

solely on the proportional hazard model with measurable variables and the other a 

simple zero inflated Poisson model without the presence of measurable or 

unmeasurable variables. Simulation studies were conducted to compare the 

Archive of SID.ir

Archive of SID.ir



460  Monitoring Zero-inflated Poisson Processes Based on Model-based …. 

 www.pqprc.ir  تمهندسی و مدیریت کیفینشریه 

performance of the three control charts by applying increasing shifts in the two 

parameters of the zero inflated Poisson model separately and simultaneously. The 

results showed that the proposed CUSUM control chart based on the integration 

of PH and frailty models has better detection capabilities for identifying increasing 

shifts compared to the two other CUSUM control charts, as evidenced by the 

average run length (ARL) calculations after applying increasing shifts in the 

parameters. 

 

Table 1. Simulation results under simultaneous shifts in   to  *  and p  to *p  . 

Scenario three Scenario two Scenario One CUSUM control chart 

Standard error ARL Standard error ARL Standard error ARL Increasing shift 

2.3242 199.96 2.2115 200.615 2.248 200.4567 
 = 1 

 =1 

1.052 83.74 1.414 90.953 1.612 129.54 
 =1.25 

 =1.01 

0.744 60.324 0.835 64.021 0.98 77.67 
 =1.5 

 =1.02 

0.572 32.044 0.72 41.38 0.768 52.69 
 =2 

 =1.03 

0.272 18.02 0.557 20.39 0.611 44.57 
 =2.5 

 =1.04 

0.09 8.01 0.34 12.36 0.4405 21.31 
 = 3 

 =1.05 
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