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In this study, an analytical solution has been developed to examine the mechanical behavior of an 

incompressible functionally graded hyperelastic cylinder subjected to simultaneous extension and 

torsion. The recently proposed exp-exp strain energy density is employed to predict the behavior 

of hyperelastic material, and its related material parameters are assumed to vary along the radial 

direction in an exponential fashion. Finite element analysis is conducted by preparing a user-

defined UHYPER subroutine in ABAQUS to evaluate the proposed analytical solutions. FEM 

results and those of the analytical solution are in good agreement for various stretches and twists 

and reveal that the form of stress distributions and the maximum stress depend on the exponential 

power in the material variation function. In contrast to axial stretch, the effect of twist on the 

distribution of longitudinal stress is more complicated, and for large twists, two extrema in the 

stress distribution plot are observed, which move toward the center and outer surface of the 

cylinder on further twisting. Moreover, the longitudinal stress controls the variation of von-Mises 

and strain energy density throughout the radial direction. Additionally, considering an axial 

stretch, a point is identified where the axial force arising from torsion is compressive for stretches 

below this value, and it brings about the cylinder to elongate under twisting. However, this part of 

the total axial force varies from a tension state to a compression one for larger stretches, i.e., by 

increasing the twist, the cylinder first tends to shorten and then elongates on further twisting. 

Extended Abstract 

 Introduction 

tretchable materials play the crucial role in the industrial applications including designing sensors and 

actuators [1], soft microfluidic devices [2], microchannel of conductive liquid [3] and tissue engineering 

[4]. Regarding the vast application of stretchable materials such as elastomers, rubber-like materials and 

hydrogels, these materials have been studied in numerous problems [5-8]. Specifically, the problem of extension-

torsion and its preliminary discussions for nonlinear elastic material has been firstly presented by Rivlin [9, 10]. 

While, the multifarious applications of hyperelastic materials in addition to the similar response of these materials 

in comparison with soft biological tissues draw a great deal of researchers’ attention. Besides, the problem of 

S 
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Extension-torsion is known as a vital practical experimental method to identify the mechanical response of soft 

biological tissue, i.e., papillary muscles which are located in the heart [11, 12].  

However, despite the numerous researches in linear elasticity of FGMs, a few studies on the mechanical 

behaviour of hyperelastic FGMs are available, and more importantly, the combined extension and torsion loading 

of FG rubber-like materials still appears to be lacking. Hence, in the present study, the extension and torsion which 

is crucially important to be used in soft biological tissues are studied for an FG circular cylinder composed of 

nonlinear incompressible isotropic material. The invariant-based exp-exp energy density function proposed by 

Mansouri et al. [23] is utilized due to its mathematical simplicity, stability of the model while considering first and 

second strain invariants, and the conformity of the models results and experimental data. Furthermore, the finite 

element analysis is included in the present investigation to verify the proposed analytical solutions by developing 

a user-defined subroutine (UHYPER) in ABAQUS. This FE analysis is included in the present investigation to 

verify the proposed analytical solutions by developing an ABAQUS user material subroutine, UHYPER. 

 Extension-torsion of cylinder composed of hyperelastic material  

In nonlinear elasticity, the mechanical characteristics of hyperelastic materials are defined by introduction of 

strain energy density functions 𝑊. Furthermore, considering F as the deformation gradient, the preliminary 

frameworks of nonlinear elasticity is defined. The left Cauchy-Green tensor is determined as B = FF𝑇. Assuming 

the invariant-based strain energy, a hyperelastic constitutive law can be defined as: 

𝑆 = 2
𝜕𝑊

𝜕𝐶
 (1) 

in which, tensor 𝑆 stands for second Piola-Kirchhoff stress. Assuming 𝐽 = 𝑑𝑒𝑡( 𝐹), we have: 

𝜎𝑖 =
𝜆𝑖

𝐽

𝜕𝑊

𝜕𝜆𝑖
 (2) 

Reminding that the modified material parameters for FGMs introduced in equationn (17) varies in the radial 

direction, hence, the material parameters considered in this paper are assumed to alter along the radial direction in 

an exponential fashion as follows: 

𝑥(𝑅) = 𝑥𝑖𝑛 + (𝑥𝑜𝑢𝑡 − 𝑥𝑖𝑛)
𝑒𝑥𝑝(𝑘(𝑅 − 𝑅𝑖𝑛)) − 1

𝑒𝑥𝑝(𝑘) − 1
      𝑓𝑜𝑟 𝑘 ≠ 0 

𝑥(𝑅) = 𝑥𝑖𝑛 + (𝑥𝑜𝑢𝑡 − 𝑥𝑖𝑛)
(𝑅 − 𝑅𝑖𝑛)

(𝑅𝑜𝑢𝑡 − 𝑅𝑖𝑛)
      𝑓𝑜𝑟 𝑘 = 0 

(3) 

where 𝜉 stands for any material parameters and subscript 𝑖𝑛, and 𝑜𝑢𝑡 denotes the parameters correspondent 

with the materials at the centre and outer surface of the cylinder, respectively. 

Henceforth, we further investigate the influences of torsion on the generated total axial force of hyperelastic 

cylinder. Assuming 𝑁0(𝛾0) stands for the amount of axial force generated by axial stretch 𝛾0in the absence of 

torsional twist (𝜏 = 0), 𝑁𝑇(𝛾0, 𝜏)is the portion of axial force created by the applied torsional twist. Thus, the total 

axial force generated by the external extension-torsion loading is defined as: 

𝑁 = 𝑁0(𝛾0) + 𝑁𝑇(𝛾0, 𝜏) (4) 

Considering the amount of axial load generated by specified stretch, the portion of axial force induced from 

the external torsional twist looks to be crucially important to specify the direction and magnitude of the resultant 

total longitudinal force. Examining the variation of contribution of axial force arising from torsion, the derivative 

of the longitudinal force of hyperelastic cylinder with respect to the applied torsional twist is studied. Utilizing the 

exp-exp strain energy function and equation (15), the torsional moment generated in cylinder and also total axial 

force are calculated as: 

𝑁 = 2𝜋 ∫

[
 
 
 
 −2𝛾𝜏2 ∫ (𝜁𝐴1

∗(𝑅)𝑚1
∗(𝑅)𝑒𝑚1

∗(𝑅)(𝛾2+2𝛾−1+𝛾𝜏2𝑅2−3))𝑑𝜁
𝑅𝑜𝑢𝑡

𝑅

+2(𝛾2 − 𝛾−1)𝐴1
∗(𝑅)𝑚1

∗(𝑅)𝑒𝑚1
∗(𝑅)(𝛾2+2𝛾−1+𝛾𝜏2𝑅2−3)

+2(𝛾 − 𝛾−2 − 𝜏2𝑅2)𝐵1
∗(𝑅)𝑛1

∗(𝑅)𝑒𝑛1
∗(𝑅)(2𝛾+𝛾−2+𝜏2𝑅2−3) ]

 
 
 
 

𝑅𝑜𝑢𝑡

0

𝑑𝑅. (5) 
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 Finite Element Model  

  Taking into account that FE analysis for the problem of extension-torsion of circular cylinder composed of 

FG materials has not been carried out before, a 3-dimensional FE modelling is generated in the present study to 

verify the proposed analytical solutions. A user-defined UHYPER subroutine is written to be utilized for defining 

the strain energy function and its pertained material parameters. The 3D model is divided into several subsections 

through the radial direction as layers, where a set of constant material parameters correspondent with the radial 

position is assigned to each layer. Figure 1 depicts the schematics of 3D FE model with its mesh network using 

3D stress element (C3D8H). The optimum number of layers for accurate and reliable FE analysis of extension-

torsion is discussed in the following section. Eensuring the convergence of the FE modeling, the mesh 

independency is checked for various results. 

 Results and discussion 

  Applying the presented analytical solution to exp-exp constitutive model, the stress distribution and resultant 

total axial force and moment for an FG hyperelastic cylinder subject to combined extension and torsion is 

evaluated. In addition, the results of the FE analysis are used to evaluate the analytical solutions.  

In the present study, the hyperelastic materials at the centre and outer surface of the FG cylinder are chosen to 

be VHB 4905, and natural-rubber gum, respectively and their relevant material parameters of exp-exp model are 

presented in Table 1 which are calculated using least squares regression approach [24]. 

Table 1. The exp-exp model parameters and initial shear modules of VHB 4905 and natural-rubber gum [23]. 

Utilized material Model parameters Initial shear modulus𝜇0 

VHB 4905 
𝐴1 = 0.240,𝑚1 = 0.024 
𝐵1 = 0.799,𝑛1 = 0.049 

0.375 

natural-rubber gum 
𝐴1 = 64.50,𝑚1 = 0.0031 
𝐵1 = 304.0, 𝑛1 = 0.000035 

1.257 

Parameter 𝑘 controls the form and intensity of the material variation throughout the radial direction. Various 

values of 𝑘 are considered to study its effect on the stress distribution. For instance, the variation of 𝐴1
∗ throughout 

the radial direction is illustrated in Figure 1. It is worth mentioning that the distribution of other material parameters 

has a similar trend to that of 𝐴1
∗ .  

 
Figure 1. Distribution of material parameter 𝑨𝟏

∗  throughout the radial direction considering various amount of 𝒌  

Figure 3 (a) illustrates the variation of radial stress throughout the radius for 𝛾 = 1.25, 𝜏 = 1 and 𝑘 = 0 

considering different number of layers in FE modelling of FG cylinder. Obviously, rising the number of strips in 

FGM modelling increases the accuracy and reliability of the results. However, considering the fact that increasing 

the number of layers results in time-consuming computations, an optimum number of layers that guarantees a good 

agreement with analytical results should be identified to reduce the computational cost. It is evident in Figure 3 

that for 80 layers, an excellent agreement between the analytical solutions and FE analysis is achieved. In addition, 

it is apparent that the radial stress begins from an extremum value appearing at the centre and becomes zero at the 

outer surface which reflects the stress-free condition at outer radius 𝑅 𝑅𝑜𝑢𝑡⁄ = 1. The variation of the 
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dimensionless hoop and longitudinal stress for 𝛾 = 1.25, 𝜏 = 1, 𝑘 = 0 and various number of layers are plotted in 

Figure 3 (b and c), respectively. Similar to the radial stress, for 80 layers, the results are in a great agreement with 

those of analytical calculations. Although the longitudinal stress is positive throughout the radial direction, 

approaching the exterior surface from the central point of the cylinder, the hoop component of the stress coverts 

from negative to positive. 

 Summary and Conclusion 

In the present study, the mechanical behavior of an incompressible isotropic functionally graded hyperelastic 

circular cylinder subjected to combined extension and torsion was investigated. The material was assumed to alter 

exponentially through the radial direction. The VHB 4905 and natural-rubber gum were assigned as the materials 

of the center and the outer surface of the cylinder, respectively. The exponential strain energy density was 

employed in this paper due to the mathematical stability and simplicity and its great conformity with the 

experimental observation during various loadings to predict the behavior of cylinder made of FG hyperelastic 

material. Finite element analysis was conducted by developing an ABAQUS user-material UHYPER subroutine 

to evaluate the presented analytical solutions. After identifying the optimum number of layers to model the FG 

cylinder, a mesh independency study was conducted to achieve an accurate and reliable FE analysis. Results 

revealed that the distribution of the stress and the location of maximum stress strongly depends on the exponential 

power in material variation function. The radial, tangential and longitudinal stress distribution was evaluated for 

different amounts of torsional twist and longitudinal stretch. The radial stress regardless of the value of the twist 

or stretch starts from a maximum compressive value at the center and vanishes at the outer surface. Moreover, 

independent from the magnitude of the twist or axial stretch, the hoop stress distribution plots intersect 

approximately at 𝑅 𝑅𝑜𝑢𝑡⁄ = 0.53  where the hoop component of stress alters from the compressive value to tensile 

one. Although increasing the axial stretch had no effect on the location of the maximum longitudinal stress, a 

different scenario was observed for the effect of the twist. For 𝜏 = 1 the maximum longitudinal stress took place 

approximately at 𝑅 𝑅𝑜𝑢𝑡⁄ = 0.5, while on further twisting two extrema appeared in the stress distribution plot 

which moved toward the center and outer surface of the hyperelastic cylinder. Moreover, the longitudinal stress 

dominated the form of the variation and value of the von-mises and strain energy density throughout the radial 

direction. For negative 𝑘's, the variation of the total moment and axial force was relatively smooth while for 

positive amounts of 𝑘, the rate of variation was intensified. Moreover, the total force, generated in the longitudinal 

direction, altered from an initial tensile to a final compressive one due to the effect of torsion. However, a specific 

alteration point was obtained for the axial stretch, where 𝜕𝑁 𝜕𝜏⁄ = 0. Therefore, for 𝛾 < 𝛾𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛, the 

contribution of axial force arising from torsion, 𝑁𝑇 was always compressive which implies that the length of the 

cylinder always tends to elongate when the external twist applies while for the stretches larger than the alteration 

value𝛾 > 𝛾𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛, 𝑁𝑇 changes from the tensile to compressive, i.e. the cylinder begins to shorten and then 

elongate by increasing the torsional twist. 
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 چکیده  واژگان کلیدی

 استوانه

 ک،یپرالاستیها

-کشش یبارگذار

 ،چشیپ

 ،یماده تابع

 ،کیپرالاستتتیماده ها

 .حل المان محدود

س یبرا یلیتحل حلراه کیمطالعه،  نیدر ا  ستوانه ها کی یکیرفتار مکان یبرر ستیا و   یبا جنس تابع کیپرالا

شش و پ ریتراکم ناپذ ست. روش چگال چشیکه تحت ک شده ا -ییکرنش نما یانرژ یهمزمان قرار دارد، ارائه 

 شدددودیو فرض م شدددودیم ادهاسدددتف کیپرالاسدددتیرفتار ماده ها ینیبشیپ یارائه شدددده برا راًیکه اخ یینما

شعاع یپارامترها صورت نما یمواد مرتبط با آن در امتداد جهت  المان محدود با  لی. تحلکنندیم رییتغ ییبه 

سنج یبرا ABAQUSدر  UHYPER ربرنامهیز کی هیته . شودیمانجام  یشنهادیپ یلیتحل حلراه یاعتبار

 یدارند و نشددان م یمختلف مطابقت خوب یها چشیکشددش و پ یبرا یلیحل تحل جیالمان محدود و نتا جینتا

دارد. بر خلاف کشش  یمواد بستگ راتییدر تابع تغ ییتنش و حداکثر تنش به توان نما عیدهند که شکل توز

سددترمم در نمودار بزرگ، دو اک یهاچشیپ یاسددت و برا تردهیچیپ یتنش طول عیبر توز چشیپ ریتأث ،یمحور

. کندیاستوانه حرکت م یرونیبه سمت مرکز و سطح ب شتریب یها چشیدر پ هک شودیتنش مشاهده م عیتوز

. کندیکنترل م یکرنش را در سراسر جهت شعاع یانرژ یو چگال ززیفون م راتییتغ یتنش طول ن،یعلاوه بر ا

شش محور ن،یعلاوه بر ا شخص  یانقطه ،یبا در نظر گرفتن ک ش یمحور یرویکه ن شودیمم  چشیاز پ ینا

شار نیا ریز یها ششک یبرا ست و باعث  یمقدار ف س شودیما اما  ابد؛یطول  شیافزا چشیتحت پ لندریکه 

سمت از کل ن نیا ش یمحور یرویق ش شار یاز حالت ک  چش،یپ شی. در واقع با افزاکندیم رییتغ یبه حالت ف

 .شودیم دهیکش شتریب چشیاستوانه ابتدا کوتاه شده و سپس در پ

 14/11/1402تاریخ دریافت: 

 24/11/1402تاریخ بازنگری: 

 22/12/1402 تاریخ پذیرش:

 مقدمه -1

دسته ای از مواد هستند که با توجه به خواصشان در سالهای اخیر کاربردهای مختلفی برای آنها در نظر  ریپذکششمواد 

در  هاآندر آینده نیز بیشتر مورد توجه قرار گیرند. از جمله کاربردهای مهم این مواد استفاده از  رسدیم به نظرگرفته شده و 

و تغییر شکل، نه تنها در حسگرها بلکه در سایر قطعات الکترونیکی  یریپذانعطافاین مواد با توجه به میزان  .[1] حسگرها است

البته  و [3] خاصیت مقاومت در برابر خستگی این مواد نیز مورد توجه قرار گرفته است، [2] داشت نیز کاربردهای خاصی خواهند

 ریپذکششبا توجه به کاربرد گسترده مواد  .[4] کاربردهای آن استفاده در مهندسی بافت و بیومکانیک است نیترمهمیکی از 

. به طور [8-5]اند مورد مطالعه قرار گرفته یمواد در مسائل متعدد نیها، ا دروژلیو ه یکیمانند الاستومرها، مواد شبه لاست

ارائه شده است. در  [10، 9] نیولیابتدا توسط ر یرخطیغ کیمواد الاست یآن برا هیاول یهابحثو  چشیپ-خاص، مسئله کشش

 یاریتوجه بس ،یکیولوژینرم ب یبا بافت ها سهیقامواد در م نیعلاوه بر رفتار مشابه ا کیپرالاستیمتنوع مواد ها یکه کاربردها یحال
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 یاتیح یعمل یروش تجرب کیبه عنوان  1یخوردگ چیپ-مشکل اکستنشن ن،یاز پژوهشگران را به خود جلب کرده است. علاوه بر ا

 که در قلب قرار دارند، شناخته شده است 2یلاریو به صورت خاص عضلات پاپ ،یکیولوژیبافت نرم ب یکیپاسخ مکان ییشناسا یبرا

]11 ،12[. 

مورد  تهیسیپرالاستیها تیکرنش، با خاص یانرژ یبا استفاده از تابع چگال یکیخواص مواد شبه لاست ،یرخطیغ کیمکان در

مواد  یکیخواص مکان یبررس یبرا یبر رفتار متنوع یمبتن یهاو مدل یکیمکان کرویم یساختار یها. مدلردیگیمقرار  یبررس

ارائه  هاکیلاست یبرا کیسکوالاستیو یمدل ساختار کی [17]پان و ژون  ن،یهمچن. [16-13] اندارائه شده کیالاست-یرخطیغ

 [18]کمپوس و همکاران -آمد. بعدها، لوپز به دست 3کانولوشن سکوزینئو هوک و مدل و سکوزیو یهامدل ینهکردند که با برهم

 یساختار یمدل ک،یسکوالاستیو و کیستالابودن هر دو بخش  یرخطیبا در نظر گرفتن غ یمطالعه رفتار مواد الاستومر یبرا

 ارائه کردند. کیپرالاستیها-سکویمواد و یبرا

خواص مواد،  یو موثر پارامترها ینسبتاً ساده، تعداد کاف یاضیبا فرم ر یکرنش مناسب تابع یتابع انرژ کی ،یطور کل به

با الهام از  ر،یاخ یها. در سال[19]است  یچند محور یرفتار مواد تحت بارگذار ینیبشیپ تیو قابل یسازگار با مشاهدات تجرب

مواد همگن  یکرنش سازگار با مشاهدات تجرب یاز توابع انرژ یدیاصلاح اشکال جد ای شنهادیپبه  یادیمطالعات ز شگام،یپ یکارها

 است. افتهیاختصاص  تیو کامپوز یالاستومر

 یپارامترها یهمبستگ یرا برا یتجرب یهاشیکردند و آزما شنهادیمدل نئوهوک اصلاح شده را پ کی [20]و همکاران  ریبچ

کرنش  یها یارائه کردند که انرژ یکیمواد شبه لاست یبرا یدو مدل ساختار [21]و همکاران  دیمدل انجام دادند. خواجه سع

 یمدل ساختار کی [22]و همکاران  یجانیدر ،یکرنش یو تابع انرژ یینما یهایسر مکبودند. با ک ییو نما یتمیروند لگار یدارا

 یمدل ساختار کی ،ییبا استفاده از توابع نما [23] یجانیو در یارائه دادند. بعدها، منصور کیرالاستپیمواد ها یرا برا

 نیا یدوم، سازگار هیسو ریو استفاده از متغ یکرنش فرض کردند. علاوه بر سادگ یرهایاز متغ یرا به عنوان تابع کیپرالاستیها

ها است. علاوه بر آن یجالب مدل ساختار تیمز ک،یو مواد فوق الاست یکیولوژیب یهامختلف بافت یتجرب یهاشیمدل با آزما

 .[24] افتیسازنده  یمدل ها ریدر مطالعات با استفاده از سا توانیمطول را  شیبودن روابط بار با افزا یرخطیغ ن،یا

اند و به طور گسترده در قرار گرفته یادیکاربرد همه جانبه خود، مورد توجه ز لیبه دل یاز نظر عملکرد یمواد تابع راً،یاخ

 عیتوز شیو افزا راتییتغ نیو امکان کنترل ا یمواد تابع قیمواد از طر رییاند. تغمورد استفاده قرار گرفته یمهندس یها ستمیس

از  یاریدر بس یحل عملراه کیو  فردمنحصربه یفناور کیرا به  یمواد تابع ،یکیو مکان یحرارت یرتنش هنگام اعمال بر بارگذا

در  هاآنو کاربرد گسترده مداوم  کیپرالاستیبرجسته مواد ها یکیرفتار مکان لیه دلب ن،یکرد. علاوه بر ا لیتبد یمسائل مهندس

ساخته شده  یمواد تابع یکیرفتار مکان فیتوص یتمرکز خود را بر رو ققاناز مح ینانو تا ماکرو، برخ اسیاز مق یمهندس یسازه ها

 کیفوق الاست فشارتحت میضخ یپوسته کرو کیتنش را در  عیتوز [25] یمیو رح یقرار داده اند. عنان کیاز مواد فوق الاست

 یلوله توخال کیکرنش را در -تنش یناهمگن [26] یلیلگیکردند. ب نییتع شدهاصلاح یبا استفاده از مدل نئو هوک یتابع

نئو  یهادر امتداد شعاع در چارچوب مدل یمدول برش رییو تغ یکرد که در آن دما و کرنش سخت یبررس یتابع کیپرالاستیها

 پریها یپوسته کرو کیتنش در  عیتوز نییتع یرا برا یراه حل [27] یمیو رح یشد. عنان یسازمدل افتهی میتعم 4و جنت یهوک

 شاتیمواد را با استفاده از آزما یشده استفاده کردند و پارامترها تیتقو یمدل نئو هوک کی از هاآنکردند.  شنهادیپ یابعت کیالاست

ماده  کی یکرنش برا یدوار را با استفاده از تابع انرژ یااستوانهرفتار پوسته  هاآن ،یگریکردند. در مطالعه د برهیکال یتجرب

-سکویرفتار و فیتوص یبرا دیجد یمدل ساختار کی [29] یمیو رح ی. عنان[28]کردند  لیوتحلهیتجز یتابع کیپرالاستیها

در کار آنها نشان  یتجرب دییارائه کردند. تأ 5با در نظر گرفتن مدل ماکسول یهمسانگرد عرض یتابع یکیمواد لاست کیپرالاستیها

                                                           
1 extension-torsion 
2 Papillary muscles 
3 neo-Hookean and convolution viscous models 
4 Gent models 
5 Maxwell model 
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 لیتحل کیاز  [30]کارآمد است. پاسکن و کودا  هاکیستشکل وابسته به زمان لا رییتغ ینیبشیپ یبرا شدهارائهداد که مدل 

استفاده  یعملکرد شدهیبنددرجه کیپرالاستیبزرگ مواد ها یهاشکل رییمطالعه تغ یمرتبه بالا برا یچهاروجهالمان محدود 

بزرگ توسط  یهاشکل  رییتحت تغ کیپرالاستیاز مواد ها شدهساخته یتابع فشارتحتمخازن  یداریتنش و پا لیکردند. تحل

و در نظر گرفتن  یینما-ییکرنش نما یبا استفاده از تابع انرژ . همچنین در تحقیقی دیگر[31]و همکاران انجام شده است  یمعلم

ارائه  یبار حرارت همراه با ،فشارتحتمخازن  یبرا یلیتحل حلراه کی [32]و همکاران  یالماس ،یتابع کیپرالاستیاستوانه ها کی

 .ندکرد

شکل بزرگ  رییتغ [33]و همکاران  یمورد مطالعه قرار گرفته است. همفر نیاز محقق یاریکشش توسط بس-چشیپ مسئله

مدل  هاآنکردند.  یهمسانگرد را بررس یهمگن عرض کیالاست پریاستوانه ساخته شده از مواد ها کی یبیترک چشیپ-کشش

 کیتوسط اوگدن و چادو 6مدل معروف اوگدن یبرا نیمساله همچن نیکردند. ا برهیکال یلاریعضلات پاپ یرا با داده ها یساختار

-چشیرا در مورد پ یقیتحق ،یکیمواد شبه لاست یبا مطالعه اثرات کرنش سخت [35]مورد بحث قرار گرفت. کانر و هورگان  [34]

 زیمشکل ن نی. اکردند سهیا مقار [36]و فانگ  [16] از جمله گنت یمختلف یساختار یهاانجام دادند و مدل لندریکشش س

 یبرا یامتداد حت یبر رو چشیگرفت. مشکل پ مورد مطالعه قرار [38]با استفاده از مدل وارگا  [37] یتوسط هورگان و مورف

 .[39] قرار گرفت یبا در نظر گرفتن خواص بافت نرم مورد بررس یهمسانگرد عرض کیپرالاستیها

 یمواد تابع یکیدر مورد رفتار مکان یمطالعات کم ،یمواد تابع یمتعدد در مورد کشش خط قاتیتحق رغمیحال، عل نیا با

مانند  کیمواد لاست یچشیپ یاز گسترش و بارگذار یبیکه ترک رسدیمدر دسترس است، و مهمتر از آن، به نظر  کیپرالاستیها

مهم است  ارینرم بس یکیولوژیب یهااستفاده در بافت یکه برا چشیحاضر، کشش و پ لعه، در مطارونیاهنوز وجود ندارد. از  یتابع

. ردیگیمورد مطالعه قرار م یرخطیغ ریناپذمتشکل از مواد همسانگرد تراکم یساخته شده از مواد تابع یارهیاستوانه دا کی یبرا

مدل با در نظر گرفتن  یداریپا [23]و همکاران  یمنصورشده توسط  شنهادیبر ثابت پ یمبتن یینما-یینما یانرژ یتابع چگالدر 

 لیوتحلهیتجز ن،ی. علاوه بر اردیگیمورد استفاده قرار م یتجرب یمدل ها و داده ها جیکرنش اول و دوم، و انطباق نتا یرهایمتغ

توسط  شدهفیتعر ربرنامهیز کیرا با توسعه  یشنهادیپ یلیتحل یهاحلحاضر گنجانده شده است تا راه قیمحدود در تحق یاجزا

 کند.  یاعتبارسنج ABAQUS( در UHYPERکاربر )

و در  رد،یگیمورد بحث قرار م چشیپ-مسئله کشش کینماتیو س یساختار یساز، مقدمات مدل2مقاله در بخش  نیدر ا

 یینما-یینما مدل کی و ریبر متغ یکرنش مبتن یتابع انرژ یشکل بسته برا یلیحل تحلراه کیمربوط به آن،  یفرع یهابخش

به طور  یتابع کیپرالاستیاستوانه ها کی چشیکشش و پ یبیالمان محدود ترک یسازمدل، 3شده است. در بخش  شنهادیپ

در  یریگجهینتخلاصه و  ت،ی. در نهاپردازدیمحاضر  قاتیو بحث در مورد تحق جیبه نتا 4. بخش ردیگیمخلاصه مورد بحث قرار 

 ارائه شده است. 5بخش 

 پیچش یک استوانه هایپرالاستیک-کشش یبارگذار -2

. علاوه شودیم فیتعر (W) کرنش یانرژ یتوابع چگال یبا معرف کیپرالاستیمواد ها یکیمکان یهایژگیو ،یرخطیدر کشش غ

-ی. تانسور کوششودیم فیتعر یرخطیغ الاستیسیته هیاول یهاچارچوبشکل،  رییتغ انیگراد به عنوان Fدر نظر گرفتن با  ن،یبر ا

Bبه صورت  7سمت چپ گرین = FFT  .معادله ساختاری کی، 8نامتغیربر  یمبتن یکرنش یبا فرض انرژمشخص شده است 

 :کرد فیتعر ریبه صورت ز توانیمرا  کیپرالاستیها

𝑆 = 2
𝜕𝑊

𝜕𝐶
 (1)  

𝐽کیرشهف است. با فرض -تنش دوم پایولا  Sکه در آن  = 𝑑𝑒𝑡( 𝐹) :داریم 

                                                           
6 Ogden model 
7 The left Cauchy-Green tensor 
8 invariant-based strain energy 
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𝜎𝑖 =
𝜆𝑖

𝐽

𝜕𝑊

𝜕𝜆𝑖

 (2)  

 :[6] کرنش به صورت زیر خواهند بود یرهاینامتغ،  B تنش های اصلی کوشی است. با در نظر گرفتن تعریف 𝜎𝑖که در آن 

𝐼1 = 𝑡𝑟 B = 𝑙1
2 + 𝑙2

2 + 𝑙3
2 

𝐼2 =
1

2
(𝑡𝑟 B)2 + 𝑡𝑟 B2 = 𝑙1

2𝑙2
2 + 𝑙2

2𝑙3
2 + 𝑙3

2𝑙1
2 

𝐼3 = 𝑑𝑒𝑡 B = 𝑙1
2 𝑙2

2 𝑙3
2 

(3)  

,𝜆2که در آن   𝜆1  و𝜆3  اصلی هستند. با توجه به تراکم ناپذیری، حجم استوانه باید ثابت بماند که  یهاجهتتغییر طول در

𝑑𝑒𝑡در نتیجه آن  𝐹 = 𝜆1𝜆2𝜆3 = 1 . 

و  یکه تحت کشش در جهت طول ریهمسانگرد تراکم ناپذ کیپرالاستیمتشکل از مواد ها یارهیدا یااستوانهبا در نظر گرفتن 

,𝑅) بیبه ترت توانیمرا  افتهیشکل  رییو تغ افتهیشکل ن رییاند، مختصات تغقرار گرفته چشیپ 𝛩, 𝑍( و )𝑟, 𝜃, 𝑧 .فرض کرد )

 :میدار ن،یبنابرا

𝑟 = 𝛾−1 2⁄ 𝑅, 
𝜃 = 𝛩 + 𝜏𝛾𝑍, 

𝑧 = 𝛾𝑍 

(4)  

قابل توجه است  نیشده است. همچن دهیدر واحد طول کش چشیو پ ینشان دهنده کشش محور بیبه ترت 𝜏 و 𝛾که در آن 

𝛾−1که    .می آید به دست یریناپذشرایط تراکم  از ⁄2

به صورت  چشیپ-کشششکل کل مسئله  رییتغ گرادیانشکل، تانسور  رییتغ دانیم کی( به عنوان 4با در نظر گرفتن معادله )

 :شودیم فیتعرزیر 

𝐹 = [
𝛾−1 2⁄ 0 0

0 𝛾−1 2⁄ 𝛾1 2⁄ 𝜏𝑅
0 0 𝛾

] (5) 

 ( به صورت زیر هستند:B−1ن )آ( و معکوس Bگرین ) -کوشیتغییر شکل سمت چپ  همچنین تانسور

B = [

𝛾−1 0 0

0 𝛾−1 + 𝛾𝜏2𝑅2 𝛾3 2⁄ 𝜏𝑅

0 𝛾3 2⁄ 𝜏𝑅 𝛾2

] , B−1 = [

𝛾 0 0

0 𝛾 𝛾−1 2⁄ 𝜏𝑅

0 𝛾−1 2⁄ 𝜏𝑅 𝛾−2 + 𝜏2𝑅2

] (6)  

 آیند:می به دستکرنش به این صورت  یرهاینامتغبر این اساس 

𝐼1 = 𝛾2 + 2𝛾−1 + 𝛾𝜏2𝑅2, 𝐼2 = 2𝛾 + 𝛾−2 + 𝜏2𝑅2, 𝐼3 = 1. (7) 

 :شودیمبنابراین تنش کوشی برای یک ماده تراکم ناپذیر هایپرالاستیک به این صورت معرفی 

𝜎 = −𝑝𝐼 + 2
𝜕𝑊

𝜕𝐼1
𝐵 − 2

𝜕𝑊

𝜕𝐼2
𝐵−1, (8)  

 ،یتنش کوش یهامؤلفه. با در نظر گرفتن که در فشار ضرب شده است مرتبه دوم است واحدنشان دهنده تانسور  𝐼 که ییجا

 :آورد به دست ریبه صورت ز توانیمحاصل را  یچشیو گشتاور پ یمحور یروین

𝑀 = ∫ ∫ 𝜎𝑧𝜃𝑟2𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑟𝑜𝑢𝑡

0

2𝜋

0

, 𝑁 = ∫ ∫ 𝜎𝑧𝑧𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑟𝑜𝑢𝑡

0

2𝜋

0

 (9)  

 :شودیم فیتعربه این شکل  یمعادله تعادل در جهت شعاع ،یااستوانه حالتدر  ن،یعلاوه بر ا

𝑟
𝜕𝜎𝑟

𝜕𝑟
= 𝜎𝜃 − 𝜎𝑟 (10)  

𝜎𝑟مرز آزاد  یمرز طی( و با در نظر گرفتن شرا10( و )8(، )6معادلات ) ،هاریمتغنا بر پایه یکرنش یتابع انرژ کیبا فرض  = 0 
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𝑅در = 𝑅𝑜𝑢𝑡[6] ندیآیبه دست م ریبه صورت ز یکوش یها، تنش: 

𝜎𝑟𝑟 = −2𝛾𝜏2 ∫ 𝜁
𝜕𝑊

𝜕𝐼1
(𝜁)𝑑𝜁

𝑅𝑜𝑢𝑡

𝑅

, (11)  

𝜎𝜃𝜃 = −2𝛾𝜏2 ∫ 𝜁
𝜕𝑊

𝜕𝐼1
(𝜁)𝑑𝜁

𝑅𝑜𝑢𝑡

𝑅

+ 2𝛾𝜏2𝑅2
𝜕𝑊

𝜕𝐼1
 (12)  

𝜎𝑧𝑧 = −2𝛾𝜏2 ∫ 𝜁
𝜕𝑊

𝜕𝐼1
(𝜁)𝑑𝜁

𝑅𝑜𝑢𝑡

𝑅

+ 2(𝛾2 − 𝛾−1)
𝜕𝑊

𝜕𝐼1
+ 2(𝛾 − 𝛾−2 − 𝜏2𝑅2)

𝜕𝑊

𝜕𝐼2
 (13)  

𝜎𝑧𝜃 = 2𝛾3 2⁄ 𝜏𝑅
𝜕𝑊

𝜕𝐼1
+ 2𝛾1 2⁄ 𝜏𝑅

𝜕𝑊

𝜕𝐼2
, (14)  

 ری(، به صورت ز14( و )13شده در رابطه ) یمعرف یبا استفاده از تنش ها یمحور یرویشده و ن دیگشتاور تول ن،یعلاوه بر ا

 :[6] شوندیممحاسبه 

𝑀 = ∫ ∫ 𝜎𝑧𝜃𝑟2𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑟𝑜𝑢𝑡

0

2𝜋

0

= 4𝜋𝜏 ∫ 𝑅3 (
𝜕𝑊

𝜕𝐼1
+ 𝛾−1

𝜕𝑊

𝜕𝐼2
)

𝑅𝑜𝑢𝑡

0

𝑑𝑅, 

𝑁 = ∫ ∫ 𝜎𝑧𝑧𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝑟𝑜𝑢𝑡

0

2𝜋

0

= 4𝜋(𝛾 − 𝛾−2) ∫ 𝑅 (
𝜕𝑊

𝜕𝐼1
+ 𝛾−1

𝜕𝑊

𝜕𝐼2
)

𝑅𝑜𝑢𝑡

0

𝑑𝑅 

−4𝜋𝜏2 (𝑅 ∫ 𝑅
𝜕𝑊

𝜕𝐼1
𝑑𝑅 + ∫ 𝑅3𝛾−1

𝜕𝑊

𝜕𝐼2
𝑑𝑅

𝑅𝑜𝑢𝑡

0

𝑅𝑜𝑢𝑡

0

) 

(15)  

 لیبه دل یجانیو در یتوسط منصور افتهیتوسعه ییکرنش نما یانرژ ی، چگالنامتغیربر  یمبتن یساختار یهامدل نیدر ب

 :[23] در کار حاضر استفاده شده است ریز به صورت هاشیبا آزما ادیز یو همبستگ یداریپا

𝑊(𝜆𝑖) = ∑ 𝐴𝑘{𝑒𝑥𝑝[𝑚𝑘(𝜆1 − 1)] + 𝑒𝑥𝑝[𝑚𝑘(𝜆2 − 1)] + 𝑒𝑥𝑝[𝑚𝑘(𝜆3 − 1)] − 3}

∞

𝑘=1

 

+ ∑ 𝐵𝑘{𝑒𝑥𝑝[𝑛𝑘(𝜆1
−1 − 1)] + 𝑒𝑥𝑝[𝑛𝑘(𝜆2

−1 − 1)] + 𝑒𝑥𝑝[𝑛𝑘(𝜆3
−1 − 1)] − 3}

∞

𝑘=1

 

(16)  

𝑛𝑘, 𝐵𝑘 , 𝐴𝑘  و𝑚𝑘  با در  کیپرالاستیمواد ها یمختلف برا یتجرب یمدل با داده ها نیا جیانطباق نتا .هستند مادهپارامترهای

از تابع  یفرم چهار پارامتر کیمقاله،  نیقرار گرفت. در ا یمورد بررس یریپذتراکم یو حت یرینظر گرفتن مفروضات تراکم ناپذ

 استفاده شده است. ریز قالب رابطهدر  تابعی کیپرالاستیاستوانه ها کیرفتار ماده  فیتوص ینمایی برا-کرنش نمایی یانرژ

𝑊 = 𝐴1
∗(𝑅){𝑒𝑥𝑝[𝑚1

∗(𝑅)(𝐼1 − 3) − 1]} + 𝐵1
∗(𝑅){𝑒𝑥𝑝[𝑛1

∗(𝑅)(𝐼2 − 3) − 1]} (17)  

𝐴1  لازم به ذکر است که 
∗(𝑅), 𝐵1

∗(𝑅),𝑚1
∗(𝑅)و𝑛1

∗(𝑅) مواد  راتییبا تغ مواد تابعی یهستند که به طور خاص برا ییپارامترها

 .ستندیاز شعاع ن یتابع گریپارامترها د نیمواد همگن، ا یاند. واضح است که برااصلاح شده یدر جهت شعاع

متفاوت است،  ی( در جهت شعاع17در معادله ) شدهیمعرف مواد تابعی یشده برامواد اصلاح یپارامترها نکهیا یادآوریبا 

 :شوندیدر نظر گرفته م ییصورت نمابه یمقاله در امتداد جهت شعاع نیشده در امواد در نظر گرفته یپارامترها ن،یبنابرا

𝑥(𝑅) = 𝑥𝑖𝑛 + (𝑥𝑜𝑢𝑡 − 𝑥𝑖𝑛)
𝑒𝑥𝑝(𝑘(𝑅 − 𝑅𝑖𝑛)) − 1

𝑒𝑥𝑝(𝑘) − 1
      𝑓𝑜𝑟 𝑘 ≠ 0 

𝑥(𝑅) = 𝑥𝑖𝑛 + (𝑥𝑜𝑢𝑡 − 𝑥𝑖𝑛)
(𝑅 − 𝑅𝑖𝑛)

(𝑅𝑜𝑢𝑡 − 𝑅𝑖𝑛)
      𝑓𝑜𝑟 𝑘 = 0 

(18) 

 یپارامترها بیبه ترت 𝑜𝑢𝑡و 𝑖𝑛باشد و پایین نویس های ( 17ماده در معادله ) هایپارامتریک از هر  تواندیم 𝜉 که  ییجا

 .دهد یاستوانه را نشان م یرونیمتناظر با مواد در مرکز و سطح ب

فرض . میکنیم یبررس کیپرالاستیها لندریشده س دیکل تول یمحور یرویرا بر ن چشیپ راتیتأث شتریپس، ما ب نیاز ا

𝜏)  چشیپ ابیدر غ 𝛾0ی محور افزیش طولشده توسط  جادیا یمحور یرویمقدار ن 𝑁0(𝛾0) میکنیم = ,𝑁𝑇(𝛾0و(0 𝜏) یبخش 

 یشده توسط بارگذار دیتول یمحور یرویکل ن ن،ی. بنابراشودیم جادیاعمال شده ا چشیاست که توسط پ یمحور یرویاز ن
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 :شودیم فیتعر ریبه صورت ز یخارج یچشیپ-یکشش

𝑁 = 𝑁0(𝛾0) + 𝑁𝑇(𝛾0, 𝜏) (19) 

از  یناش یمحور یرویاز ن یبخش رسدیمکشش، به نظر مقدار مشخص شده توسط  جادیا یبا در نظر گرفتن مقدار بار محور

 یناش یمحور یرویسهم ن رییتغ یمهم است. با بررس اریکل حاصله بس یطول یروین یجهت و بزرگ نییتع یبرا یخارج چشیپ

. با استفاده ردیگیمقرار  بررسیاعمال شده مورد  چشیپ مقدار توجه به با کیپرالاستیاستوانه ها محوری یرویمشتق ن چش،یاز پ

 جادیا یچشی(، گشتاور پ15و معادله ) (17 نوشته شده )رابطه رهاینامتغکه به صورت تابعی از  نمایی-نمایی کرنش یاز تابع انرژ

 :شودیممحاسبه  ریکل به صورت ز یمحور یروین نیو همچن لندریشده در س

𝑀 = 4𝜋 ∫ 𝑅3𝜏 [𝐴1
∗(𝑅)𝑚1

∗(𝑅)𝑒𝑚1
∗(𝑅)(𝛾2+2𝛾−1+𝛾𝜏2𝑅2−3) +

𝐵1
∗(𝑅)𝑛1

∗(𝑅)𝑒𝑛1
∗(𝑅)(2𝛾+𝛾−2+𝜏2𝑅2−3)

𝛾
]

𝑅𝑜𝑢𝑡

0

𝑑𝑅 

𝑁 = 2𝜋 ∫

[
 
 
 
 −2𝛾𝜏2 ∫ (𝜁𝐴1

∗(𝑅)𝑚1
∗(𝑅)𝑒𝑚1

∗(𝑅)(𝛾2+2𝛾−1+𝛾𝜏2𝑅2−3))𝑑𝜁
𝑅𝑜𝑢𝑡

𝑅

+2(𝛾2 − 𝛾−1)𝐴1
∗(𝑅)𝑚1

∗(𝑅)𝑒𝑚1
∗(𝑅)(𝛾2+2𝛾−1+𝛾𝜏2𝑅2−3)

+2(𝛾 − 𝛾−2 − 𝜏2𝑅2)𝐵1
∗(𝑅)𝑛1

∗(𝑅)𝑒𝑛1
∗(𝑅)(2𝛾+𝛾−2+𝜏2𝑅2−3) ]

 
 
 
 

𝑅𝑜𝑢𝑡

0

𝑑𝑅. 

(20)  

 حل المان محدود -3

 کی. شودیم جادیا یشنهادیپ یلیتحل یهاحلراه اعتبارسنجی یدر مطالعه حاضر برا یسه بعد المان محدود یسازمدل کی

مواد مربوط به آن  یکرنش و پارامترها یتابع انرژ فیتعر یبرا اشده توسط کاربر نوشته شده است ت فیتعر UHYPER ربرنامهیز

از  یامجموعه، که در آن شودیم میتقس ربخشیز نیبه چند هیبه عنوان لا یجهت شعاع در یاستفاده شود. مدل سه بعد

را با  یبعدسه  FE دلم کیشمات 1شود. شکل  یاختصاص داده م هیبه هر لا یشعاع تیمواد ثابت مطابق با موقع یپارامترها

و قابل  قیدق لیوتحلهیتجز یها برا هیلا نهیدهد. تعداد به ینشان م (C3D8H) یشبکه مش آن با استفاده از عنصر تنش سه بعد

، استقلال FE یسازمدل ییاز همگرا نانیمورد بحث قرار گرفته است. با اطم ریدر بخش ز پیچش-کشش المان محدود اعتماد

 .شودیم یبررس مختلف جینتا یمش برا

 
  یبا شبکه مش آن با استفاده از عنصر تنش سه بعد یسه بعد FE مدل کیشمات 1شکل 
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 نتایج -4

و گشتاور کل حاصل  یمحور یرویتنش و ن عینمایی، توز-نمایی ساختاری مدل یارائه شده برا یلیتحل حلراهبا استفاده از 

المان  لیوتحلهیتجز جینتا ن،ی. علاوه بر اشودیم یابیارز یبیترک چشیو پ کششدر معرض  تابعی کیپرالاستیاستوانه ها کی یبرا

 .شودیماستفاده  یلیتحل یهاحلراه یابیارز یبرا محدود

انتخاب  یعیطب کیو لاست VHB 4905 بیبه ترت تابعی لندریس یرونیدر مرکز و سطح ب کیپرالاستیدر مطالعه حاضر، مواد ها

حداقل مربعات  ونیارائه شده که با استفاده از روش رگرس 1در جدول  نمایی-نمایی در مدل هاآنمواد مربوطه  یشده و پارامترها

 . [24] محاسبه شده است

  ]24[ یینما-ییدر مدل نمای عیطب کیو لاست  4905VHBبه  مواد مربوط یپارامترها 1جدول 

Utilized material Model parameters Initial shear modulus 𝜇0 

VHB 4905 𝐴1 = 0.240,𝑚1 = 0.024 
𝐵1 = 0.799, 𝑛1 = 0.049 0.375 

natural-rubber gum 𝐴1 = 64.50,𝑚1 = 0.0031 
𝐵1 = 304.0, 𝑛1 = 0.000035 1.257 

 یبررس یبرا 𝑘از یمختلف ریکند. مقاد یکنترل م یمواد را در جهت شعاع راتییشکل و شدت تغ 𝑘(، پارامتر18در معادله )

𝐴1رییتنش در نظر گرفته شده است. به عنوان مثال، تغ عیآن بر توز نقش
نشان داده شده است.  2در شکل  یجهت شعاعدر  ∗

𝐴1ا مشابه ب یمواد روند یپارامترها ریسا عیذکر است که توز انیشا
 دارند. ∗

 
𝑨𝟏 رییتغ 2شکل 

 𝒌 از یمختلف ریمقاددر  یدر جهت شعاع ∗

𝛾 یبرا بر حسب شعاعرا  یتنش شعاع رییتغ الف -3شکل  = 1.25, 𝜏 = 𝑘و  1 = مختلف  یها هیدر نظر گرفتن تعداد لابا  0

 تیدقت و قابل مواد تابعی یسازمدلتعداد نوارها در  شیاست که افزا یهیدهد. بد ینشان م تابعی المان محدود یسازمدلدر 

 شود،یبر ممنجر به محاسبات زمان هاهیتعداد لا شیاکه افز تیواقع نیحال، با توجه به ا نیا . بادهدیم شیرا افزا جینتا نانیاطم

. ابدیکاهش  یمحاسبات نهیکرد تا هز ییشناسا کندیم نیرا تضم یلیتحل جیبا نتا یکه تطابق خوب هاهیاز لا یانهیتعداد به دیبا

دست آمده  به المان محدود لیوتحلهیتجزو  یلیتحل یهاحلراه نیب تطابق خوبی ه،یلا 80 یاست که برا مشخص 3در شکل 

و در سطح  شودیمشروع  شودیمکه در مرکز ظاهر  بیشینهمقدار  کیاز  یاست که تنش شعاع مشخص ن،یاست. علاوه بر ا

𝑅) یرونیبدون تنش را در شعاع ب طیکه شرا شودیمصفر  یرونیب 𝑅𝑜𝑢𝑡⁄ = و  یاحلقهتنش بی بعد  راتییتغ .( نشان می دهد1

𝛾 یبرا یطول بی بعد تنش = 1.25 ،𝜏 = 𝑘 و 1 = نشان داده شده است.  ج-3ب و -3در شکل  بیها به ترت هیتعداد مختلف لا 0

 یدر سراسر جهت شعاع یدارد. اگرچه تنش طول یلیبا محاسبات تحل یادیمطابقت ز جینتا ه،یلا 80 یبرا ،یمشابه تنش شعاع
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 .پوشاندیمبه مثبت را  یتنش از منف، یاحلقه بخشاستوانه،  یاز نقطه مرکز یرونیشدن به سطح ب کیمثبت است، اما با نزد

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

𝜸 به نتایج تحلیلی با تعداد لایه های مختلف به ازای  FEهمگرایی نتایج  3شکل  = 𝟏. 𝝉  و𝟐𝟓 = شکل )الف( مربوط به تنش   𝟏

 و شکل )ج( تنش محوری را نشان می دهد شعاعی، شکل )ب( تنش حلقوی
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𝛾را برای  بدون بعد یتنش شعاعالف  4. شکل میکن یمبیشتری تنش بحث  عیبر توز 𝑘 ریدر مورد تأث = 1.25, 𝜏 = و  1

𝑘 در یتنش شعاع نیشتریکه ب شودیمدهد. مشاهده  یرا نشان م 𝑘 مختلف ریمقاد = ، تنش دهدیمرخ  |𝑘|بالاتر  ریو در مقاد 0

 بدون توجه به مقدار یارهیدا ستوانها یرونیدر سطح ب یتنش شعاع ن،ی. علاوه بر اابدییمکاهش  لندریس یدر نقطه مرکز یشعاع

𝑘  صرف نظر از مقدار نشان می دهد ب-4شکل . شودیم صفر یرونیبدون تنش در شعاع ب یمرز طیبرآورده کردن شرابرای𝑘 

𝛾برای  = 1.25, 𝜏 =  به مقدار یبستگ رییحال، محل نقطه تغ نی. با اکندیم رییتغ یبه کشش یفشاراز حالت  یطی، تنش مح1

𝑘 قابل توجه است که برای دهد.  یرا نشان م یتنش طول راتییتغج -4. شکل دارد𝑘 = 𝑅در  باً یتقر یتنش طول 0 𝑅𝑜𝑢𝑡⁄ = 0.5 

𝑘ی که برا یحالدر  رسدیمبه حداکثر خود  > ی و برا یرونیبه سمت سطح ب دهدیمرخ  یکه حداکثر تنش طول یانقطه ،0

𝑘 <  ومثبت  ریمقاد یبرا یمتفاوت مواد در جهت شعاع عیتوز لیعمدتا به دل نی. اکندیمبه سمت مرکز حرکت این نقطه  0

 ی                          برا یرا در جهت شعاع میسزکرنش بدون بعد و تنش فون  یانرژ یچگال عیتوز د-4است. شکل  2مطابق شکل  𝑘 یمنف

𝛾 = 1.25, 𝜏 =  کینزد 𝑘 مثبت ریمقاد یبرا میسزکرنش و تنش فون  یانرژ یحداکثر چگال ،یدهد. مشابه تنش طول ینشان م 1

دهد که  یروند مشابه نشان م نی. اکندیمبه سمت مرکز حرکت  𝑘 یمنف ی مقادیراکه بر یدر حال شودیمظاهر  یرونیبه سطح ب

 .است یاحلقهو  یشعاع یاز سهم تنش ها شتریب یبه طور قابل توجه میسزتنش فون  ایکل  یبه انرژ یسهم تنش طول

  
 (ب) )الف(

  
 (د) (ج)

𝛄 یبدون بعد برا سزیو فون م یمحور ،یطیمح ،یتنش شعاع 4شکل  = 𝟏. 𝟐𝟓, 𝛕 = ، شکل )الف( مربوط به تنش kمختلف   ریو مقاد 𝟏

 دهد یرا نشان م سزیو شکل )د( تنش فون م یشکل )ج( تنش محور ،یشکل )ب( تنش حلقو ،یشعاع

-5. شکل میکنیتنش معطوف م عیو کشش بر توز چشیپ ریتأث یتمرکز را بر رو ،𝑘 یمقدار ثابت برا کیبا در نظر گرفتن 

𝑘ی را برای تنش شعاع عیتوزالف  = 0, 𝛾 = سرعت  چش،یپ شیدهد. واضح است که افزا یمختلف نشان م یها چشیو پ 1.25

تنش در امتداد جهت  یو محور یمماس یهامؤلفه عیتوزشود.  یبالاتر م یو منجر به تنش شعاع کندیم دیتنش را تشد راتییتغ
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𝑘ی برا یشعاع = 0, 𝛾 = نشان داده شده است. مشاهده  ج-5 و ب-5در شکل  بیبه ترت چشیمختلف پ یهایبزرگو  1.25

𝑅 در باًیتقر یاحلقهتنش  عیتوز ینمودارها چش،یکه صرف نظر از مقدار پ شودیم 𝑅𝑜𝑢𝑡⁄ = و  کنندیمقطع  را گریهمد 0.53

تنش  رییبر تغ یتردهیچیپ ریتاث چشیپ شی، افزاج-5. با مراجعه به شکل کندیم رییتغ یکششبه  یاز مقدار فشار یاحلقهتنش 

𝜏ی دارد. برا یطول = 𝑅 در باًیتقر یحداکثر تنش طول ،1 𝑅𝑜𝑢𝑡⁄ = تر، دو بزرگ یهاچشیپ یکه برا یدر حال دهد،یم یرو 0.5

به سمت مرکز حرکت  کثرحدانقطه  چش،یپ شی. با افزاشوندیتنش مشخص م راتییانتها شامل حداکثر و حداقل در نمودار تغ

 نیکرنش و همچن یانرژ یتابع چگال عیتوزد -5. شکل شودیمجابجا  یرونیکه نقطه حداقل به سمت سطح ب یدر حال کندیم

𝑘برای  یرا در امتداد جهت شعاع میسزتنش فون  = 0, 𝛾 = دهد. مشخص شد که مقدار  یمختلف نشان م یها چشیو پ 1.25

 .کندیم جادیکرنش را ا یانرژ یو تابع چگال میسزاز تنش فون  یبخش بزرگ یمجذور تنش طول

  
 (ب) )الف(

  
 (د) (ج)

𝛄 یبدون بعد برا سزیو فون م یمحور ،یطیمح ،یشعاعتنش  5شکل  = 𝟏. 𝟐𝟓, 𝛕 = شکل )الف( مربوط به  چش،یمختلف پ ریو مقاد 𝟏

 دهد یرا نشان م سزیو شکل )د( تنش فون م یشکل )ج( تنش محور ،یشکل )ب( تنش حلقو ،یتنش شعاع

𝑘 یرا برا یتنش شعاع عیتوز 6شکل  = 𝜏و 0 =  یمقدار کشش محور شیدهد. افزا یمختلف کشش نشان م ریمقادو  1

تنش  رییاستوانه بر تغ یاعمال شده بر رو یخارج یکشش محور ری. تأثکندیم دیرا تشد یدارد و تنش شعاع چشیمشابه پ یاثر

𝑘ی برا یو تنش طول یاحلقه = 𝜏و  0 = ، روند مشابه یاحلقهتنش  یشده است. برا هنشان داد (c) و (b) 6در شکل  بیبه ترت 1

𝑅 در باًیتقر یاحلقهتنش  عیتوز ینمودارها ،یاست. صرف نظر از کشش محور چشیپ ریثبا تأ 𝑅𝑜𝑢𝑡⁄ = که جزء  ییجا،  0.53

 ،یبر تنش طول چشیپ دهیچیحال، بر خلاف اثر پ نی. با اکنندیم، تقاطع کندیم رییتغ یبه کشش یتنش از حالت فشار یمماس

𝑅ی در کشش محور یبدون توجه به بزرگ باًیتقر یورمحل حداکثر تنش مح 𝑅𝑜𝑢𝑡⁄ = کرنش  یانرژ یچگال راتیی. تغاست 0.5
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 نشان داده شده است.  6در شکل  میسزو تنش فون 

  
 (ب) )الف(

  
 (د) (ج)

𝒌  یبدون بعد برا ، محیطی، محوری و فون میسزیتنش شعاع 6شکل  = 𝟎 𝝉 = مربوط به شکل )الف( ، کشش مختلف ریو مقاد  و 𝟏

 تنش شعاعی، شکل )ب( تنش حلقوی، شکل )ج( تنش محوری و شکل )د( تنش فون میسز را نشان می دهد

 یلیتحل روشآمده از دستبه میسزبهتر، خطوط تنش فون  یو ارائه درک بصر یشنهادیپ یلیدقت روش تحل شتریب دییتأ یبرا

که با  𝑘مختلف  ریمقاد یبخش از مقطع برا کی یرا برا میسزالف خطوط تنش فون  -7. شکل شوندیم سهیمحدود مقا یو اجزا

𝑘ی برا ززیخطوط تنش فون م ب،-7در شکل  ن،یدهد. علاوه بر ا یم شانمطابقت دارد ن 4ارائه شده در شکل  جینتا = و  0

 .کندتایید میرا  د-6 و شکل د-5نشان داده شده در شکل  جینشان داده شده است که نتا 𝛾و 𝜏مختلف  ریمقاد

 
 

(ب) )الف(  

𝜸 (a) کانتور تنش فون میسز برای حل المان محدود و تحلیلی به ازای 7شکل  = 𝟏. 𝟐𝟓, 𝝉 = 𝟏 and (a1) 𝒌 = −𝟏𝟎, (a2) 𝒌 = −𝟓, 

(a3) 𝒌 = 𝟎, (a4) 𝒌 = +𝟓, (a5) 𝒌 = +𝟏𝟎, (b) 𝒌 = 𝟎 and (b1) 𝜸 = 𝟏. 𝟐𝟓, 𝝉 = 𝟐 (b2) 𝜸 = 𝟏. 𝟐𝟓, 𝝉 = 𝟏 (b3) 𝜸 = 𝟏. 𝟓, 𝝉 = 𝟏 

Archive of SID.ir

Archive of SID.ir



 علی طاهری 35

 

 1شماره  /4دوره  /1402مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

 

کل  یرویدهد. ن ینشان م 𝑘مختلف  ریمقاد یبرا چشیپ نسبت بهکل بدون بعد را در امتداد محور  یروین رییتغ الف-8شکل 

 یمنف 𝑘مقادیر یبرا راتییحال، نرخ تغ نی. با اابدییکاهش م یتوجهبه طور قابل 𝑘تر بدون توجه به مقدار بزرگ یهاچیپ یبرا

نشان داده  8در شکل  چشیدر مقابل پ یچشیگشتاور پ ریی. تغشودیم دیتشد بتمث ایصفر  ریمقاد یکه برا یصاف است، در حال

صفر  ریمقاد یکه برا ی، در حالشودیممشاهده  اندک راتیینرخ تغ ، 𝑘یمنف ریمقاد یبرا ،یمحور یرویشده است. مشابه روند ن

 .بیشتر است راتییو مثبت، نرخ تغ

  
(ب) )الف(  

𝜸 یبرا چشی( گشتاور در مقابل پb) یمحور یروی( نaبدون بعد )مقادیر  8شکل     = 𝟏. . خطوط و نشانگرها به 𝒌و مقادیر مختلف  𝟐𝟓

 .مطابقت دارند  FE و یلیروش تحل جیبا نتا بیترت

𝑘ی برا چشیشده در مقابل پ دیبدون بعد و گشتاور تول یکل محور یروین رییتغ = در  بیبه ترت یکشش محورو تغییر  0

 .)الف( و )ب( نشان داده شده است 9شکل 

  
𝒌 یبرا چشی( گشتاور در مقابل پb) یمحور یروی( نaبدون بعد )مقادیر  9شکل     = مختلف. خطوط و  یمحور یو کشش ها 𝟎

 .مطابقت دارند FE و یلیروش تحل جیبا نتا بینشانگرها به ترت

(، موقعیتی که در آن نیروی محوری ایجاد شده از پیچش از مقدار کششی به فشاری تغییر 20از معادله ) یریگمشتقبا 

𝛾. برای شودیم، به عنوان نقطه دگرسانی مشخص کندیم < 𝛾𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  ,𝑁𝑇  همیشه فشاری است که به این معنی است که

𝛾د. با این حال، برای استوانه در هنگام پیچش تمایل به کشیده شدن دار > 𝛾𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  و  شودیمیک رفتار متفاوت مشاهده

، در حالی که در دهدیمابتدا کششی است که به طور موقت کل نیروی محوری را افزایش  𝑁𝑇برای پیچ های نسبتاً کوچک، 

دیگر، سیلندر برای پیچش های به اندازه کافی . به عبارت ابدییمفشاری می شود و نیروی محوری کل کاهش  𝑁𝑇پیچش بیشتر، 
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نتایج حل تحلیلی را برای تغییر نیروی محوری بدون  10. شکل شودیمو سپس در پیچش بیشتر کشیده  شودیمکوچک فشرده 

 نقاطی را یارهیدانشان می دهد، حتی شامل تغییر شکل های بزرگ. نشانگرهای  𝑘بعد در مقابل پیچش برای مقادیر مختلف 

𝑁��نشان می دهند که در آن  𝜕𝜏⁄ = ظاهر  تربزرگهای ، با افزایش کشش محوری، این نقطه در پیچش𝑘و برای مقدار ثابت  0

 .شودیم

 
𝒌 یبرا یاعمال چشیبدون بعد در مقابل پ یمحور یروین رییتغ  10شکل     = −𝟏𝟎, 𝟎, +𝟏𝟎  

 گیرینتیجه -5

و  کششکه در معرض  ریناپذهمسانگرد تراکم تابعی کیپرالاستایه یارهیاستوانه دا کی یکیدر مطالعه حاضر، رفتار مکان

. کندیم رییتغ یدر جهت شعاع نماییبود که ماده به صورت  نیقرار گرفت. فرض بر ا یقرار گرفته است مورد بررس یبیترک چشیپ

 یانرژ یاختصاص داده شدند. چگال لندریس ینرویبه عنوان مواد مرکز و سطح ب بیبه ترت یعیطب کیو لاست VHB 4905 ماده

مختلف  یهایبارگذار یدر ط یآن با مشاهدات تجرب ادیو انطباق ز یاضیر سهولتو  یداریپا لیمقاله به دل نیدر ا ییکرنش نما

المان محدود با  لیوتحلهیتجزمورد استفاده قرار گرفت.  تابعی کیالاستهایپررفتار استوانه ساخته شده از مواد  ینیبشیپ یبرا

تعداد  ییارائه شده انجام شد. پس از شناسا یلیتحل یهاحلراه یابیارز یبرا ABAQUS رد-UHYPER ربرنامهیز کیتوسعه 

و قابل اعتماد انجام  قیدق FE زیآنال کیبه  یابیدست یمطالعه استقلال مش برا کی، تابعی لندریس یسازمدل یبرا نهیبه یهاهیلا

تنش  عیدارد. توز یمواد بستگ راتییدر تابع تغ ییتنش و محل حداکثر تنش به شدت به توان نما عینشان داد که توز جیشد. نتا

صرف نظر از مقدار  یقرار گرفت. تنش شعاع یابیمورد ارز یو کشش طول چشیمختلف پ ریمقاد یبرا یو طول یمماس ،یشعاع

 .شودیم صفر یرونیو در سطح ب شودیمحداکثر در مرکز شروع  یمقدار فشار کیکشش از  ای چشیپ

𝑅در  باًیتنش حلقه تقر عیتوز ینمودارها ،یکشش محور ای چشیپ یمستقل از بزرگ ن،یعلاوه بر ا 𝑅𝑜𝑢𝑡⁄ = که  ییجا، 0.53

بر محل  یریتأث یرکشش محو شی. اگرچه افزاکنندیتقاطع م کند،یم رییتغ یبه مقدار کشش یجزء حلقه تنش از مقدار فشار

𝜏 یشد. برا هدهمشا چشیاثر پ یبرا یمتفاوت یوینداشت، سنار یحداکثر تنش طول = 𝑅در  باًیتقر یحداکثر تنش طول 1 𝑅𝑜𝑢𝑡⁄ =

استوانه  یرونیتنش ظاهر شد که به سمت مرکز و سطح ب عیدر نمودار توز اکسترممدو  شتر،یب پیچشکه در  یرخ داد، در حال 0.5

کرنش در سراسر  یانرژ یو چگال زسیفون م مقدارو  راتییبر شکل تغ یتنش طول ن،یحرکت کردند. علاوه بر ا کیپرالاستیها

 ریمقاد یکه برا ینسبتاً هموار بود، در حال یمحور یرویگشتاور کل و ن راتییتغ ،یمنف 𝑘ی مقادیر غالب بود. برا یجهت شعاع

آغاز شد و در اثر افزایش پیچش  از کشش ،یشده در جهت طول جادیا یرویکل ن ن،یشد. علاوه بر ا دیتشد راتییتغ زانیمثبت، م

𝑁��به دست آمد، که در آن  یکشش محور یخاص برا ریینقطه تغ کیحال،  نیبا ا .افتی رییغت یبه فشار 𝜕𝜏⁄ =  ن،ی. بنابرا0

𝛾 یبرا < 𝛾𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛، چش،یاز پ یناش یمحور یروین 𝑁𝑇 است که طول استوانه  یمعن نیبوده است که به ا یفشار شهیهم

𝛾تر از بزرگ یهاکشش یکه برا یشدن دارد، در حال دهیبه کش لیتما شود،یاعمال م یخارج چشیکه پ یزمان شهیهم >

𝛾𝑎𝑙𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛، 𝑁𝑇 و  کندیوتاه شدن مطول استوانه شروع به کپیچش  شیاستوانه با افزا یعنی کند،یم رییتغ یبه فشار یاز کشش

 .ابدییم شیسپس افزا
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