
Karafan 

Quarterly Research Journal of Technical and Vocational University 

Spring 2021, Vol. 18, No. 1. p. 35-62 

 

Original Research 

Semi-Analytical Solution of Unsteady Newtonian Fluid 
Flow and Heat Transfer between two Oscillation Plate 
under the Influence of a Magnetic Field 

Mojtaba Masoumnezhad1*, MohammadAli Kazemi2, Nematollah Askari3, 
MohammadHassan Taheri4, Mehdi Ghamati5 

1Assistant Professor, Department of Mechanical Engineering, Faculty of Shahid Chamran, 
Guilan Branch, Technical and Vocational University (TVU), Guilan, Iran. 
2Assistant Professor, Department of Mechanical Engineering, Faculty of Shahid Mofateh, 
Hamedan Branch, Technical and Vocational University (TVU), Hamedan, Iran. 
3,5Faculty Member, Department of Mechanical Engineering, Faculty of Imam Khomeini, 
Mazandaran Branch, Technical and Vocational University (TVU), Mazandaran, Iran. 
4PhD. Department of Mechanical Engineering, Faculty of Imam Khomeini, Mazandaran Branch, 
Technical and Vocational University (TVU), Mazandaran, Iran. 

A R T I C L E    I N F O   A B S T R A C T 

Received: 12.08.2020     
Revised: 01.31.2021   
Accepted: 02.23.2021 

 In the present study, the heat transfer of unsteady fluid flow 
between two oscillation plates under the influence of a magnetic 
field was investigated. The bottom plate was considered fixed and 
the upper plate could move closer or farther down to the bottom 
plate. The fluid flow was considered Newtonian, incompressible, 
two-dimensional, laminar, and unsteady. The governing 
equations including continuity, momentum and energy were in 
the form of partial differential equations (PDE); hence, they were 
transformed into ordinary differential equations (ODE) using 
similarity transformation. As an innovative method, the ODE 
governing equations were solved using a semi-analytical method 
named the Collocation Method (CM). For validity, a numerical 4th 
order Runge-Kutta method was used. The results revealed that by 
increasing the magnetic parameter, the horizontal velocity 
component decreased while the dimensionless temperature and 
heat transfer rate increased. An increase in the compression 
parameter led to a reduction of horizontal velocity component, 
dimensionless temperature, and heat transfer rate. Moreover, 
when Prandtl and Ecker numbers increased, the dimensionless 
temperature and heat transfer rate on the walls also increased.  
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صفحه نوساني و  کيدر اين تحقيق، انتقال حرارت جريان ناپاياي سيال نيوتني بين 
مورد مطالعه قرار گرفت. صفحه پاييني،   يسي مغناط  داني م  ريصفحه ثابت تحت تأث  کي

تواند به صفحه پايين نزديک يا دور شود. ثابت در نظر گرفته شد و صفحه بالايي مي 
ناپذير در نظر گرفته شده است. و سيال، تراكم   ه جريان دوبعدي، آرام و غيردائم بود

يوتني ارائه در مطالعه حاضر، ابتدا معادلات پيوستگي، مومنتوم و انرژي براي سيال ن
شد و سپس براي جريان هيدرومغناطيس ناپاياي سيال نيوتني بين دو صفحه نوساني، 

گردساده  اين ديسازي  به  توجه  با  ديف.  معادلات  حاكم،  معادلات  جزئي   رانسيلكه 
ديفرانسيل معمولي تبديل شدند.  از تبديل تشابهي به معادلات  استفاده  با  هستند 

 تحليليمه يتحقيق معادلات حاكم با استفاده از روش ن عنوان يک نوآوري در اين  به
براي اعتبارسنجي از روش عددي رانچ كوتا مرتبه چهار استفاده   حل شدند.   يقي تلف

سرعت در   يمؤلفه افق   س،ي پارامتر مغناط  شيكه با افزا  دشده است. نتايج نشان دا 
ل حرارت سيال نقطه خاص و نرخ انتقا  کيبعد در  كاهش، مقدار دماي بي   يحل تشابه 
ديواره  افزاابديي م  شافزاي  هادر  با  افق  شي.  مؤلفه  فشردن،  دماي   يپارامتر  سرعت، 

عدد پرانتل و   شي . با افزاابديي كاهش م  ييبالا  وارهيبعد و نرخ انتقال حرارت در دبي 
 .يابدمي  شافزاي هابعد و نرخ انتقال حرارت سيال در ديواره اكرت، دماي بي 
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 مقدمه 
ها ناديده گرفت.  توان اثر تغييرات نسبت به زمان را در آن هاي طبيعي، ذاتاً غيردائم هستند و نمي بسياري از پديده 

هاي جريان مانند سرعت، فشار، دما و غيره در يك نقطه خاص نسبت به زمان  در مكانيك سيالات، اگر خواص و شاخص 
صورت جريان غيردائم است. اين  تغيير نكند(، جريان در آن نقطه دائم، در غير اين ثابت باشند )در هر نقطه با زمان  

 ريزي شده باشد. تواند در اثر عوامل طبيعي يا موارد برنامه تغييرات نسبت به زمان مي 
ئله انتقال  از جمله موضوعات مورد توجه در تكنولوژي جديد كه در انتقال حرارت داراي اهميت بسيار است، مس 

كنش سيال و ميدان مغناطيسي  برهم   مگنتوهيدروديناميك   باشد. ( مي MHD)   رت در سيستم مگنتوهيدروديناميك حرا 
خدمت گرفته  هاي جريان، به عنوان ابزاري بسيار قوي در جهت كنترل مشخصه كند. ميدان مغناطيسي به را توصيف مي 

توان پروفيل سرعت و دماي سيال را كنترل  مي   دليل حضور نيروي حجمي ناشي از ميدان الكترومغناطيسي شود. به مي 
اي برخوردار  دليل كاربردهايي كه در صنايع مختلف دارد، از اهميت ويژه ها در داخل كانال به جريان   گونه كرد. بررسي اين 

اي،  هاي مگنتوهيدروديناميك در صنايع شيميايي و مكانيكي انتقال جرم در راكتورهاي هسته است. از كاربردهاي جريان 
ها، كنترل  كاري ساختمان زدايي صنعتي، عايق اي، رطوبت كاري راكتورهاي هسته ها، مطالعات پلاسما، خنك كن خشك 
 گردد. هاي مگنتوهيدروديناميك اشاره مي هاي لايه مرزي در آيروديناميك، ژنراتورها و پمپ جريان 

ناپذير بين دو ديسك موازي با فاصله متغير را  غيردائم آرام سيال تراكم انتقال حرارت جريان    [ 1] شينگو ايشيزاوا  
هاي عددي و تحليلي استفاده  مورد تجزيه و تحليل قرار داد. او براي حل معادلات حاكم با دو استراتژي مختلف از روش 
 ت آورد.  دس كرد و سپس تأثير پارامترهاي فيزيكي و هندسي مختلف را بر توزيع سرعت و توزيع دما به 

استفاده    به بررسي جريان غيردائم سيال در لوله انقباضي يا انبساطي پرداختند. معادلات حاكم با   [ 2] يوچيدا و آوكي  
از تبديل تشابهي به معادله ديفرانسيل معمولي تبديل و سپس با روش تحليلي حل شد. نتايج نشان داد كه توزيع سرعت  
شعاعي داراي ماكزيمم مقدار بين محور و ديواره لوله است. همچنين در لوله انقباضي، فشار در ديواره از فشار در مركز  

 انقباضي، نتيجه برعكس است.    كه در لوله لوله بيشتر است درصورتي 
هاي انبساطي يا انقباضي تراوا را مورد  ناپذير داخل يك كانال متخلخل با ديواره جريان آرام تراكم   [ 3] مجدالاني و ژو  

ادله ديفرانسيل معمولي تبديل  ها معادلات ناويراستوكس حاكم را با استفاده از تبديل تشابهي به مع بررسي قرار دادند. آن 
ها، با افزايش  و با استفاده از روش عددي حل كردند. نتايج نشان داد كه در حالت تزريق جريان به داخل كانال از ديواره 

افزايش مي  به عمودي  رينولدز نسبت سرعت محوري  در  عدد  برشي  تنش  ديواره،  انبساط  افزايش  با  يابد. همچنين 
 يابد. ش مي هاي كانال كاه ديواره 

جايي طبيعي روي يك صفحه عمودي دما متغير تحت  انتقال حرارت جريان لايه مرزي جابه   [ 4] عزيز  ابوالدهاب و ال 
تأثير ميدان مغناطيسي با در نظر گرفتن ترم اتلافي ويسكوز، گرماي ژولي و چشمه حرارتي را بررسي كردند. همچنين  

معادلات  آن  به  تبديل تشابهي  توسط  حاكم  معادلات ديفرانسيل جزيي  نظر گرفتند.  را در  يون  لغزش  و  اثر هال  ها 
ل معمولي تبديل و با استفاده از روش عددي حل شدند. نتايج نشان داد كه با افزايش پارامتر مغناطيس، مؤلفه  ديفرانسي 

يابد. همچنين با افزايش عدد  بعد افزايش مي بعد در طول صفحه كاهش، در عرض صفحه افزايش و دماي بي سرعت بي 
 يابد. بعد افزايش مي اكرت دماي بي 

جريان و انتقال حرارت غيردائم سيال نيوتني روي يك صفحه متخلخل داخل يك كانال    [ 5] محمود و همكاران  
هاي تحليلي استفاده كردند. نتايج نشان داد كه  ها براي حل معادلات حاكم از روش نوساني را مورد بررسي قرار دادند. آن 

اي و ضريب انتقال حرارت افزايش اما با افزايش تزريق به صفحه نتايج  مكش از صفحه، ضريب اصطكاك پوسته   با افزايش 
اي كاهش  شود. همچنين با افزايش فشار كانال، ضريب انتقال حرارت افزايش اما ضريب اصطكاك پوسته عكس حاصل مي 

 يابد.  مي 
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به تحليل انتقال حرارت جريان سيال مرتبه دوم در كانالي با محيط متخلخل در حضور ميدان    [ 6] حيات و عباس  
  شان ي بررس آوردن ميدان سرعت و دما استفاده كردند. نتايج  دست به منظور مغناطيسي پرداختند. از روش هموتوپي به 

 يابد. دهد كه با افزايش پارامتر تخلخل و عدد هارتمن، ميدان سرعت و دما كاهش مي نشان مي 
مس بين دو ديسك موازي نوساني را مورد بررسي    - انتقال حرارت جريان نانو سيال آب   [ 7] شيخ الاسلامي و گنجي  

كم را به معادلات ديفرانسيل معمولي، تبديل و سپس با روش  ها با استفاده از تبديل تشابهي معادلات حا قرار دادند. آن 
تحليلي حل كردند. نتايج نشان داد كه در هنگام دور شدن دو صفحه، عدد ناسلت با كسر حجمي نانوذرات، عدد فشار و  

 شوند با عدد فشار، رابطه عكس دارد. هم نزديك مي كه دو صفحه به عدد اكرت، رابطه مستقيم دارد اما هنگامي 
رسي  انتقال حرارت جريان آرام نانو سيال بين دو ديسك دوار و انقباضي نامتقارن را مورد بر   [ 8] حاتمي و همكاران  

ها براي حل معادلات حاكم از  شود. آن قرار دادند. سيال پايه آب و نانو ذرات مس، نقره و اكسيدآلومينيم به آن اضافه مي 
هاي عددي و تحليلي استفاده كردند سپس تأثير كسر حجمي نانوذرات، عدد رينولدز چرخشي، عدد رينولدز تزريق  روش 

دست آوردند. نتايج نشان داد كه پروفيل دما در بين دو ديسك با  ارت به و نسبت انبساط را روي جريان و انتقال حر 
 شود. شود اما با افزايش نسبت انبساط نتيجه عكس مشاهده مي تر مي افزايش تزريق تخت 

ن و تراوا  انتقال حرارت جريان لايه مرزي سه بعدي سيال نيوتني روي يك صفحه كشسا   [ 9] آديكاري و سانيال  
كشسان است و تحت شار    yو    xتحت تأثير ميدان مغناطيسي يكنواخت را بررسي كردند. صفحه در جهت محورهاي  

حرارتي تعيين شده قرار دارد. معادلات ديفرانسيل جزئي حاكم توسط تبديل تشابهي به معادلات ديفرانسيل معمولي  
ها تأثير پارامترهاي فيزيكي مختلف را  شوند. آن ني حل مي تبديل و سپس با استفاده از روش عددي تفاضل محدود ضم 

 اي و دماي ديواره نشان دادند. بر روي توزيع سرعت، توزيع دما، ضريب اصطكاك پوسته 
انتقال حرارت جريان هيدرومغناطيس سيال نيوتني در يك لوله با ديواره انبساطي يا   [ 10] اسرينيواس و همكاران 

شود.  طور يكنواخت نسبت به زمان دچار انبساط يا انقباض مي كه ديواره لوله به طوري انقباضي تراوا را بررسي كردند. به 
اكم را با روش تبديل تشابهي به معادلات ديفرانسيل معمولي تبديل نمودند و با استفاده از روش تحليلي  ها معادلات ح آن 

ازاي نسبت انبساط ثابت ديواره، با افزايش مكش، سرعت محوري در نزديك  هموتپي حل كردند. نتايج نشان داد كه به 
يابد. همچنين با افزايش عدد  محوري لوله كاهش مي يابد. با افزايش پارامتر مغناطيس، سرعت  مركز لوله افزايش مي 

 يابد. بعد كاهش مي پرانتل، دماي بي 
ديسك موازي تراواي نوساني تحت تأثير ميدان    انتقال حرارت جريان نانو سيال بين دو   [ 11] حاتمي و گنجي  

ها ابتدا معادلات حاكم را با روش تبديل تشابهي به معادلات ديفرانسيل معمولي  مغناطيسي را مورد بررسي قرار دادند. آن 
هاي عددي و تحليلي حل نمودند. نتايج نشان داد كه با افزايش پارامتر ترموفرسيس و  تبديل كردند و سپس با روش 

يابد. علاوه بر  بعد كاهش مي يابد. همچنين با افزايش عدد هارتمن دماي بي ارامتر حركت براوني، عدد ناسلت افزايش مي پ 
 يابد. اين، با افزايش پارامتر مكش يا تزريق، سرعت جريان افزايش مي 

انتقال حرارت جريان نانو سيال در يك كانال متخلخل نامتقارن با ديواره انبساطي يا    [ 12] حاتمي و همكاران    
انقباضي را بررسي كردند. صفحه پايين تحت شار حرارتي ثابت قرار دارد و صفحه بالايي توسط جريان سيال خنك  

ها براي حل معادلات حاكم از  شود. آن كسيد آلومينيم به آن اضافه مي شود. سيال پايه آب و نانوذرات مس، نقره و ا مي 
هاي تحليلي استفاده كردند. نتايج نشان داد كه با افزايش كسر حجمي نانوذرات و عدد رينولدز، عدد ناسلت افزايش  روش 

 يابي به بيشترين مقدار ناسلت، نانوذرات مس بايد انتخاب شود.  يابد. همچنين براي دست مي 
هار تحت تأثير ميدان  يافته سيال غيرنيوتني مرتبه چ حل تحليلي جريان توسعه   [ 13] قاسمي موخر و همكاران  

ها از روش كولوكيشن براي حل معادله مومنتوم  مغناطيسي در كانال با در نظر گرفتن شرط لغزش را ارائه كردند. آن 
حاكم بر جريان استفاده كردند و نتيجه گرفتند كه چنانچه پارامتر سيال غيرنيوتني را افزايش دهند، پروفيل سرعت  
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ايش پارامتر هارتمن، سرعت جريان افزايش و با كاهش ضريب لغزش، سرعت كاهش  شود. همچنين با افز تر مي تخت 
 يابد. مي 

طيس سيال نيوتني درون يك كانال را مورد بررسي قرار  انتقال حرارت جريان هيدرومغنا   [ 14] وياس و اسريواستاوا  
پاييني متخلخل است. ديواره  بالايي كانال، متحرك و ديواره  انتقال حرارت  دادند. ديواره  پاييني تحت  و  بالايي  هاي 

در داخل  جايي نامتقارن قرار دارند. معادلات حاكم با روش تحليلي دقيق حل شدند. نتايج نشان داد كه پروفيل دما  جابه 
 يابد. كانال متقارن نيست و دما با افزايش عدد هارتمن و عدد برينكمن افزايش مي 

بررسي جريان و انتقال حرارت ناپايدار سيال غيرنيوتني مرتبه سوم بين دو صفحه عمودي  به   [ 15] تازا گول و همكاران  
ها  استفاده كردند. نتايج آن   ( ADM)   ها براي حل معادلات حاكم از روش تجزيه آدماين با سرعت نوساني پرداختند. آن 

يابد. همچنين با  افزايش گراديان فشار، سرعت كاهش مي  دهد كه با افزايش عدد استاك، سرعت افزايش و با نشان مي 
 يابد. افزايش عدداستاك، عدد پرانتل و عدد اكرت دما افزايش مي 

جايي اجباري نانو  به بررسي عددي تأثير ميدان مغناطيسي بر انتقال حرارت جريان جابه  [ 16] حيدري و همكاران 
دست  دست آوردن معادلات حاكم استفاده كردند. نتايج به فازي براي به ها از مدل تك سيال در يك كانال پرداختند. آن 

تواند تبادل حرارت بين  رات مس به سيال خالص مي آمده نشان داد كه حضور ميدان مغناطيسي و اضافه كردن نانوذ 
 توجهي افزايش دهد. طور قابل ديواره و جريان سيال را به 
جريان و انتقال حرارت هيدرومغناطيس نانوسيال بين دو صفحه موازي در حضور تابش    [ 17] دوگنچي و همكاران  

راچ حل كردند. نتايج نشان داد    - وان ها معادلات حاكم را با استفاده از روش تحليلي تقريب د حرارتي را بررسي كردند. آن 
 يابند.  كه پروفيل دما و عدد ناسلت با افزايش پارامتر تابش، افزايش مي 

انتقال حرارت و انتقال جرم جريان دو بعدي غيردائم سيال نيوتني بين دو صفحه موازي را    [ 18] رئيسي و همكاران  
ها براي حل معادلات حاكم از روش عددي رانج كوتا مرتبه چهار استفاده كردند و سپس تأثير  مورد بررسي قرار دادند. آن 

العمل شيميايي را مورد بررسي  د اكرت، عدد اشميت و پارامتر عكس پارامترهاي مختلف از قبيل عدد فشار، عدد پرانتل، عد 
 قرار دادند. نتايج نشان داد كه عدد ناسلت با عدد پرانتل و عدد اكرت رابطه مستقيم و با عدد فشار، رابطه عكس دارد. 

تأثير جذب حرارت بر جريان هيدرومغناطيس غيردائم روي يك صفحه تخت عمودي دما    [ 19] راجپوت و كومار  
ها از روش عددي و تحليلي براي حل معادلات حاكم استفاده  متغير با در نظر گرفتن اثر هال مورد بررسي قرار دادند. آن 

اوليه و ثانويه جريان با افزايش جذب    يابد. همچنين سرعت كردند. نتايج نشان داد كه با گذشت زمان، دما افزايش مي 
 يابد. حرارت و پارامتر زاويه فاز كاهش مي 

تأثيرات خواص متغير سيال بر جريان و انتقال حرارت نانو سيال بين دو ديسك موازي    [ 20] واجراولو و همكاران  
ها از شرط مرزي لغزش روي صفحات براي  نوساني تراوا تحت تأثير ميدان مغناطيسي را مورد بررسي قرار دادند. آن 

و دما استفاده كردند. معادلات حاكم با استفاده از روش تبديل تشابهي به معادلات ديفرانسيل معمولي تبديل و  سرعت  
سپس با روش تحليلي هموتپي بهينه حل شدند. نتايج نشان داد كه با افزايش پارامتر لزجت سيال، سرعت در نزديك  

افزايشي از ضريب هدايت گرمايي متغير و پارامتر انتشار متغير    يابد. همچنين ميدان دما و غلظت تابع ها افزايش مي ديواره 
 است.  

ل در يك محفظه بسته و داراي هيترهاي دما  به صورت عددي به بررسي رفتار گرمايي سيا   [ 21] عسكري و طاهري  
اند. تأثير ميدان مغناطيسي نيز بر توزيع دماي اين هيترها در محفظه بسته ارزيابي شد. مشاهده گرديد  ثابت مدور پرداخته 

بد،  يا يابد و در نتيجه، نيروي شناوري كاهش مي كه با افزايش ميدان مغناطيسي و عدد هارتمن، نيروي لورنتز افزايش مي 
 تر خواهد شد.  انتقال گرماي هدايتي غالب و توزيع دما متقارن 

در دو تحقيق مجزا به بررسي جريان هيدروديناميكي )بدون    [ 23] و پورمهران و همكاران    [ 22] عبدالستار و همكاران  
اند. معادلات حاكم بر  پرداخته   ميدان مغناطيسي( بر جريان سيال ناپايا بين دو صفحه، يك صفحه ثابت و ديگري نوساني 
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  [ 23] استوكس و انرژي هستند، با اين تفاوت كه سيال در مرجع    - اين دو تحقيق، همان معادلات متداول براي ناوير 
تحليلي براي حل استفاده  هاي نيمه ، سيال نيوتني معمول است. هر دو تحقيق از روش [ 22] نانوسيال و در ديگر مرجع  

 تحليلي تلفيقي و تفاضل مربعات بره برده است.  هاي نيمه از روش   [ 23] از روش پرتوربيشن و مرجع    [ 22] اند، مرجع  كرده 

و ثابت بدون در نظرگرفتن    ي دو صفحه نوسان   ن ي ب   ال ي س   ان ي له جر ئ مس حل  با توجه به تحقيقات پيشين انجام شده،  
بين دو    ي وتن ي ن   ال ي تاكنون براي انتقال حرارت جريان ناپاياي س   ي ، ول [ 23,  22]   است   رفته ي انجام پذ   ي س ي مغناط   دان ي م 

ارائه نشده    ي ق ي تلف   ي ل ي تحل مه ي كامل و با روش ن   ژي با حل معادله انر   ، ي س ي مغناط   دان ي صفحه نوساني و ثابت تحت تأثير م 
تحليلي  نيمه   روش توان براي ميدان سيال مورد بحث توزيع سرعت و توزيع دما را با توجه به شرايط مرزي به . لذا مي است 

به به  مطالعه  اين  از  نتيجه هدف  آورد. در  از روش  دست  استفاده  با  توزيع دماي سيال  و  توزيع سرعت  آوردن  دست 
 تحليلي و بررسي تأثير ميدان مغناطيسي و نوسان صفحه بر توزيع سرعت، توزيع دما و نرخ انتقال حرارت است. يمه ن 

 بیان مسئله 
ي بين دو صفحه نوساني تحت تأثير ميدان مغناطيسي  وتن ي ن در اين تحقيق، انتقال حرارت جريان ناپاياي سيال  

ناپذير و ناپايا است و تحت تأثير ميدان مغناطيسي يكنواخت در جهت عمود  تراكم گيرد. جريان آرام،  موردمطالعه قرار مي 

 كه با توجه طوري تواند به صفحه پايين نزديك يا دور شود؛ به بر صفحات قرار دارد. صفحه پاييني ثابت و صفحه بالايي مي 

1  در مدت زمان 
t

a
0a  ازاي به رسند و  هم مي دو صفحه به  =   شوند. معادلات حاكم با  دو صفحه از هم دور مي

 شوند. تحليلي تلفيقي حل مي استفاده از روش نيمه 
 

 
 
 
 
 
 

 

 شماتیکی از هندسه مسئله   . 1شکل  

 معادلات حاکم 
پيوستگي براي يك جريان  شوند. معادله  معادلات حاكم براي حل اين مسئله شامل پيوستگي، تكانه و انرژي مي 

 گردد: دوبعدي به ترتيب زير تعريف مي 

 (1 ) 
0

u v

x y

 
+ =

   

كه محيط جريان تحت تأثير  شود. با توجه به اين صورت زير ساده مي با توجه به فرضيات مسئله، معادله تكانه به 
 باشد كه نيروي لورنتز نام دارد. اضافي مي   داراي ترم   xميدان مغناطيسي يكنواخت قرار دارد، معادلات تكانه در راستاي 
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 : xدر راستاي   تكانه معادله  

 (2 ) 22 2

0

2 2

1 B uu u u p u u
u v

t x y x x y




 

      
+ + = − + + − 

        

 : yدر راستاي   تكانه و معادله  

 (3 ) 2 2

2 2

1v v v p v v
u v

t x y y x y

      
+ + = − + + 

      


  

2  (،2معادله )در  

0B u  .نيروي لورنتز است 
 شود. صورت زير ساده مي به علاوه معادله انرژي با توجه به فرضيات مسئله، به 

 (4 ) 2 22 2 22 2

0

2 2
2

p p p

B uT T T k T T u v u v
u v

t x y c c x y y x cx y



  

                       + + = + + + + + +                                    

 صورت زير بازنويسي كرد.  ( را به 4توان معادله ) از طرفي با توجه به معادله پيوستگي مي 
 

 (5 )  

 
 (، معادله انرژي حاكم بر جريان است. 5معادله ) 

 شرايط مرزی 
 شود: با توجه به شماتيك مسئله و فرضيات بيان شده، شرايط مرزي سرعت و دمايي به صورت زير تعريف مي 

 (6 ) 0 : 0 , 0 , wy u T T= = = =
 

( ) : 0 , , h

dh
y h t u T T

dt
= = = →

   

كه 
wT    دماي صفحه پايين و

hT   باشد. دماي صفحه نوساني بالا مي 

 حل تشابهي 
توان با استفاده از پارامتر  با توجه به اينكه معادلات حاكم بر جريان، معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي هستند، مي 

و روش حل تشابهي، معادلات فوق را به معادلات ديفرانسيل معمولي تبديل كرد. پارامترهاي تشابهي به    تشابهي  

 شوند: صورت زير تعريف مي 
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 (8 ) 

( ) 1

y y

h t H at
= =

−
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( ) ( ), ( ) ( )
2(1 ) 2(1 )

2(1 ) 2(1 )

u ax v aH
f u f f v f

at atax aH

at at

    =  = =  =
− −   

   
− −     

( ) h

w h

T T

T T

−
=

−
 

 

هاي تكانه و انرژي حاكم  سازي هاي جبري، معادله انجام ساده ( و  5( و ) 4گذاري پارامترهاي تشابهي در روابط ) با جاي 
 آيند: دست مي صورت زير به در حل تشابهي به 

 (8 ) ( )3 0ivf S f f f ff f Mf     − + − + − =
 

 (9 ) ( ) ( )2 2 2 2Pr Pr 4 0S f Ec f f Mf        + − + + + =
 

عدد اكرت    Ecعدد پرانتل،   Pr(،  9پارامتر فشردن و در معادله )   Sپارامتر مغناطيس و    M(،  8كه در معادله )

 شوند: صورت زير تعريف ميپارامتر ارتفاع هستند كه به  و  

 (10 ) 

( )

( ) ( )

( )

2 2 2
0

2

1
, ,

2

1
Pr , ,

2 1

2 1( )

p

p w h

B H at aH
M S

c ax
Ec

k c T T at

H ath t

x x

−
= =

 
= =   − − 

−
= =



 




 

 گردد: بازنويسي مي همچنين، شرايط مرزي نيز به صورت زير  

 (11 ) 
0 : 0 , 0, 1

1 : 0 , 1, 0

f f

f f

= = = =

= = = =

 

     
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 روش حل 

 کاربرد روش کولوکیشن در حل معادلات  

استفاده كنيم.    1توانيم از قوانين تابع آزمون براي حل تقريبي مسائل غيرخطي و خطي با ضرايب متغير مي 

,ضريب نامشخص nصورت تابعي از براي اين كار تابع آزمون را به ,...
1 2

c c   1يعني 2( , ,..., ). nf c c cT F در   =

 صورت زير است: . شرايط انتخاب تابع آزمون به [25,  24]گيرند  نظر مي 

نويسند. تابع آزمون را  مي ...ها، توابع مثلثاتي و اي صورت برخي از توابع پايه مانند چندجملهتابع آزمون را به 

تحت    2اي باقيمانده جاي تابع اصلي،  قرار دادن تابع آزمون به نويسند كه شرايط مرزي را برآورده كند.طوري مي 

صورت تابعي از مقادير ثابت و مقادير متغير خواهد بود و بايد  كند كه اين باقيمانده به ها ايجاد مي عنوان باقيمانده 

هاي  طريقي بايد ثابتبه  سمت صفر برود.به
1c   تاnc  .و حداقل   لركين، تلفيقيهايي مثل گاروش  را محاسبه كرد

 كار روند. توانند به ها ميدست اوردن اين ثابت مربعات براي به

هاي مختلف بر اساس  ضريب نامشخص است و موقعيت   nروش كولوكيشن )تلفيقي(، روشي است كه شامل  

0دهد. اين روش بر اساس  باقيمانده را مي  1t    شود. در اين  )متغير( كه در مساله تعريف شده، حدس زده مي

روش هدف اين است كه  
1c  تا

nc  دست آوريم و  را پيدا كنيم تا باقيمانده را پيدا كنيم و از آنجا تابع آزمون را به

 رساند. محاسبه تابع آزمون در حقيقت، ما را به محاسبه جواب مي 

 حل معادله تکانه 
كند  ( با استفاده از روش كولوكيشن، لازم است تابع آزموني كه در شرايط مرزي رابطه را ارضا مي 8براي حل معادله ) 

شمار تابع آزمون حدس زد كه شرايط مرزي را ارضا كند ولي ممكن  توان بي حدس زده شود. البته بايد توجه نمود كه مي 
شود در فرايند حل قرار گيرد  كدام درست نباشد. لذا نياز است هر تابع آزموني كه حدس زده مي است جواب نهايي هيچ 

 حدس تصديق شود. و جواب نهايي كنترل گرديده تا اعتبار تابع  
 شود. ( در نظر گرفته مي 8لذا تابع آزمون زير براي حل معادله ) 

 (12 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

2 2 3 4 5

1 2 3 4( ) 2f c c c c          = − + − + − + − + −
 

(،  8( در معادله ديفرانسيل ) 12كند. از جايگذاري معادله ) ( را ارضا مي 11پاسخ تقريبي فوق، شرايط مرزي سرعت ) 
 شود. مانده ظاهر مي معادله باقي 

ثابت    ضرايببراي يافتن  
1c    تا

4c    0در فاصله 1 قسمت مساوي تقسيم كرد    5توان به  ، اين بازه را مي

 مانده را براي نقاط داخلي بازه نوشت: و معادله باقي 

 (13 ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 15 5 5 5

1 2 3 4
0, 0, 0, 0R R R R= = = =

 

 
1 Trail Function 
2 Residual 
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( روابط  از  استفاده  و    4(،  13با  مي   4معادله  ايجاد  نرم مجهول  از  استفاده  با  كه  ثابتشود  ميپل  هاي  افزار 

1 2 3 4,c , ,cc c  ازاي مقادير مختلف  بهM    وS  هاي  گذاري ثابت آيد. با جاي دست ميبه
1 2 3 4,c , ,cc c    در رابطه

(12 ،)( )f   دست خواهد آمد. به 

 حل معادله انرژی 

)(، ابتدا 9براي ساخت يك پاسخ تقريبي معادله ) )f  را در معادله  ( و مشتقات آن8دست آمده از معادله )به

)گذاري و سپس تابع آزمون  ( جاي 9) )   اي برحسب  را يك چند جمله  كنيم. انتخاب مي 

 (14 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4 5

1 2 3 4 5( ) 1 1 1 1 1 1b bb b b            + += − − − − ++ −+−
                 

( در معادله ديفرانسيل  14گذاري معادله ) ( را برآورده كرده است. با جاي 11پاسخ تقريبي فوق، شرايط مرزي حرارتي ) 
 شود. مانده ظاهر مي دلخواه، معادله باقي ازاي پارامترهاي  ( و به 9) 

ثابت  براي يافتن ضرايب
1b تا  

5b    0در فاصله 1   كنيم و قسمت مساوي تقسيم مي  6، اين بازه را به

 نوشت: توان  مانده را براي نقاط داخلي بازه ميمعادله باقي

 (15 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 26 6 6 6 6

1 2 3 4 5
0, 0, 0, 0 , 0R R R R R= = = = =

                 

هاي  افزار ميپل ثابت شود كه با استفاده از نرم (، پنج معادله و پنج مجهول ايجاد مي 15با استفاده از روابط )

0 1 5,b ,...,bb  ازاي مقادير مختلف به ،Pr  وEc  هاي  گذاري ثابت آيد. با جاي دست مي به
0 1 5,b ,...,bb    در رابطه

)بعد(، توزيع دماي بي 14) )   آيد. دست ميبه 

 نتایج 

 ها اعتبارسنجی پاسخ 
هاي مختلف  ازاي حالت را به  كولوكيشن ها، نتايج حاصل از روش  در مسئله حاضر، براي بررسي درستي و دقت پاسخ 

كنيم. در ادامه  آيد مقايسه مي دست مي افزار ميپل به با نتايج حاصل از روش عددي رانج كوتا مرتبه چهار كه توسط نرم 
را با نتايج  كولوكيشن ( نتايج حاصل از روش2شكل )پردازيم.  مي به بررسي تأثير پارامترهاي مختلف بر ميدان سيال  

)حاصل از روش عددي رانج كوتا مرتبه چهار براي   )f     به ازاي مقادير مختلف پارامتر مغناطيسM    و پارامتر
 دهد. نشان مي  Sفشردن  
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)مرتبه چهار روش کولوکیشن برایمقايسه روش عددی رانج کوتا  .2شکل  )f   ازای مقادير مختلف بهM  وS 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

)مقايسه روش عددی رانج کوتا مرتبه چهار و روش کولوکیشن برای  .3شکل  )f   ازای مقادير مختلف بهM  وS 
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) مقايسه روش عددی رانج کوتا مرتبه چهار و روش کولوکیشن برای .4شکل  )   به ازای مقادير مختلف

M،S ،،Pr  وEc 

)كولوكيشن را با نتايج حاصل از روش عددي رانج كوتا مرتبه چهار براي    ( نتايج حاصل از روش3شكل ) )f    

 دهد.نشان مي   Sو پارامتر فشردن  Mازاي مقادير مختلف پارامتر مغناطيس به

كولوكيشن را با نتايج حاصل از روش عددي رانج كوتا مرتبه چهار    ( نتايج حاصل از روش5( و شكل )4شكل )

)براي   )    و( )   ازاي مقادير مختلفبهM ،S،،Pr  وEc  دهد.نشان مي 
دست آمده از روش كولوكيشن براي مقادير مختلف  توان نتيجه گرفت كه در اين مسئله نتايج به هاي بالا مي از شكل 

فشردن، پرانتل، اكرت و ارتفاع تطابق بسيار خوبي با حل عددي دارند. بنابراين با استفاده از روش  پارامترهاي مغناطيس،  
ازاي مقادير مختلف پارامترهاي مغناطيس، فشردن، پرانتل، ارتفاع و اكرت در  هاي ميدان سيال به كولوكيشن پروفيل 

 اند. هاي زير نشان داده شده شكل 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

) مقايسه روش عددی رانج کوتا مرتبه چهار و روش کولوکیشن برای .5شکل  )   به ازای مقادير مختلف

M،S ،،Pr  وEc 
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 تأثیر پارامترهای هندسی و فیزيکی مؤثر بر میدان سیال بررسی  
است. پارامتر مغناطيسي به صورت    بر روي ميدان سيال   Mدهنده تأثير پارامتر مغناطيس  نشان   7و    6هاي  شكل 

  منزله افزايش شدت ميدان مغناطيسي و نيروي شود. افزايش اين پارامتر به نسبت نيروي لورنتز به نيوري لزجت تعريف مي 
گذارد. با مقايسه  لورنتز است. نيروي لورنتز نيز ذاتي اتلافي دارد، يعني همواره خلاف جهت جريان سيال اعمال و اثر مي 

شود كه با افزايش پارامتر مغناطيس و در نتيجه افزايش نيروي مقاوم در برابر  در يك نقطه خاص مشاهده مي   fمقدار 
در نزيكي صفحه نوساني بالا كاهش و در نزيكي صفحه ثابت    fحركت لورنتز، مؤلفه عمودي سرعت در حل تشابهي 

fارامتر مؤلفه افقي سرعت در حل تشابهي يابد. با افزايش اين پ پايين افزايش مي     شود و در واقع در اثر  تر مي تخت
 يابد.  افزايش نيروي مقاوم در برابر حركت لورنتز، مؤلفه افقي سرعت سيال كاهش مي 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 Sازای مقدار ثابت به fبر تغییرات Mتأثیر پارامتر مغناطیس .6شکل 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

fبر تغییرات Mتأثیر پارامتر مغناطیس .7شکل   ازای مقدار ثابت بهS 
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  بعد و گراديان دماي بي   بعد  بر پروفيل دماي بي  پارامتر مغناطيسدهنده تأثير  نشان   9و    8هاي  شكل

اين شكل به  توجه  با  مياست،  ديده  بيها  دماي  مقدار  پارامتر   بعد  شود كه  افزايش  با  نقطه خاص  در يك 

شود  اي است كه در معادله انرژي ظاهري مي وجود آمدن جملهيابد. اين افزايش به دليل بهمغناطيس، افزايش مي 

گويند. اين اتلاف درواقع، اتلاف گرمايي است كه ناشي از مقاومت در مسير جريان الكتريكي  كه به آن اتلاف ژولي مي

يابد. همچنين با افزايش اين پارامتر،  با وجود اين خاصيت، طبيعتاً دماي بي بعد نيز افزايش ميو مغناطيسي است.  

افزايش و در نتيجه نرخ انتقال حرارت سيال در    (1)و    (0)ها  بعد در ديوارهقدر مطلق گراديان دماي بي

 يابد. ها افزايش ميديواره

منزله افزايش  است. افزايش اين پارامتر به  بر ميدان سيال   Sدهنده تأثير پارامتر فشردن  نشان   11و  10هاي  شكل 

فاصله دو صفحه و كم شدن تأثير ديواره )لزجت سيال( بر سيال در حال عبور است. در نتيجه، با افزايش اين  

در نزديكي صفحه نوساني بالا    fدر حل تشابهي   پارامتر، در اثر افزايش فاصله بين دو صفحه مؤلفه عمودي سرعت

يابد. با افزايش اين پارامتر مؤلفه افقي سرعت در حل تشابهيكاهش و در نزديكي صفحه ثابت پايين افزايش مي

f   يابد. شود و در واقع مؤلفه افقي سرعت سيال كاهش ميتر ميتخت 

از كاهش    يتواند ناشي پارامتر فشردن كه م  شيشود كه با افزاي مشاهده م  12-4و    11-4  يهاوجه به شكل با ت

نقطه خاص    كيدر    θ  بعديب  يباشد مقدار دما   گريكديفاصله دو صفحه از    شيافزا  اي  اليس  كينماتيلزجت س

 ييفاصله صفحه بالا  شيافزا  اي  كينماتير لزجت س يثتأپارامتر در اثر كاهش    ني ا  شيبا افزا  ني. همچنابدييكاهش م

نرخ   جهيو در نت   افته يكاهش    يي بالا  وارهيدر د  (1)  بعد  يب  يدما   انيقدر مطلق گراد  ،ينيياز صفحه ثابت پا

  (0)  بعديب  يدما   انيكه ثابت است، گراد  ينييپا  وارهياما در د  ابد،ييكاهش م  وارهيد  نيدر ا  اليانتقال حرارت س

 ماند. يم  يثابت باق  باًيتقر
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

,ازای مقدار ثابت به بر تغییرات Mتأثیر پارامتر مغناطیس .8شکل  ,Pr,S Ec 
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,ازای مقدار ثابت به بر تغییرات Mتأثیر پارامتر مغناطیس .9شکل  ,Pr,S Ec 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 Mازای مقدار ثابت به fبر تغییرات Sتأثیر پارامتر فشردن  .10شکل 
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fبر تغییرات Sتأثیر پارامتر فشردن  .11شکل   ازای مقدار ثابت بهM 

 

 

 

 

 

 

 

 

,ازای مقدار ثابت به بر تغییرات  Sپارامتر فشردنتأثیر  .12شکل  ,Pr,M Ec 
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,ازای مقدار ثابت به بر تغییرات  Sتأثیر پارامتر فشردن .13شکل  ,Pr,M Ec 

 

 

 

 

 

 

 

,ازای مقدار ثابت به بر تغییرات Prتأثیر عدد  .14شکل  , ,M S Ec 
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,ازای مقدار ثابت به بر تغییرات Prتأثیر عدد  .15شکل  , ,M S Ec 

 

است. عدد پرانتل نسبت پخش مومنتم    بر ميدان سيال Prدهنده تأثير عدد پرانتل نشان 15و  14هاي شكل 

با مقايسه مقدار دماي بيبه پخش گرمايي تعريف مي با  در يك نقطه خاص مشاهده مي  بعد  شود.  شود كه 

شود و در  تر ميافزايش عدد پرانتل كه به مفهوم نفوذ بيشتر مومنتم و نفوذ كمتر گرماست، پخش حرارت ضعيف

و    (0)ها  بعد در ديوارهيابد. همچنين با افزايش عدد پرانتل، قدر مطلق گراديان دماي بيافزايش مي   نتيجه  

(1)  يابد. ها افزايش مي افزايش و در نتيجه طبق قانون فوريه نرخ انتقال حرارت سيال در ديواره 

 بعد  است. با مقايسه مقدار دماي بي   بر ميدان سيال  دهنده تأثير پارامتر ارتفاع نشان   17و  16هاي  شكل 

كه اين افزايش بيشتر  طورييابد؛ بهبعد افزايش مي، دماي بي شود كه با افزايش ر يك نقطه خاص مشاهده مي د

ها تقريباً ناچيز است  بعد در ديوارهيشود. به همين دليل تغييرات گراديان دماي بدر ناحيه مياني كانال مشاهده مي

 ها ندارد. و تأثيري بر نرخ انتقال حرارت سيال در ديواره

است. عدد اكرت به صورت نسبت انرژي    بر ميدان سيال  Ecدهنده تأثير عدد اكرتنشان  19و    18هاي  شكل 

ن عدد در واقع بيانگر ميزان اتلاف انتقال گرما در جريان  گردد. ايجنبشي جريان به آنتالپي لايه مرزي تعريف مي

 سيال است.  
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,Pr,ازای مقدار ثابت به بر تغییرات تأثیر پارامتر ارتفاع   .16شکل  ,M S Ec 

 

 

 

 

 

 

 

,Pr,ازای مقدار ثابت به بر تغییرات تأثیر پارامتر ارتفاع   .17شکل  ,M S Ec 
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,Pr,ازای مقدار ثابت به بر تغییرات Ecتأثیر پارامتر ارتفاع  .18شکل  ,M S  

 

 

 

 

 

 

 

 

,Pr,ازای مقدار ثابت به بر تغییرات Ecتأثیر پارامتر ارتفاع  .19شکل  ,M S  

 

شود كه با افزايش عدد اكرت، ميزان انرژي  در يك نقطه خاص مشاهده مي  بعد  با مقايسه مقدار دماي بي 
يابد.  افزايش مي  شود، در نتيجه  جنبشي سيال افزايش يافته كه عامل برخورد بيشتر ذرات سيال به يكديگر مي

افزايش و در نتيجه    (1)و    (0)ها  بعد در ديوارهديان دماي بي همچنين با افزايش اين پارامتر، قدر مطلق گرا
 يابد. ها افزايش مي نرخ انتقال حرارت سيال در ديواره
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 گیرینتیجه
سيال نيوتني بين دو صفحه  كارگيري روش تحليلي كولوكيشن انتقال حرارت جريان آرام ناپاياي  در اين تحقيق، با به 

شده، نتايج زير  هاي انجام نوساني تحت تأثير ميدان مغناطيسي يكنواخت مورد بررسي قرار گرفت. با توجه به بررسي 
 دست آمده است: به 

با افزايش پارامتر مغناطيس و در نتيجه افزايش نيروي مقاوم در برابر حركت لورنتز، مؤلفه عمودي سرعت    -1

يابد. مؤلفه  در نزديكي صفحه نوساني بالا كاهش و در نزديكي صفحه ثابت پايين افزايش مي  fدر حل تشابهي  

fافقي سرعت در حل تشابهي     بعد  كاهش و مقدار دماي بي   در يك نقطه خاص در اثر افزايش اتلاف ژولي

 (1)و    (0)ها  بعد در ديوارهيابد. همچنين با افزايش اين پارامتر، قدر مطلق گراديان دماي بيافزايش مي 

 يابد.ها افزايش مي افزايش و در نتيجه نرخ انتقال حرارت سيال در ديواره

در نزيكي صفحه نوساني بالا كاهش و در   ت در حل تشابهيبا افزايش پارامتر فشردن، مؤلفه عمودي سرع  -2

شود  تر ميتخت   يابد. با افزايش اين پارامتر مؤلفه افقي سرعت در حل تشابهينزديكي صفحه ثابت پايين افزايش مي 

در يك نقطه   بعد يابد. با افزايش پارامتر فشردن، مقدار دماي بي و در واقع مؤلفه افقي سرعت سيال كاهش مي

 (1)تقريبا ثابت اما در ديواره بالايي   (0)بعد در ديواره پايين خاص كاهش، قدر مطلق گراديان دماي بي 

 يابد. حرارت در اين ديواره كاهش ميكاهش و در نتيجه نرخ انتقال  

شود كه با افزايش عدد پرانتل و عدد  در يك نقطه خاص مشاهده مي  بعد  با مقايسه مقدار دماي بي   -3

افزايش و در    (1)و   (0)ها  بعد در ديوارهيابد. همچنين قدر مطلق گراديان دماي بيافزايش مي   اكرت،  

 يابد. ها افزايش مي نتيجه نرخ انتقال حرارت سيال در ديواره

، دماي  شود كه با افزايش پارامتر ارتفاع در يك نقطه خاص مشاهده مي  بعد  با مقايسه مقدار دماي بي 

شود. به همين دليل،  كه اين افزايش بيشتر در ناحيه مياني كانال  مشاهده مي طورييابد؛ بهبعد افزايش مي بي

انتقال حرارت سيال در ديواره بعد در ديوارهتغييرات گراديان دماي بي ها  ها تقريباً ناچيز است و تأثيري بر نرخ 

 ندارد. 
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 پیوست الف. استخراج معادله تکانه 
 صورت زير هستند:طور خلاصه معادلات حاكم بر جريان بهبه
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                                (4-الف)
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توان با استفاده از  با توجه به اينكه معادلات حاكم بر جريان معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي هستند، مي

 و روش حل تشابهي، معادلات فوق را به معادلات ديفرانسيل معمولي تبديل نمود.  ηپارامتر تشابهي  
 داريم: با استفاده از معادله پيوستگي 
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و تفاضل اين  گيريم مشتق مي xو   yبراي از بين بردن گراديان فشار در معادلات تكانه، از معادلات نسبت به 

 آوريم. دست ميدو معادله را به
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     ( 7-)الف
2 2 2 2 3 3

2 3 2

1v u v v v v v p v v
u v

x t x x x y x y x yx x x y




          
+ + + + = − + + 

             
         

 

 صورت زير است. ( به7-( از معادله )الف 6-تفاضل معادله )الف
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 توان نوشت: همچنين مي
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 : (8-)الفگذاري روابط فوق در معادله  با جاي 
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سازي رابطه فوق و تقسيم طرفين رابطه بر ساده با  
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 توان نوشت: مي  
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 آيد. دست مي صورت زير بهو در نتيجه معادله مومنتوم حاكم در حل تشابهي به



 و همکاران  معصوم نژاد یمجتب  35-62(، 1400) 18پژوهشی کارافن،  -فصلنامه علمی

59 
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 پیوست ب. استخراج معادله انرژی
 صورت زير تعريف كرد:توان بهبعد را ميدماي بي
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 ( داريم:1-گذاري روابط فوق در معادله )الفبا جاي 
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 پارامتر ارتفاع است.   δعدد اكرت و    Ecعدد پرانتل،    Prكه  
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 (:3-( در معادله )ب4-گذاري روابط )بجاي 

)                                          (       5-)ب ) ( )2 2 2 2Pr Pr 4 0S f Ec f f Mf        + − + + + = 

 پیوست ج. حل معادله تکانه با روش کولوکیشن 
 شود. تابع آزمون زير براي حل معادله تكانه در نظر گرفته مي

)                 (    1-)ج ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

2 2 3 4 5

1 2 3 4( ) 2f c c c c          = − + − + − + − + − 

( در معادله ديفرانسيل  1-گذاري معادله )جكند. از جاي پاسخ تقريبي فوق، شرايط مرزي سرعت را برآورده مي

 شود. مانده ظاهر مي (، معادله باقي 9-)الف

 (  3-)ج
   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

ثابت   براي يافتن ضرايب
1c    تا

4c    0در فاصله 1   قسمت مساوي تقسيم نموده و    5، اين بازه را به

 نويسيم: مانده را براي نقاط داخلي بازه ميمعادله باقي

)                                                 (          4-)ج ) ( ) ( ) ( )1 1 1 15 5 5 5

1 2 3 4
0, 0, 0, 0R R R R= = = = 

هاي  افزار ميپل ثابتشود كه با استفاده از نرم مجهول ايجاد مي   4معادله و    4(،  5-با استفاده از روابط )ج

1 2 3 4,c , ,cc c  ازاي مقادير مختلف بهM    وS  هاي  گذاري ثابت آيد. با جاي دست ميبه
1 2 3 4,c , ,cc c   در

)(، 1-رابطه )ج )f   دست خواهد آمد. به 

 خواهيم داشت:   δ=0.3و    S=1.5  ،M=0.5براي  
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 در نتيجه ضرايب برابر مقادير زير خواهد بود: 
 

 و تابع آزمون نيز خواهد شد: 

 

 پیوست د. حل معادله انرژی با روش کولوکیشن 
)تابع آزمون  )   اي برحسب  را يك چند جمله  كنيم.انتخاب مي 

) (1-)د ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4 5

1 2 3 4 5( ) 1 1 1 1 1 1b bb b b            + += − − − − ++ −+−  

جاي  با  است.  كرده  برآورده  را  حرارتي  مرزي  شرايط  فوق،  تقريبي  )دپاسخ  معادله  معادله  1-گذاري  در   )

1Sازاي پارامترهاي دلخواه  ( و به 1-ديفرانسيل )الف M=  شود. صورت زير ظاهر ميمانده به معادله باقي  =

 ( 2-)د    

( ) 2 2 2 4 2

2

3290.523375Pr 481.086460Pr 437.360409PrR Ec Ec Ec      − + −= + 
2 8262 291 35.14318 6 8.65107 42765.3254 71Pr Pr PrEc Ec Ec     + − + 

2 10 2 7 2 915.6928149Pr 70.1351055Pr 31.2285785PrEc Ec Ec     + − − 
2 212 11 42 111.1499947Pr 8.1164101Pr 3.1102521PrEc Ec Ec  + + − 

2 16 2 13 2 18

20.766286Pr 0.957858Pr 0.112119Pr PrEc Ec Ec b    + + − + 
3 3 3

5 3 4 1

40.932465Pr 2.834577Pr 2.834577Pr 9.263525Prb b b b   − − − + 

4

4 45 2

4 3 20.93246Pr 13.00092Pr 3.21447Pr 8.71095Pr ...b b b b   − + − + + 
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9 12 11 1420.53356Pr 33.51213Pr 10.64982Pr 11.29144PrEc Ec Ec Ec   + + − + 
16 13 18

12.078856Pr 0.239464Pr 0.028029Pr 2 0Ec Ec Ec b  + + − = 
 

ثابت    براي يافتن ضرايب
1b    تا

5b    0در فاصله 1   قسمت مساوي تقسيم نموده و    6، اين بازه را به

 نويسيم: مانده را براي نقاط داخلي بازه ميمعادله باقي

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 26 6 6 6 6

1 2 3 4 5
0, 0, 0, 0 , 0R R R R R= = = = =  )د-3(                                   

هاي  افزار ميپل ثابتشود كه با استفاده از نرم (، پنج معادله و پنج مجهول ايجاد مي 3-با استفاده از روابط )د

0 1 5,b ,...,bb  ازاي مقادير مختلف به،Pr   وEc  هاي  ذاري ثابت آيد. با جايگ دست ميبه
0 1 5,b ,...,bb  

)بعد  (، توزيع دماي بي 1-در رابطه )د )   آيد. دست ميبه 

 خواهيم داشت:   δ=0.3  ،Pr=1  ،Ec=0.3و    S=1.5  ،M=0.5براي  
 

 

 

 

 

 در نتيجه ضرايب برابر مقادير زير خواهد بود: 
 

 و تابع آزمون نيز خواهد شد: 

 

 
 

 


