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  چکیده

است. معادلات   شده  بررسی به روش تحلیلی    گشودگی مستطیلیای کامپوزیتی چندلایه دارای  های استوانهدر این مقاله ارتعاشات آزاد پوسته

اند. شرایط مرزی پوسته دو سر ساده در استخراج شده  نیوتن روش تئوری کلاسیک پوسته و با استفاده از  بر اساسای تعادل پوسته استوانه

 یی جابجا-روابط کرنشاند.  بسط سری فوریه دوگانه نوشته شده   صورت  به جایی با توجه به شرایط مرزی  های جابهنظر گرفته شده است. مؤلفه

توزیع )هویساید( بر معادلات تعادل    تابعتوسط    گشودگیسازی  مدللاو در نظر گرفته شده است.    ب یتقر  هیبر اساس نظر  ییجابجا-و انحنا

،  گشودگی ای کامپوزیتی دارای  آوردن فرکانس طبیعی پوسته استوانه  بدستای کامپوزیتی در نظر گرفته شده است. برای  پوسته استوانه

افزار المان محدود ای کامپوزیتی با نرمگذاری، نتایج پوسته استوانه. برای صحهاندمعادلات حرکت با استفاده از روش گالرکین حل شده

در نهایت اثر پارامترهای هندسی پوسته  وجود دارد.    هاآناند که مطابقت خوبی بین  ین زمینه مقایسه شده در ا  مقالات پیشینآباکوس و  

بر   گشودگیای و همچنین ابعاد، جهت و محل  چینی پوسته استوانهمانند طول، شعاع، ضخامت و لایه  گشودگیای کامپوزیتی دارای  استوانه

 یابد.میزان کاهش فرکانس طبیعی سازه، افزایش میگشودگی دهد که با افزایش ابعاد که نتایج نشان می طبیعی سازه بررسی شد فرکانس
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Abstract  

In this paper, the free vibrations of multi-layered composite cylindrical shells with rectangular cutout are 

analyzed analytically. Cylindrical shell equilibrium equations are derived based on classical shell theory 
(CST) and using Newton's method. Boundary conditions of the two-headed shell are considered simply 

supported. According to the boundary conditions, the displacement components are written as double 

Fourier series expansions. Relationships of the strain-displacement and curvature displacement are 
considered based on Love’s approximation theory. Modeling of the cutout by distribution function 

(Heaviside) is considered based on the equilibrium equations of the composite cylindrical shell. In order to 

obtain the natural frequency of the rectangular cutout composite cylindrical shell, the equations of motion 
have been solved using the Galerkin method. For validation, firstly, the results of the composite cylindrical 

shell have been compared with the Abaqus finite element software and the Previous literature in this field, 

that there is a good match between them. Finally, the effect of the geometrical parameters of the composite 
cylindrical shell with cutout, such as the length, radius, thickness and layering of the cylindrical shell, as 

well as the dimensions, direction and location of the cutout, on the natural frequency of the structure was 

investigated, that the results show that with increasing The dimensions of the cutout increase the reduction 

of the natural frequency of the structure. 

 

 مقدمه -1

خصوصیات فیزیکی و مکانیکی   لیبه دل  ،ای کامپوزیتیاستوانه   هایپوستهامروزه  

نگه  ، ییای در  ، سازیلیاتومب انند  م   مختلفی   ع یصنا   در مناسب     ، داریمخازن 

و لوله  استفاده  اری بس  هوافضاخصوصاً    خطوط  می  مورد  از    یکی.  دن گیر قرار 

-گشودگی  جادی به ا  ازین   ،های کامپوزیتیطراحی این سازهدر    یمشکلات اساس

به    یدسترس چهیدر  عنوان به ، وارهدی  در مختلف  اشکال و  هامتعدد با اندازه های

بر    میمستق  تأثیر  ای های استوانهپوستهدر  ها  گشودگیباشد. این  سازه میداخل  

کمانش و    یمقاومت  تغییر  دارد  ارتعاشیویژگیباعث  استوانه  های  ای  پوسته 
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  بنابراین   .[1]شود  میآن    یو شکل مودها  یعیطب  هایمانند فرکانس  کامپوزیت

رو   گشودگیایجاد  از    ی ناش  راتیثأت   ی به خوب   دی با  ی تیکامپوز  ی هاسازه  یبر 

ها  سازه  گونهنیا   یطراح  ندیفرآ  نیدر ح  زین   یات مناسبظ ملاح  ود وش   شناخته

استاتیکی و دینامیکی . تحقیقات زیادی در زمینه بررسی  ردیقرار گمورد توجه  

و    ی ل، انجام شده است.  گشودگی  اثر    ، با در نظر گرفتن های کامپوزیتیسازه

- مدور را با استفاده از روش ریلی  ایاستوانهارتعاشات آزاد پوسته    [2]  همکاران

عبارات  موفق به استخراج    ،مدونروش    کی با ایجاد    ها آن  .یتز بررسی نمودندر

بر اساس    لیتحل  کی تا    اندشده  سفتیجرم و    هایسی ماتر  یبرا  حی صر آسان 

  ،[3]  و همکاران  یقربان   متفاوت داشته باشند.  یمرز  طیپوسته و شرا   هاییتئور

مرتبه    یشکل برش  رییتغ  هی را بر اساس نظر  یاپوسته استوانه  کیارتعاشات آزاد 

معادلات    ها آندر پژوهش    . کردند  یبررس یرمحلیکرنش غ  ان ی گراد  هی و نظر اول

گسسته    افتهی میتعم  لیفرانسید  مربعاتمتناظر با روش    یمرز  طیحاکم و شرا

ورق  ،[4]  تاکاباتاک  است.  شده استاتیکی  دارای  تحلیل  ایزوتروپیک  های 

توسط تابع    گشودگیدر این پژوهش موقعیت  را بررسی نموده است.    گشودگی

همچنین معادله خیز با استفاده از روش بسته   .سازی شده استتوزیع پله مدل

سازی با تابع  دهد که دقت مدل نشان می  اوگالرکین حل شده است. تحقیقات  

 ،[5]ازهری و همکاران  سازی با تئوری ورق معادل بیشتر است.  پله در برابر مدل

سازی را بر  مدل  هاآناند.  دار و مشبک پرداختهبه تحلیل کمانش صفحات پله

  اند یاب انجام دادههای با ضخامت مختلف توسط توابع میانپایه تعریف زیرناحیه

. لی  (اندحفره را یک ناحیه با ضخامت صفر در نظر گرفته   ها آنبه عبارت دیگر  )

های مشبک کامپوزیتی تحت شرایط مرزی  پانلخیز ساندویچ  ،  [6]و همکاران  

  شده تیتقو برای ورق    هاآنرا مطالعه نمودند.  ساده و بارگذاری فشاری یکنواخت  

به مدل  هایکنندهتقویتبا   بر اساس  توسط تابع هویساید  سازی مواد  متعامد، 

، [7]ژانگ و همکاران    .اندپرداخته  کنندهتیتقو دو ناحیه مجزا با عنوان سلول و  

-ها و ورقبرای پوسته  ایهای مثلثی پوستهیک مدل المان محدود شامل المان

سفتی سازه را با استفاده از   ها آناند. ارائه کرده های مشبک متعامد کامپوزیتی

آورده  انرژی کرنشی به دست  ریب  و  پوسته  بین  سازگاری  قیود  اعمال  اند.  و 

راجاسکاران   و  ورق  ،[8]ویلسون  الاستیک  با  پایداری  پله    کنندهتی تقوهای 

-تقویت   هاآن  را بررسی نمودند.  بار محوری توسط تئوری کلاسیک ورق تحت

اند که  سازی کردهای توزیع ضخامت مدلچندضابطهننده پله را توسط توابع  ک

، یک  [9]موجب تعریف محلی ضخامت در سازه شده است. هانگ و همکاران  

مدل المان محدود برای تحلیل کمانش صفحات مشبک کامپوزیتی با چیدمان  

یک روش تحلیلی  ،  [10]امیدواران  اند.  موازی و عمود بر پوسته ارائه کرده ریب

برای   آزاد ورقبسته  داده است.ارتعاشات  ارائه  پژوهش    های مشبک    ها آندر 

در سفتی سازه تعریف شده است و پس از  گشودگی  توسط سری فوریه، توزیع  

حل معادله ارتعاش آزاد، فرکانس طبیعی ورق مشبک ایزوتروپیک در قالب یک  

زوتروپیک  ای  های ، ارتعاشات آزاد ورق[11]فرمول ارائه شده است. کالیتا و هالدار  

تغییر شکل برشی، مورد مطالعه  در نظر گرفتن  را با    مرکزی  گشودگیدارای تک  

داده سلیمانیانقرار  همکاران    اند.  آزاد  [12]و  ارتعاشات  پل،    ی مریصفحات 

ال  شدهتیتقو را به  آزاد    شرایط مرزی  با  یمرکز  گشودگیدارای    شهیش  افیبا 

عدد  یتجرب   ، تحلیلی  یهاروش  وسیله کرده  یو  این    اند.بررسی    ، مقالهدر 

  سفتیمستطیلی با ضرب توابع توزیع به صورت ریاضی در ماتریس    گشودگی

  افته ی میتعم  یلیمدل تحل  ک، ی[13]سازی شده است. لی و چنگ  صفحه مدل 

  ارائه های کامپوزیتی چندلایه )معمولی و ساندویچی(  برای تحلیل رفتار سازه

به   با در نظر گرفتن سلول  کرد. این مدل بر اساس تئوری کلاسیک صفحه و 

ناحیه از سازه توسعه داده شده است و در آن ناپیوستگی فیزیکی   عنوان یک 

  آذرافزا   در نظر گرفته شده است.  سفتیبین ریب و سلول توسط یک تابع توزیع  

ای کامپوزیتی تحت ضربه  های استوانهدینامیکی پوسته تحلیل    ،[14]و همکاران  

توسط یک   پایین  نمودند.  کروی  زنندهضربهمایل سرعت  و    یچاودور  مطالعه 

  شده تی تقو  ه یچندلا   ت ی کامپوزپریارتعاشات پوسته ها لیبه تحل  ،[15]  همکاران

  و همکاران  وانی  .اندبا استفاده از روش المان محدود پرداخته ، گشودگی همراه 

با استفاده  را    یدگی بر  یدارا  FGM  ایاستوانه  هایارتعاشات آزاد پوسته  ،[16]

، [17]و همکاران    آذرافزااند.  قرار داده  یمورد مطالعه و بررساز اصل همیلتون  

مخروط پوسته  آزاد  همراه    یارتعاشات  چندلایه  جرم  کامپوزیت  را    متصلهبا 

با استفاده از    لهبار اثر جرم متص  نیاول  یبرا  این پژوهش، در    .اندبررسی کرده

بر معادلات تعادل در نظر گرفته    هویسایدو تابع    یمخروط  لیفرانسی عملگر د

ارتعاش   تأثیرو  است  شده   بر  مخروط  ات آن  پوسته  است.    ی بررس  یآزاد  شده 

های کامپوزیتی کامل و دارای گشودگی  پوسته  ارتعاشات آزاد ،  [18]زاده  طالع

در این پژوهش،    بررسی نموده است.  مستطیلی بر پایه تئوری برشی مرتبه اول 

در راستای طولی و    افته ی میتعمبه کمک روش مربعات تفاضلی  معادلات حاکم  

ارتعاشی  به بررسی رفتار    ،[19]انصاریان و همکاران    .است  محیطی گسسته شده

با شرایط مرزی دو سر ساده به  ای کامپوزیتی با مایع داخلی و  پوسته استوانه

  ی کمانش محوربه بررسی  ،[20]زاده و رحیمی طالع اند. روش تحلیلی پرداخته

  ی بر اساس تئور  یلیمستط  گشودگیو بدون    با  کامپوزیتی  ی اپوسته استوانه  یک

به بررسی    ،[21]خلیلی و همکاران  اند.  پرداختهمرتبه اول    ی شکل برش  ییرتغ

استوانه مشبک کامپوزیتی پرداخته نیم  اند. خلیلی و  تجربی و عددی کمانش 

کامپوزیتی   ،[22]همکاران   مشبک  استوانه  نیم  عددی  و  تجربی  بررسی  به 

فریدون    اند.با الگوی مثلثی تحت بارگذاری ضربه سرعت بالا پرداخته  شدهتیتقو

ای فولادی نازک  های استوانهبه بررسی رفتار کمانشی پوسته  ،[23]و همکاران  

-سازی با نرمبیضوی تحت بارهای مایل به دو روش تجربی و شبیه گشودگی  با  

  یبرا  یلیتحلمهین روش    کی  ،[24]  پور و همکاران  اند.افزار المان محدود پرداخته

پوسته  تحلیل آزاد  با    هی چندلا  یااستوانه  ارتعاشات  توسعه  گشودگی  همراه  را 

استخراج    برای  جایی جابهلاگرانژ در معادلات    بی از ضرا  در این پژوهش دادند.  

 شده است.  استفاده  معادلات حاکم 

گشودگی مستطیلی  سازی  دهد که تاکنون مدلها نشان مینتایج بررسی 

استوانه پوسته  ادر  نشده  انجام  هویساید  تابع  توسط  کامپوزیتی  در  ستای   .

آزاد پوسته استوانهتحقیق حاضر ارتعاشات  ای کامپوزیتی چندلایه دارای  های 

است.  گشودگی   شده  بررسی  تحلیلی  روش  به  ساده  سر  دو  مرزی  شرایط  با 

  نیوتن تئوری کلاسیک پوسته و با استفاده از روش    بر اساسمعادلات حرکت  

بسط   صورت بهجایی با توجه به شرایط مرزی  های جابه اند. مؤلفهاستخراج شده 

بر    ی یجابجا- و انحنا  ییجابجا-روابط کرنشاند.  سری فوریه دوگانه نوشته شده

توسط  گشودگی  سازی  مدل لاو در نظر گرفته شده است.    ب یتقر   هی اساس نظر

ای کامپوزیتی در نظر  توزیع )هویساید( بر معادلات تعادل پوسته استوانه  تابع

تر  های دیگر ایجاد گشودگی به مراتب سادهکه نسبت به روش  گرفته شده است

ای کامپوزیتی دارای  آوردن فرکانس طبیعی پوسته استوانه  بدستبرای    باشد.می

اند. در نهایت  ، معادلات حرکت با استفاده از روش گالرکین حل شدهگشودگی 

استوانه پوسته  هندسی  پارامترهای  دارای  اثر  کامپوزیتی  مانند  گشودگی  ای 

  ای و همچنین ابعاد، جهت وچینی پوسته استوانه طول، شعاع، ضخامت و لایه 

 طبیعی سازه بررسی شده است. بر فرکانسگشودگی  محل 

 

 معادلات حاکم  -2
 ای کامپوزیتیمعادلات حرکت پوسته استوانه  -1-2

استوانه  کی  1  شکل )جهت  با  همراه  یارهی دا  یاپوسته  مرجع    ی هامختصات 

-ره یدا  یاکه در آن شعاع پوسته استوانه داده شده است  ( نشان  یمثبت قرارداد
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با  ا ی، ضخامت، طول، زاویه نسبت به محور عمودی و محور طولی به ترتیب 

پوسته به عنوان سطح    یان یسطح ماند.  نشان داده شده xو  R ،h  ،L ،φنمادهای  

آن قرار داده    یرو zو x   ، φو دستگاه مختصات    شده است  مرجع در نظر گرفته

است. جابه  شده  شکل  این  در  در  و  φی  طیمح  ،xی  محور  یهاجهتجایی 

فاصله   z  کهنشان داده شده است   wو   u ،vنیز به ترتیب با نمادهای   z  یشعاع

، یک المان از  2در شکل  ت.  پوسته اس  یتا نقطه دلخواه روی پوسته  ان یسطح م

  بر اساس تئوری کلاسیک پوسته معادلات تعادل   پوسته نشان داده شده است.

 . [14]  باشندمی صورت زیر 

 
Fig. 1 Cylindrical shell and reference coordinates 

 ای و مختصات مرجع پوسته استوانه 1شکل 
 

(1-a) 
𝑅
𝜕𝑁𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑁𝜑𝑥

𝜕𝜑
+ 𝑅𝑝𝑥 = 0 

(1-b ) 

𝜕𝑁𝜑

𝜕𝜑
+ 𝑅

𝜕𝑁𝑥𝜑

𝜕𝑥
−
𝜕𝑀𝑥𝜑

𝜕𝑥
−
1

𝑅

𝜕𝑀𝜑

𝜕𝜑
+ 𝑅𝑝𝑦 = 0 

(1-c) 
𝑅
𝜕2𝑀𝑥

𝜕𝑥2
+ 2

𝜕2𝑀𝑥𝜑

𝜕𝜑𝜕𝑥
+
1

𝑅

𝜕2𝑀𝜑

𝜕𝜑2
+ 𝑁𝜑 + 𝑅𝑝𝑧 = 0 

ای که   تحریک    نیروهایمجموع   𝑝𝑧و   𝑝𝑥  ،𝑝𝜑،  روابط  ندر  و  اینرسی 

خارجی متغیر با زمان به ترتیب در راستای محوری، محیطی و شعاعی هستند  

 :[14] از اندعبارت ها آنو مقادیر 

(2-a) 
𝑝𝑥 = −𝐼0

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝑞𝑥 

(2-b ) 
𝑝𝜑 = −𝐼0

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
+ 𝑞𝜑 

(2-c) 𝑝𝑧 = −𝐼0
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+ 𝑞𝑧 

 

 
Fig. 2 An element of the shell with applied forces and moments. 

 شده اعمال یک المان از پوسته با نیروها و گشتاورهای  2شکل 

  وارد به   های خارجیبه ترتیب تحریک 𝑞𝑧و   𝑞𝑥 ،𝑞𝜑  عباراتدر روابط فوق  

برای    هاآنمقادیر  و شعاعی هستند که    ، محیطیدر راستای محوری  سیستم

می  گرفته  نظر  در  صفر  برابر  آزاد  ارتعاشات  ممان   𝐼0چنین  همشود.  تحلیل 

 : [14,17]  ستا  شدهتعریف  (3اینرسی بوده و با رابطه )

(3 ) 
𝐼0 = ∫  

ℎ

2

−
ℎ

2

𝜌𝑘  𝑑𝑧 

 .باشدشماره لایه می kکه در این رابطه اندیس   

 کامپوزیتی ایاستوانه پوسته   برای جابجایی-کرنش روابط -2-2

برای هر  لاو    های نازک نظریه کلاسیک پوستهبر اساس    جاییجابه - روابط کرنش

 :[14]شوند ( بیان می4به صورت روابط )ای  نقطه دلخواه یک پوسته استوانه

(4-a ) 𝜀𝑥 = 𝜀𝑥
∘ + 𝑧𝑘𝑥

∘  

(4-b ) 𝜀𝜑 = 𝜀𝜑
∘ + 𝑧𝑘𝜑

∘  

(4-c ) 𝛾𝑥𝜑 = 𝛾𝑥𝜑
∘ + 2𝑧𝑘𝑥𝜑

∘  

𝜀𝑥  که
0 ،𝜀𝜑

𝛾𝑥𝜑و   ∘
𝑘𝑥و    های نرمال و برشی سطح میانیبیانگر کرنش ∘

∘ ،𝑘𝜑
∘  

𝑘𝑥𝜑و 
های جابجایی  مؤلفه  برحسبباشند. این مقادیر  سطح میانی می های  انحنا ∘

 :[14]  از  اندعبارت( 𝑤و  𝑢  ،𝑣پوسته ) 

(5-a ) 

{

𝜀𝑥
∘

𝜀𝜑
∘

𝛾𝑥𝜑
∘
} =

{
 
 

 
 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
1

𝑅

𝜕𝑣

𝜕𝜑
−
𝑤

𝑅
1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝜑
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥}
 
 

 
 

      

(5-b ) 

{

𝑘𝑥
∘

𝑘𝜑
∘

𝑘𝑥𝜑
∘
} =

{
  
 

  
 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

1

𝑅2
(
𝜕2𝑤

𝜕𝜑2
+
𝜕𝑣

𝜕𝜑
)}

1

𝑅
(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝜑
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
)
}
  
 

  
 

 

 کامپوزیتی ایاستوانه  پوسته  کرنش برای-روابط تنش -3-2

پوسته  یک  هایلایه  ساختار  ،3شکل  در   از  کامپوزیتیاستوانه  المان    با   ای 

 .[14] نشان داده شده است لایه  𝑘دارای   و ℎضخامت  

 
Fig. 3 Structure of layers of one element of laminated composite 

cylindrical shell [24] 

 [24] چندلایه ای کامپوزیتیاستوانه المان از پوسته یک هایلایه ساختار 3شکل 

 

با  کرنش-روابط تنش    به   هوک  عمومی   بر اساس قانونم  اُ k  ه یلا   متناظر 

 :اندشدهنوشته  (6)رابطه  صورت
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(6 ) 

{

𝜎𝑥
𝜎𝜑
𝜏𝑥𝜑

}

𝑘

= [

𝑄̅11
𝑘 𝑄̅12

𝑘 𝑄̅13
𝑘

𝑄̅21
𝑘 𝑄̅22

𝑘 𝑄̅23
𝑘

𝑄̅31
𝑘 𝑄̅32

𝑘 𝑄̅33
𝑘

] {

𝜀𝑥
𝜀𝜑
𝛾𝑥𝜑

}

𝑘

 

𝑄̅𝑖𝑗  ثوابتکه   
𝑘  (𝑖, 𝑗 = کاهش1,2,3 الاستیک  سفتی  ضرایب  یافته  ( 

نیرو و  منتجه  .[14]  هستنداُم   k  هیلا یافته  تبدیل برای پوستههای  های  ممان 

ها بر روی سطح مقطع، از یک لایه به  گیری از تنشنازک چندلایه، با انتگرال

 : آیندمیبدست به صورت زیر لایه دیگر، 

(7 ) 

[

𝑁𝑥
𝑁∅
𝑁𝑥∅

] = ∫ [

𝜎𝑥
𝜎𝜑
𝜏𝑥𝜑

] 𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

   ,    [

𝑀𝑥

𝑀∅

𝑀𝑥∅

] = ∫ [

𝜎𝑥
𝜎𝜑
𝜏𝑥𝜑

] 𝑧𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

 

انجام   )  گیریانتگرالبا  معادله  در  منتجه7ماتریسی  ممان  (،  و  نیرو  های 

 : [14,17]د انشده   های سطح میانی بیانبرحسب تغییرات انحنا و کرنش

(8 ) [
 
 
 
 
 
𝑁𝑥
𝑁∅
𝑁𝑥∅
𝑀𝑥

𝑀∅

𝑀𝑥∅]
 
 
 
 
 

= [
[𝐴]3×3 [𝐵]3×3
[𝐵]3×3 [𝐷]3×3

]

[
 
 
 
 
 
 
𝜀𝑥
0

𝜀𝜑
∘

𝛾𝑥𝜑
∘

𝑘𝑥
∘

𝑘𝜑
∘

𝑘𝑥𝜑
∘ ]
 
 
 
 
 
 

 

و   ∅𝑁𝑥و   ∅𝑁𝑥  ،𝑁  که برشی  و  نرمال  نیروهای    ∅𝑀𝑥و   ∅𝑀𝑥  ،𝑀معرف 

ممان ترتیب   𝐷𝑖𝑗و   𝐴𝑖𝑗  ،𝐵𝑖𝑗است.    پیچشیو    خمشی های  بیانگر    ی سفتبه 

می  یو سفت  کوپل   یسفت  ،یمحور و  خمشی  عریف  ت  (9)رابطه  مطابق  باشند 

 : [14,17] اند شده

(9 ) 
(𝐴𝑖𝑗 , 𝐵𝑖𝑗 , 𝐷𝑖𝑗) = ∫ 𝑄̅𝑖𝑗

𝑘  (1, 𝑧, 𝑧2)𝑑𝑧

ℎ

2

−ℎ

2

 

 

 گشودگی ای دارای سازی ریاضی پوسته استوانه مدل -4-2

،  HD(φ)و  HD(x)توابع توزیع  ابتدا  ای،  برای ایجاد بریدگی در پوسته استوانه 

 : [6,17]  در بازه

(10) 

(0,0,0) < (𝑥, 𝜑, 𝑧) < (𝐿, 2𝜋, ℎ) 

توابعی هستند   HD(𝜑)و  HD(x)  .شوندتعریف می  (11)روابط  به صورت   

محور   راستای  در  مشخص  تقسیمات  ایجاد  وسیله  به  الگوی  φو   xکه  یک   ،

 . [6,17] د سازن متعامد را می

(11-a ) HD(x) = Heaviside(x-Xi) - Heaviside(x-Xi-C) 

(11 -b ) HD(φ) = Heaviside(φ-ϕj) - Heaviside(φ-ϕj-D) 

استوانه4در شکل   پوسته  یک  دارای  ،  چندلایه  کامپوزیتی  گشودگی  ای 

 همراه با دستگاه مختصات آورده شده است.مستطیلی 

مدل برای  شده،  ارائه  مطالب  به  توجه  استوانهبا  پوسته  دارای  سازی  ای 

 . [6,17]شود بیان می (12)به صورت رابطه  (∗HD)، تابع توزیع  گشودگی 

 
Fig. 4 laminated composite cylindrical shell with rectangular cutout 

along with coordinate system. 

همراه با  مستطیلیگشودگی ای کامپوزیتی چندلایه دارای پوسته استوانه 4شکل 

 .دستگاه مختصات

 

(12 ) HD∗ = (1 − HD) 

  شده است تعریف    (13)به صورت رابطه   (HD)تابع توزیع  در رابطه فوق،  

[6,17] . 

(13 ) HD = HD(x)HD(𝜑) 

بر بازه انتگرالی یک تابع به صورت   (13)رابطه در  (HD)تابع توزیع   تأثیر

 . [6,17] باشد می (14)رابطه 

(14 ) 

∫ ∫ 𝐻𝐷 ∗ 𝑓(𝑥, 𝜑)𝑑𝑥𝑑𝜑
2𝜋

0

𝐿

0

= ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝜑)𝑑𝑥𝑑𝜑
𝜙j+𝐷

𝜙j

𝑋𝑖+𝐶

𝑋𝑖

 

 

 

 گشودگیدارای  ای کامپوزیتیمعادلات حرکت پوسته استوانه  -5-2

شده،با   ارائه  مطالب  به    ی ااستوانه  پوسته   کی   ی برا  حرکت   معادلات   توجه 

 گردد: اصلاح می (15)به صورت روابط گشودگی   یدارا هی چندلا  یتیکامپوز

 (15-a ) 

𝑅
𝜕𝑁𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑁𝜑𝑥

𝜕𝜑
+ 𝑅𝑝𝑥 

−𝑯𝑫(𝑹
𝝏𝑵𝒙
𝝏𝒙

+
𝝏𝑵𝝋𝒙

𝝏𝝋
+ 𝑹𝒑𝒙) = 0 

(15 -b ) 

𝜕𝑁𝜑

𝜕𝜑
+ 𝑅

𝜕𝑁𝑥𝜑

𝜕𝑥
−
𝜕𝑀𝑥𝜑

𝜕𝑥
−
1

𝑅

𝜕𝑀𝜑

𝜕𝜑
+ 𝑅𝑝𝑦 

−𝑯𝑫(
𝝏𝑵𝝋

𝝏𝝋
+ 𝑹

𝝏𝑵𝒙𝝋

𝝏𝒙
−
𝝏𝑴𝒙𝝋

𝝏𝒙
−
𝟏

𝑹

𝝏𝑴𝝋

𝝏𝝋
+ 𝑹𝒑𝒚) = 0 

(15-c ) 

𝑅
𝜕2𝑀𝑥

𝜕𝑥2
+ 2

𝜕2𝑀𝑥𝜑

𝜕𝜑𝜕𝑥
+
1

𝑅

𝜕2𝑀𝜑

𝜕𝜑2
+ 𝑁𝜑 + 𝑅𝑝𝑧 

−𝑯𝑫(𝑹
𝝏𝟐𝑴𝒙

𝝏𝒙𝟐
+ 𝟐

𝝏𝟐𝑴𝒙𝝋

𝝏𝝋𝝏𝒙
+
𝟏

𝑹

𝝏𝟐𝑴𝝋

𝝏𝝋𝟐
+ 𝑵𝝋

+ 𝑹𝒑𝒛) = 0 
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اند، به دلیل  مشخص شده  پررنگ در عبارات فوق، جملاتی که به صورت  

 اند.ای کامپوزیتی چندلایه ایجاد شده در یک پوسته استوانهگشودگی  وجود

 
 استخراج عملگرهای دیفرانسیلی   -6-2

جابجایی، یعنی روابط  -به منظور حل معادلات تعادل، ابتدا باید از روابط کرنش

(، جایگذاری  6های تنش، یعنی رابطه )در رابطه منتجه(، مقادیر کرنش را  4)

سپس   )کرد.  معادلات  در  را  حاصل  حرکت  15روابط  معادلات  که  پوسته  ( 

دارای  استوانه کامپوزیتی  قرار    گشودگیای  جداسازی  دادهستند،  از  پس   .

سازی، معادلات تعادل  جایی و مرتب های جابهمشتقات مربوط به هر یک از مؤلفه

 :اندشده حاصل  (16به صورت رابطه )به فرم نهایی  

 

 (16 ) 

[
𝐿11 𝐿12 𝐿13
𝐿21 𝐿22 𝐿23
𝐿31 𝐿32 𝐿33

] {
𝑢
𝑣
𝑤
} − 𝐻𝐷 ∗ [

𝐿11 𝐿12 𝐿13
𝐿21 𝐿22 𝐿23
𝐿31 𝐿32 𝐿33

] {
𝑢
𝑣
𝑤
}

= {

−𝑅𝑝𝑥
−𝑅𝑝𝜃
−𝑅𝑝𝑧

} − 𝐻𝐷 ∗ {

−𝑅𝑝𝑥
−𝑅𝑝𝜃
−𝑅𝑝𝑧

} 

 

می فوق  رابطه  به  توجه  پوستهتوان  با  تعادل  استوانهمعادلات  ای  های 

 بازنویسی کرد.  (17رابطه )را به صورت  گشودگی کامپوزیتی چندلایه دارای 

 

(17 ) 

[

𝐿11
′ 𝐿12

′ 𝐿13
′

𝐿21
′ 𝐿22

′ 𝐿23
′

𝐿31
′ 𝐿32

′ 𝐿33
′

] {
𝑢
𝑣
𝑤

} = [

−𝑝𝑥
′

−𝑝𝑦
′

−𝑝𝑥
′

] 

 

𝐿𝑖𝑗های  درایه
در پیوست    ها آنعملگرهای دیفرانسیلی هستند که مقادیر   ′

 اند.آورده شده الف 

 شرایط مرزی -3

برای  استشده  صورت ساده در نظر گرفته    در این تحقیق، شرایط مرزی به  .

 : [14,17]ای داریم استوانههای پوسته در لبه ساده شرایط مرزی

(18 ) 𝑁𝑥 = 𝑀𝑥 = 𝑣 = 𝑤 = 0        at   𝑥 = 0, 𝐿 

-جایی پوسته استوانهنظر، میدان جابه   منظور ارضای شرایط مرزی موردبه  

 [: 14,17]اندشده  در نظر گرفته صورت بسط سری فوریه دوگانه ای به

(19-a ) 
𝑢 = 𝐴𝑚𝑛 cos

𝑚𝜋𝑥

𝐿
cos 𝑛𝜃 𝑇𝑚𝑛(𝑡) 

(19 -b ) 
𝑣 = 𝐵𝑚𝑛 sin

𝑚𝜋𝑥

𝐿
sin 𝑛𝜃 𝑇𝑚𝑛(𝑡) 

(19-c ) 
𝑤 = 𝐶𝑚𝑛 sin

𝑚𝜋𝑥

𝐿
cos 𝑛𝜃 𝑇𝑚𝑛(𝑡) 

نیم 𝑚ثوابت شکل مود هستند.  𝐶𝑚𝑛و   𝐴𝑚𝑛 ،𝐵𝑚𝑛که ضرایب   -تعداد 

طولی،  موج موج 𝑛های  و  تعداد  محیطی  تغییر   𝑇𝑚𝑛(𝑡)های  زمانی  بخش 

 باشد. ها میمکان

 تحلیل ارتعاشات آزاد  -4

گشودگی  ای کامپوزیتی چندلایه دارای ارتعاشات آزاد پوسته استوانه در تحلیل 

تحریک تعادلی  مستطیلی،  معادلات  در  خارجی  نظر  (15) های  در  صفر  برابر 

(، برای تحلیل ارتعاشات آزاد تابع زمانی  19چنین در روابط )شوند. همگرفته می 

𝑇𝑚𝑛(𝑡)به صورت تابع نمایی یعنی   = 𝑒
𝑖𝜔𝑚𝑛𝑡   در نظر گرفته شده که در آن

𝜔𝑚𝑛 است.  فرکا پوسته  روابط  نس طبیعی  از  استفاده  مؤلفهبا  به  های  مربوط 

(، یک دستگاه سه  15در معادلات تعادل )  هاآن( و جایگزینی  19)تغییر مکان  

دستمعادله  به  روش  اندآمده  ای  از  معادلات،  دستگاه  این  حل  منظور  به   .

 [: 14,17] شده استگالرکین مطابق روابط زیر استفاده  

 ∫  

𝐿

0

∫  

2𝜋

0

(𝐿11
′ 𝑢 + 𝐿12

′ 𝑣 + 𝐿13
′ 𝑤 + 𝑝

𝑥
′ )𝜙

𝑢
𝑑𝑥𝑑𝜑 = 0 

 ∫  
𝐿

0

∫  
2𝜋

0

(𝐿21
′ 𝑢 + 𝐿22

′ 𝑣 + 𝐿23
′ 𝑤 + 𝑝𝑦

′ )𝜙𝑣𝑑𝑥𝑑𝜑 = 0 

(20 ) 

∫  
𝐿

0

∫  
2𝜋

0

(𝐿31
′ 𝑢 + 𝐿32

′ 𝑣 + 𝐿33
′ 𝑤 + 𝑝𝑧

′)𝜙𝑤𝑑𝑥𝑑𝜑 = 0 

از ساده رابطه )پس  ویژه  20سازی دستگاه معادلات  (، یک معادله مقدار 

 : [14,17] آید( به دست می21جبری به صورت عبارت )

(21 ) [[𝐾′]𝑚𝑛 −𝜔𝑚𝑛
2 [𝑀′]𝑚𝑛]{𝛥}𝑚𝑛 = 0 

ماتریس جرم و   𝑚𝑛[′𝑀]بردار ضرایب ثابت شکل مود،   𝑚𝑛{∆}که در آن  

[𝐾′]𝑚𝑛 از: اندعبارتو  د نباشیم ماتریس سفتی 

(22 ) 

{∆}𝑚𝑛 = {

𝐴𝑚𝑛
𝐵𝑚𝑛
𝐶𝑚𝑛

} 

(23 ) 

[𝑀′]𝑚𝑛 = [

𝑀11
′ 0 0

𝑀22
′ 0

𝑠𝑦𝑚. 𝑀33
′

]

𝑚𝑛

 

(24 ) 

[𝐾′]𝑚𝑛 = [

𝐾11
′ 𝐾12

′ 𝐾13
′

𝐾21
′ 𝐾22

′ 𝐾23
′

𝐾31
′ 𝐾32

′ 𝐾33
′

]

𝑚𝑛

 

) 𝐶𝑚𝑛و   𝐴𝑚𝑛  ،𝐵𝑚𝑛ضرایب   رابطه  در  22در  مود  شکل  ثوابت  همان   )

و    (23در رابطه ) 𝑚𝑛[′𝑀]و  𝑚𝑛[′𝐾]های ماتریس  ( هستند. درایه19روابط )

 اند. آورده شده و ج ، در پیوست ب(24)

( حل  )( مساوی صفر  21با قرار دادن دترمینان ضرایب دستگاه معادلات 

استوانه پوسته  فرکانسی  معادله  ویژه(،  مقدار  مسأله  دارای    ای یک  کامپوزیتی 

 : [14,17]  است شده شکل زیر حاصل   به گشودگی

(25 ) 

det([K′]mn −ωmn
2 [M′]mn) = 0 

⇒ β1ωmn
6 + β2ωmn

4 + β3ωmn
2 + β4 = 0 

های طبیعی پوسته بر حسب رادیان بر ثانیه به  ( فرکانس25حل معادله )  با

(، ضرایب ثابت شکل  21ها در معادله )و با قرار دادن این فرکانس  آمده  دست

مشخص است،  (  25). همانطور که در معادله  اندبه دست آمده مودهای ارتعاشی  

که سه ریشه   است بوده و دارای شش ریشه   6معادله فرکانسی پوسته از مرتبه 

به عنوان جواب  داردمثبت و سه ریشه منفی   . سه ریشه مثبت این معادلات 

  های فرکانس متناظر با مودبه بزرگ،  قابل قبول هستند. این سه ریشه از کوچک  

 .هستند ارتعاشات خمشی، پیچشی و طولی 
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 گذاری نتایجصحه -5

پژوهش، صحت  این  از  نتایج حاصل  درستی  بررسی  دو  برای  به  نتایج  سنجی 

شده  انجام  ابتدا    صورت  استوانهاست.  پوسته  برای  حاضر  مطالعه  ای  نتایج 

بدون   در حالت  یعنی  تکیه،  گشودگیکامپوزیتی سالم،  دو سر ساده  با  با  گاه 

پژوهش قبلی نتایج  نرم  های  )آباکوس(و  المان محدود  قرار    افزار  بررسی  مورد 

سپس نتایج روش تحلیلی    اند که نتایج مطابقت خوبی با یکدیگر دارند.گرفته

استوانه  پوسته  کامپوزیتبرای  نرمگشودگی  دارای    یای  نتایج  آباکوس  با  افزار 

با یکدیگر دارند.  هاآنبررسی شد که   استفاده شده    نیز مطابقت خوبی  المان 

استوانه  بندیمش  یبرا دارای گشودگیپوسته  کامپوزیتی  المان    ای  روش  در 

)شبیه نرممحدود  با  آباکوس(  سازی  نوع  افزار  می چهاروجه)   S4Rاز    .باشدی( 

  متر در نظر گرفته شده است و تعداد مش   0.05همچنین اندازه المان برابر با  

به همگرایی بین   برای رسیدن  باشد که در  می  16000الی    14000مورد نیاز 

 مش در نظر گرفته شده است.  15000اینجا 

استوانه پوسته  هندسه  و  کامپوزیتی  جنس  این  ای  در  بررسی  به    مقاله مورد 

شده   2و    1در جداول  ترتیب   لایه  اند.آورده  هم)همه  با ضخامت  ها  و  جنس 

 . (اندیکسان در نظر گرفته شده
 

 [18] ای کامپوزیتیجنس پوسته استوانه 1جدول 

Table 1 Material of composite cylindrical shell [18] 

𝛒( 
𝐤𝐠

𝐦𝟑) 𝛖𝟏𝟐 
𝐆𝟐𝟑 

(𝐆𝐏𝐚) 
𝐆𝟏𝟑 

(𝐆𝐏𝐚) 
𝐆𝟏𝟐 

(𝐆𝐏𝐚) 
𝐄𝟐𝟐 

(𝐆𝐏𝐚) 
𝐄𝟏𝟏 

(𝐆𝐏𝐚) 

شماره  

 ماده 

1643 0.26 4 4.1 4.1 7.6 19 M1 

1603.3 0.25 1.37 3.44 3.44 6.89 172.36 M2 

1600 0.28 7 7.17 7.17 10.3 181 M3 

1800 0.23 4 4.14 4.14 8.27 38.6 M4 

2000 0.26 5 5.59 5.59 18.5 204 M5 

7800 0.3 76 76.92 76.92 200 200 M6 

2600 0.25 26 28 28 70 70 M7 

 

   اپوکسی،   /شیشه:  M1از:    اندعبارتجنس مواد استفاده شده    1در جدول  

M2  :اپوکسی،    /کربنM3  :اپوکسی،  /کربن   M4:  اپوکسی،  /شیشه   M5  :  /بورون

 آلومینیوم: M7  فولاد،: M6  اپوکسی،

 ای کامپوزیتیپوسته استوانهمشخصات هندسی  2جدول 

Table 2 geometry of composite cylindrical shell 

h (m) R (m) L (m)  شماره 

0.002 1 6 1 

0.003 0.5 4 2 

0.008 1 6 3 

 
 گشودگیای کامپوزیتی بدون بررسی پوسته استوانه  -1-5

استوانه پوسته  آزاد  ارتعاشات  نتایج  سنجی،  بدون  برای صحت  کامپوزیتی  ای 

و نتایج تحلیلی مرجع    افزار آباکوس(با نرم  سازیشبیهبا نتایج عددی )   گشودگی

و تحلیلی    افزار آباکوس(با نرم   سازیشبیهو با نتایج عددی )  5در شکل    [25]

شود که نتایج حاصل  مشاهده میاست.  نشان داده شده    6در شکل    [26]مرجع  

 برخوردار هستند.  مراجعاز تطابق خوبی نسبت به نتایج روش جدید  از

 
Fig. 5 Comparison of natural frequencies of laminated composite 

cylindrical shell, 𝑚 = 1, geometry No. 1, material properties No. M1, 

[90/0/90]. 

𝑚ای کامپوزیت چندلایه،  های طبیعی پوسته استوانهمقایسه فرکانس  5شکل   =

 .𝑀1 ،[90/0/90]خواص مواد شماره ، 1شماره ، مشخصات هندسی 1

 

 گشودگی ای کامپوزیتی با بررسی پوسته استوانه  -2-5

جدول   نتایج  3در  استوانه   نیز  پوسته  آزاد  دارای  ارتعاشات  کامپوزیتی  ای 

  افزار آباکوس نرمبا  سازی   شبیهبا نتایج حاصل از  روش تحلیلی  توسط  گشودگی  

گرفته است   قرار  بررسی  پژوهش    شودمیمشاهده    که   یهمانطور مورد  نتایج 

 باشند.حاضر از تطابق خوبی برخوردار می 

  بین   فرکانس،   تفاوت  درصد   ،شودمی  مشاهده   3  جدول   در   که   همانطور  

  مقادیر   و   بریدگی  ابعاد   افزایش   با   آباکوس،  از  حاصل  جواب  با   حاضر   تحلیل   روش

𝑛خصوص    به  محیطی،  موج  عدد  پایین <   این   اصلی  علت.  یابدمی  افزایش  ،4

  یا مرزی  شرایط کننده  ارضاء  شکل تابع در  هویساید، تابع اعمال  عدم  ، هاتفاوت

  شرایط   دارای  بریدگی،   داخلی  هایلبه   که  است   درست .  است  مود  شکل   همان 

  به   توانند نمی  ها لبه  این  هویساید،  تابع   از   استفاده   با   لیکن  هستند،   آزاد  مرزی

  سبب  هویساید  تابع   از  استفاده .  شوند  گرفته   نظر  در  آزاد،  مرزی   شرط  صورت

  درستی  به  پوسته،  از  شده  بریده  بخش  در  موضعی،  سفتی  و  جرم  که  شودمی

  حاصل   طبیعی  فرکانس  برای  قبول،  قابل   دقت  که  طوری  شوند،  گرفته  نادیده

  در  نتایج  تفاوت   درصد   که   مواردی  در  خصوص   به   مود،   شکل  تابع  لیکن .  شود

  افزار نرم  در  متناظر  مود   شکل  با   کمتری  انطباق  ، یابدمی  افزایش  3  جدول

.دارد آباکوس 

 

 
Fig. 6 Comparison of natural frequencies of laminated composite 

cylindrical shell, m=1, geometry No. 2, material properties No. M2, 
[45/-45/45/-45]. 

𝑚ای کامپوزیت چندلایه،  های طبیعی پوسته استوانهمقایسه فرکانس  6شکل   =

 .𝑀2 ،[45/-45/45/-45]، خواص مواد شماره 2، مشخصات هندسی شماره 1
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 .]𝑀3 ،s2]0/90(، خواص مواد شماره 3، مشخصات هندسی شماره )گشودگیای کامپوزیت چندلایه دارای های طبیعی پوسته استوانهمقایسه فرکانس 3جدول 
Table 3 Comparison of natural frequencies of laminated composite cylindrical shell with cutout, geometry No. (3), material properties No. M3, 

[90/0]2s. 

9 8 7 6 5 4 3 2 n C/R 

249.2 195.3 148.1 107.5 73.9 48.6 38.0 54.9 Abaqus 

0.2 242.7 190.9 145.3 105.9 73.1 48.1 37.3 53.6 Present 

2.6 2.2 1.9 1.5 1.2 0.9 1.6 2.4 Error% 

248.6 191.9 146.9 106.4 73.4 48.4 37.4 54.2 Abaqus 

0.4 242.7 190.8 145.0 105.5 72.6 47.6 35.9 49.6 Present 

2.4 0.6 1.3 0.9 1.2 1.7 3.9 8.5 Error% 

248.1 186.9 146.2 106.0 72.9 48.0 36.2 53.0 Abaqus 

0.6 241.9 190.4 145.2 105.7 72.3 46.5 34.1 44.8 Present 

2.5 -1.9 0.7 0.3 0.9 3.0 6.0 15.4 Error% 

248.0 183.8 149.4 106.0 70.7 47.1 34.3 51.6 Abaqus 

0.8 242.0 190.1 144.0 105.0 72.5 46.1 31.3 40.1 Present 

2.4 -3.4 3.6 1.0 -2.6 2.2 8.8 22.3 Error% 

251.0 196.2 150.6 106.1 68.7 45.8 31.5 49.9 Abaqus 

1 239.8 188.8 144.5 104.0 70.8 45.8 28.2 33.7 Present 

4.5 3.7 4.1 2.0 -3.1 0.0 10.6 32.5 Error% 

 

 مطالعه پارامتری و بحث نتایج  -6

به منظور بررسی  پس از اعتبار سنجی روش حاضر و اطمینان از صحت آن،  

ارتعاشی   استوانهرفتار  کامپوزیتی  پوسته  مستطیلی،  دارای  ای  به  گشودگی 

چینی  پارامترهای هندسی مانند طول، شعاع، ضخامت و لایهبرخی از  بررسی اثر  

  طبیعی  بر فرکانس   ،گشودگی  ای و همچنین ابعاد، جهت و محل  پوسته استوانه

بعد به صورت رابطه  بیپارامتر فرکانس طبیعی   است.  پرداخته شدهسازه    بعدبی

Ω = 𝜔𝑅√𝜌/𝐸22  [27,28] تعریف شده است . 

 ای استوانه  پارامترهای هندسی پوسته  -1-6

ها و پارامترهای هندسی  لایهچینی، تعداد  در این بخش اثر خواص مواد،  نوع لایه

𝐿مهم پوسته یعنی   𝑅⁄  ،ℎ 𝑅⁄ .ای کامپوزیتی  پوسته استوانه  بررسی شده است

دارای   بررسی،  مورد  مستطیلی،  چندلایه  برابر  گشودگی  عرض  و  طول  با   (

𝐶)بریدگی   = 𝐷 و ماده    3گاه ساده برای هندسه شماره  با تکیه𝑀3 و لایه-

 مورد تجزیه و تحلیل قرار گرفته است.   ]s2]0/90ینی چ
 اثر خواص مواد  -1-1-6

عوامل   از  فرکانس  مؤثریکی  طبیعیبر  لایه  بعدبی  های  هر  در  مواد  خواص   ،

  های پایه مقادیر فرکانس(،  1برای مواد مختلف ) جدول  ،  4در جدول  باشد.  می

به ترتیب    ، 𝑀7و  𝑀2   ،𝑀6واد  مکه  شود  . مشاهده می آورده شده است  بعدبی

پایه فرکانس  کمترین  و  ابعاد    باشند.میبعد  بی   بیشترین  افزایش  با  همچنین 

میگشودگی   کاهش  پایه  فرکانس  مقادیر  تابع  ،  به خاصیت  توجه  با  که  یابد 

بینی  استفاده شده است، قابل پیشگشودگی  توزیع که در معادلات برای اعمال 

  های بازهبر    دی سایتابع هو  ،گشودگی  در حل معادلات حاکم به همراه  باشد.  می

ابعاد    انگریب   یطیو مح  یطول  یها در راستاانتگرال  نی. اگذاردیم  تأثیر  یانتگرال

افزایش ابعاد  با    کهتوان نتیجه گرفت  میدر ادامه  هستند.    گشودگی و    سازه   یکل

ترتیب  𝑀4و  𝑀2مواد    درگشودگی   به  و  %46.15)  بیشترین ،    کمترین ( 

این موضوع بیانگر  اند.  را داشته   پایهکاهش فرکانس  میزان  بر    تأثیر(  38.11%)

عملکرد    گشودگی،  در برابر افزایش ابعاد 𝑀4آن است که ماتریس سفتی ماده  

مانند مدول    1در ادامه با توجه به خواص دینامیکی مواد در جدول   بهتری دارد.

توان مشاهده کرد که مواد کامپوزیت نسبت  و ... می  پوآسونالاستیسیته، ضریب  

 باشند. تر برخوردار میبه مواد فلزی از نتایج مطلوب

 
استوانهبعد  بی  یهپا  هایفرکانس  یسهمقا  4جدول    یهچندلا  یتیکامپوز  ایپوسته 

 خواص ماده. ییرتغ یبه ازاگشودگی  یدارا
Table 4 Comparison of the non-dimensional fundamental 
frequencies of the laminated composite cylindrical shell with cutout 

for changing the material properties. 

1.2 1 0.8 0.6 0.4 0.2 C/R 

0.026 0.029 0.034 0.038 0.041 0.043 M1 

0.055 0.080 0.087 0.094 0.099 0.102 M2 

0.055 0.070 0.078 0.084 0.089 0.092 M3 

0.033 0.039 0.044 0.048 0.052 0.054 M4 

0.040 0.055 0.061 0.066 0.069 0.071 M5 

0.019 0.022 0.025 0.029 0.031 0.033 M6 

0.018 0.021 0.025 0.029 0.031 0.033 M7 

 
 چینیاثر نوع لایه -2-1-6

های یکسان و  چینی متفاوت همراه با تعداد لایه، برای سه نوع لایه5در جدول 

ثابت،   فرکانس  اف یال  هی زاو  تأثیرضخامت  بی  بر  استوانهپایه  پوسته  ای  بعد 

 بررسی شده است.گشودگی  کامپوزیتی چندلایه دارای 

-فرکانس  C/Rشود که با افزایش نسبت ، مشاهده می5با توجه به جدول  

  ]S2]90/0  چینیلایهیابند و درصد این تغییرات برای  بعد کاهش میای پایه بیه

ها کمتر است. این موضوع بیانگر آن است که سفتی  چینیلایهنسبت به سایر  

تر است. همچنین  مقاومگشودگی  چینی در برابر افزایش ابعاد  سازه در این لایه
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نسبت    ]S2]0/90چینی  ای کامپوزیتی با لایهشود که پوسته استوانهمشاهده می

بعد بالاتری دارد  ، فرکانس پایه بی C/R  هاینسبتها، در همه  چینیبه سایر لایه 

چینی نسبت به سایر حالات  توان نتیجه گرفت، سفتی سازه در این لایهکه می

 عملکرد بهتری دارد.  

 
فرکانس  5جدول   پایهمقایسه  استوانه  بعدبی  های  چندلایه پوسته  کامپوزیتی  ای 

 چینی.به ازای تغییر لایهگشودگی دارای 
Table 5 Comparison of the non-dimensional fundamental 
frequencies of the laminated composite cylindrical shell with cutout 

for different layers. 

1.2 1 0.8 0.6 0.4 0.2 C/R 

0.055 0.063 0.072 0.079 0.083 0.087 S2]90/0[ 

0.055 0.070 0.078 0.084 0.089 0.092 S2]0/90[ 

0.054 0.065 0.074 0.081 0.085 0.089 [0/90/0/90/0/90/0/90] 

 
 ها اثر تعداد لایه -3-1-6

بر فرکانس اثر افزایش تعداد لایه  7در شکل   استوانه بعد  بی پایه    ها  ای  پوسته 

𝐶بر حسب نسبت    با ضخامت ثابتگشودگی  کامپوزیتی چندلایه دارای  

𝑅
نشان   

 داده شده است.  

 
Fig. 7 Comparing the non-dimensional fundamental frequencies of 

the laminated composite cylindrical shell with cutout for changing the 

number of layers. 

استوانهبعد  بی  یهپا   هایفرکانس  یسهمقا  7شکل     یهچندلا  یتیکامپوز  ایپوسته 

 .هایهتعداد لا ییرتغ یبه ازاگشودگی  یدارا

کمتر    هی دولابرای کامپوزیت    بعدبی  فرکانس پایهشود  مشاهده می   همانطوری که

ها برای بیشتر  با افزایش تعداد لایه.  باشدمیلایه و بیشتر    4از کامپوزیت با تعداد  

گردد. این موضوع بیانگر  کمتر میبعد  بی پایه  فرکانس    لایه، میزان افزایش  4از  

ها عملکرد بهتری دارد. همچنین  سفتی سازه با افزایش تعداد لایهآن است که  

بر فرکانس    4ها )بیشتر از  ، افزایش تعداد لایه  گشودگیبا افزایش ابعاد   لایه( 

با ضخامت    ها یهتعداد لا  یش اثر افزا  8در شکل  است.    تأثیربیسازه  بعد  بیپایه  

  ی دارا  یهچندلا   یتیکامپوز   ایاستوانه پوسته  بعد  بی   یعیفرکانس طب  یثابت بر رو

 است.  یدهگرد یبررسبر حسب نیم موج محیطی، گشودگی 

بعد کم بوده  بر روی فرکانس طبیعی بی  2این پارامتر تا موج محیطی    تأثیر 

ها بر سفتی سازه بیشتر شده است، به همین  افزایش تعداد لایه  تأثیرو بعد از آن  

از  دلیل در موج بالاتر  𝒏های محیطی  = تعداد لایه𝟐 افزایش  با  ها فرکانس  ، 

توان دریافت  شود. علاوه بر این، با توجه به شکل میبعد نیز بیشتر میطبیعی بی

𝒏محیطی  بعد سازه در موجکه فرکانس پایه بی  =  افتد. اتفاق می 𝟑

 

 
Fig. 8 Comparison of the non-dimensional natural frequencies of the 

laminated composite cylindrical shell with cutout for changing the 

number of layers, 𝐶/𝑅 = 0.4, 𝑚 = 1. 

ای کامپوزیتی چندلایه پوسته استوانهبعد  بیهای طبیعی  مقایسه فرکانس  8شکل  

𝐶/𝑅 ها، لایهبه ازای تغییر تعداد گشودگی دارای  = 0.4  ، 𝑚 = 1. 

 

 نسبت طول به شعاع  -4-1-6

بر فرکانس  9در شکل   ای  پوسته استوانهبعد  بی پایه    اثر نسبت طول به شعاع 

دارای   تعداد لایهگشودگی  کامپوزیتی چندلایه  با  برابر و ضخامت  همراه  های 

 ثابت نشان داده شده است. 

 
Fig. 9 Comparison of the non-dimensional fundamental frequencies 

of the laminated composite cylindrical shell with cutout according to 
the ratio of length to radius. 

فرکانس  9شکل   پایهمقایسه  استوانه  بعدبی  های  چندلایه  پوسته  کامپوزیتی  ای 

 به ازای نسبت طول به شعاع.گشودگی دارای 

به شکل   توجه  افزا ،  9با  کاهش    یش اثر  بر  شعاع(  به  )نسبت طول  طول 

پا م  ،بعدبی  یهفرکانس  همچنشودیکمتر  افزا  ین.  اثر  گشودگی  ابعاد    یشبا 

 .  گرددیکمتر م ،بعدبی  یهکاهش فرکانس پا  یزانطول بر م یشافزا 

افزایش  ،10در شکل   به شعاع    اثر   یعیفرکانس طبروی  بر  نسبت طول 

بر حسب نیم موج  گشودگی    یدارا  یه چندلا   یتی کامپوز  ای پوسته استوانه  بعد بی

   است. بررسی گردیده محیطی

پایین، در موج10با توجه به شکل   𝑛تر از  های محیطی  = با افزایش  8  ،

که با توجه   یابدبعد کاهش می طبیعی بیطول )نسبت طول به شعاع( فرکانس  

های معادلات تعادلی  به این موضوع که پارامتر طول اغلب مواقع در مخرج عبارت

𝑛بینی است، ولی برای موج محیطی بالاتر از  گرفت، قابل پیش قرار می = 8 ،

نظر کرد. علاوه بر این، با افزایش طول  توان از اثر نسبت طول به شعاع صرف می

تر اتفاق  های محیطی پایینبعد سازه در موجای فرکانس پایه بی استوانه پوسته  

 افتد.می
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Fig. 10 Comparison of the non-dimensional natural frequencies of 

laminated composite cylindrical shell with cutout according to length 

to radius ratio,  𝐶/𝑅 = 0.4, 𝑚 = 1. 

ای کامپوزیتی چندلایه پوسته استوانه  بعدبی  های طبیعیمقایسه فرکانس  10شکل  

C/𝑅به ازای نسبت طول به شعاع،  گشودگی دارای  = 0.4 ، 𝑚 = 1. 

 نسبت ضخامت به شعاع -5-1-6

-پوسته استوانهبعد  بیپایه    فرکانس، اثر نسبت ضخامت به شعاع بر  11در شکل  

های یکسان بررسی  همراه با تعداد لایهگشودگی ی کامپوزیتی چندلایه دارای ا

 گردیده است.  

 
Fig. 11 Comparison of the non-dimensional fundamental frequencies 
of laminated composite cylindrical shell with cutout for thickness 

change. 

فرکانس  11شکل   پایه  مقایسه  استوانهبعد  بیهای  کامپوزیتی چندلایه پوسته  ای 

 به ازای تغییر ضخامت.گشودگی دارای 

شود که اثر افزایش ضخامت )نسبت ضخامت  مشاهده می  11با توجه به شکل  

از   بیشتر  مقادیر  پایه   0.016به شعاع( در  افزایش فرکانس  ، کاهش  بعدبی   بر 

اثر افزایش نسبت ضخامت )نسبت    گشودگییابد. همچنین با افزایش ابعاد  می

بر میزان کاهش فرکانس    گشودگیای دارای  ضخامت به شعاع( پوسته استوانه

 بیشتری است.   ، مقداربعدبی  پایه 

  یعیفرکانس طبروی  بر  نسبت ضخامت به شعاع    اثر افزایش  ،12در شکل   

 است.  نشان داده شده گشودگی یدارا  یه چندلا  یتیکامپوز  ایپوسته استوانه

بعد کم بوده  بر روی فرکانس طبیعی بی  2این پارامتر تا موج محیطی    تأثیر 

افزایش ضخامت بر سفتی سازه بیشتر شده است، در نتیجه    تأثیرو بعد از آن  

بی  طبیعی  فرکانس  افزایش  پنج  باعث  افزایش  با  حقیقت  در  است.  شده  بعد 

به   [𝑫]و  [𝑩]،  [𝑨]  هایماتریسبرابری نسبت ضخامت به شعاع، هر کدام از  

ری  نتیجه دور از انتظا 9برابر گردیده که با توجه به رابطه  125و  25، 5ترتیب 

موج در  همچنین  از  نیست.  بالاتر  محیطی  𝒏های  = ضخامت  𝟐 افزایش  با   ،

-بعد نیز بیشتر می)نسبت ضخامت به شعاع( میزان افزایش فرکانس طبیعی بی

استوانه  پوسته  افزایش ضخامت  با  این،  بر  پایه شود. علاوه  بعد  بی   ای فرکانس 

  افتد.تر اتفاق میهای محیطی پایینسازه در موج

 

 
Fig. 12 Comparison of the non-dimensional natural frequencies of 

laminated composite cylindrical shell with cutout for thickness 

change, 𝐶/𝑅 = 0.4, 𝑚 = 1. 

ای کامپوزیتی چندلایه پوسته استوانهبعد  بیهای طبیعی  مقایسه فرکانس  12شکل  

C/Rبه ازای تغییر ضخامت،  گشودگی دارای  = 0.4 ، 𝑚 = 1. 

 

 گشودگی  یهندس یپارامترها  -6-2

به  مهم مربوط  پارامترهای  تعیینگشودگی  ترین  نقش  تحلیل  که  در  کننده 

استوانه پوسته  دارای  ارتعاشی  کامپوزیت  تحقیقات    گشودگیای  در  و  دارند 

باشند. در ادامه  میگشودگی  ابعاد، جهت و محل  اند،  گرفتهگذشته مورد توجه قرار  

بر فرکانس پایه در این  بررسی شده است.    بعدبی   اثر هر یک از این پارامترها 

بررسی گرفته  بخش،  صورت  استوانههای  پوسته  دارای  برای  کامپوزیت  ای 

 .است ]s2]0/90چینی و لایه 𝑀3و ماده   3شماره مشخصات هندسی  

 گشودگی ابعاد و جهت  -1- 6-2

جهت  13  شکلدر   اثر  فرکانسگشودگی  ،  استوانهبعد  بی پایه    بر  ای  پوسته 

های برابر و ضخامت ثابت نشان  با تعداد لایهگشودگی  کامپوزیتی چندلایه دارای  

 داده شده است.  

در  گشودگی  ابعاد    یش افزا   تأثیرکه  شود  ، مشاهده می 13با توجه به شکل   

 است. یشترب   یطیمح ینسبت به راستا  یطول یراستا

 
Fig. 13 Comparison of the non-dimensional fundamental frequencies 
of the laminated composite cylindrical shell with cutout for increasing 

the dimensions of the cutout in the longitudinal and circumferential 

directions. 

استوانهبعد  بی  یهپا  هایفرکانس  یسهمقا  13شکل    یهچندلا  یتیکامپوز  ایپوسته 

 .یطیو مح یطول یدر راستا گشودگیابعاد  یشافزا یبه ازا گشودگی یدارا
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 گشودگی محل قرارگیری  -2- 6-2

-پوسته استوانهبعد  پایه بی  بر فرکانس  گشودگی، اثر محل قرارگیری  14در شکل  

های برابر و  گاه ساده و تعداد لایهبا تکیه  گشودگیی کامپوزیتی چندلایه دارای  ا

 ضخامت ثابت نشان داده شده است.

برای گشودگی با اندازه ثابت، جابجایی محل گشودگی     14با توجه به شکل 

گاه ساده  ای کامپوزیتی با تکیهدر راستای طولی به سمت مرکز پوسته استوانه

شود. همچنین میزان کاهش فرکانس پایه  بعد میباعث کاهش فرکانس پایه بی 

بعد با جابجایی محل گشودگی به سمت مرکز سازه با افزایش ابعاد گشودگی،  بی

 یابد.  افزایش می 
 

 
Fig. 14 Comparison of the non-dimensional fundamental frequencies 
of the laminated composite cylindrical shell with a cutout with a 

simple support for changing the location of the cutout for its different 

dimensions (𝐶/𝑅). 

فرکانس  14شکل   پایهمقایسه  استوانه  بعدبی  های  کامپوزیتی چندلایه پوسته  ای 

گاه ساده به ازای تغییر محل قرارگیری گشودگی برای ابعاد با تکیهگشودگی  دارای  

 (.𝐶/𝑅متفاوت آن )

 گیری نتیجه -7

  یه چندلا   یتی کامپوز  ای استوانه  یهاارتعاشات آزاد پوسته  به تحلیل   مقاله   ین در ا 

تحل  یدگی بر   یدارا روش  پوسته    پرداخته  یلیبه  تعادل  معادلات  است.  شده 

استخراج    نیوتن  پوسته و با استفاده از روش   یک کلاس  یبر اساس تئور  ای استوانه

  های. مؤلفهاستشده   پوسته دو سر ساده در نظر گرفته  یمرز  شرایط.  اندشده

دوگانه نوشته    یه فور   ی صورت بسط سربه    یمرز  یط با توجه به شرا  جایی جابه

لاو در   یبتقر یه بر اساس نظر   ییجابجا -و انحنا جابجایی-کرنش روابط.  اندشده

مدل است.  شده  گرفته  بر  یساید)هو  یع توز  تابع توسط    گشودگی  سازینظر   )

استوانه پوسته  تعادل  برا  یتیکامپوز   ایمعادلات  است.  شده  گرفته  نظر    ی در 

فرکانس طب آوردن  استوانه   یعیبدست    ،گشودگی  یدارا  یتیکامپوز   ایپوسته 

گالرک از روش  استفاده  با    ی، گذارصحه  برای.  اندحل شده  ینمعادلات حرکت 

نتا  استوانه  یجابتدا  نرم  یتی کامپوز   ای پوسته    و  آباکوس  محدود  المان  افزاربا 

  ایپوسته استوانه   نتایج   سپس  و  اندشده  یسهمقا  مینهز  ین در ا   پیشین  مقالات 

بررسنرم نتایج  با    گشودگی  یدارا  یتیکامپوز آباکوس  که    یافزار  است  شده 

در پژوهش حاضر اثر پارامترهای مختلفی  . دارد وجود  هاآن ینب   یمطابقت خوب 

ارتعاشات آزاد پوسته استوانه مورد    گشودگیای کامپوزیتی چندلایه دارای  بر 

قرار گرفته است که   پژوهش  مهمبررسی  و دستاوردهای خروجی  نتایج  ترین 

 از:  اندعبارتحاضر 

بر روی  بعد  بی بررسی نتایج حاصل از تغییر خواص مواد بر فرکانس پایه   •

-ای کامپوزیتی چندلایه دارای بریدگی به همراه تعداد لایهپوسته استوانه

،  𝑀2مواد  دهد که با توجه به آن،  های یکسان و ضخامت ثابت نشان می

𝑀6 و𝑀7  باشندبعد می، به ترتیب بیشترین و کمترین فرکانس پایه بی  ،

𝐶)   گشودگیهمچنین با افزایش ابعاد   = 𝐷  بعد  بی(، مقادیر فرکانس پایه

می با  کاهش  ابعاد  یابد.  ترتیب  𝑀4و 𝑀2مواد    در  گشودگیافزایش  به   ،

کاهش فرکانس  میزان  بر    تأثیر(  %38.11)  کمترین ( و  %46.15)  بیشترین 

افتد. این موضوع بیانگر آن است که ماتریس سفتی  اتفاق میبعد  بی  پایه 

در ادامه    .  در برابر افزایش ابعاد از عملکرد بهتری برخوردار است. 𝑀4ماده  

مانند مدول الاستیسیته،   1با توجه به خواص دینامیکی مواد در جدول  

توان مشاهده کرد که مواد کامپوزیت نسبت به مواد  و ... می  پوآسونضریب  

 باشند تر برخوردار میفلزی از نتایج مطلوب

-چینی متفاوت همراه با تعداد لایهبررسی نتایج حاصل برای چهار نوع لایه •

بعد  های پایه بیبر فرکانس  افیال ه یزاو  تأثیرای یکسان و ضخامت ثابت، ه

می نشان  استوانهسازه  پوسته  در  که  دارای  دهد  چندلایه  کامپوزیتی  ای 

نسبت به سایر عملکرد بهتری )سفتی سازه    ]S2]0/90چینی  لایه  گشودگی

  تأثیر (  31.37%کمترین )  ]S2]90/0چینی  لایه  بیشتر( دارد. همچنین در

اتفاق    گشودگیافزایش ابعاد در برابر  بعدپایه بی کاهش فرکانس میزان بر 

 افتد.می

بعد  های طبیعی بی ها بر فرکانسبررسی نتایج حاصل از افزایش تعداد لایه  •

با ضخامت ثابت بر    گشودگیای کامپوزیتی چندلایه دارای  پوسته استوانه 

نسبت   𝐶حسب 

𝑅
می  بینشان  پایه  فرکانس  که  کامپوزیت  دهد  برای  بعد 

. با افزایش تعداد  باشدمیلایه و بیشتر    4کمتر از کامپوزیت با تعداد    هیدولا

-بعد کمتر میپایه بی فرکانس    لایه، میزان افزایش  4ها برای بیشتر از  لایه

ها  ردد. این موضوع بیانگر آن است که سفتی سازه با افزایش تعداد لایهگ

ابعاد   با افزایش  بهتری دارد. همچنین  ، افزایش تعداد    گشودگیعملکرد 

 تأثیراست.    تأثیربیبعد سازه  لایه( بر فرکانس پایه بی  4ها )بیشتر از  لایه

بعد کم بوده و  بر روی فرکانس طبیعی بی  2این پارامتر تا موج محیطی  

ها بر سفتی سازه بیشتر شده است، به  افزایش تعداد لایه  تأثیربعد از آن  

𝒏های محیطی بالاتر از دلیل در موج همین = ها  ، با افزایش تعداد لایه𝟐

با توجه به شکل  شود. علاوه بر این،  بعد نیز بیشتر میفرکانس طبیعی بی

بیمی پایه  فرکانس  که  دریافت  موج توان  در  𝒏محیطی    بعد سازه  = 𝟑 

 افتد. اتفاق می

فرکانس • بر  شعاع  به  طول  نسبت  تغییر  از  حاصل  نتایج  طبیعی    بررسی 

استوانهبی پوسته  دارای  بعد  چندلایه  کامپوزیتی  با    گشودگیای  همراه 

ثابت  تعداد لایه برابر و ضخامت  که  نشان میهای  افزا دهد  طول    یش اثر 

پا فرکانس  کاهش  بر  شعاع(  به  طول  بی )نسبت  م  بعد،یه  .  شودیکمتر 

افزا   ینهمچن افزا  گشودگیابعاد    یش با  م  یش اثر  بر  کاهش    یزانطول 

تر  های محیطی پاییندر موجهمچنین    .گرددیکمتر م  بعد،یه بی فرکانس پا 

𝑛از   = بعد  شعاع( فرکانس طبیعی بی، با افزایش طول )نسبت طول به  8

که با توجه به این موضوع که پارامتر طول اغلب مواقع در    یابدکاهش می

قرار میمخرج عبارت   بینی است، گرفت، قابل پیشهای معادلات تعادلی 

𝑛ولی برای موج محیطی بالاتر از   = توان از اثر نسبت طول به شعاع  ، می8

ای فرکانس پایه  یش طول پوسته استوانهنظر کرد. علاوه بر این، با افزا صرف 

 افتد.تر اتفاق میهای محیطی پایینبعد سازه در موجبی

فرکانس • بر  شعاع  به  ضخامت  نسبت  تغییر  از  حاصل  نتایج  های  بررسی 

همراه    گشودگیای کامپوزیتی چندلایه دارای  بعد پوسته استوانهطبیعی بی

تعداد لایه میبا  نشان  یکسان  )نسبت  های  افزایش ضخامت  اثر  که  دهد 

-بر افزایش فرکانس پایه بی  0.016ضخامت به شعاع( در مقادیر بیشتر از  
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اثر افزایش نسبت    گشودگییابد. همچنین با افزایش ابعاد  بعد، کاهش می 

بر    گشودگی ای دارای  ضخامت )نسبت ضخامت به شعاع( پوسته استوانه

این    تأثیربیشتری است. همچنین    بعد، مقدارمیزان کاهش فرکانس پایه بی

بعد کم بوده و بعد از  بر روی فرکانس طبیعی بی 2پارامتر تا موج محیطی 

افزایش ضخامت بر سفتی سازه بیشتر شده است، در نتیجه باعث    تأثیرآن  

های محیطی  بعد شده است. همچنین در موجافزایش فرکانس طبیعی بی

از   𝑛بالاتر  = میزان  2 شعاع(  به  ضخامت  )نسبت  ضخامت  افزایش  با   ،

شود. علاوه بر این، با افزایش  بعد نیز بیشتر میافزایش فرکانس طبیعی بی 

های محیطی  بعد سازه در موجای فرکانس پایه بیاستوانهضخامت پوسته  

 افتد.تر اتفاق میپایین

های پایه پوسته  بر فرکانس  گشودگیبررسی نتایج حاصل از تغییر جهت   •

دارای  استوانه تعداد لایه  گشودگیای کامپوزیتی چندلایه  و  با  برابر  های 

در راستای    گشودگیافزایش ابعاد    تأثیردهد که  نشان می  ضخامت ثابت

 طولی نسبت به راستای محیطی بر فرکانس پایه، بیشتر است. 

های پایه  بر فرکانس  گشودگیبررسی نتایج حاصل از تغییر محل قرارگیری  •

استوانه بی پوسته  دارای  بعد  چندلایه  کامپوزیتی  تکیه  گشودگیای  گاه  با 

برابر و ضخامت ثابت ساده و تعداد لایه اندازه ثابت    گشودگیبرای    های  با 

دهد که جابجایی محل گشودگی در راستای طولی به سمت مرکز  نشان می

-گاه ساده باعث کاهش فرکانس پایه بیای کامپوزیتی با تکیهپوسته استوانه

بعد با جابجایی محل  شود. همچنین میزان کاهش فرکانس پایه بیبعد می

 یابد ، افزایش میگشودگیگشودگی به سمت مرکز با افزایش ابعاد  

 فهرست علائم  -8
 𝐿 ایطول پوسته استوانه
 𝑅 ای شعاع پوسته استوانه

 ℎ ایضخامت پوسته استوانه

 𝐶 ای پوسته استوانه گشودگیطول 

 𝐷 ای پوسته استوانه گشودگیکمان 

 𝑥 مکانی در جهت طولی   مؤلفه

 z مکانی در جهت شعاعی   مؤلفه

} و برشی  محیطی، محوری هایجابجایی در جهت مؤلفه
𝑢
𝑣
𝑤

 

} ، محیطی و شعاعیطولیهای جهتنیرو وارد بر المان پوسته در 

𝑝𝑥
𝑃𝑦
𝑃𝑧

 

} محوری، محیطی و شعاعیهای جهتنیروی تحریک خارجی در 

𝑞𝑥
𝑞𝜃
𝑞𝑧

 

} برشی  و محیطی محوری،های جهت در نیرو هایمؤلفه

𝑁𝑥
𝑁𝜑
𝑁𝑥𝜑

 

} محوری، محیطی و برشیهای جهتگشتاور در  هایمؤلفه

𝑀𝑥

𝑀𝜑

𝑀𝑥𝜑

 

} و محیطی  محوریهای جهتنیرو برشی در  مؤلفه
𝑄𝑥
𝑄𝜑

 

 ∗𝐻𝐷 تابع توزیع )هویساید( 
 𝐻𝐷 تابع توزیع )هویساید( 

} و محیطی محوریهای جهتتابع توزیع در 
𝐻𝐷 (𝑥)
𝐻𝐷 (𝜑)

 

 𝑥𝑖 موقعیت بریدگی در جهت طولی

} و محیطی  محوریهای جهتانحنای سطح میانی در 
𝑘𝑥
°

𝑘𝜑
°  

𝑘𝑥𝜑 پیچش سطح میانی
°  

 𝑇 ماتریس تبدیل 

𝑄̅𝑖𝑗 امk نظیر لایه  یافتهکاهش ماتریس سفتی تبدیل یافته 
𝑘  

𝑄𝑖𝑗 امk نظیر لایه  یافتهکاهش ماتریس سفتی 
𝑘  

} های اصلی تک لایه کامپوزیتمدول الاستیک در جهت
𝐸11
𝐸22

 

 𝐿𝑖𝑗 ای سالم( )پوسته استوانه اپراتور دیفرانسیلی

𝐿𝑖𝑗 (گشودگیای دارای )پوسته استوانه اپراتور دیفرانسیلی
′  

 m های طولی تعداد نیم موج

 n های محیطی تعداد موج

 t زمان 

محوری  جهت  در  پوسته  مود  شکل  استوانه  ثابت  دارای  )پوسته  ای 

 (گشودگی
𝐴̅𝑚𝑛 

محیطی  جهت  در  پوسته  مود  شکل  استوانه  ثابت  دارای  )پوسته  ای 

 (گشودگی
𝐵̅𝑚𝑛 

شعاعی جهت  در  پوسته  مود  شکل  استوانه  ثابت  دارای )پوسته  ای 

 (گشودگی
𝐶𝑚̅𝑛 

 𝑇 𝑚𝑛(𝑡) یافتهتعمیم توابع زمانی در مختصات 

 𝐼1 جرم واحد سطح پوسته 

 𝑚𝑛[′𝐾] گشودگیای دارای ماتریس سفتی پوسته استوانه

 𝑚𝑛[′𝑀] گشودگیای دارای  ماتریس جرم پوسته استوانه

 یونانی علائم

 𝜑 مکانی در جهت محیطی   مؤلفه

 𝜑𝑗 در جهت محیطی گشودگیموقعیت 

 𝜃 زاویه الیاف نسبت به محور استوانه 
 𝜌𝑘 چگالی هر لایه 

 𝜎 بردار تنش
 𝜀 بردار کرنش

} محوری، محیطی و برشی  های تنشمؤلفه

𝜎𝑥
𝜎𝜑
𝜏𝑥𝜑

 

} محوری، محیطی و برشی های کرنشمؤلفه

𝜀𝑥
𝜀𝜑
𝛾𝑥𝜑

 

} سطح میانی محوری، محیطی و برشی های کرنشمؤلفه

𝜀𝑥
°

𝜀𝜑
°

𝛾𝑥𝜑
°

 

} پوآسونضرایب 
𝜐12
𝜐21

 

 𝜆 ریشه معادلات غیرخطی

 توابع مثلثاتی در جهت محوری 
𝑖
(𝑥) 

 𝜑𝑖(𝜑) توابع مثلثاتی در جهت محیطی 

 𝑚𝑛∆ (گشودگیای دارای )پوسته استوانه بردار ضرایب ثابت شکل مود

 𝜔𝑚𝑛 گشودگیای دارای فرکانس طبیعی پوسته استوانه

 ها زیرنویس

 𝑖 طولی متغیر 

 𝑗 متغیر محیطی
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 هاپیوست -9

 پیوست الف 

 

𝐿11
′  = [𝐴11𝑢,𝑥𝑥 +

2𝐴16
𝑅

𝑢,𝑥𝜙 +
𝐴66
𝑅2

𝑢,𝜙𝜙]

− 𝑯𝑫[𝑨𝟏𝟏𝒖,𝒙𝒙 +
𝟐𝑨𝟏𝟔
𝑹

𝒖,𝒙𝝓 +
𝑨𝟔𝟔
𝑹𝟐

𝒖,𝝓𝝓] 
 

𝐿12
′ = [(

𝐴12 + 𝐴66
𝑅

+
𝐵12 + 𝐵66

𝑅2
)𝑣,𝑥𝜙 + (𝐴16 +

𝐵16
𝑅
)𝑣,𝑥𝑥 + (

𝐴26
𝑅2

+
𝐵26
𝑅3
)𝑣,𝜙𝜙]

− 𝑯𝑫[(
𝑨𝟏𝟐 +𝑨𝟔𝟔

𝑹
+
𝑩𝟏𝟐 + 𝑩𝟔𝟔

𝑹𝟐
)𝒗,𝒙𝝓 + (𝑨𝟏𝟔

+
𝑩𝟏𝟔
𝑹
)𝒗,𝒙𝒙 + (

𝑨𝟐𝟔
𝑹𝟐

+
𝑩𝟐𝟔
𝑹𝟑

)𝒗,𝝓𝝓] 
 

𝐿13
′ = [−

𝐴12
𝑅
𝑤,𝑥 −

𝐴26
𝑅2

𝑤,𝜙 + 𝐵11𝑤,𝑥𝑥𝑥 + (
𝐵12 + 𝐵66

𝑅2
)𝑤,𝑥𝜙𝜙

+
2𝐵16
𝑅

𝑤,𝑥𝑥𝜙 +
𝐵26
𝑅3

𝑤,𝜙𝜙𝜙]

− 𝑯𝑫[−
𝑨𝟏𝟐
𝑹
𝒘,𝒙 −

𝑨𝟐𝟔
𝑹𝟐

𝒘,𝝓 + 𝑩𝟏𝟏𝒘,𝒙𝒙𝒙

+ (
𝑩𝟏𝟐 + 𝑩𝟔𝟔

𝑹𝟐
)𝒘,𝒙𝝓𝝓 +

𝟐𝑩𝟏𝟔
𝑹

𝒘,𝒙𝒙𝝓

+
𝑩𝟐𝟔
𝑹𝟑

𝒘,𝝓𝝓𝝓] 
 

𝐿21
′ = [(

𝐴12 + 𝐴66
𝑅

−
𝐵12 + 𝐵66

𝑅2
)𝑢,𝑥𝜙 + ( 

𝐴26
𝑅2

−
𝐵26
𝑅3
)𝑢,𝜙𝜙

+ (𝐴16 −
𝐵16
𝑅
)𝑢,𝑥𝑥]

− 𝑯𝑫[(
𝑨𝟏𝟐 + 𝑨𝟔𝟔

𝑹
−
𝑩𝟏𝟐 + 𝑩𝟔𝟔

𝑹𝟐
)𝒖,𝒙𝝓

+ ( 
𝑨𝟐𝟔
𝑹𝟐

−
𝑩𝟐𝟔
𝑹𝟑

)𝒖,𝝓𝝓 + (𝑨𝟏𝟔 −
𝑩𝟏𝟔
𝑹
)𝒖,𝒙𝒙] 

 

𝐿22
′ = [(

𝐴22
𝑅2

−
𝐷22
𝑅4
)𝑣,𝜙𝜙 + (

2𝐴26
𝑅

−
2𝐷26
𝑅3

)𝑣,𝑥𝜙 + (𝐴66 −
𝐷66
𝑅2
)𝑣,𝑥𝑥)]

− 𝑯𝑫[(
𝑨𝟐𝟐
𝑹𝟐

−
𝑫𝟐𝟐
𝑹𝟒

)𝒗,𝝓𝝓

+ (
𝟐𝑨𝟐𝟔
𝑹

−
𝟐𝑫𝟐𝟔
𝑹𝟑

)𝒗,𝒙𝝓 + (𝑨𝟔𝟔 −
𝑫𝟔𝟔
𝑹𝟐

)𝒗,𝒙𝒙)] 

𝐿23
′ = [(

𝐵22
𝑅3

−
𝐴22
𝑅2
)𝑤,𝜙 + (

𝐵26
𝑅2

−
𝐴26
𝑅
)𝑤,𝑥

+ (
𝐵12 +𝐵66

𝑅
−
𝐷12 +𝐷66

𝑅2
)𝑤,𝑥𝑥𝜙

+ (
𝐵22
𝑅3

−
𝐷22
𝑅4
)𝑤,𝜙𝜙𝜙 + (

2𝐵26
𝑅2

−
2𝐷26
𝑅3

)𝑤,𝑥𝜙𝜙

+ (𝐵16 −
𝐷16
𝑅
)𝑤,𝑥𝑥𝑥]

− 𝑯𝑫[(
𝑩𝟐𝟐
𝑹𝟑

−
𝑨𝟐𝟐
𝑹𝟐
)𝒘,𝝓 + (

𝑩𝟐𝟔
𝑹𝟐

−
𝑨𝟐𝟔
𝑹
)𝒘,𝒙

+ (
𝑩𝟏𝟐 + 𝑩𝟔𝟔

𝑹
−
𝑫𝟏𝟐 +𝑫𝟔𝟔

𝑹𝟐
)𝒘,𝒙𝒙𝝓

+ (
𝑩𝟐𝟐
𝑹𝟑

−
𝑫𝟐𝟐
𝑹𝟒

)𝒘,𝝓𝝓𝝓 + (
𝟐𝑩𝟐𝟔
𝑹𝟐

−
𝟐𝑫𝟐𝟔
𝑹𝟑

)𝒘,𝒙𝝓𝝓

+ (𝑩𝟏𝟔 −
𝑫𝟏𝟔
𝑹
)𝒘,𝒙𝒙𝒙] 

 

𝐿13
′ = [(

𝐴12
𝑅
)𝑢,𝑥 + 𝐵11𝑢,𝑥𝑥𝑥 + (

𝐴26
𝑅2
)𝑢,𝜙 +

3𝐵16
𝑅

𝑢,𝑥𝑥𝜙

+ (
𝐵12 + 2𝐵66

𝑅2
)𝑢,𝑥𝜙𝜙 +

𝐵26
𝑅3

𝑢,𝜙𝜙𝜙]

− 𝑯𝑫[(
𝑨𝟏𝟐
𝑹
)𝒖,𝒙 +𝑩𝟏𝟏𝒖,𝒙𝒙𝒙 + (

𝑨𝟐𝟔
𝑹𝟐
)𝒖,𝝓

+
𝟑𝑩𝟏𝟔
𝑹

𝒖,𝒙𝒙𝝓 + (
𝑩𝟏𝟐 + 𝟐𝑩𝟔𝟔

𝑹𝟐
)𝒖,𝒙𝝓𝝓

+
𝑩𝟐𝟔
𝑹𝟑

𝒖,𝝓𝝓𝝓] 

 
 

𝐿32
′ = [(

𝐴22
𝑅2

+
𝐵22
𝑅3
)𝑣,𝜙 + (

𝐵12 + 2𝐵66
𝑅

+
𝐷12 + 2𝐷66

𝑅2
)𝑣,𝑥𝑥𝜙

+ (
𝐴26
𝑅
+
𝐵26
𝑅2
)𝑣,𝑥 + (

3𝐵26
𝑅2

+
3𝐷26
𝑅3

)𝑣,𝑥𝜙𝜙

+ (
𝐵22
𝑅3

+
𝐷22
𝑅4
)𝑣,𝜙𝜙𝜙 + (𝐵16 +

𝐷16
𝑅
)𝑣,𝑥𝑥𝑥]

− 𝑯𝑫[(
𝑨𝟐𝟐
𝑹𝟐

+
𝑩𝟐𝟐
𝑹𝟑

)𝒗,𝝓

+ (
𝑩𝟏𝟐 + 𝟐𝑩𝟔𝟔

𝑹
+
𝑫𝟏𝟐 + 𝟐𝑫𝟔𝟔

𝑹𝟐
)𝒗,𝒙𝒙𝝓

+ (
𝑨𝟐𝟔
𝑹
+
𝑩𝟐𝟔
𝑹𝟐

)𝒗,𝒙 + (
𝟑𝑩𝟐𝟔
𝑹𝟐

+
𝟑𝑫𝟐𝟔
𝑹𝟑

)𝒗,𝒙𝝓𝝓

+ (
𝑩𝟐𝟐
𝑹𝟑

+
𝑫𝟐𝟐
𝑹𝟒

)𝒗,𝝓𝝓𝝓 + (𝑩𝟏𝟔 +
𝑫𝟏𝟔
𝑹
)𝒗,𝒙𝒙𝒙] 

 

𝐿33
′ = [(−

𝐴22
𝑅2
)𝑤 + 𝐷11𝑤,𝑥𝑥𝑥𝑥 + (

2𝐷12 + 2𝐷66
𝑅2

)𝑤,𝑥𝑥𝜙𝜙

+ (−
𝐵26
𝑅2
)𝑤,𝑥𝜙 +

3𝐷16
𝑅

𝑤,𝑥𝑥𝑥𝜙 +
3𝐷26
𝑅3

𝑤,𝑥𝜙𝜙𝜙

+
𝐷22
𝑅4

𝑤,𝜙𝜙𝜙𝜙]

− 𝑯𝑫[(−
𝑨𝟐𝟐
𝑹𝟐
)𝒘 +𝑫𝟏𝟏𝒘,𝒙𝒙𝒙𝒙

+ (
𝟐𝑫𝟏𝟐 + 𝟐𝑫𝟔𝟔

𝑹𝟐
)𝒘,𝒙𝒙𝝓𝝓 + (−

𝑩𝟐𝟔
𝑹𝟐

)𝒘,𝒙𝝓

+
𝟑𝑫𝟏𝟔
𝑹

𝒘,𝒙𝒙𝒙𝝓 +
𝟑𝑫𝟐𝟔
𝑹𝟑

𝒘,𝒙𝝓𝝓𝝓 +
𝑫𝟐𝟐
𝑹𝟒

𝒘,𝝓𝝓𝝓𝝓] 

 

 پیوست ب 

𝐾11
′ = ∫ ∫ ∫ [[𝐴11𝑢,𝑥𝑥 +

2𝐴16
𝑅

𝑢,𝑥𝜙 +
𝐴66
𝑅2

𝑢,𝜙𝜙]

ℎ

2

−
ℎ

2

2𝜋

0

𝐿

0

−𝑯𝑫[𝑨𝟏𝟏𝒖,𝒙𝒙 +
𝟐𝑨𝟏𝟔
𝑹

𝒖,𝒙𝝓

+
𝑨𝟔𝟔
𝑹𝟐

𝒖,𝝓𝝓]] 𝛷𝑢 𝑑𝑥𝑑𝜑𝑑𝑧 

𝐾12
′ = ∫ ∫ ∫ [[(

𝐴12 + 𝐴66
𝑅

+
𝐵12 + 𝐵66

𝑅2
)𝑣,𝑥𝜙 + (𝐴16 +

𝐵16
𝑅
)𝑣,𝑥𝑥

ℎ

2

−
ℎ

2

2𝜋

0

𝐿

0

+ (
𝐴26
𝑅2

+
𝐵26
𝑅3
)𝑣,𝜙𝜙]

− 𝑯𝑫[(
𝑨𝟏𝟐 +𝑨𝟔𝟔

𝑹
+
𝑩𝟏𝟐 + 𝑩𝟔𝟔

𝑹𝟐
)𝒗,𝒙𝝓 + (𝑨𝟏𝟔

+
𝑩𝟏𝟔
𝑹
)𝒗,𝒙𝒙 + (

𝑨𝟐𝟔
𝑹𝟐

+
𝑩𝟐𝟔
𝑹𝟑

)𝒗,𝝓𝝓]]𝛷𝑢 𝑑𝑥𝑑𝜑𝑑𝑧 

 

𝐾13
′ = ∫ ∫ ∫ [[−

𝐴12
𝑅
𝑤,𝑥 −

𝐴26
𝑅2

𝑤,𝜙 +𝐵11𝑤,𝑥𝑥𝑥

ℎ

2

−
ℎ

2

2𝜋

0

𝐿

0

+ (
𝐵12 + 𝐵66

𝑅2
)𝑤,𝑥𝜙𝜙 +

2𝐵16
𝑅

𝑤,𝑥𝑥𝜙 +
𝐵26
𝑅3

𝑤,𝜙𝜙𝜙]

− 𝑯𝑫[−
𝑨𝟏𝟐
𝑹
𝒘,𝒙 −

𝑨𝟐𝟔
𝑹𝟐

𝒘,𝝓 + 𝑩𝟏𝟏𝒘,𝒙𝒙𝒙

+ (
𝑩𝟏𝟐 + 𝑩𝟔𝟔

𝑹𝟐
)𝒘,𝒙𝝓𝝓 +

𝟐𝑩𝟏𝟔
𝑹

𝒘,𝒙𝒙𝝓

+
𝑩𝟐𝟔
𝑹𝟑

𝒘,𝝓𝝓𝝓]]𝛷𝑢 𝑑𝑥𝑑𝜑𝑑𝑧 

𝐾21
′ = ∫ ∫ ∫ [[(

𝐴12 + 𝐴66
𝑅

−
𝐵12 +𝐵66

𝑅2
)𝑢,𝑥𝜙

ℎ

2

−
ℎ

2

2𝜋

0

𝐿

0

+ ( 
𝐴26
𝑅2

−
𝐵26
𝑅3
)𝑢,𝜙𝜙 + (𝐴16 −

𝐵16
𝑅
)𝑢,𝑥𝑥]

− 𝑯𝑫[(
𝑨𝟏𝟐 + 𝑨𝟔𝟔

𝑹
−
𝑩𝟏𝟐 + 𝑩𝟔𝟔

𝑹𝟐
)𝒖,𝒙𝝓

+ ( 
𝑨𝟐𝟔
𝑹𝟐

−
𝑩𝟐𝟔
𝑹𝟑

)𝒖,𝝓𝝓

+ (𝑨𝟏𝟔 −
𝑩𝟏𝟔
𝑹
)𝒖,𝒙𝒙]]𝛷𝑣 𝑑𝑥𝑑𝜑𝑑𝑧 
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𝐾22
′ = ∫ ∫ ∫ [[(

𝐴22
𝑅2

−
𝐷22
𝑅4
)𝑣,𝜙𝜙 + (

2𝐴26
𝑅

−
2𝐷26
𝑅3

)𝑣,𝑥𝜙 + (𝐴66

ℎ

2

−
ℎ

2

2𝜋

0

𝐿

0

−
𝐷66
𝑅2
)𝑣,𝑥𝑥)]

− 𝑯𝑫[(
𝑨𝟐𝟐
𝑹𝟐

−
𝑫𝟐𝟐
𝑹𝟒

)𝒗,𝝓𝝓

+ (
𝟐𝑨𝟐𝟔
𝑹

−
𝟐𝑫𝟐𝟔
𝑹𝟑

)𝒗,𝒙𝝓 + (𝑨𝟔𝟔

−
𝑫𝟔𝟔
𝑹𝟐

)𝒗,𝒙𝒙)]]𝛷𝑣 𝑑𝑥𝑑𝜑𝑑𝑧 

 
 
 

𝐾23
′ = ∫ ∫ ∫ [[(

𝐵22
𝑅3

−
𝐴22
𝑅2
)𝑤,𝜙 + (

𝐵26
𝑅2

−
𝐴26
𝑅
)𝑤,𝑥

ℎ

2

−
ℎ

2

2𝜋

0

𝐿

0

+ (
𝐵12 +𝐵66

𝑅
−
𝐷12 +𝐷66

𝑅2
)𝑤,𝑥𝑥𝜙

+ (
𝐵22
𝑅3

−
𝐷22
𝑅4
)𝑤,𝜙𝜙𝜙 + (

2𝐵26
𝑅2

−
2𝐷26
𝑅3

)𝑤,𝑥𝜙𝜙

+ (𝐵16 −
𝐷16
𝑅
)𝑤,𝑥𝑥𝑥]

− 𝑯𝑫[(
𝑩𝟐𝟐
𝑹𝟑

−
𝑨𝟐𝟐
𝑹𝟐
)𝒘,𝝓 + (

𝑩𝟐𝟔
𝑹𝟐

−
𝑨𝟐𝟔
𝑹
)𝒘,𝒙

+ (
𝑩𝟏𝟐 + 𝑩𝟔𝟔

𝑹
−
𝑫𝟏𝟐 +𝑫𝟔𝟔

𝑹𝟐
)𝒘,𝒙𝒙𝝓

+ (
𝑩𝟐𝟐
𝑹𝟑

−
𝑫𝟐𝟐
𝑹𝟒

)𝒘,𝝓𝝓𝝓 + (
𝟐𝑩𝟐𝟔
𝑹𝟐

−
𝟐𝑫𝟐𝟔
𝑹𝟑

)𝒘,𝒙𝝓𝝓

+ (𝑩𝟏𝟔 −
𝑫𝟏𝟔
𝑹
)𝒘,𝒙𝒙𝒙]] 

𝐾31
′ = ∫ ∫ ∫ [[(

𝐴12
𝑅
)𝑢,𝑥 + 𝐵11𝑢,𝑥𝑥𝑥 + (

𝐴26
𝑅2
)𝑢,𝜙 +

3𝐵16
𝑅

𝑢,𝑥𝑥𝜙

ℎ

2

−
ℎ

2

2𝜋

0

𝐿

0

+ (
𝐵12 + 2𝐵66

𝑅2
)𝑢,𝑥𝜙𝜙 +

𝐵26
𝑅3

𝑢,𝜙𝜙𝜙]

− 𝑯𝑫[(
𝑨𝟏𝟐
𝑹
)𝒖,𝒙 +𝑩𝟏𝟏𝒖,𝒙𝒙𝒙 + (

𝑨𝟐𝟔
𝑹𝟐
)𝒖,𝝓

+
𝟑𝑩𝟏𝟔
𝑹

𝒖,𝒙𝒙𝝓 + (
𝑩𝟏𝟐 + 𝟐𝑩𝟔𝟔

𝑹𝟐
)𝒖,𝒙𝝓𝝓

+
𝑩𝟐𝟔
𝑹𝟑

𝒖,𝝓𝝓𝝓]] 𝛷𝑤 𝑑𝑥𝑑𝜑𝑑𝑧 

𝐾32
′ = ∫ ∫ ∫ [[(

𝐴22
𝑅2

+
𝐵22
𝑅3
)𝑣,𝜙

ℎ

2

−
ℎ

2

2𝜋

0

𝐿

0

+ (
𝐵12 + 2𝐵66

𝑅
+
𝐷12 + 2𝐷66

𝑅2
)𝑣,𝑥𝑥𝜙

+ (
𝐴26
𝑅
+
𝐵26
𝑅2
)𝑣,𝑥 + (

3𝐵26
𝑅2

+
3𝐷26
𝑅3

)𝑣,𝑥𝜙𝜙

+ (
𝐵22
𝑅3

+
𝐷22
𝑅4
)𝑣,𝜙𝜙𝜙 + (𝐵16 +

𝐷16
𝑅
)𝑣,𝑥𝑥𝑥]

− 𝑯𝑫[(
𝑨𝟐𝟐
𝑹𝟐

+
𝑩𝟐𝟐
𝑹𝟑

)𝒗,𝝓

+ (
𝑩𝟏𝟐 + 𝟐𝑩𝟔𝟔

𝑹
+
𝑫𝟏𝟐 + 𝟐𝑫𝟔𝟔

𝑹𝟐
)𝒗,𝒙𝒙𝝓

+ (
𝑨𝟐𝟔
𝑹
+
𝑩𝟐𝟔
𝑹𝟐

)𝒗,𝒙 + (
𝟑𝑩𝟐𝟔
𝑹𝟐

+
𝟑𝑫𝟐𝟔
𝑹𝟑

)𝒗,𝒙𝝓𝝓

+ (
𝑩𝟐𝟐
𝑹𝟑

+
𝑫𝟐𝟐
𝑹𝟒

)𝒗,𝝓𝝓𝝓 + (𝑩𝟏𝟔 +
𝑫𝟏𝟔
𝑹
)𝒗,𝒙𝒙𝒙]] 

𝐾33
′ = ∫ ∫ ∫ [[(−

𝐴22
𝑅2
)𝑤 + 𝐷11𝑤,𝑥𝑥𝑥𝑥 + (

2𝐷12 + 2𝐷66
𝑅2

)𝑤,𝑥𝑥𝜙𝜙

ℎ

2

−
ℎ

2

2𝜋

0

𝐿

0

+ (−
𝐵26
𝑅2
)𝑤,𝑥𝜙 +

3𝐷16
𝑅

𝑤,𝑥𝑥𝑥𝜙 +
3𝐷26
𝑅3

𝑤,𝑥𝜙𝜙𝜙

+
𝐷22
𝑅4

𝑤,𝜙𝜙𝜙𝜙]

− 𝑯𝑫[(−
𝑨𝟐𝟐
𝑹𝟐
)𝒘 +𝑫𝟏𝟏𝒘,𝒙𝒙𝒙𝒙

+ (
𝟐𝑫𝟏𝟐 + 𝟐𝑫𝟔𝟔

𝑹𝟐
)𝒘,𝒙𝒙𝝓𝝓 + (−

𝑩𝟐𝟔
𝑹𝟐

)𝒘,𝒙𝝓

+
𝟑𝑫𝟏𝟔
𝑹

𝒘,𝒙𝒙𝒙𝝓 +
𝟑𝑫𝟐𝟔
𝑹𝟑

𝒘,𝒙𝝓𝝓𝝓 +
𝑫𝟐𝟐
𝑹𝟒

𝒘,𝝓𝝓𝝓𝝓]] 

 

 پیوست ج 

𝑀11
′ = ∫ ∫ ∫ [𝜌𝑘 −𝑯𝑫 ∗ 𝝆𝒌]

ℎ

2

−
ℎ

2

2𝜋

0

𝐿

0

𝛷𝑢 𝑑𝑥𝑑𝜑𝑑𝑧 

𝑀12
′ = 0 

𝑀13
′ = 0 

𝑀21
′ = 0 

𝑀22
′ = ∫ ∫ ∫ [𝜌𝑘 −𝑯𝑫 ∗ 𝝆𝒌]

ℎ

2

−
ℎ

2

2𝜋

0

𝐿

0

𝛷𝑣 𝑑𝑥𝑑𝜑𝑑𝑧 

𝑀23
′ = 0 

𝑀31
′ = 0 

𝑀32
′ = 0 

𝑀33
′ = ∫ ∫ ∫ [𝜌𝑘 −𝑯𝑫 ∗ 𝝆𝒌]

ℎ

2

−
ℎ

2

2𝜋

0

𝐿

0

𝛷𝑤 𝑑𝑥𝑑𝜑𝑑𝑧 
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