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In this article, the analysis of a simply supported viscoelastic Bernoulli 

beam under a dynamic transverse loading combined with a compressive 

axial load was discussed. The applied dynamic transverse load was 

considered a non-harmonic load with an exponential decreasing function 

over time, and the applied axial load was considered constant 

compressive. This study investigated the effect of a specific decreasing 

transverse load and introduced, formulated, and proved the phenomenon 

of non-harmonic resonance of the viscoelastic beam, for the first time. The 

stress-strain relationship of the linear viscoelastic material was expressed 

according to the Boltzmann integral law. The relaxation function of the 

viscoelastic material was defined based on two terms of the Prony series. 

The displacement field was approximated by the product of two functions, 

a known spatial function and a time function with unknown coefficients. 

Using the principle of virtual work, the formulation of the viscoelastic 

beam was extracted. Then, utilizing the Laplace transform, the unknown 

coefficients of the time function were calculated. Finally, the displacement 

field of the viscoelastic beam was expressed in the time and space 

domains. To validate the results, Abaqus software was used for beam 

modeling. In the numerical results section, the effect of different 

viscoelastic material parameters and different loads on the displacement 

of the viscoelastic beam was investigated. Also, the occurrence time of the 

non-harmonic resonance, and the ratio of the maximum displacement at 

the resonance time to the displacement at time zero were calculated. 
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غيرهارمونيک تير ویسکوالاستيک تحت بارتشدید  عرضی دیناميکی کاهشی در طول  

 زمان، توأم با بار محوري فشاري 
 *2نسرین جعفري ،1آرمين هاتف نيا

  کارشناس ارشد، دانشکده مهندسی عمران، دانشگاه صنعتی اصفهان، اصفهان، ایران -1

 اصفهان، اصفهان، ایراناستادیار، دانشکده مهندسی عمران، دانشگاه صنعتی  -2

 چکيده
در این مقاله به تحليل تير برنولی ویسکوالاستيک دو سر مفصل تحت یک بارگذاري عرضی دیناميکی توأم با بار محوري فشاري پرداخته 

شد. بار عرضی دیناميکی اعمالی به صورت یک بار غير هارمونيک، داراي تابع نمایی و کاهشی در طول زمان، و بار محوري اعمالی به 

عرضی نمایی کاهشی خاص را مورد بررسی قرار داد و تأثير یک بار ر نظر گرفته شد. این مطالعه براي اولين بار صورت فشاري و ثابت د

کرنش ماده ویسکوالاستيک خطی -ي تنشپدیده تشدید غير هارمونيک تير ویسکوالاستيک را معرفی، فرمول بندي و اثبات کرد. رابطه

 تابع آسودگی ماده ویسکوالاستيک بر اساس دو جمله از سري پرونی تعریف شد. ميدانشد.  درنظرگرفته شده، طبق انتگرال بولتزمن بيان

رابطه از استفاده یک تابع زمانی داراي ضرایب مجهول تقریب زده شد. با و مکانی معلوم تابع، یک تابع دو ضرب حاصل حسب بر جابجایی

فرمول بندي تير ویسکوالاستيک استخراج شد و سپس به کمک تبدیل لاپلاس، ضرایب مجهول تابع زمان محاسبه گردید.  مجازي، کار ي

ميدان جابجایی تير ویسکوالاستيک بصورت صریح در حوزه زمان و مکان بيان شد. به منظور صحت سنجی نتایج، از مدلسازي در نهایت 

هاي ه شد. در قسمت نتایج عددي، تأثير پارامترهاي مختلف ماده ویسکوالاستيک و بارگذاريتير مربوطه توسط نرم افزار آبکوس استفاد

مختلف بر روي جابجایی تير ویسکوالاستيک مورد بررسی قرار گرفت. همچنين زمان وقوع پدیده تشدید غير هارمونيک، و نسبت دامنه 

 ه گردید.بيشترین جابجایی در لحظه تشدید به جابجایی در لحظه صفر محاسب
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 مقدمه -1

تاکنون در مقالات متعددي، تحليل هاي استاتيکی، کمانش و ارتعاش براي تير برنولی ویسکوالاستيک بررسی شده است. رنسيس 

یک مدل المان محدود براي تير برنولی ویسکوالاستيک با رویکرد نموي ارائه دادند که در آن تغييرات کرنش خزشی در طول  ]1[و همکاران 

بر اساس روابط موجود در تئوري هاي تير  ]2[شد. وانگ و همکاران وهاي فرضی براي گام بعدي در نظر گرفته مییک گام زمانی بعنوان نير

اي بين خمش و برش این دو نوع تير با خواص ویسکوالاستيک تحت بار شبه استاتيکی بدست آوردند، سپس به برنولی و تيموشنکو، رابطه

به بررسی ارتعاش  ]1[براي خيز بين آنها در حوزه زمان ارائه دادند. کوجاتورک و شيمشک  ايکمک تبدیل لاپلاس و معکوس آن، رابطه

به بررسی  ]0[پرداختند. صالحی و انصاري  هاي ميانی تحت بار هارمونيک متحرک عرضی یک تير برنولی ویسکوالاستيک با تکيه گاه

معادلات حاکم بر  یو انتگرال یليفرانسیشان هر دو شکل دیپرداختند. ا یک خطيسکوالاستیموشنکو با خواص ويو ت یبرنول يهاريکمانش ت

فقط به حل معادلات دیفرانسيل با استفاده از تکنيک عددي تفاضل محدود با فرض مدل ویسکوالاستيک ماده به رها را بدست آوردند. اما يت

هاي رفتار مواد ویسکوالاستيک خطی پرداختند. ایشان دادهبه بررسی محدودیت ]0[صورت جامد کلوین پرداختند. استارکووا و انيسکویچ 

هاي مختلف کرنش ثابت و تحت شرایط مختلف اعم از تنش، دما و رطوبت استخراج هاي تجربی را در زمينه کشش و خزش کششی با نرخ

اختند. ایشان رفتار وابسته به زمان مواد به تحليل استاتيکی تير برنولی ویسکوالاستيک به روش اجزا محدود پرد ]0[کردند. ارول و همکاران 

به  ]0[را به کمک سري پرونی بيان کردند و براي تشکيل فرمول بندي المان محدود از توابع شکل خطی استفاده کردند. آروین و همکاران 

ي مرتبه بالاتر تير ساندویچی ایشان تئور .بررسی عددي ارتعاش آزاد و اجباري تير ساندویچی کامپوزیت با هسته ویسکوالاستيک پرداختند

هاي عرضی مستقل در دو وجه و تغييرات خطی در عمق هسته تير، با با وجوه مرکب و هسته ویسکوالاستيک را با در نظر گرفتن جابجایی

و تيموشنکوي به فرمول بندي المان محدود شبه استاتيکی غيرخطی براي تيرهاي برنولی  ]8[فرضيات برنولی استخراج کردند. پایت و ردي 

هاي المان محدود با فرم ضعيف براي خمش شبه استاتيکی غيرخطی و از اصل کار مجازي براي ویسکوالاستيک پرداختند. ایشان از مدل

به تحليل شبه  ]0[خواص مکانيکی تيرهاي ویسکوالاستيک را خطی در نظر گرفتند. یاو و همکاران  توسعه روابط استفاده کردند. همچنين

 ]17[اي پرداختند. لی و همکاران ی تير برنولی ویسکوالاستيک توسط مشتق کسري مدل ویسکوالاستيک کلوین تحت بار جانبی پلهاستاتيک

هاي چند لایه با لایه ميانی ویسکوالاستيک پرداختند. ایشان براي یک مدل ساده، مواد ویسکوالاستيک را به تحليل رفتار وابسته به زمان تير

اندارد خطی جامد و براي مدول الاستيک هر لایه، تغييرات خطی را بواسطه ضخامت تحت یک بار یکنواخت توزیع شده بوسيله مدل است

یک روش تکرار تغييرات اصلاح شده را براي تحليل تير برنولی ویسکوالاستيک معرفی کرد. او از انتگرال ارثی  ]11[ثابت نشان دادند. مارتين 

براي حل  یسکوالاستيک استفاده کرد. همچنين از روش گالرکين و شکل اصلاح شده روش تکرار متغيرکرنش مواد و-براي رابطه تنش

هاي برنولی ویسکوالاستيک روش جدیدي براي حل معادلات تشکيل دهنده تير ]12[معادلات حوزه زمان استفاده نمود. یو و همکاران 

اي لژاندر در حوزه زمان به یک ی ویسکوالاستيک را با استفاده از یک چند جملهمرتبه کسري ارائه دادند. ایشان معادله سازنده تير برنول

اي و هارمونيک مورد بررسی قرار دادند. وانگ و همکاران هاي عرضی پلهمعادله ماتریسی تبدیل کردند. همچنين جابجایی تير را تحت بار

کردند.  یمختلف بررس يط مرزیو شرا یکيتنش تحت بار شبه استات ر شکل ويي، تغییجابجاتير برنولی ویسکوالاستيک را از لحاظ  ]11[

 ایجاد کردند. ویت-هاي رئولوژیکی ساختاري کسري مختلف تير برنولی ویسکوالاستيک را بر اساس مدل مشتق کسري کلوینمدلشان یا

ستيک جهت پيش بينی رفتار مکانيک آن به تحليل دقيق تيرهاي دو سر مفصل چندلایه با لایه ميانی ویسکوالا ]10[پنگ وو و همکاران 

سازي نمودند و رابطه سازنده آن را بصورت ایشان خاصيت ویسکوالاستيک لایه ميانی را توسط مدل جامد خطی استاندارد شبيه پرداختند.

برنولی بررسی کرد. او به  ارتعاش آزاد تير ویسکوالاستيک خطی یک سر گيردار را با فرض تئوري ]10[انتگرال کانولوشن بيان کردند. جولی 

به بررسی تير  ]10[بررسی تأثير پارامترهاي ماده و هندسه تير بر ارتعاش آزاد تير برنولی ویسکوالاستيک پرداخت. فيليپی و کارِرا 

کرنش و خواص ماده  -ویسکوالاستيک به روش اجزا محدود بر اساس مفروضات سينماتيکی مختلف پرداختند. ایشان رابطه تنش

کوالاستيک را به ترتيب براساس انتگرال بولتزمن و سري پرونی تعریف کردند. همچنين ایشان معادلات حاکم را در حوزه لاپلاس به ویس

 دست آوردند و سپس از طریق یک روش وارونگی عددي روابط را در حوزه زمان استخراج کردند. 
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دهد مان با بار محوري ثابت، یک تشدید غير هارمونيک رخ میاما براي حالتی که در تيري تحت بارگذاري عرضی دیناميکی همز

است که در آن، جعفري به بررسی تشدید  ]10[تا کنون تحقيقی صورت نگرفته است. تنها تحقيق انجام شده در این زمينه مربوط به مرجع 

غيرهارمونيک تير برنولی، تير تيموشنکو و ورق نسبتاً ضخيم ویسکوالاستيک، صرفاً تحت بار عرضی دیناميکی کاهشی نمایی پرداخته است. 

ي فشاري ثابت پرداخته است. لذا مقاله حاضر به تحليل تير برنولی ویسکوالاستيک دو سر مفصل، تحت بار عرضی دیناميکی توأم با بار محور

عرضی دیناميکی غير هارمونيک، که به صورت تابع نمایی و داراي روند کاهشی در طی زمان تأثير یک بار در این مطالعه براي اولين بار 

غير هارمونيک  باشد، توآم با یک بار محوري فشاري بر روي جابجایی تير ویسکوالاستيک مورد بررسی قرار گرفت. همچنين پدیده تشدیدمی

تير برنولی ویسکوالاستيک معرفی، فرمول بندي و اثبات شد. به علاوه زمان وقوع پدیده تشدید غيرهارمونيک، و نسبت دامنه بيشترین 

 تابع تعریف باکرنش طبق انتگرال بولتزمن بيان شد.  -ي تنشجابجایی در لحظه تشدید به جابجایی در لحظه صفر محاسبه شد. رابطه

پواسون در حوزه زمان تعيين  الاستيسيته و ضریب مدول روابط بالک، کردن مدول فرض ثابت و بصورت دو جمله از سري پرونی آسودگی

 از استفاده با یک تابع زمانی داراي ضرایب مجهول، و معلوم و مکانی تابع، یک تابع دو ضرب حاصل حسب بر جابجایی تقریب ميدان با شد.

فرمول بندي تير برنولی ویسکوالاستيک در حوزه زمان استخراج شد. سپس به کمک تبدیل لاپلاس و متحد قراردادن  مجازي کار يرابطه

جملات، ضرایب مجهول تابع زمان محاسبه شد و ميدان جابجایی تير برنولی ویسکوالاستيک بصورت صریح در حوزه زمان استخراج شد. 

رم افزار آبکوس استفاده گردید. در قسمت نتایج عددي، تأثير پارامترهاي مختلف ماده براي صحت سنجی نتایج از مدلسازي تير توسط ن

 ویسکوالاستيک و بارگذاري بر روي جابجایی تير ویسکوالاستيک مورد بررسی قرار گرفت.

ابت پرداخته ابتدا به استخراج ميدان جابجایی تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بار عرضی استاتيکی و بار محوري ث 2در قسمت 

 1شود. در قسمت شود. سپس ميدان جابجایی تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بار عرضی دیناميکی و بار محوري ثابت استخراج میمی

 شود.گيري مقاله پرداخته میبه جمع بندي و نتيجه 0شود. و در نهایت در قسمت صحت سنجی و تحليل نتایج ارائه می

 فرمول بندي -2

 برنولی ویسکوالاستيک تحت بار عرضی استاتيکی و بار محوري فشاري ثابت تير -1-2

 :]18[نوشت  (1)معادله تير برنولی تحت بارهاي ثابت عرضی و محوري فشاري را می توان بصورت معادله 

2 2 2

2 2 2

M w w
p m q

x x t

  
  

  
 

(1) 

 (.1باشد )شکل بار عرضی می qخيز تير و  w وزن در واحد طول، mبار محوري فشاري،  pلنگر خمشی،  M(، 1) رابطهدر 

 
 : تير تحت بارگذاري عرضی و محوري فشاري . 1شکل

 شود:در نظر گرفته می (2) لنگر خمشی با توجه به رابطه

( , , ) d
A

M x y t y A  
(2) 
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 :]10[شود ( بيان می1) کرنش مواد ویسکوالاستيک خطی براساس انتگرال بولتزمن به صورت رابطه-تنش يرابطه

0

( , , ) ( ) (0) ( ) ( )d

t

x y t E t E t        
(1) 

) (،1) در رابطه )E t  باشد.زمان میمدول الاستيسيته وابسته به 

 شود:نوشته می (0) رابطهبصورت  wو خيز  بين کرنش در تير برنولی رابطه

2

2

( , )
( , , )

w x t
x y t y

x



 


 

(0) 

توان هاي مفصلی، و با استفاده از روش جداسازي متغيرها، خيز تير را می با در نظر گرفتن شرایط مرزي تير به صورت تکيه گاه

 بيان کرد:( 0) رابطهتوسط 

( , ) ( )sin
x

w x t F t
l


 

(0) 

باشد، به منظور سادگی . از آنجایی که هدف این مقاله استخراج صریح تابع زمان میباشدتابع زمان می 𝐹(𝑡)(، 0) رابطهدر 

sinمحاسبات، تابع مکان به فرم کامل خود یعنی 
x

l


  سري مکانی، اول اعمال نشده و فقط ترمsin

x

l

.در نظر گرفته شده است ، 

 شود:درنظر گرفته می (0) رابطهمدول الاستيسيته وابسته به زمان بصورت 

0( ) ( )E t E t (0) 

)(، 0) رابطهدر  )t  تابع آسودگی ماده ویسکوالاستيک و
0E ،مدول الاستيسيته در زمان صفر

0 ( 0)E E t باشد.، می 

 :]27[توان براساس دو جمله از سري پرونی بصورت زیر نوشت تابع آسودگی را می

1 2 1 2( ) ,         1,         1/t

st c c e c c t      (0)  

 (،0) رابطهدر 
1c  و

2c  پارامترهاي ثابت و
st باشد.زمان آسودگی ماده ویسکوالاستيک می 

 :شودمی( حاصل 8) رابطه، (1) رابطهدر  (2-0)با جایگذاري روابط 

4 4 2

0 0

4 4 2

0

( ) (0) ( ) ( )d ( ) ( )

t
E I E I

t F t F pF t mF t q
l l l

  
         

(8) 

2d(، 8) در رابطه
A

I y A  باشد.ممان اینرسی تير می  

 شود:بار فشاري ثابت بصورت زیر در نظر گرفته می

2

0

1 12
,         ,         0 1e e

E I
p p p

l


     

(0) 

 (،0) در رابطه
ep  برابر با بار اویلر در لحظه صفر و

1 باشد.مقداري ثابت می 

 شود:( حاصل می17) رابطه(، 8) در رابطه( 0) با جایگذاري رابطه

1 02

0

( )
( ) (0) ( ) ( )d - ( )

t
F t

t F t F F t q        
 

(17) 
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 که در آن:

44
2 0

0 4 4

0

,         
E Iql

q
E I ml




   

(11) 

1sباشد. با در نظر گرفتن حل همگن این رابطه دو ریشه نمایی یک معادله ناهمگن می (17) رابطه te  0وs te آید. بدست می
1s  در

محاسبه شده است. همچنين  1-پيوست
0s  در نتيجه شودمیدر نظر گرفته  ]21[با توجه به مقدار بدست آمده توسط جعفري و ازهري .

 :شودمی( در نظر گرفته 12) ( بصورت رابطه17پاسخ حل معادله غيرهمگن )

01( )
s ts tF t Ae Be C   (12) 

 که در آن:

1 1

1 1 1

1

( )
,         

1

c
s c

 




 
 


 (11) 

2

0 0 0 0 1 0

1

,         1 ,         
2(1 )

c
s i


    


     


 (10) 

0tبا قرار دادن    شودمی( نتيجه 17) رابطهدر: 

(10) (𝐴 + 𝐵 + 𝐶) − 𝛼1(𝐴 + 𝐵 + 𝐶) +
1

𝛺2
(𝐴𝑠1

2 + 𝐵𝑠0
2) = 𝑞0 

از آنجایی که    و
0  با صرفنظر کردن از ترم هاي ،

2
 

 
 

و 
2

0 
 
 

 شود:میبصورت زیر نوشته  (10) رابطه، 

(10) 
2

1 1 0

1

( ) ( ) 1
1

ic
A B C A B C B q


 



 
         

   

 

 :شودمی( نتيجه 10) از رابطه

(10) 0

1

0,         
1

q
B A C


  


 

tهمچنين با در نظر گرفتن    22[توان بصورت زیر نوشت (، دو ترم اول آن را می17) رابطهدر[: 

0

( ) (0) ( ) ( )d ( ) ( )

t

t F t F F          
(18) 

 در نتيجه:

1 1 0Cc C q  (10) 

 آید:مطابق زیر بدست می C و Aمقادیر ضرایب  (10-10)با توجه به روابط 

0 2 0

1 1 1 1 1

,         
( )(1 ) ( )

q c q
A C

c c  


 

  
 (27) 

 شود:حاصل می ، تابع زمان به صورت زیر(12)با جایگذاري ضرایب در رابطه 

1 10 2 0 0 2

1 1 1 1 1 1 1 1

( ) 1
( )(1 ) ( ) ( ) 1

s t s tq c q q c
F t e e

c c c    

   
    

     
 

(21) 
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 آید:، رابطه خيز تير بدست می(0)( در رابطه 21همچنين با جایگذاري رابطه )

(22) 
1

4

2

4

0 1 1 1

1
( , ) sin 1

( ) 1

s tcql x
w x t e

E I c l



 

 
  

  
 

ترم از تابع  ( به یک0همانطور که ذکر شد تمرکز این مقاله بر روي تابع زمان و استخراج صریح آن است. به همين دليل در رابطه )

5شد ضریب ( تعداد کافی ترم مکانی در نظر گرفته می0مکان براي تير دو سر مفصل اکتفا شد. حال اگر در رابطه )

384
به جاي  

4

1


در  

5شد. بنابراین براي افزایش دقت در تابع مکان، با جایگذاري ضریب حاصل می (22)رابطه 

384
به جاي  

4

1


را می توان به  (22)، رابطه 

 نوشت:( 21)صورت رابطه 

(21) 
1

4

2

0 1 1 1

5 1
( , ) sin 1

384 1

s tcql x
w x t e

E I l c



 

 
   

  
 

 

s-1نمایی کاهشی  تير برنولی تحت بار عرضی -2-2 t
qe و بار محوري فشاري ثابت 

در این قسمت به فرمول بندي تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بار عرضی نمایی کاهشی و بار محوري فشاري ثابت پرداخته 

در بار نمایی کاهشی، به بررسی تير برنولی ویسکوالاستيک تحت  𝑠1(، در این قسمت با دخالت دادن ضریب 11. با توجه به رابطه )شودمی

s-1بار عرضی نمایی کاهشی  tqe  شودمیپرداخته. 

 شود:( حاصل می20، رابطه )(1)در رابطه  (0) و (2)با جایگذاري روابط 

1

4 4 2

0 0

4 4 2

0

( ) (0) ( ) ( )d - ( ) ( )

t

s tE I E I
t F t F pF t mF t qe

l l l

  
     

    
(20) 

 آید:( به دست می20رابطه )(، 20)در رابطه  (0)با جایگذاري رابطه 

1

1 02

0

( )
( ) (0) ( ) ( )d - ( )

t

s tF t
t F t F F t q e      

   
 

(20) 

باشد. از آنجایی که پایه ( می17( یک معادله ناهمگن است و پاسخ حل همگن آن همانند پاسخ حل همگن رابطه )20رابطه )

-1( با توجه به تابع سمت راست این معادله، 20جواب خصوصی رابطه )

0

s tq e، باشد، بایستی جواب خصوصی از دسته جواب معادله همگن می

 شود:( در نظر گرفته می20(، بصورت رابطه )20ضرب شود. در نتيجه پاسخ حل معادله غيرهمگن ) tدر کمترین توان از 

01 1( )
s ts t s tF t Ate Be Ce D     (20) 

 :شودمیحاصل  (،20)با لاپلاس گرفتن از رابطه 

1

1 02

0 0 0 0 0 0

( )
( ) (0) d ( ) ( )d d ( ) d d d

t

s tst st st st stF t
t F e t t F e t F t e t e t q e e t     

    

        
      

(20) 

 توان بصورت زیر نوشت:را می (20)رابطه 

*
* * * 0

1 2

1

qF
sF F

s s
   


 

(28) 

 شود:( حاصل می20(، رابطه )28در رابطه ) F*و  F*با جایگذاري 
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22 2

* 0 01 1 1

1 2 2 2

1 0 1 1 0 11 1

21
( )

( ) ( )

Cs qAs As BsA B C D
s

s s s s s s s s s s s s ss s s s
 

  
          

          
 

(20) 

از آنجایی که    و
0  با صرفنظر کردن از ترم هاي ،

2
 

 
 

و  
2

0 
 
 

 آید:به دست می( 17)رابطه ، 

01 2
1 12

1 0 0 11 1

1
1

( ) 1

qs c icA B C D
C

s s s s s s s s s ss s

 
 

 

   
                      

 
(17) 

آورده شده است ومتحد قراردادن جملات، ضرایب تابع زمان به صورت رابطه  2-که بسط آن در پيوست ( 17)با بسط دادن رابطه  

 شود:حاصل می( 11)

0 2 0
2

11

,         ,         0,         0
(1 )( 1 )

q c q
A B C D




   
 

 (11) 

 شود:، تابع زمان به صورت زیر حاصل می(20)با جایگذاري ضرایب در رابطه 

1 1 10 2 0 0 2

2

1 1 11

( ) 1
(1 ) (1 ) 1( 1 )

s t s t s tq c q q c
F t te e e t

 

  

    
    

     
 

(12) 

 آید:، رابطه خيز تير به دست می(0)( در رابطه 12همچنين با جایگذاري رابطه )

(11) 
1

4

2

4

10 1

( , ) sin 1
1(1 )

s t cql x
w x t e t

lE I



 

  
  

  
 

5به منظور افزایش دقت در تابع مکان، با جایگذاري

384
به جاي  

4

1


 آید:بدست می (10)رابطه  

(10) 14

2

0 1 1

5
( , ) sin 1

384 1 1

s t cql x e
w x t t

E I l



 

    
            

 

 نتایج -3

زمان خيز وسط دهانه تير برنولی ویسکوالاستيک دو سر مفصل تحت بارهاي عرضی و فشاري -در این بخش نمودارهاي جابجایی

 اند.( استخراج شده10( و )21ثابت و همچنين تحت بار عرضی نمایی کاهشی و فشاري ثابت، با توجه به روابط )

0.4دو سر مفصل بصورت قوطی شکل )گرم نورد شده( در نظر گرفته شد و مقطع تير برنولی ویسکوالاستيک  0.4m  با ضخامت

0.01m  4و طولm :براي آن در نظر گرفته شد. سایر اطلاعات به شرح زیر است 

 9 3

2
8 10 ,         2 10 ,         1s

N N
K q t s

mm
     

 صحت سنجی -1-3

( براي تير برنولی ویسکوالاستيک از تحليل تير توسط نرم افزار آبکوس استفاده گردید. نرم 10( و )21جهت صحت سنجی روابط )

در یک بازه زمانی مشخص، کند. همچنين این نرم افزار، براي تحليل زمانی افزار آبکوس براي تحليل مکانی از روش اجزا محدود استفاده می

حالت  آبکوس براي مدلسازي در پردازد.کند و به کمک روشهاي تکرار به حل هر نمو زمانی میبازه زمانی را به چند نمو زمانی تقسيم می

 برنولیتير  بندي مش براي المان 2المان و براي بار عرضی نمایی کاهشی و فشاري ثابت از  8عرضی و فشاري ثابت از  بارگذاري

 افزار نرم به Long term حالت و نهایت بی لحظه در ویسکوالاستيک مدل براي ماده شده است. همچنين خواص استفادهویسکوالاستيک 

 .اندشده معرفی
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زمان تير برنولی ویسکوالاستيک دو سر مفصل تحت بارگذاري عرضی ثابت به ازاي -نشان دهنده نمودارهاي جابجایی 2شکل 
1c

 باشد. هاي مختلف می

 
 : تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بارگذاري عرضی ثابت. 2شکل

بدست آمده از  تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بارگذاري عرضی ثابت،زمان –جابجاییهاي نمودارشود همان طور که مشاهده می

 ( و مدل سازي با آبکوس، کاملاً با هم مطابقت دارند.21رابطه )

زمان تير برنولی ویسکوالاستيک دو سر مفصل تحت بارگذاري عرضی و فشاري -هاي جابجایینمودارنشان دهنده  0و  1هاي شکل

ثابت به ازاي 
1c و  1/7و  1/7هاي

1باشند. هاي مختلف می 

 
0.11c: تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بارگذاري عرضی و بار محوري فشاري ثابت، 3شکل =. 

 

0.000

0.002

0.004

0.006

0.008

0 20 40 60 80

w
(m

)

τ

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0 50 100 150 200

w
(m

)

τ

𝑺𝒐𝒍𝒊𝒅 𝒍𝒊𝒏𝒆: 𝑷𝒓𝒆𝒔𝒆𝒏𝒕 𝒎𝒆𝒕𝒉𝒐𝒅  
𝑫𝒂𝒔𝒉𝒆𝒅 𝒍𝒊𝒏𝒆: 𝑨𝒃𝒂𝒒𝒖𝒔 

𝒄𝟏

= 𝟎. 𝟏 

𝒄𝟏

= 𝟎. 𝟐 

𝑺𝒐𝒍𝒊𝒅 𝒍𝒊𝒏𝒆: 𝑷𝒓𝒆𝒔𝒆𝒏𝒕 𝒎𝒆𝒕𝒉𝒐𝒅  
𝑫𝒂𝒔𝒉𝒆𝒅 𝒍𝒊𝒏𝒆: 𝑨𝒃𝒂𝒒𝒖𝒔 

𝜶𝟏

= 𝟎. 𝟎𝟐 

𝜶𝟏

= 𝟎. 𝟎𝟒 

𝜶𝟏

= 𝟎. 𝟎𝟔 

𝜶𝟏

= 𝟎. 𝟎𝟖 

𝑺𝒐𝒍𝒊𝒅 𝒍𝒊𝒏𝒆: 𝑷𝒓𝒆𝒔𝒆𝒏𝒕 𝒎𝒆𝒕𝒉𝒐𝒅  
𝑫𝒂𝒔𝒉𝒆𝒅 𝒍𝒊𝒏𝒆: 𝑨𝒃𝒂𝒒𝒖𝒔 
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0.31c: تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بارگذاري عرضی و بار محوري فشاري ثابت، 4شکل =. 

 

ویسکوالاستيک تحت تير برنولی ( براي 21زمان بدست آمده از رابطه )–هاي جابجاییکه مشاهده می شود نمودارهمان طور 

 مطابقت بسيار خوبی با نتایج به دست آمده از تحليل با نرم افزار ابکوس دارند. بارگذاري عرضی و فشاري ثابت،

زمان تير برنولی ویسکوالاستيک دو سر مفصل تحت بارگذاري عرضی نمایی کاهشی به -هاي جابجایینشان دهنده نمودار 0شکل 

ازاي 
1cباشد.هاي مختلف می 

 
 : تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بارگذاري عرضی نمایی کاهشی. 5شکل

 .و مدلسازي با ابکوس، صحت و دقت فرمول ارایه شده را تأیيد و اثبات کرد (10بدست آمده از رابطه ) مقایسه نتایج روش حاضر

زمان تير برنولی ویسکوالاستيک دو سر مفصل تحت بارگذاري عرضی نمایی -هاي جابجایینمودارنشان دهنده  0و  0شکل هاي 

کاهشی و بار محوري فشاري ثابت به ازاي 
1c و  1/7و  1/7هاي ثابت

1باشند.هاي مختلف می 
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0.11c: تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بارگذاري عرضی نمایی کاهشی و بار محوري فشاري ثابت، 6شکل =. 

 

 
0.31c: تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بارگذاري عرضی نمایی کاهشی و بار محوري فشاري ثابت، 7شکل =. 

تير ( و آبکوس براي 10زمان بدست آمده از رابطه )–هاي جابجایینمودارنشان می دهد  0و  0هاي همان طور که نتایج شکل

 مطابقت بسيار خوبی با یکدیگر دارند.برنولی ویسکوالاستيک تحت بارگذاري عرضی نمایی کاهشی و بار محوري فشاري ثابت 

 تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بارگذاري عرضی استاتيکی و بار محوري فشاري ثابت -2-3

زمان تير برنولی ویسکوالاستيک دو سر مفصل تحت بارگذاري عرضی ثابت به ازاي -هاي جابجایینمودارنشان دهنده  8شکل 
1c

 .باشدهاي مختلف می
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 ویسکوالاستيک تحت بارگذاري عرضی ثابت. : تير برنولی 8شکل

 

که به معناي افزایش خواص الاستيک ماده می باشد، از دامنه جابجایی  𝑐1دهد با افزایش مقدار نشان می 8همان گونه که شکل 

مقدار جابجایی تير کند و پس از آن شود. همچنين تير ویسکوالاستيک سریعتر به زمان آسودگی و جابجایی نهایی خود ميل میکاسته می

 ماند. ویسکوالاستيک ثابت باقی می

زمان تير برنولی ویسکوالاستيک دو سر مفصل تحت بارگذاري عرضی و -هاي جابجایینمودارنشان دهنده  17و  0هاي شکل

محوري فشاري ثابت به ازاي 
1c و  0/7و  2/7هاي ثابت

1 باشند. هاي مختلف می 

 
0.21c: تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بارگذاري عرضی و بار محوري فشاري ثابت، 9شکل =. 
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0.41c: تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بارگذاري عرضی و بار محوري فشاري ثابت، 11شکل =. 

نتيجه شد که در حالت کلی در تير برنولی ویسکوالاستيک با  17و  0هاي شکل از
1c  ثابت، افزایش مقدار

1  سبب افزایش دامنه

 نهایی خود برسد. شود. در نتيجه بازه زمانی بيشتري مورد نياز است تا تير ویسکوالاستيک به زمان آسودگی و جابجاییجابجایی می

تحت  ير برنولی ویسکوالاستيکزمان ت–هاي جابجایینمودار 11در شکل 
1  ثابت و

1c .هاي متفاوت آورده شده است 

 
0.11α: تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بارگذاري عرضی و بار محوري فشاري ثابت، 11شکل =. 

نشان می دهد، تحت  11همان طور که نتایج شکل 
1  ثابت با افزایش مقدار

1c یابد. همچنين تير دامنه جابجایی کاهش می

 رسد.ویسکوالاستيک سریعتر به زمان آسودگی و در نتيجه جابجایی نهایی خود می

 تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بارگذاري عرضی نمایی کاهشی و بار محوري فشاري ثابت -3-3

ویسکوالاستيک تحت بارگذاري عرضی نمایی کاهشی و بار محوري فشاري ثابت پرداخته  در این قسمت به تحليل نتایج تير برنولی

 شد.

ير برنولی ویسکوالاستيک دو سر مفصل تحت بارگذاري عرضی نمایی کاهشی زمان ت–هاي جابجایینشان دهنده نمودار 12شکل 

به ازاي 
1cباشدهاي مختلف می . 
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 : تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بارگذاري عرضی نمایی کاهشی. 12شکل

قابل مشاهده است که بار نمایی کاهشی عليرغم روند نزولی که در طی زمان دارد، سبب یک تشدید غير هارمونيک  12در شکل 

 گيرد.شود و پس از لحظه تشدید، جابجایی در طی زمان روند نزولی به خود میمیدر تير ویسکوالاستيک 

شود. همانند حالت قبل با افزایش مقدار ترم الاستيک ماده ویسکوالاستيک و خواص الاستيک آن، از دامنه جابجایی تير کاسته می

 د.کنهمچنين شيب نزولی نمودار بيشتر شده و جابجایی سریعتر به صفر ميل می

( نسبت به زمان مشتق گرفته و برابر 10) بایستی از رابطه زمان بحرانی به وقوع پيوستن تشدید غيرهارمونيکجهت استخراج 

 شود:( به صورت زیر حاصل می10) ( نسبت به زمان بدون بعد، رابطه10) صفر قرار داده شود. با مشتق گرفتن از رابطه

(10) 1 1 1 1

1 1

( ) ( )

1 14

22 1 1

2 2

0 11 1

( )5
( , ) sin 1

384 1(1 ) (1 )

cr crc c

cr

t

cc e e cql x
w x t

E I l

   

  

 

 
 

 
 

     
       

     
 

 

زیر به  از رابطه زمان بحرانی به وقوع پيوستن تشدید غيرهارمونيک( مقدار 10) با مساوي صفر قرار دادن و ساده سازي رابطه

 شود:صورت بدون بعد حاصل می
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نشان دهنده مقادیر زمان به وقوع پيوستن تشدید براي  1جدول 
1cباشد.هاي متفاوت می 

زمان به وقوع پيوستن تشدید براي  -1جدول
1cهاي متفاوت 

𝜏𝑐𝑟 𝑐1 
88/8 1/7 

00/1 2/7 

07/1 1/7 

81/7 0/7 

7 0/7 

افتد. بطوریکه شود و تشدید زودتر اتفاق می، زمان به وقوع پيوستن تشدید کوچکتر می𝑐1با افزایش مقدار  1با توجه به جدول 

سرانجام در 
1 0.5c  دهد که به تبع آن، در بيشينه مقدار جابجایی در لحظه صفر رخ می

1c  با مقادیر بزرگتر هم بيشينه مقدار جابجایی در

 لحظه صفر رخ خواهد داد.
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نشان دهنده مقادیر جابجایی در لحظه صفر و لحظه تشدید و همچنين نسبت جابجایی در لحظه تشدید به جابجایی در  2جدول 

لحظه صفر به ازاي 
1cباشد.هاي متفاوت می 

بجایی در لحظه صفر و تشدید براي مقادیر جا -2جدول
1c هاي متفاوت 

جابجایی در لحظه  هانسبت  جابجایی

 تشدید)متر(

 𝑐1 جابجایی در لحظه صفر)متر(

0071/1 77202/7 77701/7 1/7 

8801/1 77110/7 77701/7 2/7 

1708/1 77701/7 77701/7 1/7 

7070/1 77700/7 77701/7 0/7 

1 77701/7 77701/7 0/7 

1 77701/7 77701/7 0/7 

1 77701/7 77701/7 0/7 

1 77701/7 77701/7 8/7 

1 77701/7 77701/7 0/7 

نتيجه شد که با افزایش مقدار  2از جدول 
1c شود. این کاهش از مقدار نسبت جابجایی در لحظه تشدید به لحظه صفر کاسته می

کند که در نهایت نسبت جابجایی لحظه تشدید به لحظه صفر برابر با یک مقدار جابجایی بين دو لحظه تشدید و صفر تا آنجا ادامه پيدا می

شود. در واقع از آنجایی که با افزایش مقدار می
1c کند و خاصيت الاستيک ماده خاصيت الاستيک ماده ویسکوالاستيک افزایش پيدا می

قابل  2پيوندد که این موضوع به وضوح در جدول شود، بيشينه مقدار جابجایی در لحظه صفر به وقوع میغالب بر خاصيت ویسکوز آن می

 باشد.مشاهده می

تحت بارگذاري عرضی نمایی کاهشی و بار ير برنولی ویسکوالاستيک زمان ت–جابجایی هاينمودارنشان دهنده  10و  11هاي شکل

 باشند. میمحوري فشاري ثابت 

 
0.21c: تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بارگذاري عرضی نمایی کاهشی و بار محوري فشاري ثابت، 13شکل =. 
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𝟏): 𝜶𝟏 = 𝟎. 𝟎𝟓 
𝟐): 𝜶𝟏 = 𝟎. 𝟏 
𝟑): 𝜶𝟏 = 𝟎. 𝟏𝟓 
𝟒): 𝜶𝟏 = 𝟎. 𝟏𝟕 

𝑺𝒐𝒍𝒊𝒅 𝒍𝒊𝒏𝒆: 𝑷𝒓𝒆𝒔𝒆𝒏𝒕 𝒎𝒆𝒕𝒉𝒐𝒅  
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𝟐 
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0.41cمحوري فشاري ثابت،: تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بارگذاري عرضی نمایی کاهشی و بار  14شکل =. 

نتيجه گرفته شد که در یک مقدار ثابت  10و  11هاي از شکل
1c با افزایش ،

1  دامنه جابجایی و حداکثر مقدار آن که در لحظه

 بازه زمانی بيشتري جهت ميل کردن جابجایی به صفر مورد نياز است.کند و پيوندد، افزایش پيدا میتشدید به وقوع می

نشان دهنده مقادیر زمان به وقوع پيوستن تشدید براي  1جدول 
1 0.1c   تحت

1باشد.هاي متفاوت می 

0.11cزمان به وقوع پيوستن تشدید براي  -3جدول تحت  =
1αهاي متفاوت 

𝜏𝑐𝑟 𝛼1 

10/11 72/7 

01/10 70/7 

00/22 70/7 

00/00 78/7 

نتيجه شد که در یک مقدار ثابت  1از جدول 
1c با افزایش ،

1 شود و تشدید دیرتر اتفاق زمان به وقوع پيوستن تشدید بزرگتر می

 افتد.می

نشان دهنده مقادیر جابجایی در لحظه صفر و تشدید و همچنين نسبت جابجایی در لحظه تشدید به جابجایی در لحظه  0جدول 

صفر براي 
1 0.1c   تحت

1 باشد.میهاي متفاوت 

0.11cمقادیر جابجایی در لحظه صفر و تشدید براي  -4جدول تحت  =
1α هاي متفاوت 

جابجایی در لحظه  هانسبت  جابجایی

 تشدید)متر(

 𝛼1 جابجایی در لحظه صفر)متر(

0010/0 77120/7 77702/7 72/7 

8018/0 77010/7 77700/7 70/7 

0700/8 77001/7 77700/7 70/7 

0017/10 71170/7 77700/7 78/7 

نشان داد در یک مقدار ثابت  0همانطور که نتایج جدول 
1c با افزایش مقدار ،

1  نسبت جابجایی در لحظه تشدید به لحظه صفر

 کند.افزایش پيدا می

تحت  ير برنولی ویسکوالاستيکزمان ت–هاي جابجایینمودار 10در شکل 
1  ثابت و

1c .هاي متفاوت آورده شده است 

 

0

0.002

0.004

0.006

0 20 40 60 80 100

w
(m

)

τ

𝟏): 𝜶𝟏 = 𝟎. 𝟏
𝟐): 𝜶𝟏 = 𝟎. 𝟐
𝟑): 𝜶𝟏 = 𝟎. 𝟑
𝟒): 𝜶𝟏 = 𝟎. 𝟑𝟓

𝑺𝒐𝒍𝒊𝒅 𝒍𝒊𝒏𝒆: 𝑷𝒓𝒆𝒔𝒆𝒏𝒕 𝒎𝒆𝒕𝒉𝒐𝒅  
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0.11α: تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بارگذاري عرضی نمایی کاهشی و بار محوري فشاري ثابت، 15شکل =. 

نتيجه شد که با افزایش مقدار  10از شکل 
1c کند.یابد. در نتيجه جابجایی سریعتر به صفر ميل میدامنه جابجایی کاهش می 

نشان دهنده زمان به وقوع پيوستن تشدید براي  0جدول 
1 0.1   تحت

1c باشد.میهاي متفاوت 

0.11αزمان به وقوع پيوستن تشدید براي  -5جدول تحت =
1cهاي متفاوت 

𝜏𝑐𝑟 𝑐1 

800/0 2/7 

210/1 1/7 

077/1 0/7 

007/7 0/7 

نتيجه شد که تحت  0از جدول 
1  ثابت، با افزایش مقدار

1cشود و تشدید زودتر ، زمان به وقوع پيوستن تشدید کوچکتر می

 افتد.اتفاق می

نشان دهنده مقادیر جابجایی در لحظه صفر و تشدید براي  0جدول 
1 0.1   تحت

1cباشد.هاي متفاوت می 

0.11αلحظه صفر و تشدید براي  مقادیر جابجایی در -6جدول تحت =
1cهاي متفاوت 

جابجایی در لحظه  نسبت  جابجایی ها

 تشدید)متر(

 𝑐1 جابجایی در لحظه صفر)متر(

1010/1 77201/7 77708/7 2/7 

0170/1 77110/7 77708/7 1/7 

2100/1 77700/7 77708/7 0/7 

7200/1 77700/7 77708/7 0/7 

مشاهده شد تحت  0همانطور که در جدول 
1  ثابت، با افزایش مقدار

1c  نسبت جابجایی در لحظه تشدید به لحظه صفر کاهش

 کند. پيدا می

 تاثير زمان آسودگی -4-3

نشان دهنده نتایج زمان به وقوع پيوستن تشدید به ازاي  0جدول 
1c  و

st هاي مختلف تحت بارگذاري عرضی نمایی کاهشی

 باشد.می
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𝑺𝒐𝒍𝒊𝒅 𝒍𝒊𝒏𝒆: 𝑷𝒓𝒆𝒔𝒆𝒏𝒕 𝒎𝒆𝒕𝒉𝒐𝒅
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زمان به وقوع پيوستن تشدید براي  -7جدول
1c (33رابطه )هاي متفاوت با توجه به 

𝜏)زمان تشدید  = 𝑡
𝑡𝑠

⁄ )  
𝑐1 𝑡𝑠 = 10 𝑡𝑠 = 1 𝑡𝑠 = 0.1 

8/88 88/8 88/7 1/7 

0/10 00/1 100/7 2/7 

10 07/1 107/7 1/7 

1/8 81/7 781/7 0/7 

7 7 7 0/7 

نتيجه شد که زمان به وقوع پيوستن تشدید در  0از جدول 
1c هاي مختلف، رابطه خطی با زمان آسودگی ماده ویسکوالاستيک

 دارد. 

 تاثير مدول بالک -5-3

نشان دهنده جابجایی تير برنولی ویسکوالاستيک به ازاي  0و  8و همچنين جداول  10و  10هاي شکل
1 0.1c   و مدول بالک

 باشند.هاي متفاوت می

 
0.11c: تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بارگذاري عرضی ثابت به ازاي مدول بالک مختلف و 16شکل =. 

 
0.11c: تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بارگذاري عرضی نمایی کاهشی به ازاي مدول بالک مختلف و 17شکل =. 
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𝑺𝒐𝒍𝒊𝒅 𝒍𝒊𝒏𝒆: 𝑲 = 𝟖 × 𝟏𝟎𝟗 

𝑫𝒂𝒔𝒉𝒆𝒅 𝒍𝒊𝒏𝒆: 𝑲 = 𝟗 × 𝟏𝟎𝟗  

𝑺𝒐𝒍𝒊𝒅 𝒍𝒊𝒏𝒆: 𝑲 = 𝟖 × 𝟏𝟎𝟗 

𝑫𝒂𝒔𝒉𝒆𝒅 𝒍𝒊𝒏𝒆: 𝑲 = 𝟗 × 𝟏𝟎𝟗  
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جابجایی نهایی تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بار گذاري عرضی ثابت و به ازاي مدول بالک و  -8جدول
1cهاي مختلف 

 نهایی )متر(جابجایی 

 

𝑐1 

𝐾 = 9 × 109  
𝑁

𝑚2
 𝐾 = 8 × 109

𝑁

𝑚2
 

77011/7 77017/7 1/7 

77110/7 77100/7 2/7 

77217/7 77210/7 1/7 

77108/7 77100/7 0/7 

77120/7 77102/7 0/7 

 
جابجایی تير برنولی ویسکوالاستيک تحت بار گذاري عرضی نمایی کاهشی در لحظه تشدید و به ازاي مدول بالک و  -9جدول

1cهاي مختلف 

 جابجایی در لحظه تشدید )متر(

 

𝑐1 

𝐾 = 9 × 109  
𝑁

𝑚2
 𝐾 = 8 × 109

𝑁

𝑚2
 

77211/7 77202/7 1/7 

77110/7 77110/7 2/7 

77781/7 77701/7 1/7 

77700/7 77700/7 0/7 

77701/7 77701/7 0/7 

، از دامنه جابجایی تير برنولی ویسکوالاستيک تحت هر دو حالت بارگذاري Kبا افزایش مدول بالک، مشاهده نتایج نشان داد که 

 عرضی ثابت و بارگذاري عرضی نمایی کاهشی کاسته می شود.

 جمع بندي و نتيجه گيري -4

این مقاله به بررسی تشدید غيرهارمونيک تير برنولی ویسکوالاستيک تحت یک بار عرضی دیناميکی به صورت تابع نمایی و داراي 

 شود:هاي این پژوهش بصورت زیر خلاصه میروند کاهشی در طول زمان توأم، با بار محوري فشاري ثابت پرداخت. نتایج و دستاورد

 بحرانی اثبات و محاسبه شد که در آن زمان، خيز تير ویسکوالاستيک چندین برابر خيز تير در زمان صفر بود.زمان  .1

جابجایی و با صرف هزینه -تابع جابجایی تير ویسکوالاستيک به طور صریح و دقيق و بدون نياز به دنبال کردن منحنی زمان .2

 محاسباتی بسيار کم محاسبه شد.

والاستيک تحت بارگذاري نمایی کاهشی و بار فشاري ثابت زمان بحرانی به وقوع پيوستن تشدید براي تير برنولی ویسک .1

 غيرهارمونيک محاسبه شد. 

با افزایش مقدار  .0
1c .زمان به وقوع پيوستن تشدید و دامنه جابجایی کاهش یافت ، 

با افزایش مقدار  .0
1ه وقوع پيوستن تشدید و دامنه جابجایی افزایش یافت. ، زمان ب 

تاثير زمان آسودگی، بر دامنه جابجایی و مدت زمان لازم براي رسيدن به جابجایی نهایی مورد مطالعه قرار گرفت. همچنين  .0

 زمان به وقوع پيوستن تشدید اثبات شد.رابطه خطی زمان آسودگی و 

مورد بررسی قرار گرفت و نتيجه شد که با افزایش مدول بالک، از دامنه جابجایی کاسته تاثير مدول بالک بر دامنه جابجایی  .0

 شود. می
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 1-پيوست

 بایستی جواب همگن معادله زیر بدست آورده شود: 𝑠1براي تعيين مقدار 

2 2 2

2 2 2

M w w
p m

x x t

  
 

  
 

(1-1) 

 تابع زمان را بصورت زیر تعریف شد:

1( )
s t

F t e (2-1) 

 رابطه زیر حاصل شد:( 2-1)در رابطه ( 2-2)با جایگذاري رابطه 

1 02

0

( )
( ) (0) ( ) ( )d - ( )

t
F t

t F t F F t q        
 

(1-1) 

 رابطه زیر نتيجه شد:( 2-1)با لاپلاس گرفتن از رابطه 

1

1

1

1
0

s c

s s s






  
   

   
 

(0-1) 

با در نظر گرفتن 
1s s  مقدار  (2-0)در رابطه

1s :حاصل شد 

1 1

1 1 1

1

( )
,         

1

c
s c

 




 
 

 
 (0-1) 

 2-پيوست

 :(20)بسط رابطه 

 

 

 

 

 

(1-2) 

 

4 3 2 3

4 4 4 4 32 2 2 1

1 1 1 1 1 1 1

3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1

3 3 3

1 1 1 1 1 1

2
1 1 1 1 1

                1 1 1 1 1 1

                1 2 1 1

Cis c Cis c Cis c s
Bs Ds Bs Ds As

Cs Bs c Cs c Ds c Bs s Ds s

Bs s Ds s As

  
      

         

   

            
  

           

      3 3 3

1 1 1 1 0 1 1

2 2 2 2

3 3 3 22 1 2 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1

1 1 1

2
                 + 1 1 2 1 1

                1 1 1 2 1 1

Bs Ds Bs s

Cis c s Cis c s
Ds s Bs s Ds s As c

As s Bs c s Ds c s Cs s Bs s s

       

 
       

       

     

        
 

         

2 2 2 2 2

0 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1

2
2 2 2 1

1 1

                2 1 1 1 1 1

                1 2 1 1 2 1 1

                1

Ds s s As As s Bs s Ds s

Bs s Ds s Bs s s Ds s s Ds s

Cis c s
Ds s

           

           




         

         

  
2

1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1

2 2

0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0

1 1 2 1

                1 1 1 1 1

                1 2 1 1 1

As c s Bs c s s Ds c s s

Cs s Cs c s Ds c s Dss s As s

Bs s s Ds s s Ds s Dss s D c s s

     

         

           

     


         

         2

1 1

2 4 3 3 3 2

0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1

2 2

1 1 0 1 1 0 1 1

1

                1 1 1 1 1 1

                1 1 1

D s s qs qs qs s qs s qs s

qs s qs s s qs s s



         

    



           

     

 

 

Archive of SID.ir

Archive of SID.ir



 انجمن مهندسی سازه ایران                                                                                                                                                                                                              امتیازصاحب

 

 064 تا 004، صفحه 0011، سال 6 ، شماره01مهندسی سازه و ساخت، دوره پژوهشی  –علمی نشریه  064

 

 مراجع

[1] Rencis, J. J., Saigal, S., & Jong, K. Y. (1990). Dynamic viscoelastic beam model for finite element method. Journal of 

Aerospace Engineering, 3(1), 19-29. 

[2] Wang, C. M., Yang, T. Q., & Lam, K. Y. (1997). Viscoelastic Timoshenko beam solutions from Euler-Bernoulli 

solutions. Journal of engineering mechanics, 123(7), 746-748. 

[3] KocaTürk, T., & Şimşek, M. (2004). Vibration of viscoelastic beams subjected to moving harmonic loads. Journal of 

Engineering and Natural Sciences. 22(3), 116-128. 

[4] Salehi, M., & ANSARI, F. (2006). Viscoelastic buckling of Euler-Bernoulli and Timoshenko beams under time variant 

general loading conditions. Iranian Polymer Journal. 15(3), 183-193. 

[5] Starkova, O., & Aniskevich, A. (2007). Limits of linear viscoelastic behavior of polymers. Mechanics of Time-

Dependent Materials, 11(2), 111-126. 

[6] Hakan, E. R. O. L., selim SENGEL, H., & SARIOĞLU, M. T. (2008). Static analysis of viscoelastic beams through 

finite element method. Eskişehir Osmangazi Üniversitesi Mühendislik ve Mimarlık Fakültesi Dergisi, 21(2), 85-100. 

[7] Arvin, H., Sadighi, M., & Ohadi, A. R. (2010) A numerical study of free and forced vibration of composite sandwich 

beam with viscoelastic core. Composite Structures, 92(4), 996-1008. 

[8] Payette, G. S., & Reddy, J. N. (2010). Nonlinear quasi‐static finite element formulations for viscoelastic Euler–Bernoulli 

and Timoshenko beams. International Journal for Numerical Methods in Biomedical Engineering, 26(12), 1736-1755. 

[9] Yao, Q. Z., Liu, L. C., & Yan, Q. F. (2011). Quasi-static analysis of beam described by fractional derivative kelvin 

viscoelastic model under lateral load. In Advanced Materials Research, 189, 3391-3394. 
[10] Li, J., Zheng, B., Yang, Q., & Hu, X. (2014). Analysis on time-dependent behavior of laminated functionally graded 

beams with viscoelastic interlayer. Composite Structures, 107, 30-35. 
[11] Martin, O. (2016). A modified variational iteration method for the analysis of viscoelastic beams. Applied 

Mathematical Modelling, 40(17-18), 7988-7995. 
[12] Yu, C., Zhang, J., Chen, Y., Feng, Y., & Yang, A. (2019). A numerical method for solving fractional-order viscoelastic 

Euler–Bernoulli beams. Chaos, Solitons & Fractals, 128, 275-279. 

[13] Wang, L., Chen, Y., Cheng, G., & Barrière, T. (2020). Numerical analysis of fractional partial differential equations 

applied to polymeric visco-elastic Euler-Bernoulli beam under quasi-static loads. Chaos, Solitons & Fractals, 140, 

110255. 

[14] Wu, P., Yang, Z., Huang, X., Liu, W., & Fang, H. (2020). Exact solutions for multilayer functionally graded beams 

bonded by viscoelastic interlayer considering memory effect. Composite Structures, 249, 112492. 

[15] Diani, J. (2020). Free vibrations of linear viscoelastic polymer cantilever beams. Comptes Rendus. Mécanique, 348(10-

11), 797-807. 

[16] Filippi, M., & Carrera, E. (2021). Stress analyses of viscoelastic three-dimensional beam-like structures with low-and 

high-order one-dimensional finite elements. Meccanica, 56(6), 1475-1482. 
[17] Jafari, N. (2022) Non-Harmonic Resonance of Viscoelastic Structures Subjected to Time-Dependent Decreasing 

Exponential Transversal Distributed Loads. Earthquake Engineering and Engineering Vibration, In Press. 

[18] Virgin, L. N. (2007). Vibration of axially-loaded structures. Cambridge University Press. 376 pages 
[19] Neng-hui, Z., & Chang-jun, C. (1998). Non-linear mathematical model of viscoelastic thin plates with its applications. 

Computer methods in applied mechanics and engineering, 165(1-4), 307-319 

[20] Zenkour, A. M. (2004). Buckling of fiber-reinforced viscoelastic composite plates using various plate theories. Journal 

of Engineering Mathematics, 50(1), 75-93  

[21] Jafari, N., & Azhari, M. (2022). Dynamic stability analysis of Mindlin viscoelastic plates subjected to constant and 

harmonic in-plane compressions based on free vibration analysis of elastic plates. Acta Mechanica, 1-21. 

[22] Jafari, N., & Azhari, M. (2021). Time-dependent static analysis of viscoelastic Mindlin plates by defining a time 

function. Mechanics of Time-Dependent Materials, 25(2), 231-248. 

 

 

Archive of SID.ir

Archive of SID.ir


