
 مقاله پژوهشی

 1401بهار  -1شماره    -12جلد   نشریه مهندسی و مدیریت کیفیت 

 دكصمبتنی بر  پایهژرفا چندمتغیره نمودار کنترلی  آماريطراحی 
 

 شادي نصراله زاده  
   sh_nasrollahzadeh@azad.ac.ir .دانشجوي دکتري، دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات، گروه آمار، تهران، ایران

 

   مقدممحمد بامنی 
 bamenimoghadam@atu.ac.ir ایران.  ،ي علوم ریاضی، دانشگاه علامه طباطبائی، تهران(نویسنده مسئول)، استاد، گروه آمار دانشکده

 
ي نمودار کنترلی  کنیم. آمارهبا استفاده از رویکرد مبتنی بر صدك، روشی را براي طراحی آماري نمودار کنترلی ژرفاپایه معرفی می: کیدهچ

شــود. طول اجرا توزیع اســت. معمولأ عملکرد نمودار کنترلی با معیار متوســط طول اجرا ارزیابی میمجانبأ آزادپیشــنهادي، ناورداي آفین و 
د.  بی براي ارزیابی نمودار کنترلی نباشـ اید معیار مناسـ ت و شـ ت اسـ مت راسـ تاندارد بزرگی، چوله به سـ ی و با انحراف اسـ داراي توزیع هندسـ

اي بر طراحی آماري  کنیم که بهبود و توســـعههاي کنترلی با رویکرد مبتنی بر صـــدك اســـتفاده میبنابراین از روش طراحی آماري نمودار
هاي از پیش تعیین شـده طول اجراهاي تحت کنترل و خارج از کنترل،  روي طول اجراها، با احتمال  کلاسـیک اسـت. با قرار دادن شـرایطی

مین می وند و میتضـ رل بیش از مقدار دلخواه و طول اجراي خارج از کنترل کمتر از مقدار دلخواه توان مطمئن بود طول اجراي تحت کنتشـ
 دهند نمودار کنترلی با رویکرد مبتنی بر صدك در مقایسه با رویکرد متوسط طول اجرا کاراتر است. ها نشان میسازي است. شبیه

      مکان چند متغیره،  دکیص، نمودار کنترلی  طراحی آماري، کنترل فرایند آماري ، طول اجرا  :کلیدي  واژگان

 مقدمه -1

آمـاري چنـدمتغیره   فراینـد  ، نمودارهـاي MSPC)1(در کنترل 
فرایندهاي تولید کنترلی ابزار بسیار مهمی براي پایش و/یا کنترل 

بار توســط   یناول  یرهمتغچند  یکنترل ي مطالعه نمودارها  هســتند.
در    سـپس پژوهشـگرهاي دیگري  .]1[د  ) انجام شـ1947(   ینگهتل

ات  ینـهزم  ینا العـ ا  .]2[انجـام دادنـد  یمطـ در نظر    کنترلی  ي نمودارهـ
 ينرمال بودن برا یهبر اسـاس فرضـ  افراد ینگرفته شـده توسـط ا

اي متغ تک  یرهـ اي کنترلی اســـت.    یفیـ اط، نمودارهـ  در این ارتبـ
𝑇𝑇2-  ه گ بـ د  هتلینـ ان فراینـ ایش بردار مکـ ــترده براي پـ طور گسـ

متغیره بودن  هاي نرمال چندها فرضـیهشـوند که در آناسـتفاده می
ــه ــخص ــخ (مش ــمن متغیرهاي پاس هاي کیفیت) را نیاز دارند. ض

که توجیه نرمال چندمتغیره، در عمل غالباً مشــکل اســت این این
ي یز کاربرد ندارند. در حیطـههایی با ابعـاد بالا ننمودارها براي داده

MSPCک ــتر تکنیـ ل داده، بیشـ اي تحلیـ دمتغیره بر  هـ اي چنـ هـ
هاي زیادي براي متغیره اســت و روشاســاس فرضــیه نرمال چند

ــئله غیر ه وجود ندارد. از طرفی،  نرمال چندمتغیر پرداختن به مس
د   راهبردمؤثرترین   داد بعُـ ا تعـ ده بـ اي پیچیـ دهـ دیران فراینـ براي مـ
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ئله  متغیره را پایش میهاي چنددادهبالا که  کنند، کاهش بعُد مسـ
دار، در رابطه با تا حد ممکن، بدون از دسـت دادن اطلاعات معنی

ــت. اندازه ــده اس ــدار ارائه ش هاي مؤثر و کارایی که به مقدار  هش
ــائل مربوط به تعداد زیاد متغیر،  کافی کاهش داده ها را براي مسـ

ارامتري  اپـ املاً نـ ه، فراهم کردهدر یـک روش کـ ایـ د، بر پـ اي انـ ي ژرفـ
ــتنـد. بـه همین جهـت اخیراً پژوهشداده هـاي تحلیـل چنـد هـا هسـ

ــیـه نرمـال ي دادهمتغیره نـاپـارامتري ژرفـاپـایـه هـا، کـه نیـازي بـه فرضـ
ــتري  بودن و هیچ قیـدي روي ابعـاد داده هـا نـدارنـد، جـذابیـت بیشـ

 پیدا کرده است.
  یريگانـدازه ي یـهکـاهش بعُـد، بر پـا  ي هـا براداده  ي ژرفـا  هـاي یـککنت
نمونه   یا(   یرهمتغمشــاهده چند  یک  یدورافتادگ  یا  یتمرکز یزانم

ل بت به توزیاصـ ت. مرکز یجامعه تحت بررسـ یا  یع) نسـ   یا  یتاسـ
داده  یــک  یدورافتــادگ ابر  در  نظر  مورد  انــدازهنقطــه    یريگهــا 

ــود،یم ــاهـدات مربوط    اهـکـه ابر داده  شـ   یر متغ  یـکبـه  گروه مشـ
 یرونمرکز به ب ي بندرتبه ینااست. بنابر  یرهمتغچند یتصادف

ها انجام شود. داده  ي ژرفا  یهبا استفاده از نظر  تواندیها منقاط داده
ــکـار، اگر مقـاد ــبـه و   ي ژرفـاهـا برا  یربـه طور آشـ همـه نقـاط محـاسـ

همقا ند، ژرفا  یسـ ده باشـ مرکز   بندي تبهر  یجادها موجب اداده ي شـ
 یرون مرکز به ب  ي بندنوع از رتبه  ین. اشودینقاط نمونه م  یرونبه ب
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 ین بر اسـاس ااسـت.   یدمف یاربسـ  یرهمتغچند  ي آمار  هاي یلدر تحل
ه درتبـ ه ب  ي بنـ بـ اران (   یول  یرون،مرکز  ا ) روش1999و همکـ   يهـ

  يپارامترها  یلتحل  ي را برا  ی) مختلفي (نمودار یري آزمون و تصــو
اعیمختلف توز ان، مق  یرهمتغدچنـ  ي هـ د مکـ اننـ اس،مـ و    یچولگ  یـ

-𝑀𝑀و   یهپا-𝑇𝑇  ي هادو آزمون به نام  .]3[کردند یمعرف  یدگیکشـــ
هاپـ ان  ي برا  یـ ا و مقآزمون کردن مکـ اسهـ اي یـ دمتغ  هـ بر    یرهچنـ

ا ــط لداده  ي اســــاس ژرفـ توسـ ا،  ادیش) پ2004(   یوو ل  یهـ   نهـ
ــدنـد  يممکن ژرفـا  ي بر کـابردهـا  ي ) مرور2011ونچـالـک (   .]4[شـ

ــکـار کردن دورافتـاده  اهـداده ــامـل آشـ مکـان   ي هـا، برآوردهـاکـه شـ
 یاس اختلاف مق ي برا  ي ارتبه  ي هاو اســتوار، آزمون ینآف ي ناوردا

ــأله  ي برا  یهژرفاپا  ي هاکننده  ي بندو طبقه  یره،چندمتغ   يحل مس
- 𝑊𝑊1يها) آزمون2017و خورات (   یركش  .]5[کرد  هئرا ارا  یکتفک

اس اختلاف یهپا-𝑊𝑊2و   یهاپ   . ] 6[کردند یژرفاها معرف  هاي را بر اسـ
فر و  آزمون  ) چنـد2018(   یـدروحـانیدهقـان  از   ي هـاخـانواده 

ارامتر اپـ ا  ي نـ اپـ ارن مرکز  ي برا  یـهژرفـ ارامتر   ي و نقطـه  ي تقـ ارن (پـ تقـ
  توزیعآزاد و ینآف ي ها که ناورداآن  ي هاو آماره  یرهمکان) چندمتغ
ن یپارامتر مکان، از ب یشپا ي برا .]7[کردند نهادیشهســـتند را پ

ده نمودارها   یهپا-𝑊𝑊1 یه،پا-𝑇𝑇  ي هاآزمون  یکنترل ي مراجع ذکر شـ
 .]8[شدند یمعرف) 2019( توسط باراله و شیرك  یهپا-𝑊𝑊2و 

آزمون فرض   ي عنوان مسئلهبه  توانندیم  ینمودار کنترل ي هاروش
خارج   یهها با ناحآزمون  ینرد در ا  یه. ناحیرندمورد مطالعه قرار بگ

کنترل نمودار  در  کنترل  مقـاد  یاز  ــت.  اســ  يانمونـه  یرمنطبق 
ا توجـه بـه زمـان و مقـدار آن  یـدتول  ینـدفرا  ي هـاآمـاره  یـک  ي هـا روبـ

که با    یکنترل  ي نمودارها  ي شوند. اما تعداد معدودینمودار رسـم م
 نرمال یرغ  ي هاداده  ي روش آزمون فرض مناســب برا اســتفاده از

  یجادا  ي ینهدر زم  ییهامطالعه  شـده باشـند، وجود دارند. نهادیشپ
ــاس آزمون فرض بر  ی،کنترل ي نمودارها طور خاص که به  ییهااس

ــدنـد.   یـهپـاآزمون آنهـا ژرفـا  ي آمـاره ــتنـد، انجـام شـ  یژگی و  یـکهسـ
  يها داده  یهندســ  هاي یژگیمناســب توابع ژرفا، در نظر گرفتن و

ت. از طرف  یرهچندمتغ ت ینآف ي اکثر توابع ژرفا ناوردا  یاسـ .  ند هسـ
اول1995(   یول ا  ین)  د  یکنترل  ي نمودارهـ   ،آزادتوزیع  ي یرهمتغچنـ

ا ــامـل نمودارهـ ارامتر  ي شـ اپـ ارت  𝑟𝑟  ي نـ ــوهـ  يبرا  ی(نمودار نوع شـ
  یانگین بر اســاس م ی(نمودار نوع شــوهارت 𝘘𝘘منفرد)،    ي هااندازه

ا ا  ي هـ ه هـ ا ی(نمودار نوع جمع تجمع  𝑆𝑆) و  یفرع  ي نمونـ بـ را   (
اده از مفهوم داده ــتفـ ا، بـاسـ ا  هژرفـ دفرا  یشمنظور پـ دازه  ینـ ا انـ   يهـ

  هـامورکـارا اوغلو و همکـاران  .]9[  کرد  یفتعر  یره،چنـد متغ  یفیـتک

ا2004(  دي کنترل فرا  ي برا  𝑟𝑟و    𝑄𝑄  یکنترل  ي ) از نمودارهـ ه    ینـ کـ
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اســت اســتفاده کردند و    یرهمتغچند  یفیتیک  ي هاشــامل اندازه
اس مفهوم ژرفا  ییهاآماره ت  داده ي بر اسـ  بئ  .]10[آوردندها بدسـ

که تا سـال   ییهاپژوهش یجاز نتا  ي ا) خلاصـه2016(    همکاران و
ــاختن نمودار ي برا 2016   ي، ناپارامتر  یرهمتغچند  یکنترل  ي هاسـ

ــل انجـام   یـهپـاداده ژرفـا  یکنترل  ي نمودارهـا  ي رو  یکـه بـا تمرکز اصـ
د، ارائه کردند کا (   .]11[شـ کرد که  نهادیش) پ2018چاباك گورسـ

اسـتفاده شـود که بر اسـاس   ي ایرهمتغچند  یکنترل ي از نمودارها
شـدند و    نهادیش) پ1995(   یوهسـتند که توسـط ل ییهاداده ي ژرفا

ــول نمودار کنترل  یـدها ا  یرهمتغچنـد  یو اصـ ا  یـهبر پـ هـا، داده  ي ژرفـ
مق  ي برا و  فرع  یـاسمکـان  معرف  یگروه  برا  یرا  آن  از  و   يکرد 
اســتفاده   یدي شــرکت تول یکدر   یندفرا ي آمار  ي اســتوار  یابیارز

ــ  .]12[کرد ــف    ي ) برا2019(   یركباراله و ش ــ یککش در    یفتش
ــتفـاده از آمـاره  یره،متغچنـد ینـدپـارامتر مکـان فرا آزمون   ي هـابـا اسـ

𝑇𝑇-و 2004(  یوو ل  یل  یهپا (𝑊𝑊1-و   یهپا𝑊𝑊2-و خورات  یركشـ یهپا
  ی کنترل   ي ها هسـتند، نمودارهاداده ي ) که بر اسـاس ژرفا2017( 

ارامتر اپـ ادیشرا پ  ي نـ د و برا  نهـ اي یعتوز  ي کردنـ  يمختلف، اجرا  هـ
ا ادیشپ  یکنترل  ي نمودارهـ دازه   نهـ اده از انـ ــتفـ ا اسـ ــده را بـ   يشـ

ــ  یـانگینم ا توجـه بـه ا  .]8[کردنـد  یطول اجرا بررسـ کـه    ینحـال بـ
ا  ي برا ان فرا  یشپـ ارامتر مکـ دپـ دمتغ  ینـ دود   یره،چنـ داد معـ   يتعـ

ــتفـاده از روش  یـهژرفـاپـا  یکنترل  ي نمودارهـا وجود دارنـد کـه بـا اسـ
ــب برا ــده   نهـادیشپ  نرمـال یرغ  ي هـاداده  ي آزمون فرض منـاسـ شـ

ــنـد، و آمـاره  هـاي یژگیو  ي نمودارهـا دارا یناز ا یبرخ  یکنترل  بـاشـ
 یز ن  یو برخ  یسـتندن یآزادتوزیع  یا/و ینآف ییمانند ناوردا بیمطلو

مقاله، بر اساس خواص مطلوب   ینبالا دارند، در ا  یحجم محاسبات
ــده ب ــناخته ش ــتفاده از ارتباط ش  ي هاروش ینتوابع ژرفا و با اس

  یره چندمتغ  یو مسـئله آزمون فرض، نمودار کنترل  ینمودار کنترل
 يترکه خواص مطلوب  شودیاد منهشیپ  ینوع شوهارت  ي ناپارامتر
برا ا  ي دارد.  ــاختن  رده  ی،نمودار کنترل  ینســ   يهـا آزمون  ي از 

تفاده م اي یهژرفاپا ودیاسـ  ينقطه انجام آزمون هاکه کاربرد آن شـ
ان)  ارامتر مکـ ارن (پـ ارن  یعتوز  تقـ دمتغیره  متقـ ، در 𝝁𝝁0حول    چنـ

ارن ابـل تقـ 𝝁𝝁  ي حول نقطـه  مقـ ≠ 𝝁𝝁0  ،  فرضدر واقع انجـام آزمون 

�
𝑯𝑯𝟎𝟎:𝝁𝝁 = 𝝁𝝁0 
𝑯𝑯𝒂𝒂:𝝁𝝁 ≠ 𝝁𝝁0  .است 

تاندارد در طراحی آماري  از طرف دیگر،   یک بخش با اهمیت و اسـ
ــا    نـمـودارهــاي  ب کـنـتـرلـی  نـمـودار  طـراحـی  تـحــت کـنـتـرلـی،  اجـراي 

ــت. میانگین طول اجراي تحت   IIدر فاز   دلخواه �IC2�کنترل  اس
ت قبل از آنکه نمودار  �ARL03�کنترل   ط نمونه اسـ ، تعداد متوسـ

ناد دار یک علت اسـ عیف را  کنترلی هشـ پذیر در رابطه با کیفیت ضـ

3 In-control average run length 
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ط آن اندازه ود. گیري میبدهد و اجراي تحت کنترل اغلب توسـ شـ
ــد،   اشـ ارج از کنترل بـ د خـ ه فراینـ انی کـ انگین  زمـ طول اجراي میـ

ــاهدات متوالی، تا  (ARL14)خارج از کنترل   ــط مش تعداد متوس
ت. ت اسـ در طراحی به دنبال   معمول،طور  به  صـدور هشـدار درسـ

نادپذیر مربوط به کیفیت   تیم که یک علت اسـ نمودار کنترلی هسـ
دهد که  ضـعیف را با طول اجراي خارج از کنترل کوچک هشـدار

میانگین طول اجراي خارج از  متضـمن تحمیل یکسـري شـرایط بر 
  ، 𝑆𝑆2و   �𝑋𝑋این روش براي نمودار کنترلی شــوهارتی کنترل اســت. 

اید امروزه به ک ودمندي آنهادلیه شـ تفاده و سـ تقریباً  ،  ل قابلیت اسـ
ــتنـد کـه براي معمول  کنترل فراینـد آمـاري   ترین نمودارهـایی هسـ

توضــیحات کامل   فراز و همکاران با شــوند، در مقالهاســتفاده می
هاي متوالی مسـتقل باشـند، اگر نمونه .]13[نشـان داده شـده اسـت

ــت. زمـانی ــی اسـ تحـت کنترل  کـه فراینـد توزیع طول اجرا هنـدسـ
ــد ــت و  ، طول اجرا تعداد نمونهباش ــتباه اس ــدار اش ها قبل از هش

ــود احتمال آن که یک نمونه ــم ش ي انفرادي خارج از کنترل رس
اً برابر   اي نوع اول) اســـت.    𝛼𝛼دقیقـ ه توزیع آناز(نرخ خطـ ا کـ جـ

پذیري اسـتاندارد بزرگی، چوله به راسـت اسـت، هندسـی با تغییر
ــت  براحتی می ــد کـه ممکن اسـ یـک انـدازه   ARLتوان متوجـه شـ

ــب براي اجراي  ــد  نمودار کنترلی  منـاسـ بـه این معنـا کـه بـا    ،نبـاشـ
ال   ان دارد  احتمـ ــعیفی امکـ ت کنترل واقعی ضـ طول اجراي تحـ
(RL05)  .ــد در واقع این نکتـه   بطور غیر قـابـل قبولی کوچـک بـاشـ

عنوان یک  به ARL، که به اســتفاده از ]14[  ومري ونتگط متوســ
دازه اد می  ي انـ انتقـ اي کنترلی  براي طراحی نمودارهـ د،  اجرا  کنـ

بزرگ در   هغدغد به دو ]14[بررســی شــده اســت. مونتگومري  
ــتفاده از  ــاره میعنوان یک اندازهبه ARLاس کند. اول، ي اجرا اش

تاندارد آنکه توزیع طول  بزرگ اسـت و اجرا هندسـی، با انحراف اسـ
جا که امکان شدت چوله است. از آنکه توزیع طول اجرا بهدوم آن

کننده باشـند، بعضـی از  گمراه ARLدارد تفسـیرها بر اسـاس اندازه 
گران   گیري اجراي براي اندازه (MRL6) از میانه طول اجراپژوهشـ

، ]19[،  ]18[،  ]17[،  ]16[،  ]15[اندنمودار کنترلی اسـتفاده کرده
ه آن.  ]21[  و  ]20[ ه  همـ د کـ ده انـ ــیـ ه این نتیجـه رسـ ا بـ   MRLهـ

ب ت زیرا کمتر تحت تأثیر اندازه مناسـ تري براي اجراي نمودار اسـ
ــت. ا این وجود    چولگی توزیع طول اجرا اسـ ه  بـ ه بـ ا توجـ هآنبـ  کـ

MRL،  50  50امکان دارد  ،توزیع طول اجرا اســت دكصــامین 
اوقات (که نســـبت قابل ملاحظه اي از زمان اســـت)،  از  درصـــد

کاربران هشـدارهاي اشـتباه را زودتر از زمانی که طراحی کرده اند، 

 
4 Out-of-control average run length 
5 In-control run length 
6 Median run length 

براي مثـال، وقتی کـه یـک نمودار کنترلی در حـالـت    دریـافـت کننـد.
MRLکنترل با   = درصـد شـانس   50شـد، طراحی شـده با 256

ــتبـاه بعـد از  ــدار اشـ امین نمونـه رخ   256وجود دارد که یـک هشـ
د دهـ د)   نـ اق بیفتـ ه می  .(و زودتر اتفـ الـ ه این در این مقـ خواهیم بـ

 توان براي کاربري که مایل اســت چگونه میموضــوع بپردازیم که 
تباه قبل از شـ 𝑃𝑃1100٪  فقط تن یک هشـدار اشـ امین    Cانس داشـ

این نوع طراحی   نمودار کنترلی طراحی کرد.  را داشته باشد،نمونه  
شـود. نامیده می (PL7) دكصـمبتنی بر نمودار کنترلی، طراحی 

مشـخصـی را با احتمال از   RL0براي نمودار کنترلی،    PLطراحی 
ــمین می ــده تض به عبارت دیگر، طراحی یک کند.  قبل تعیین ش

ده بزرگتر از یک  RL0دك صـطوري که نمودار کنترلی به داده شـ
بر را با طول مقدار دلخواه باشد. همچنین طراحی نموداري که کار

RL1)ل  اجراي خـارج از کنتر
دلخواه، بـا احتمـال از پیش تعیین    (8

کند  تضـمین می  PLپذیري روش شـده مواجه کند. قابلیت انعطاف
ــاس   ــکـه کـاربران بتواننـد نمودارهـاي کنترلی بر اسـ هـاي  دكصـ

اس  را  ARLمختلف توزیع طول اجرا طراحی کنند. طراحی بر اسـ
همی اص از طراحی  توان بـ ک مورد خـ . در نظر گرفـت  PLعنوان یـ

هدر این مقـ ارایی طراحی بـ ه کـ ــاس   PLروش  الـ ا طراحی بر اسـ بـ
ARL ی  همانطوري که قبلاً اشــاره شــد، طراح شــود.مقایســه می

ه ه طراحیعمومی  PL  روشبـ ت بـ ــبـ ابر این نسـ اي تر بوده و بنـ هـ
ARL  وMRL  همچنین، طراحی  تر اسـت. پذیرانعطافPL   یر تفسـ

ک  ارج از کنترل یـ ت کنترل و خـ اي تحـ ادارتري براي اجراهـ معنـ
نمودارهـاي کنترلی را بـه طریقی   PLدهـد. ابزار  نمودار کنترلی می

یلهطراحی می دار بوسـ ي تعداد معینی از  کند که احتمال یک هشـ
ــود. در مقـابـل، انـدازههـا مینمونـه ــخص شـ و   ARLهـاي  توانـد مشـ

MRL   ها تا هشــدار را  و میانه تعداد نمونهفقط به ترتیب میانگین
 کنند.فراهم می

الـه اده از  در این مقـ ــتفـ ا اسـ اآزمون    هـاي آمـاره  کلاس بـ ایـهژرفـ ي پـ
ــط دهقان و فریدروحانی (  ــده توس ها را  که آن  ،) 2018معرفی ش

 PLنتـایج ابزار    ،هـاي کنترلی در نظر خواهیم گرفـتعنوان آمـارهبـه
ــه   ARLرا با ابزار ــیک در طراحی نمودارهاي کنترلی مقایس کلاس

ــکـه    PLابزار   مفهومیي  کرده و در مورد فـایـده هـاي طول دكصـ
ــمین می ــده تضـ ــونداجرا با احتمـال از قبـل تعیین شـ بحـث    ،شـ

ــیت  کنترلی ژرفاپایه  هاي آماره  کنیم.می ي مورد نظر داراي خاصـ
تند  آزادتوزیعناوردایی آفین و  مناوردایی آفین  یژگیو.  هسـ   ین تضـ

و   پایهمختصــات    یســتمبه ســ  نمودار کنترلیکند که عملکرد یم

7 Percentile-based design 
8 Out-of-control run length 
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 PLمچنین، فایده ابزار ه ندارد.  یبســتگ  یري گاندازه  ي هایاسمق
ابه در حالت خارج  دار مشـ تن زمان تا هشـ ب داشـ از کنترل  برحسـ

(TS1
در نقاط درصــدي مختلف توزیع زمان تا هشــدار، براي  (9

ــدار بهتر در حـالـت تحـت کنترل  TS0)  مقـادیر زمـان تـا هشـ
را   (10

،IIدهیم. در ضـمن فرض بر آن اسـت که طراحی در فاز  نشـان می
یعنی وضــعیتی که پارامترهاي یک فرایند ایســتا شــناخته شــده 

د، رخ می ــتنـ د. در واقع  هسـ از  دهـ ابی اجراي   Iدر فـ ه ارزیـ العـ مطـ
هاي بعدي تحلیل  اسـت. انجام شـده  فرایند و تحلیل قابلیت فرایند

توانند رخ دهند بر نوع و اندازه (بزرگی) دلایل اســنادپذیر که می
 کنند.  دلالت می

معرفی آماره کنترلی ژرفاپایه -2

تابع ژرفا -1-2
𝑿𝑿فرض کنید   = (𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑝𝑝)𝑇𝑇 یک بردار تصـادفی روي فضـاي   

بر  𝑃𝑃تابع توزیع متناظر با اندازه احتمال   𝐺𝐺و  (𝛺𝛺,ℱ,𝑃𝑃)احتمـال 
ــاي   ــد. بر پـایـه تـابع توزیع   ℝ𝑝𝑝فضـ تـابع ژرفـا بـه   ،ℝ𝑝𝑝روي   𝐺𝐺بـاشـ

ــورتی که  متعلق    x نقاط  بندي) مرکز به بیرون ازترتیبی (رتبهص
مرکزیت  شـود.را فراهم کند، تعریف می 𝐺𝐺نسـبت به توزیع    ℝ𝑝𝑝 به

.)𝐺𝐺توزیع    توجه به تابعیا دورافتادگی مشـاهدات داده شـده با  ) 
𝑿𝑿هاي  یا ابر داده = (𝑋𝑋1, … ,𝑋𝑋𝑛𝑛) ــتفادهمی نظریه   از  تواند با اس

دازهدادهرفـاي  ژ ا انـ ــود. ژرفـاي نقطـههـ میزان   𝐱𝐱 ϵ ℝ𝑝𝑝  ي گیري شـ
.)𝐺𝐺را بـا در نظر گرفتن تـابع توزیع   xي  مرکزیـت نقطـه  عمق/ یـا  (

ــد، گیرد. هرچـه مقـدار ژرفـا بزرگانـدازه می  𝐗𝐗  هـاي ابر داده تر بـاشـ
ــاهده متناظر، با توجه به توزیع   .)𝐺𝐺عمق مش  𝐗𝐗هاي یا ابر داده (

نقاط فراهم  بنابراین یک ترتیبی مرکز به بیرون ازتر اســـت. بیش
متغیره مفید هاي آماري چندتواند براي تحلیلشـده اسـت که می

ه اي هر نقطـ اشـــد. ژرفـ ا در نظر گرفتن توزیع  𝐱𝐱، 𝐱𝐱 ϵ ℝ𝑝𝑝ي  بـ بـ
𝐺𝐺(. ــب  𝐗𝐗هـاي  دادهیـا ابر  ( ــط تـابع ژرفـاي منـاسـ .)D  توسـ ,𝐺𝐺) 

) تابع ژرفاي آماري را  2000زو و سـرفلینگ (  اسـبه شـده اسـت.مح
دار که چهار خاصـیت مطلوب را  به صـورت نگاشـت نامنفی، کران

:ند ازا. این خواص عبارت]22[کنندکند، تعریف میتأمین می
(𝑃𝑃1)  براي هر مـاتریس  نـاوردایی آفین :𝑝𝑝 ⨯ 𝑝𝑝   و هر   نـامنفرد
 ،𝐛𝐛بعدي  pبردار 

D(𝐀𝐀𝐱𝐱 + 𝐛𝐛,𝐺𝐺𝑨𝑨𝑿𝑿+𝒃𝒃) = D(𝐱𝐱,𝐺𝐺)
𝐀𝐀𝐗𝐗تابع توزیع بردار تصادفی 𝐺𝐺𝐀𝐀𝐗𝐗+𝐛𝐛که + 𝐛𝐛.است

 Out-of-control time to signal 
10 In-control time to signal 

(𝑃𝑃2)  اگر توزیع  بیشـترین بودن در مرکز :𝐺𝐺 ه  نسـبت به نقط𝜭𝜭 
د (منظور یکی از مفاهیم تقارن چند ت) در  متقارن باشـ متغیره اسـ

 ماکزیمم می شود،𝜭𝜭 در 𝐷𝐷(𝒙𝒙,𝐺𝐺)این صورت 
𝐷𝐷(𝜭𝜭,𝐺𝐺) = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑝𝑝 𝐷𝐷(𝒙𝒙,𝐺𝐺)        𝒙𝒙 𝜖𝜖 ℝ𝑝𝑝 

(𝑃𝑃3)  ــبـت بـه ژرف ترین نقطـه : اگر براي یکنواخـت بودن نس
𝒙𝒙 𝜖𝜖 ℝ𝑝𝑝،      𝐷𝐷(𝜭𝜭,𝐺𝐺) هر ≥ 𝐷𝐷(𝒙𝒙,𝐺𝐺)   

،𝛼𝛼 𝜖𝜖 [. , 𝒙𝒙 𝜖𝜖 ℝ𝑝𝑝و  [1 گاه براي هرآن  
D(𝜭𝜭 +  α(𝐱𝐱 −  𝜭𝜭),𝐺𝐺) ≥ D(𝐱𝐱,𝐺𝐺)

(𝑃𝑃4) اگربه صفر رسیدن در بینهایت : ‖𝒙𝒙‖  →  گاهآن ،∞ 
𝐷𝐷(𝒙𝒙,𝐺𝐺)  →  0. 

بت به   𝒙𝒙 𝜖𝜖ℝ𝑝𝑝ي  نقطه  )11𝑀𝑀𝐷𝐷10F(  : ژرفاي ماهالانوبیستعریف نسـ
 به صورت 𝐺𝐺توزیع 

𝑀𝑀𝐷𝐷(𝒙𝒙,𝐺𝐺) =
1

1 + (𝒙𝒙 − 𝝁𝝁)𝑇𝑇𝚺𝚺−1(𝒙𝒙 − 𝝁𝝁) 

ــود کـهمیتعریف   اتریس 𝚺𝚺  و 𝝁𝝁 شـ انگین و مـ ه ترتیـب، بردار میـ بـ
اي ژرفاي ماهالانوبیس ي نمونههسـتند. نسـخه 𝐺𝐺پراکندگی توزیع  

ا جـایگزین کردن ا براوردهـاي نمونـه𝚺𝚺  و 𝝁𝝁 بـ ا بـهاي آنبـ ــت  هـ دسـ
𝝁𝝁) نشـان دادندکه چنانچه  2000. زو و سـرفلینگ ( ]23[ آیدمی

د، تابع ژرفاي ماهالانوبیس در هر  Gي تقارن تابع توزیع  نقطه باشـ
   .]22[کندصدق می 4P تا 𝑃𝑃1چهار ویژگی
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اهدات   ) 2018( دهقان و فریدروحانی   ی مشـ متناظر با نرم اقلیدسـ
ــت، تابع دورافتادگی نمونهکه اندازه اي اي از دورافتادگی نقاط اس
ه ازه  𝒙𝒙 𝜖𝜖 ℝ𝑝𝑝ي  در نقطـ دار آن در بـ ه مقـ ه نحوي کـ .]ي  را بـ ,∞]

 باشد، به صورت

𝑂𝑂�𝒙𝒙,𝐺𝐺�𝑛𝑛
𝑠𝑠� =

1
𝐷𝐷�𝒙𝒙,𝐺𝐺�𝑛𝑛𝑠𝑠�

−
1
𝑎𝑎

 𝐷𝐷(. ,𝐺𝐺�𝑛𝑛𝑠𝑠) 𝜖𝜖 [. ,𝑎𝑎]و𝑎𝑎 𝜖𝜖 (0,1]   گرفتنــد نظر  تــابع    𝐺𝐺�𝑛𝑛𝑠𝑠  کــهدر 
ــده ي نمونه یتجرب  یعتوز ,X1±  ي متقـارن شـ … , ±X𝑛𝑛   ــت و اسـ

 عریف کردند ت

𝑸𝑸𝑛𝑛𝑛𝑛 =
𝑿𝑿𝒊𝒊

�1 + 𝑂𝑂(𝑿𝑿𝒊𝒊,𝐺𝐺�𝑛𝑛𝑠𝑠)
 .

ي آزمون پیشـنهادي را در قالب صـورت درجه دوم هاي آمارهرده
𝑖𝑖ها 𝑸𝑸𝑛𝑛𝑛𝑛بر اساس  = 1, . . , n     به صورت 

𝑇𝑇𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑸𝑸�𝑛𝑛
𝑇𝑇�𝑛𝑛−1 ∑ 𝑸𝑸𝑛𝑛𝑛𝑛𝑸𝑸𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑇𝑇𝑛𝑛
𝑛𝑛=1 �−1𝑸𝑸�𝑛𝑛        (1) 

11 Mahalanobis Depth 
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 که

𝑸𝑸�𝑛𝑛 =
1
𝑛𝑛
�𝑸𝑸𝑛𝑛𝑛𝑛 .
𝑛𝑛

𝑛𝑛=1
ــان دادنـد کـه طول 2018(   یـدروحـانیدهقـان و فر  يبردارهـا  ) نشـ

ا اژرفـ هپـ ادپ  یـ ــنهـ ه   𝑸𝑸𝑛𝑛𝑛𝑛ي  یشـ اط اول  ي دور  یزانمبـ هنقـ دأ   یـ از مبـ
  يها (فاصـله  یبردارها اطلاعات مربوط به بزرگ یندارد، و ا  یبسـتگ

را    یهاســـتوار از مرکز) و جهت (علامت با توجه به مرکز) نقاط اول
ــمین می  𝑸𝑸𝑛𝑛𝑛𝑛. این ویژگی  کننـدیلحـاظ م ــاختـار تضـ کنـد کـه سـ

ــی مجموعه ــود. علاوه براین، هاي اولیه حفظ میي دادههندس  ش
𝑸𝑸𝑛𝑛𝑛𝑛هاي اولیه متمرکزتر هسـتند، که در مواردي  ها نسـبت به داده

د توزیع اننـ اي دممـ ه تحـت آنهـ ــنگین کـ ا دادهسـ ار هـ ــیـ اي بسـ هـ
ده د میپراکنـ ار میاي تولیـ د، انتظـ ــونـ د.  شـ ابـ رود توان افزایش یـ

ــیت نیز دو ویژگی   𝑇𝑇𝑛𝑛بودن   آزادتوزیعناوردایی آفین و   هاي خاصـ
 .]7[هستندمطلوب این آماره  

توزیع مجانبی تحت فرض صفر -1-2-2

انبی   ــفر براي رده  𝑇𝑇𝑛𝑛در این بخش توزیع مجـ ت فرض صـ ي تحـ
 شود. معرفی می  هاي متقارن مرکزي توزیع

 ابتدا بردار تصادفی

𝑽𝑽𝑛𝑛 =
𝑿𝑿𝑛𝑛

�1 + 𝑂𝑂(𝑿𝑿𝑛𝑛 ,𝐺𝐺)
حاصـل  𝑸𝑸𝑛𝑛𝑛𝑛 در  𝐺𝐺�𝑛𝑛𝑠𝑠با  𝐺𝐺با جایگذاري   𝑽𝑽𝑛𝑛  تعریف شـده اسـت که

.            شودمیشده است. از لم زیر استفاده 
,X1: فرض کنید 1لم   … , X𝑛𝑛 ــادفی از توزیع متقارن نمونه اي تص

د و گشـتاورهاي دوم مؤلفه وجود   𝐗𝐗𝑛𝑛هاي  مرکزي حول صـفر باشـ
اي در شرط سازگاري  داشته و متناهی باشد. اگر تابع ژرفاي نمونه

 یکنواخت
lim
𝑛𝑛→∞

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑝𝑝�𝐷𝐷�𝒙𝒙,𝐺𝐺�𝑛𝑛� − 𝐷𝐷(𝒙𝒙,𝐺𝐺)� = 0,𝒙𝒙 ∈ 𝑅𝑅𝑝𝑝

 گاهبراي تابع ژرفا برقرار باشد، آن (𝑃𝑃1) دق کند و ویژگیص
√𝑛𝑛(𝑸𝑸�𝑛𝑛 − 𝑽𝑽�𝑛𝑛) = 𝑂𝑂𝑝𝑝  (1) 

𝑽𝑽�𝑛𝑛 که = 1
𝑛𝑛
∑ 𝑽𝑽𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑛𝑛=1

 و داریم
1
𝑛𝑛
�𝑸𝑸𝑛𝑛𝑛𝑛𝑸𝑸𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑇𝑇
𝑛𝑛

𝑛𝑛=1

−
1
𝑛𝑛
�𝑽𝑽𝑛𝑛𝑽𝑽𝑛𝑛𝑇𝑇
𝑛𝑛

𝑛𝑛=1

= 𝑂𝑂𝑝𝑝(1)

همچنین شـرط سـازگاري یکنواخت براي تابع ژرفاي ماهالانوبیس 
   .]23[برقرار استتحت متناهی بودن گشتاورهاي مرتبه دوم 

یه  برقرار باشــد، در این صــورت  1: فرض کنید شــرایط لم 1قضـ
توزیع مجـانبی خی  𝐻𝐻0  𝑇𝑇𝑛𝑛،  تحـت فرض ا  داراي  بـ درجـه   𝑝𝑝دو 
   آزادي است،

𝑇𝑇𝑛𝑛
𝑑𝑑
→ 𝜒𝜒𝑝𝑝 

2 . 
ام α 100دك صـاز  𝑇𝑇𝑛𝑛ي  دهد که هرگاه آمارهاین قضـیه نشـان می

 𝜒𝜒𝑝𝑝,𝛼𝛼 ي آزادي؛درجـه  𝑝𝑝دو بـا  بـالایی توزیع خی
، تجـاوز کنـد فرض 2

صفر رد خواهد شد.

 دكصمبتنی بر با ابزار  𝑻𝑻𝒏𝒏طراحی نمودار کنترلی   -3

ــه ــخصـ ا دو مشـ ا   کیفیـت  ي فراینـدي بـ ال بـ کـه داراي توزیع نرمـ
اشــند، را در ب 𝚺𝚺0  و ماتریس کوواریانس 𝝁𝝁0میانگین تحت کنترل  

نمودارهـاي نظر   ابزار معمول در طراحی  موارد،  این  د. در  بگیریـ
ابتدا نرخ خطاي نوع اول در سـطح این اسـت که   شـوهارتی  یکنترل

α ــبه میا درر ــپس حدود کنترلی را محاس کنیم. نظر گرفته و س
براي نمودار کنترلی نوع شــوهارتی معمول، مانند نمودار کنترلی  

𝑇𝑇2-هايهتلینگ، از حدود کنترلی ثابت که بر اسـاس توزیع آماره
شــود. شــبیه به نمودارهاي کنترلی  کنترلی هســتند اســتفاده می

نمودار کنترلی   دمتغیره مختلف،  ک حـد کنترلی    𝑇𝑇𝑛𝑛چنـ فقط یـ
داراي توزیع مجـانبی   H0تحـت فرض    𝑇𝑇𝑛𝑛جـا کـه آمـاره  از آن  .دارد
ا  خی ــت،  𝑝𝑝دو بـ ه آزادي اسـ ابرای  درجـ الا براي بنـ ن حـد کنترلی بـ

درجه آزادي  𝑝𝑝دو با ام بالایی توزیع خیα100دك صـ، 𝑇𝑇𝑛𝑛نمودار  
اي از فاصــله شــاخص تعمیم یافته 𝑇𝑇𝑛𝑛و چون آماره آزمون  اســت

ت.  فر اسـ ت، لذا حد پایین نمودار کنترلی مورد نظر همواره صـ اسـ
    پس

LCL = UCL  و  0 = 𝜒𝜒2
𝛼𝛼(𝑝𝑝)  )۲(  

ــعیت   ــنهادي یک وض خارج از  به این ترتیب، نمودار کنترلی پیش
تر یا مسـاويبزرگ 𝑇𝑇𝑛𝑛  ي مقدار آماره دهد اگرکنترل را نشـان می

UCL ــد ــهاي کنترلی مبتنی بر  در طراحی نمودار  .باش به دك ص
دك دلخواه صــنمودارهاي کنترلی بر اســاس  ، ARL0جاي اندازه 

دمیطراحی    RL0توزیع   ــونـ اربر ]13[شـ دا کـ ار، ابتـ . براي این کـ
 Cاحتیـاج دارد در مورد اجراي تحـت کنترل دلخواه بـا دو پـارامتر  

ــطح احتمـال  RL0(مقـدار دلخواه براي   ــمیم بگیرد. ت 𝑃𝑃1) و سـ صـ
 𝑃𝑃1هاي نمودار کنترلی باید طوري تنظیم شــوند که  بنابراین ثابت

اوي یا بزرگ )RL0 )RL0𝑃𝑃1دك صـ  امین  Cتر از مقدار دلخواه مسـ
ــد Pr (RL0به این معنی که،   ،باش < 𝐶𝐶) = 𝑃𝑃1   یاRL0𝑃𝑃1 = 𝐶𝐶. 
مین ا𝑃𝑃1  کهنشـان دادن اینهندسـی اسـت،  RL0جا که توزیع  از آن
ــ ــیلهبهتواند می RL0دك ص RL0𝑃𝑃1  ي وس = ln(1−𝑃𝑃1)

ln(1−𝛼𝛼)
ــبهم  حاس
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دلخواه را طوري   Iتوان نرخ خطاي نوع شـود، آسـان اسـت. پس می
RL0𝑃𝑃1 در نظر گرفت که = 𝐶𝐶 .،به عبارت دیگر 

α = 1− 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝 �ln(1−𝑃𝑃1)
𝐶𝐶

�                         )۳(
ــه   ــخص 𝑝𝑝)براي مثال، فرض کنیدکه یک فرایند با دو مش = 2) 

𝛍𝛍0  رامترهاي ااراي توزیع نرمال با پد = 𝚺𝚺0 و  0 = 𝐈𝐈   .ممکن باشد
ــوهارتی با حجم نمونه ــت بخواهیم نمودارهاي کنترلی ش هاي اس

n = ــتقـل از هم  م  5 ــد از    80وري طراحی کنیم کـه  طسـ درصـ
RL0اوقـات   > Pr(RL0  یـا  120 > 120) = این، بنـابر  .0/80

ه   ــود کـ د طراحی شـ ایـ بـ  RL0ام    20دك  صــــنمودار کنترلی 
�RL00/20�    ــد. در این حـالـت، بـایـد نمودارهـاي    120حـداقـل بـاشـ

ــده در    Iخطاي نوع مقدار کنترلی با   ــوند )3(داده ش ــاخته ش ، س
α  یعنی = 1 − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝 �ln(1−0/20 )

120
� = ابر0/00185 حـداین،  . بنـ

ــ  𝑇𝑇𝑛𝑛نمودار کنترلی    بالاي  ــورتش K وهارتی به ص = 𝜒𝜒𝛼𝛼2 (𝑝𝑝) =
براي نمودار کنترلی    IIنرخ خطاي نوع  آید. بدســـت می 13/815

هدر میانگین فرایند بو انتقال منظور کشــف شــیفت  بهمورد نظر، 
شـکل  آید.بدسـت میکارلو مونتسـازي  ، از طریق شـبیه𝑑𝑑 ي اندازه

مبتنی بر رویکرد 𝑇𝑇𝑛𝑛  کنترلی  تحت کنترل نمودار اجرا و کارایی 1
ARL   براي  𝑛𝑛 = 𝛼𝛼و    50 = ــا را  0/005 کنترلی    ب  𝑇𝑇𝑛𝑛نمودار 

رویکرد بر  𝑛𝑛  بــا  PL  مبتنی  = رابطــهαو    50 ( ي  د3ي   دور  )، 
ــت: ــال Pr(RL0  ح > 100) = 0/90،  Pr(RL0 > 100) = 0/85 

ــه می ایسـ دمقـ اره(از آن  کنـ انبی آمـ ه توزیع مجـ ا کـ ي کنترلی  جـ
 𝑇𝑇𝑛𝑛دو اسـت، اجراي نمودار کنترلی  موردنظر تحت فرض صـفر خی

𝑛𝑛براي  ≥  عنوان مثال، براي حالت اولبه.  انجام شـده اسـت)  25
(𝑃𝑃1 = مـیـزان  (0/1  ،α  رابـطــه از  ــتـفــاده  اسـ ــا  ( ب  بـرابـر   ) 3ي 

α = 1 − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝 �ln(0/90)
100

� = ن   0/00105 ایـ در  ود.  بـ واهــد  خـ
ــریـب حـدود کنترلی نمودار   ــورت ضـ ا رویکرد  𝑇𝑇𝑛𝑛صـ   برابر  PL  بـ

K = 𝜒𝜒0/00105
2 (۲) = ــبه می 13/71793  ــود.محاسـ مقادیر  شـ

ت  ه طول اجراي تحـ انـ ت کنترل و میـ ــط طول اجراي تحـ متوسـ
رد   کـ رویـ ــا  ب رل  تـ نـ ARL  (𝛼𝛼کـ = ــه،  (0/005 ر ب رابـ بـ یــب  رتـ  تـ

 ARL0 = 1
𝛼𝛼

= MRL0  و  200  = log(0/5)
log(1−𝛼𝛼)

= 138/28  
رویـکـرد   ــا  ب مـقــادیـر  ایـن  ــت.  ــه  PLاســ  بـرابـر تـرتـیــب  ب

 ARL0 = 1
𝛼𝛼

= MRL0و      952/38 = log(0/5)
log(1−𝛼𝛼)

= 659/79 
رویکرد   نتیجـه  در  بهبود   PLاســــت.  را  تحـت کنترل  کـارایی 

توان پیشــرفت بســیار زیادي در  بخشــد و با این رویکرد میمی
یک به ت آورد.عملکرد تحت کنترل نمودارهاي کلاسـ  2کل  شـ دسـ

ــکار کردن  را   𝑇𝑇𝑛𝑛  کنترلی  نمودارل  کنترخارج از   عملکرد براي آش
دازه   ه انـ انگین بـ ال در میـ 𝑑𝑑انتقـ = ا    3 و   PLو    ARLدو رویکرد  بـ

باید توجه داشـته   .کندمقایسـه میمقادیر مختلف سـطح احتمال  

به طراحی نمودار کنترلی    ،باشــیم که بهبود عملکرد تحت کنترل 
ا رویکرد   اط دارد  PLبـ ــخیص   ارتبـ ت تشـ ابلیـ ه از بین رفتن قـ و بـ

مقدار متوسـط  PL  نیسـت. یعنی در رویکرد نمودار کنترلی مرتبط
ت ا    ARL0  کنترل   طول اجراي تحـ  ARLبرابر رویکرد    7/4تقریبـ

معنی از دســت رفتن قابلیت به ARL0 افزایش مقدار اســت و این
    یست.کنترلی نتشخیص نمودار 

نشــــان میهمـان ال  این مثـ ه  اري  طور کـ آمـ د، در طراحی  دهـ
نســـبت به   PL  نمودارهاي کنترلی، یک مزیت آشـــکار از رویکرد

ــتنتـایج  وجود دارد.    ،ARL  رویکرد ــئلـه اسـ  کـه  گویـاي این مسـ
ارایی تحـت کنترل بهتري را    PLابزار    نمودار کنترلی مبتنی بر کـ

ــبـت به نمودار مبتنی بر ــورت اتفـاق  ARLابزار   نسـ دارد و در صـ
ــف این تغییر را  افتـادن تغییر در میـانگین فراینـد،   بـهتوانـایی کشـ

دازه ابـل  واقع در  در، دارد.  ARLي ابزار  انـ ه  مقـ وجود آمـدن تغییر بـ
 همراه ،  ARL  مبتنی بر  نمودارخوبی  هاجرایی بدر میانگین فرایند،  

   .دکنبهتر، فراهم می  خیلی  اجراي تحت کنترل  با

کل     PL  با رویکردهاي  𝑇𝑇𝑛𝑛براي نمودار کنترلی   RL0اي نمودار جعبه -1شـ
𝑛𝑛براي    ARLو   =  .   𝑃𝑃1و مقادیر مختلف سطح احتمال    50

 

  PL  با رویکردهاي  𝑇𝑇𝑛𝑛 براي نمودار کنترلی  RL1اي نمودار جعبه   -2شکل 
𝑛𝑛براي    ARLو   = 𝑑𝑑و    50 =  . 𝑃𝑃1مقادیر مختلف سطح احتمال    و   3
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مبتنی بر ا ابزار ب ـ 𝑻𝑻𝒏𝒏نمودار کنترلی  آمـاريطراحی   -4
 دكص

ل ترجیح می اري  در عمـ فراهم کنیم    ي را  PLدهیم طراحی آمـ
در این    .]13[تضــمین شــوند RL1و   RL0که با احتمالات معینی  

و  کردهگیري اسـت را معرفی  نمونه  ي که فاصـله ℎ حالت، پارامتر
اده از   ــتفـ ا اسـ ان  ℎبـ ایی از زمـ دهـ ه واحـ ل ، طول اجرا را بـ دیـ تبـ

ه  می اي  کنیم. بـ ارامترهـ ارت دیگر، پـ دا    𝑘𝑘و 𝑛𝑛، ℎعبـ را طوري پیـ
ا می ــدار تحـت کنترل و خـارج از کنترل بـ ا هشـ کنیم کـه زمـان تـ

 معینی تضمین و به صورت زیر محاسبه شوند:  هاي احتمال 
𝑇𝑇𝑆𝑆0 = 𝑅𝑅𝑅𝑅0 ∗ ℎ;   𝑅𝑅𝑅𝑅0 ∼ 𝐺𝐺𝑒𝑒(𝛼𝛼) 

𝑇𝑇𝑆𝑆1 = 𝑅𝑅𝑅𝑅1 ∗ ℎ;   𝑅𝑅𝑅𝑅1 ∼ 𝐺𝐺𝑒𝑒(1− 𝛽𝛽)
به  𝑇𝑇𝑆𝑆1و  𝑇𝑇𝑆𝑆0و 𝑟𝑟 شــانگر توزیع هندســی با پارامترن 𝐺𝐺𝑒𝑒 (𝑟𝑟)که 

ــدار تحت کنترل و ــدار ترتیب زمان تا هشـ خارج از    زمان تا هشـ
تند. ت،  طراحی آماري به  کنترل هسـ ورتی که در ادامه آمده اسـ صـ

ام بالایی 𝑃𝑃2100دك  صــکردن    کمینهشــود. تابع هدف تعریف می
اسـت به طوري که اجراي  𝑇𝑇𝑆𝑆1𝑃𝑃2  زمان تا هشـدار خارج از کنترل 

𝜃𝜃  مدلخواه حاصل شود. متغیرهاي تصمی = {𝑛𝑛,ℎ, 𝑘𝑘}  و 𝑇𝑇1  و  𝑇𝑇2 
 ستند.  ه 𝑇𝑇𝑆𝑆1و  𝑇𝑇𝑆𝑆0قادیر دلخواهمترتیب به

𝑀𝑀𝑖𝑖𝑛𝑛 𝑇𝑇𝑆𝑆1𝑃𝑃2;  𝜃𝜃 = {𝑘𝑘,𝑛𝑛; ℎ} 
 در رابطه با:
𝑃𝑃𝑟𝑟(𝑇𝑇𝑆𝑆0 ≥ 𝑇𝑇1) = 1 − 𝑃𝑃1 
𝑃𝑃𝑟𝑟(𝑇𝑇𝑆𝑆1 ≤ 𝑇𝑇2) = 1 − 𝑃𝑃2 
𝑘𝑘 > 0;𝑇𝑇𝑆𝑆0 > 𝑇𝑇𝑆𝑆1                     (4)
𝑛𝑛𝜖𝜖{2, 3, … ,𝑛𝑛𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚} 
ℎ𝜖𝜖{ℎ𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛, 2ℎ𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛, 3ℎ𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛, … ,𝑇𝑇2} 

ℎ که طراحی عملی شـود، شـرطبراي آن < T2   را هم روي فاصـله
  .دهیمقرار می، ℎگیري  نمونه

ه،     مقـالـ این  ژنتیـک  در  الگوریتم  ابزار  هکـه    (GA12)از  طور  بـ
ســـازي پیچیده بکار گرفته آمیزي در حل مســـائل بهینهموفقیت

کنیم و اسـتفاده می (4)سـازي  براي حل مسـئله بهینه، شـودمی
افزار   نرم  ک را در  ژنتیـ الگوریتم  ه،  ل بهینـ افتن حـ یـ ا   Rبراي  بـ

راي اطلاع بیشــتر در ب  کنیم.کدگذاري می ()gaاســتفاده از تابع  
ک   ه  (GA)مورد الگوریتم ژنتیـ ــود.    رجوع] 24[  بـ ل شـ براي حـ

 صورت زیر است:بهالگوریتم ژنتیک   (4)سازي  مسئله بهینه
                    . 𝑇𝑇1,𝑇𝑇2,𝑃𝑃1,𝑃𝑃2,𝑑𝑑مقادیر پارامترهاي اجرا و فرایند تنظیم  -1
ايتعیین کران-2 ارامترهـ ه و پـ ایین براي حجم نمونـ الا و پـ اي بـ هـ

ــنـد کـه هـا بـایـد از لحـاظ طراحی، امکـانگیري. کراننمونـه پـذیر بـاشـ
واحـد زمـان انجـام   ℎ𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛در هر    مونـهن  𝑛𝑛𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚گیري بـه تعـداد  نمونـه

12 Genetic Algorithm 

ها دوباره تعیین  پذیر نباشد، کرانشود. اگر طراحی شدنی و امکان
شوند.

به عنوان جامعه اولیه.  (𝑛𝑛,ℎ)وموزوم تصــادفی کر 100تولید   -3
ان ل امکـ ک حـ اري  هر کروموزوم در واقع یـ ذیر براي طراحی آمـ پـ

 است. 
دار مورد نظر براي طول اجراي تحت کنترلقدر نظر گرفتن م  -4

𝐶𝐶 از رابطه = 𝑇𝑇1/ℎ .   
، و سـپس ) 3( ي  به کمک معادله α بدسـت آوردن، 𝐶𝐶با داشـتن   -5

𝑘𝑘ن  داقرار د = 𝜒𝜒2
𝛼𝛼(𝑝𝑝)  .  کـه𝜒𝜒2

𝛼𝛼(𝑝𝑝)  ــ ام بـالایی α100دك  صـ
طول اجراي  به این ترتیب .درجه آزادي اســت 𝑝𝑝دو با توزیع خی

1) دلخواه براي هر نمودار با احتمال   تحت کنترل  − 𝑃𝑃1)   تضـمین
 شود. می

براي هر کروموزوم با استفاده   �II  �𝛽𝛽𝑇𝑇𝑛𝑛نوع  خطاي    ي محاسبه  -6
 از شبیه سازي مونت کارلو.

ــبه  -7 1)ي  محاس − 𝑃𝑃2)100   ــامین ــدار در ص دك زمان تا هش
ت ــط    حـالـ توسـ از کنترل  𝑇𝑇𝑆𝑆1𝑃𝑃2خـارج  = ln𝑃𝑃2

ln𝛽𝛽
⨯ ℎ   براي هر

ــده در   ــت آید. (4)کروموزوم تا تابع برازندگی تعریف ش در  بدس
𝛽𝛽 رابطه مورد نظر = 𝛽𝛽𝑇𝑇𝑛𝑛 .است        

هتعیین    -8 بـ بزرگی  دد  هعنوان  عـ دگی  جریمـ برازنـ دار  براي مقـ
𝑇𝑇𝑆𝑆1𝑃𝑃2 هایی کهمربوط به کروموزوم > 𝑇𝑇2.      

ب کردن کروموزم  -9 دگیمرتـ دار برازنـ ــاس مقـ ا بر اسـ ــانهـ شـ
)𝑇𝑇𝑆𝑆1𝑃𝑃2(. ــبـه مقـدار احتمـال انتخـاب براي هر  محـا زوم بـه کروموسـ

ا دگی آنهـ دار برازنـ ت مقـ ــبـ ه شــــانس    ،نسـ ــتري راکـ ه  بیشـ بـ
     دهد.ی با مقدار برازندگی بهتر مییهاکروموزوم

د جـاري براي آن  برتر  انتخـاب کروموزوم  -10 اظی کـه  در تولیـ حفـ
طور مستقیم در  پی کردن آن بهداشته باشیم و ک پاسخبر بهترین  

   تولید بعدي.
به عنوان گردونه شــانسانتخاب دو کروموزوم با اســتفاده از   -11

دان براي  ه عنوان فرزنـ د بـ دیـ اد دو کروموزوم جـ دین براي ایجـ والـ
دي  د بعـ د    تولیـ ا تولـ ه تـ د.    90و تکرار این مرحلـ دیـ کروموزوم جـ

میزان  شــوند کهرهاي متقاطع و جهش ایجاد میفرزندان با عملگ
 درصد تعیین شده است.  50متقاطع و جهش در این جا

لتکرار    -12 ا    5  مراحـ انی  10تـ ا زمـ ه دیگر هیچ بهبودي در  تـ کـ
ــل  1000مقدار برازندگی بهترین کروموزوم در  متوالی وجود   نسـ

    نداشته باشد.
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تحلیل عددي -4-1

ه هبـ ــلـ اصـ اربردي، فـ ک مورد عملی و کـ هعنوان یـ اي نمونـ گیري هـ
 هاي زمانصورت واحدممکن را به

 ℎ = 0/5 , 1, 1/5, … ,𝑇𝑇2  
ــلـه نمونـهحـداکثر  ،  یعنی  .کنیممی  تنظیم گیري روي زمـان تـا  فـاصـ

ترین کاري و کوتاه  تهشـدار خارج از کنترل دلخواه در یک شـیف
ــلـه ℎ𝑚𝑚𝑛𝑛𝑛𝑛گیري ممکن  ي نمونـهفـاصـ = از واحـد    5/0هر    در  0/5

ــده اســـت.در نظر گرفته زمان  کنیم حجم علاوه، فرض میبه شـ
ه ان    5/0ي ممکن در هر  نمونـ د زمـ ا  واحـ 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚)  50تـ = و   (50

ــد.  𝑇𝑇2برابر  حـداقـل  بـه ازاي این مقـدار تولیـد،   بـه عبـارت دیگر، بـاشـ
ه داکثر نرخ نمونـ ان و    5/0مورد در هر    50گیري  حـ د از زمـ واحـ

ــد.  𝑇𝑇2مورد در هر   35گیري  حـداقـل نرخ نمونـه واحـد از زمـان بـاشـ

ــت دادن هیچ کلیتی در نظر گرفتـه  ــیـات بـدون از دسـ این فرضـ
ــده  𝑇𝑇𝑛𝑛 آماري بهینه براي نمودار طراحی 4  تا 1  هاي ول اند. جدش

 𝑇𝑇1با زمان تا هشـدار تحت کنترل دلخواه  PL با رویکرد وهارتیشـ
ارج از کنترل   ا هشـــدار خـ ان تـ ات مختلف    𝑇𝑇2و زمـ براي ترکیبـ

 مواردبراي  دهند. نتایجي فرایند را نشان میپارامترها
،𝑃𝑃1 = 𝑃𝑃2 = 0/05, 0/1, 0/15, 0/2 ،𝑛𝑛𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 50 
و   ℎ = 0/5 , 1, 1/5, … ,𝑇𝑇2 ، واحد از زمان  𝑇𝑇1 = 100
𝑇𝑇2 = 1, 2, 3, 4, 5    

د ان  از  واحـ ال   ســــه  براي   ،زمـ 𝑑𝑑)    مختلف  انتقـ = 1, 2, در   (3
هايجدول در  نتایج بدست آمده    .میانگین توضیح داده شده است

ا    1 دار  ،4تـ همقـ اي بهینـ اي تنظیمی نمودارهـ ارامترهـ کنترلی   ي پـ
𝑇𝑇𝑛𝑛ب  ، یعنی ــریـ د  ضـ دازه  ،(𝑘𝑘)کنترلی    ودحـ هانـ و  (𝑛𝑛)  ي نمونـ

   دهند.نشان می ار (ℎ)  گیري ي نمونهفاصله

PL،  𝑛𝑛𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚با رویکرد  𝑇𝑇𝑛𝑛  طراحی آماري بهینه براي نمودار کنترلی :1جدول  = 𝑃𝑃𝑟𝑟 (𝑇𝑇𝑆𝑆0    و 50 > 100) = Pr(𝑇𝑇𝑆𝑆1 ≤ 𝑇𝑇2) = 0/95 
d 1 2 3 
𝑇𝑇2 k n h k n h k n h 
1 15/15  52 0/1  15/15  52 0/1  15/15  53 0/1  
2 34/14  51 5/1  34/14  52 5/1  15/15  52 0/1  
3 34/14  48 5/1  34/14  54 5/1  34/14  53 5/1  
4 34/14  40 0/1  34/14  55 5/1  34/14  49 5/1  
5 15/15  48 5/1  77/13  49 0/2  34/14  51 5/1  

PL ،𝑛𝑛𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚با رویکرد  𝑇𝑇𝑛𝑛 طراحی آماري بهینه براي نمودار کنترلی :2جدول  = Pr(𝑇𝑇𝑆𝑆0و  50 > 100) = Pr(𝑇𝑇𝑆𝑆1 ≤ 𝑇𝑇2) = 0/90 
d 1 2 3 
𝑇𝑇2 k n h k n h k n h 
1 71/13  47 0/1  71/13  51 0/1  71/13  55 0/1  
2 09/12  49 5/1  90/12  53 5/1  90/12  55 5/1  
3 33/12  49 0/2  71/13  51 0/1  90/12  53 5/1  
4 71/13  48 0/1  90/12  54 5/1  71/13  54 0/1  
5 71/13  48 0/1  33/12  53 0/2  90/12  55 5/1  
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PL، 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 با رویکرد 𝑇𝑇𝑛𝑛 طراحی آماري بهینه براي نمودار کنترلی :3جدول  = Pr(𝑇𝑇𝑆𝑆0و  50 > 100) = Pr(𝑇𝑇𝑆𝑆1 ≤ 𝑇𝑇2) = 0/85 
d 1 2 3 
𝑇𝑇2 k n h k n h k n h 

1 85/12  55 0/1  85/12  54 0/1  85/12  54 0/1  
2 85/12  48 0/1  85/12  50 0/1  85/12  53 0/1  
3 04/12  49 5/1  04/12  53 5/1  85/12  54 0/1  
4 85/12  48 0/1  04/12  50 5/1  04/12  54 5/1  
5 04/12  51 5/1  85/12  52 0/1  04/12  52 5/1  

PL، 𝑛𝑛𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 با رویکرد 𝑇𝑇𝑛𝑛 طراحی آماري بهینه براي نمودار کنترلی :4جدول  = Pr(𝑇𝑇𝑆𝑆0و  50 > 100) = Pr(𝑇𝑇𝑆𝑆1 ≤ 𝑇𝑇2) = 0/80

95از  اطمینانکه سـطح  همچناندسـت آمده،  بر اسـاس نتایج به
د به  د کاهش می 80درصـ نمودار  کنترلی  پهناي حدود  ،یابددرصـ

𝑇𝑇𝑛𝑛 (𝑘𝑘) يعلاوه، متوجه شــدیم که فاصــله بهد. شــومی  ترباریک
ه ا افزایش    ℎ  گیري نمونـ د،  افزایش می  𝑇𝑇2بـ ابـ ا افزایش  𝑛𝑛یـ  𝑇𝑇2  بـ

اهش می د  کـ ابـ د.  یـ ــتنـ ار هسـ ایج مورد انتظـ ه نتـ ه همـ اکـ ابق بـ مطـ
ادیر ه در   C  و  𝑃𝑃1  مقـ ادیر بهینـ اربر و مقـ ــط کـ ــده توسـ تعیین شـ
شـود.  شـخص میم 𝑇𝑇𝑛𝑛 (UCL)نمودار    ي ها، حد کنترلی بالاجدول 

دارهـاي کنترلی داراي طول اجراي تحـت ونم  ،در این نوع طراحی
و نسـبت به نمودار    هسـتند  کنترل و خارج از کنترل تضـمین شـده

،شــود که بر اســاس متوســط طول اجرا طراحی میي 𝑇𝑇𝑛𝑛کنترلی  
پایداري بیشتري دارد که همین مسئله باعث عملکرد بهتر نمودار  

را   (𝛼𝛼)  شـود. همچنین، احتمال ارتکاب هشـدار اشـتباهکنترلی می
ــدت پـایین می جـا کـه توانـایی بـالاتري را در بـه از آن  آورد وبـه شـ

ــعیت واقعی فرایند دارند، ــتن وضـ اعتماد کاربر به    نمـایش گذاشـ
         شود.نمودارهاي کنترلی بیشتر می

گیرينتیجه -5

ی  در این مقاله  اس  روشـ طول   هاي دكصـمبتنی بر    رویکردبر اسـ
ــد ارائه   𝑇𝑇𝑛𝑛 ي ژرفاپایه  براي طراحی نمودار کنترلی  ،(PL)  اجرا ش

ت دودیـ ه محـ اي  کـ ت کنترل و  مورد  در  دلخواههـ طول اجراي تحـ
هاي از پیش تعیین شـده با احتمال   را  خارج از کنترل  طول اجراي 

پیشـنهاد  کنترلی  نمودار  ي ژرفاپایهکنترلی    ي آمارهکند.  براورد می
یت ناوردایی آفین ده خاصـ مناوردایی آفین   یژگیو.  دارد  شـ   ین تضـ

و   پایهمختصــات    یســتمبه ســ  نمودار کنترلیکند که عملکرد یم
اسمق ایـ دازه  ي هـ ــتگ  یري گانـ دارد.  یبسـ ه نـ ایی از رویکردنمونـ   هـ

ــدك بر صــ اجرا  مبتنی  طول    کنترلی   نمودار  براي   (PL)هـاي 
ایـه اپـ ــدرائـه  ا𝑇𝑇𝑛𝑛  ي ژرفـ ــه.  شـ ا توجـه بـه مقـایسـ  ي کـارایی نموداربـ
 بـا  (ARL) مبتنی بر میـانگین طول اجرا رویکرد  تحـت 𝑇𝑇𝑛𝑛  کنترلی

مشـخص شـد که ، (PL)  هاي طول اجرارویکرد مبتنی بر صـدك
  هاي طول اجراكدصـ  رویکرد مبتنی بر 𝑇𝑇𝑛𝑛  کنترلی کارایی نمودار

(PL)  ارایی این نمودار کنترلی مبتنی بر    از ــط  کـ رویکرد متوسـ
دتریندر    و بودهتر  به،  (ARL)طول اجرا   ت، بـ الـ ایگزینی حـ  جـ
ــیـک رویکرد براي  منـاســــب آمـاري   ARL  کلاسـ در طراحی 

اي کنترلی   ــتنمودارهـ ه  آناز    همچنین  .اسـ ا کـ  ، در این روشجـ
مین میهاي از  طول اجرا با احتمال  ده تضـ ودپیش تعیین شـ   و  شـ

د ــتنـ ب هسـ الـ ــه،  عملا از نظر توزیع طول اجرا غـ نظر    از  همیشـ
شــود. محســوب می ARLبهبودي از روش کلاســیک   مفهومی
ــدك  رویکرد اي طول اجرامبتنی بر صـ ل تعمیم    (PL)  هـ ــکـ شـ
ه افتـ اي   اي یـ ه  از رویکردهـ انـ  و   (MRL)  ي طول اجرامبتنی بر میـ

d 1 2 3 
𝑇𝑇2 k n h k n h k n h 

1 21/12  50 0/1  21/12  54 0/1  21/12  52 0/1  
2 21/12  49 0/1  40/11  52 5/1  21/12  55 0/1  
3 40/11  46 5/1  40/11  54 5/1  21/12  54 0/1  
4 38/10  42 5/2  21/12  51 0/1  21/12  51 0/1  
5 38/10  42 0/2  21/12  50 5/1  21/12  51 0/1  
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اجرا طول  کنترلی   (ARL)  میـانگین  نمودار  آمـاري  در طراحی 
و میانگین طول اجرا محدود   ام50  صدكاست، به این معنا که به  

ــود و بنانمی  ARLو  MRL هاي پذیرتر از رویکرداین انعطافبرشـ
 است.
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Abstract: We introduce a method for the statistical design of a depth-based control chart, using the 
percentile-based approach. The proposed control chart is affine invariant and is asymptotically 
distribution-free. Generally, the performance of a control chart is evaluated with the average run length 
metric. The average run length metric has a geometric distribution skewed to the right with a large 
standard deviation and may not be a proper measure for evaluating the control chart. Therefore, we use 
the statistical design method of control charts with the PL approach, which is an improvement and 
development on classical statistical design. By employing constraints on average run length, the length 
of in-control and out-of-control performances are guaranteed with predetermined probabilities and we 
can ensure that the in-control run length exceeds the desired value and the out-of-control run length is 
less than the desired value. Simulation studies show that the proposed control chart is more efficient than 
the average run length approach. 

Keywords: run length, statistical design, statistical process control, percentile-based control chart, 
multivariate location 

1- Aim and Introduction

In multivariate statistical process control (MSPC) and multivariate quality control, control charts are a 
very important tool for monitoring and/or controlling production processes. In this regard, Hotelling’s 𝑇𝑇2 
control charts are widely used to monitor process location vectors in which the multivariate normality 
assumptions of response variables (quality characteristics) are required [1]. While in practice, multivariate 
normality justification is often difficult and these charts are inapplicable to high-dimensional data. In the 
field of MSPC, most multivariate data analysis techniques are based on the multivariate normality 
assumption, and there are not many methods for the multivariate non-normality problem. On the other 
hand, the most effective strategy for managers of complex high-dimensional processes that monitor 
multivariate data is to reduce the dimension of the problem as much as possible, without losing significant 
information, in relation to the incoming signal. The effective and efficient measurements that provide 
sufficient data reduction for a large number of variables in a completely nonparametric way are based on 
data depth. For this reason, recently, data depth-based non-parametric multivariate analysis techniques, 
which do not require normality and have no constraints on data dimensions, have become more attractive. 
In this research, focusing on the known nonparametric multivariate control chart techniques, we introduce 
a method for the statistical design of a depth-based control chart, using the percentile-based approach. 
Control chart procedures can be studied as the testing of hypothesis problems. Thus a control chart at any 

point drawn is a representation of an 𝛼𝛼-level test of the following hypotheses: �𝐻𝐻0:𝝁𝝁 = 𝝁𝝁0 
𝐻𝐻𝑚𝑚:𝝁𝝁 ≠ 𝝁𝝁0    The rejection

region in these tests corresponds to the out-of-control region in the control chart. Sample values of 
statistics of the production process are recorded with respect to time and their values are plotted on a 
chart. However, it is worth noting that for monitoring the multivariate process location parameter, there 
are few proposed depth-based control charts using the testing of hypothesis method for non-normal data. 
In addition, some of their charting statistics have not desirable features such as affine invariance and/or 
distribution-free properties and some have high computational performances. A suitable feature of depth 

1 Corresponding author: bamenimoghadam@atu.ac.ir 
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functions is to consider the geometric properties of multivariate data and also, most of the depth functions 
are affine invariant. 
On the other hand, designing a control chart with desired in-control performance is of great importance 
in phase II and is a standard part of the classical statistical design. The in-control performance is most 
often measured by the in-control average run length which is the average number of samples before the 
control chart signals an assignable cause of poor quality even though no cause exists. Given that the 
successive samples are independent, the run length is geometrically distributed. When the process is in 
control, the run length is the number of samples before a false signal and the probability of an individual 
sample plotting out of control is exactly equal to α or the type I error rate. 
It is well known that the geometric distribution is skewed to the right with a large standard variation. 
Thus, the ARL metric may not be an adequate measure of control chart performance [2]. Since the 
interpretation based on the ARL measure can be misleading, some authors have used the median run 
length (MRL) to measure a control chart’s performance [3], [4], [5], [6],[7], [8] and [9]. All of them 
concluded that the MRL is a more suitable measure for a chart’s performance because it is less affected 
by the skewness of the run length distribution. However, the MRL is still the 50𝑡𝑡ℎ percentile of the run 
length distribution, in the sense that 50% of time, users may still get false alarms sooner than what is 
planned.  
In this paper, we have dealt with the matter that how to design a multivariate depth-based control chart 
for a user that there is only 100𝑃𝑃1% chance of having a false alarm before the 𝐶𝐶𝑡𝑡ℎ sample. The control 
chart designs of this type are called, percentile-based designs (PL). A PL design ensures that the control 
chart has a particular in-control run length (RL0) that is guaranteed with a predetermined probability. One 
would also wish to design the chart such that a desired out-of-control run length (RL1) would be met with 
a predetermined probability. The flexibility of the PL method ensures that users can design control charts 
based on the different percentiles of the run length distribution. We can consider the ARL-based design 
as a special case of the PL design, and we show the efficacy of this method when compared to the ARL 
design. In this paper, by using the PL-based method, we aim to propose a nonparametric multivariate 
control chart that has more desirable properties.  

2- Methodology

To construct the proposed PL-based control chart, a class of depth-based test statistics is used, based on 
the desirable properties of depth functions [10]. 
We consider the function of outlyingness of 𝒙𝒙 𝜖𝜖 ℝ𝑝𝑝, such that is normalized to take values in [0,∞) as 
𝑂𝑂�𝒙𝒙,𝐺𝐺�𝑛𝑛

𝑠𝑠� = 1
𝐷𝐷(𝒙𝒙,𝐺𝐺�𝑛𝑛𝑠𝑠 )

− 1
𝑚𝑚

, where 𝐷𝐷�. ,𝐺𝐺�𝑛𝑛𝑠𝑠�𝜖𝜖 [0,𝑎𝑎] with 𝑎𝑎 𝜖𝜖 (0,1] and 𝐺𝐺�𝑛𝑛𝑠𝑠 is the sample distribution function

of ±X1, … , ±X𝑛𝑛 and defined 𝑸𝑸𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑿𝑿𝒊𝒊

�1+𝑂𝑂(𝑿𝑿𝒊𝒊,𝐺𝐺�𝑛𝑛𝑠𝑠 )
 . 

Then, we use the test statistic, 𝑇𝑇𝑛𝑛, in a quadratic form 𝑇𝑇𝑛𝑛 = 𝑛𝑛𝑸𝑸�𝑛𝑛
𝑇𝑇�𝑛𝑛−1 ∑ 𝑸𝑸𝑛𝑛𝑛𝑛𝑸𝑸𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑇𝑇𝑛𝑛
𝑛𝑛=1 �−1𝑸𝑸�𝑛𝑛, where

𝑄𝑄�𝑛𝑛 =
1
𝑛𝑛
�Qni .
𝑛𝑛

𝑛𝑛=1

 

The affine invariance and conditionally distribution-free are the desirable properties of 𝑇𝑇𝑛𝑛. Under 𝐻𝐻0,  𝑇𝑇𝑛𝑛 
has an asymptotic distribution of chi-square random variable with p degrees of freedom,  𝑇𝑇𝑛𝑛

𝑑𝑑
→ 𝜒𝜒𝑝𝑝 

2 . 
Therefore, 

LCL = 0   and   UCL = 𝜒𝜒2𝛼𝛼(𝑝𝑝). 
The control chart constants should be adjusted such that Pr (RL0 > 𝐶𝐶) = 1 − 𝑃𝑃1, so we determine the 
desired type I error rate as α = 1 − 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝 �ln(1−𝑃𝑃1)

𝐶𝐶
� [11]. 
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3- Findings

The in-control and out-of-control performances of the ARL 𝑇𝑇𝑛𝑛 chart are compared with the PL 𝑇𝑇𝑛𝑛 chart 
in two different cases by box plots. The results indicate that the PL approach provides just as good 
performance against the shifts as an ARL chart, and better in-control performance. 

Figure 1- The box plot of the ICRL (RL0) for the 𝑇𝑇𝑛𝑛 control chart with PL and ARL approaches for 𝑛𝑛 =
50 and different values of probability level 𝑃𝑃1. 

Figure 2- The box plot of the OCRL (RL1) for the 𝑇𝑇𝑛𝑛 control chart with PL and ARL approaches for 
𝑛𝑛 = 50, 𝑑𝑑 = 3 and different values of probability level 𝑃𝑃1. 

Statistical design of 𝑇𝑇𝑛𝑛 chart with the percentile-based approach is also provided by solving an 
optimization problem [11] and [12]. We apply the genetic algorithm (GA) approach to solve the 
optimization problem such that desired constraints on in-control and out-of-control run lengths are met 
with prespecified probabilities and we can ensure that the in-control run length exceeds the desired value 
and the out-of-control run length is less than the desired value. 

4- Discussion and Conclusion

By comparing the performance of 𝑇𝑇𝑛𝑛 control chart under the ARL approach with the PL approach, it was 
found that the performance of the 𝑇𝑇𝑛𝑛 control chart based on the PL approach is better than the performance 
of this control chart based on the ARL approach, and in the worst case, is a suitable alternative to the 
classical ARL approach in statistical design but always an improvement of the classical ARL approach 
since conceptually, the run lengths are now guaranteed with prespecified probabilities, and are dominant 
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in terms of run length distributions. Additionally, the PL approach we provide is a generalized form of 
the MRL and the ARL approaches in the sense that one is not limited to the 50𝑡𝑡ℎ percentile and the 
average of run length and thus is more flexible than the MRL and ARL approaches.  
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