
  
  
  

  

  
 

   اي هاي بازه سود براي داده  –كمترين نسبت هزينه 
  

 1رسهند دانشودكتر 
   2مژگان منصوري كليبر

  
  چكيده

ها جهت محاسبه سود و  در اين مقاله مسائل محاسبه حداكثر و حداقل سهم افراد يا سازمان
با اين .گيرد يي تخصيص يافته به بازيكنان با معيارهاي متعدد بررسي و مورد بحث قرار م هزينه

. ي هر معيار براي هر بازيكن يك بازه فرض شده است فرض كه بازيكنان خودخواه باشند و نمره
در اين مقاله طرحي جديد براي . كند بهترين وضعيت را براي خود فراهم كند هر بازيكن سعي مي

ربازيكني كه ه. اي پيشنهاد شده است هاي بازه  سود براي داده–ي كمترين نسبت هزينه  محاسبه
ترين بازيكن در كسب سود و هزينه   سود را به خود اختصاص دهد موفق–كمترين نسبت هزينه 

ترين بازيكنان  همچنين طرح توسعه يافته در اين مقاله روشي براي شناسايي موفق. باشد مطلوب مي
  .نمايد ها ارائه مي و ائتلاف
   اطمينان،  نظريه بازي   ها، روش ناحيه تحليل پوششي داده  :هاي كليدي واژه
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  مقدمه.1
 معيار براي ارزيابي m بازيكن و هر كدام از بازيكنان داراي nفرض كنيد 

باشند، كه با يك عدد مثبت براي هر معيار نمايش داده  قابليت يا توانايي مي
 يك معيار  همان طوركه در امتحانات كلاسي رايج است هر اندازه نمره. شود مي

د به همان اندازه اين بازيكن براي اجرا در آن معيار مورد قضاوت بهتري بالاتر باش
  . گيرد قرار مي

 معيـار   3 بـا    C و   A   ، Bآمـوز باشـند        دانـش  3براي مثال، فرض كنيد بازيكنـان       
 موضوع به صورت بـازه فـرض        3هاي هر     رياضيات، ادبيات و ژيمناستيك، كه نمره     

آمـوز بـا توجـه بـه           دانـش  3سيه به اين    خواهيم مقدار خاصي بور     حال مي . شده است 
 بازيكنـان خودخـواه      فـرض كنيـد همـه     .  موضوع تخصيص دهيم   3نمراتشان در اين    

بـه هـر   . كنند هايشان اصرار مي بدان معني كه آنها در برتري خودشان در نمره      . باشند
شـرايط مـشابهي در   . حال بازيكنان بايد در مورد تخصيص بورسيه بـه توافـق برسـند       

      اين مقالـه بـا اسـتفاره از تخـصيص سـود و هزينـه               . ائل اجتماعي وجود دارد   اكثر مس 
)(Jahanshahloo & et al, 2006  و)(Nakabayashi &Tone, 2006  روشـي 

اي بـراي     هـاي بـازه      سـود بـراي داده     –ي كمترين نـسبت هزينـه         جديد براي محاسبه  
پيـشنهاد  ) DEA(ا  ه ـ  بازيكنان  تحت چهارچوب نظريه بازي و تحليـل پوشـشي داده           

  .مي كند
  مدل پايه بازي.2

هـاي    هاي پايه و ساختارهاي بازي را معرفي كرده و ويژگي           در اين بخش مدل   
  .كنيم رياضي بازي را بيان مي

  رفتار خودخواهانه و ترديد در عمل منتسب به اعتقاد خود- 2-1

]فرض كنيد    , ]u
ij

l
ijx x     يكن   بـاز    ماتريس نمره باشد، نمـرهj    درمعيـار i     بـراي ،

,...,i m=1  و,...,j n=1              با اين فرض كه هر اندزه نمره يك معيار بيـشتر باشـد 
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به همان اندازه بازيكن با توجه به آن معيار به عنوان كسي كه عملكرد بهتري داشـته                 
تخـاب  دو مجموعـه  از         امكـان بـراي ان     kهر بـازيكن،    . گيرد  مورد قضاوت قرار مي   

)هاي نامنفي     وزن )k k
m

k , ...,w w w=  در ارتباط با آن معيارهـايي دارد كـه بـراي            1
 نسبي  ، نمرهkwبا استفاده از وزن . آن بازيكن از بالاترين ارجحيت برخوردار است  

 :شود  ام به كل نمره به صورت زير تعريف ميk بازيكن

  

)1(  ,
( ( )) ( ( ))

= =

= = = =

∑ ∑

+ +∑ ∑ ∑ ∑

1 1

1 1 1 1

m mk k u
i ik i ik

m n m nk u k u
i ij ij i ij ij

l

i i

l l

i j i j

w x w x

w x x w x x

  

 
 بازيكنان با گزينه وزني   كل همه گر اين مي باشند كه نمره   كسرهاي فوق نشان  

اهميـت نـسبي پـايين و بـالاي سـهم           ) 1(بنابراين عبارت   . شود  سنجيده مي  kبازيكن  
ايـن  خواهـد    ام مـي kبـازيكن  . دهـد   نـشان مـي  kw وزني   را تحت گزينه k بازيكن

ريزي هاي    ترين وزن بيشينه كند، لذا اين امر منجر به برنامه             نسبت را با انتخاب ارجح    
  :كسري زير خواهد شد

  
)2(  

 
. مساله را به شكل زيـر بـدون از دسـت دادن كليـت فرمـول بنـدي مـي كنـيم                     

 .)به طور سطري نرمال مي شود(  نرمال سازي مي شودXمجموعه داده هاي 

( ) , ( )
=

+ = ∀∑
1

1
n

l u
ij ij

j
x x i  

0 0

Max , Max
( ( )) ( ( ))

s.t s.t

= =

= = = =

≥ ≥

∑ ∑

+ +∑ ∑ ∑ ∑

∀ ∀

1 1

1 1 1 1

m mk k u
i i ik

m n m nk u k u
i ij i ij

k k
i i

l
ik

i i

l l
ij ij

i j i j

w x w x

w x x w x x

w i w i
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lبراي اين كـار، سـطر       
ijx و u

ijx       بـه مجمـوع سـطر( )
=

+∑
1

n
l u

ij ij
j

x x   بـراي 

,...,i m=1  بنـابراين بـا    . شـود   از اين عمليات متأثر نمـي     ) 2 ( برنامه. شود   تقسيم مي
تواند بـا اسـتفاده از     مي) 2( هاي كسري       برنامه  1 كوپر -استفاده از طرح تبديل چارنز    

  :ريزي هاي  خطي زير بيان شود برنامه

( )
=

= ∑
1

m k
i ik

l l

i
c k Max w x  

1
, 0( ,..., )

m k k
i i

i
s.t w w i m

=
= ≥ =∑ 1 1                 (3) 

( )
mu k u

i ik
i

c k Max w x
=

= ∑
1

 

, 0( ,..., )
m k k

i i
i

s.t w w i m
=

= ≥ =∑
1

1 1                  (4) 

 
ــسأله  ــال مـ ــاكزيمم حـ ــاز ، مـ ــدف  سـ ــابع هـ ــيمپلكس ) 4(و)3(ي تـ روي سـ

m
k
i

i
w

=
=∑

1
 بــه وزن 1آشــكار اســت كــه جــواب بهينــه بــا اختــصاص . باشــد  مــي1

( )
k
i kwو ( )

k
i kw ــار′ ــراي معيـــــــ ) بـــــــ )i kو( )i k ــوري′ ــه   طـــــــ كـــــــ

( ) Max{ | ,..., }= =1l l
i k i kx x i m   و ( ) Max{ | ,..., }u u

i k i kx x i m′ = =1 
بنابراين جواب بهينـه    . آيد  مانده بدست مي    و با تخصيص صفر به وزن معيارهاي باقي       

 : به صورت زير خواهد بود

  

( )( ) ,...,= =1l l
i kc k x k nو ( )( )u u

i kc k x=  

                                                           
1 . Charnes-Cooper 
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( ) ( )+l uc k c k       بيشترين نمره ي نسبي بـازيكنk     دهـد كـه از        را نـشان مـي
)وزن بهينه   . آيد  طريق رفتار انتخاب وزن بهينه بدست مي       )

k
i kw و ( )

k
i kw  ممكـن   ′

 .است از يك بازيكن به ديگري متفاوت باشد

  

)                                    :1قضيه  ( ) ( ))
=

+ ≥∑
1

1
n

l u

k
c k c k  

 
ــان ــر:برهــ ــه فــ ــد وزن بهينــ ــازيكن  ض كنيــ *،k بــ * *

k ( ,..., )= 1
l l l

k mkw w w 
*و * *

k ( ,..., )u u u
k mkw w w= ) باشد و  1 ) =1l

i k kw * ( ) , ( ( ))= ∀ ≠ol
i kw i i k* 

uو
i (k)kw ∗ =1 *

( ) , ( ( ))u
i kw i i k ′= ∀ ≠o در اين صورت  

  
n

*

( )

( ) ( ( ) ( )
= = = = = = =

= = = =

+ = + = +

= + ≥ + =

∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑∑

∑ ∑ ∑ ∑

1 1 1 1 1 1 1

1 1
1 1 1 1

1

n n n m n m
l u l u l l u* u

ik ik ik ik
k k k k i k i

n n n n
l u l u
i k k i(k)k k k

k k k k

c k c k) c k c k w x w x

x x x x

  

 
 

)وق از نامــساوي فــ ) ≥ 1
l l
i k k kx xو  ( )

u u
i k k kx x≥   و تــساوي آخــر از 1

  .سازي سطري حاصل شدند نرمال
كند، كه اگر هر بازيكني در تقسيم منتسب به اعتقـاد خـود           اين  قضيه ثابت مي    

ــق     ــد و در بدســت آوردن بخــشي از ســود تخــصيص داده شــده از طري اصــرار كن
( ), ( )l uc k c k   كند بنـابراين      تجاوز مي  1ها معمولاً از      پافشاري كند، مجموع سهم

( ) ( )+l uc k c k در نهايت اگر مجمـوع     . تواند نقش تقسيم سود را تمام كند         نمي
( ), ( )l uc k c k، 1     ــسيم ــذيرفتن تق ــا پ ــان ب ــه بازيكن ــن صــورت هم ــد در اي   باش

( ) ( )+l uc k c k         وزنـي   تـرين گزينـه    موافق خواهنـد بـود، چـون از طريـق ارجـح 
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مورد اخير در صورتي اتفاق خواهد افتاد كه همه بازيكنـان          . آيد  بازيكنان بدست مي  
  .وزن انتخابي بهينه عادي و يكسان داشته باشند

) تساوي :2قضيه   ) ( )
=

+ =∑
1

1
n

l u

k
c k c k   برقرار است اگر و فقط اگـر مـاتريس 

  .ر شرايط زير صدق كندنمره د
              ,...,k n=1                                ،...= = =1 2

l l l
k k mkx x x 

u...و u u
k k mkx x x= = =1 2  

 
 . خواهد بودmيعني، هر بازيكن داراي همان امتياز با توجه به معيار 

  
) چون :برهان ) = 1

l l
kc k xو ( )u u

kc k x=                                ها، kراي همه  ب1

 
n

( ) ( ( ) ( )
= = = = =

+ = + = + =∑ ∑ ∑ ∑ ∑1 1
1 1 1 1 1

1
n n n n

l u l u l u
k k

k k k k k
c k c k) c k c k x x.  

 
11<فــرض كنيــد   : بــرعكس  21

l lx xو u ux x>11 h پــس بايــد ســتون    21  و 1≠
h ′ 1>وجود داشته باشد كه     1≠ 2

l l
h hx x و u u

h hx x′ ′<1  وگرنـه مجمـوع سـطر       2
  :پس.  برسد1تواند به  دوم نمي

( )u uc x≥ )و 111 ) ≥ 111l lc x   
u u u

h hc ( h ) x x≥ ≥2 ≤و1 ≥2 1
l l l

h hc ( h ) x x      
u u

jc ( j ) x ( j , h )′≥ ∀ ≠1 ≤و1 ∀ ≠1 1l l
jc ( j ) x ( j , h )  

  :پس
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( ) ( ( ) ( )
= = =

′
= = = =

′≠ ≠

+ = + ≥

+ + + > + =

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

1 1 1

1 2 2 2 11
1 1 1 1

1

n n n
l u l u

k k k
n n n n

l l u u l u
j h j h jj

j j j j
j h j h

c k c k) c k c k

x x x x x x
  

 يكسان داشته   معيارها نمره لذا بازيكن بايد در همه. شود كه منجر به تناقض مي    
  .همچنين رابطه يكساني براي بازيكنان ديگر نيز برقرار باشد. باشد

در مورد فوق، فقط يك معيار براي توصيف بـازي و تقـسيم متناسـب بـه ايـن                   
به هر حال ممكن است اين شـرايط        . باشد لازم است    نه مي نمره كه يك تقسيم عادلا    

)در اكثر موارد . در موارد نادري اتفاق افتد ) ( )
=

+ >∑
1

1
n

l u

k
c k c k.  

  ائتلاف با ويژگي جمعي-2-2
) يـك زيرمجموعـه از بازيكنـان         Sفرض كنيد ائتلاف     ,..., )N n= .  باشـد  1

  .شود ر تعريف ميبه صورت عبارت زي Sسابقه هر ائتلاف 

( ) , ( ) , ,..., ( )
∈ ∈

= = =∑ ∑ 1 5u u
i ij i ij

j S j S

l lx S x x S x i m  

,(S)هدف اين ائتلاف رسيدن به حاصل ماكزيمم  ( )l uc c Sباشد مي.  

   ( )( ) ,
=

= ∑
1

m

i i
l l

i
c S Max w x S  

              , 0( ,..., )
m

i i
i

s.t w w i m
=

= ≥∑ =
1

1 1  (6)                

,( ) ( )
mu u

i i
i

c S Max w x S
=

= ∑
1

 

, 0( ,..., )
m

i i
i

s.t w w i m
=

≥∑ = =
1

1 1  (7)          
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(S)lcو (S)uc بـــا c ( )φlوc ( )u φائـــتلاف تعريـــف  ، تـــابع مشخـــصه 
اي خواهيم داشت به شكل ائتلافي با سود قابل انتقـال كـه بـا                 بنابراين، بازي . شود  مي

(N,c)شود ده مي نمايش دا .  
S جمعي است، اگر به ازاي - زيرf تابع  :1تعريف N⊂ و T N⊂ با 

S T φ=I عبارت ،( ) ( ) ( )f S T f S f T≤ +Uبرقرار باشد .  
S جمعي است، اگر به ازاي - زبرf تابع :2تعريف  N⊂ و T N⊂ با 

S T φ=I عبارت ،( ) ( ) ( )f S T f S f T≥ +Uبرقرار باشد .  
S جمعي است، يعني به ازاي -، زيرc   تابع مشخصه:3  قضيه N⊂ و T N⊂ 
Sبا  T φ=Iداريم : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ ≤ + + +U Ul u l l u uc S T c S T c S c T c S c T  

,1}تـوان فـرض كـرد كـه       هـا مـي     گذاري انـديس     با تجديد شماره   :برهان }S ..., h= ، 
{ ,..., }T h k= } و 1+ ,..., }S T k=U  :ها  براي اين مجموعه1

  

.

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

= =

= = + = = +

+ = +

≤ + + +

= + + +

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

1 1

1 1 1 1

U U
k k

l u l u
ij iji ij j

h k h k
l l u u
ij ij ij iji i i ij j h j j h

l l u u

c S T c S T Max x Max x

Max x Max x Max x Max x

c S c T c S c T

  

  : زير را داريم همچنين قضيه
 بالاترين نمره نسبي همه بازيكنان برابر يك است،   :4  قضيه

( ) ( )+ =1l uc N c N.  

( ) ( ) ( )
= = = = = = =

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ = + = + = =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
1 1 1 1 1 1 1

1
m n m n m n m

l u l u l u
i ij i ij i ij ij i

i j i j i j i
c N c N w x w x w x x w 
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  DEA بازي مينيمم -2-3
شود كه با      مشاهده مي  (N,c)  در اين بخش طرف مقابل بازي خودخواهانه      

  : شود  زير تعريف مي به صورتMinبا ) 1( درMaxجايگزيني 
 

( )
=

= ∑
1

m k
i ik

l l

i
d k Min w x  

, 0( ,..., )
m k k

i i
i

s.t w w i m
=

= ≥ =∑
1

1 1                 (8) 

( )
mu k u

i ik
i

d k Min w x
=

= ∑
1

 

, 0( ,..., )
m k k

i i
i

s.t w w i m
=

= ≥ =∑
1

1 1                  (9) 

)  مقــدار بهينــه ) ( )+l ud k d k كمتــرين نمــره نــسبي بــازيكن k را نــشان 
  :داريم) 1( مقابل قضيه  ر اين مورد، به عنوان نقطهدهد، د مي

)                               :5قضيه  ( ) ( ))
=

+ ≤∑
1

1
n

l u

k
d k d k 

 
*،k بازيكن   فرض كنيد وزن بهينه:برهان * *

k ( ,..., )= 1
l l l

k mkw w w 
*و * *

k ( ,..., )u u u
k mkw w w= ∗ باشد و1 =1l

i (k)kw *
( ) , ( ( ))= ∀ ≠ol

i kw i i k 
uو

i (k)kw ∗ =1 *
( ) , ( ( ))u

i kw i i k ′= ∀ ≠o در اين صورت  
  

n
*

( )

( ) ( ( ) ( )
= = = = = = =

= = = =

+ = + = +

= + ≤ + =

∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑∑

∑ ∑ ∑ ∑

1 1 1 1 1 1 1

1 1
1 1 1 1

1

n n n m n m
l u l u l l u* u

ik ik ik ik
k k k k i k i

n n n n
l u l u
i k k i(k)k k k

k k k k

d k d k) d k d k w x w x

x x x x

  

 

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


 1389پائيز   – 14 شماره –ريت فراسوي مدي

 

118

ــوق از   ــساوي ف )نام ) ≤ 1
l l
i k k kx xو  ( )

u u
i k k kx x≤ ــر از  1 ــساوي آخ   و ت

  .سازي سطري حاصل شدند نرمال
Sائتلاف ، براي Maxنظير مورد بازي  N⊂:  

   ,( ) ( )
=
∑=

1

m

i i
l l

i
d S Min w x S  

              0, ( ,..., )
m

i i
i

s.t w w i m
=

≥∑ = =
1

1 1                 (10) 

,( ) ( )
mu u

i i
i

d S Min w x S
=
∑=

1
 

0, ( ,..., )
m

i i
i

s.t w w i m
=

≥∑ = =
1

1 1              (11)   

 
)بديهي است  ) ( )+ =1l ud N d N . بازي مينيممDEA با (N,d) نمايش 

)لذا اين بازي با . باشد  جمعي مي- زبر(N,d)شود  داده مي ) > old k 
)و )ud k > o( ,..., )k n=1 شروع شده و از طريق ائتلاف مادامي كه بيشترين 

)ائتلاف  ) ( )+ =1l ud N d Nرسد ود مي بدست آيد به بيشترين س. 

  
)هاي  ميان بازي , )N c و ( , )N dزير را داريم  قضيه :  

) :6قضيه  ) ( ) ( / ) ( / )
≠

+ + + = ∀ ⊂1l u l ud S d S c N S c N S S N  
 

}توان فرض كرد  ها مي گذاري انديس  با تجديد شماره:برهان ,..., }S h=  و 1
{ ,..., }N n= / و 1 { ,..., }N S h n=   : ها داريم براي اين مجموعه. 1+
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( ) ( ) ( / ) ( / )

( ) ( )

( )

= = = + = +

= = = + = + = + = +

= + = +

+ + +

= + + +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + − + + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛
= − +

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1
1

l u l u

h h n n
l u l u
ij ij ij iji ij j j h j h

n n n n n n
l u l u l u
ij ij ij ij ij iji ij j j h j h j h j h

n n
l u
ij iji j h j h

d S d S c N S c N S

Min x x Max x x

Min x x x x Max x x

Min x x
= + = +

= + = + = + = +

⎞
⎜ ⎟ + +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − − + + =

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

1 1

1 1 1 1
1 1

n n
l u
ij iji j h j h

n n n n
l u l u

ij ijij iji i i ij h j h j h j h

Max x x

Max x Max x Max x Max x

   

  .آيد  زير بدست مي پس نتيجه
  .باشند هاي دوگان مي  بازي(N,d) و (N,c) :1  نتيجه

  
  توسيع مدل پايه-3

 سود  براي داده هاي -در اين بخش مدل پايه را به بازي كمترين نسبت هزينه
  .دهيم ترش ميبازه اي گس

   سود-كمترين نسبت هزينه-3-1
ها   معيار براي نمايش هزينهm معيار براي نمايش سودها و sفرض كنيد 

]وجود دارد و  , ]( ,..., )=1l u
ij ijy y i s و [ , ]( ,..., )=1l u

ij ijx x i m به ترتيب 
)  jهاي بازيكن  سودها و هزينه ,..., )j n=1 و ( ,..., )su u u=  و 1

( ,..., )mv v v= مانند .  ام باشندjها براي بازيكن  هاي مجازي سودها و هزينه  وزن1
  :شود  سود به صورت عبارت زير تعريف مي-نسبت هزينه ) 1(عبارت 

)12                            (,= =

= =

∑ ∑

∑ ∑
1 1

1 1

m m
l u

i iij ij
i i
s s

l u
i iij ij

i i

v x v x

u y u y
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ود متناظر خود را كاهش دهد يعني  س-خواهد نسبت هزينه هر بازيكني مي
با اين شرط كه وزن متناظر . خواهد بهترين شرايط را براي خود فراهم كند مي

توان بيان  ريزي خطي زير مي اين شرايط را با برنامه. ها نامنفي است سودها و هزينه
  :كرد

1
( ) =

=
∑
m

i ij
i

ll jd Min v x                  

,1 0 ( ,..., )
= =
∑ ∑= ≥ =

1 1
1

s s

i i ijij

l l

i i
s.t u y u y j n   

, ,0 ( ,..., ) 0
=

≥ = ≥ ∀∑
1

1
m

i ij i i
l

i
v x j n u v i       (13) 

( ) =
m u

i ij
i

u jd Min v x
=
∑

1
                 

, 0 ( ,..., )
s su u

i iij iji i
s.t u y u y j n

= =
= ≥ =∑ ∑

1 1
1 1   

, ,0 ( ,..., ) 0
m u

i ij i i
i

v x j n u v i
=

≥ = ≥ ∀∑
1

1       (14) 

  

)                              :7قضيه  ( ) ( ))
=

+ ≤∑
1

1
n

l u

k
d j d j 

  

ــان ــازيكن  فـــرض كنيـــد وزن بهينـــه:برهـ *،j  بـ * *
j ( ,..., )= 1
l l l

j mjw w w 
*و * *( ,..., )u u u

j j mjw w w= ∗ باشــــد و1 =1l
i (j)jw *

( ) , ( ( ))= ∀ ≠ol
i jw i i j 

uو
i (j)jw ∗ =1 *

( ) , ( ( ))u
i jw i i j ′= ∀ ≠o در اين صورت   

n
*

( )

( ) ( ( ) ( )
= = = = = = =

= = = =

+ = + = +

= + ≤ + =

∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑∑

∑ ∑ ∑ ∑

1 1 1 1 1 1 1

1 1
1 1 1 1

1

n n n m n m
l u l u l l u* u

ij ij ij ij
j j j j i j i

n n n n
l u l u
i j j i(j)j j j

j j j j

d j d j) d j d j w x w x

x x x x

  

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


  اي هاي بازه   سود براي داده–كمترين نسبت هزينه 
   

 

121

)نامـــساوي فـــوق از  ) ≤ 1
l l
i j j jx xو  ( )

u u
i j j jx x≤   و تـــساوي آخـــر از 1

 يــك زيرمجموعــه از S فــرض كنيــد ائــتلاف .ســازي ســطري حاصــل شــدند نرمــال
)بازيكنان  ,..., )N n=   .  باشد1

  : با برنامه ريزي خطي زير تعريف مي شودSائتلاف    تابع مشخصه

j S
( ) =

= ∈
∑ ∑

1

m

i
i

lx ij
l Sd Min v                  

, 0 ( ,..., )
= =∈
∑ ∑= ≥ =∑

1 1
1 1

s s

i i ij
i i

lly
ijj S

s.t u u y j n   

, ,0 ( ,..., ) 0
=

≥ = ≥ ∀∑
1

1
m

i ij i i
i

lv x j n u v i       (15) 

( ) =
m

u
iji

i j S

u S xd Min v
= ∈

∑∑
1

                 

, 0 ( ,..., )
s s uu

i i ijiji ij S
ys.t u u y j n

= =∈

∑ = ≥ =∑ ∑
1 1

1 1   

, ,0 ( ,..., ) 0
m u

i ij i i
i

v x j n u v i
=

≥ = ≥ ∀∑
1

1       (16) 

 بازيكنان نامنفي  هاي متناظر همه ريزي هاي خطي فوق سودها و هزينه در برنامه
  . است

  
  . جمعي است- زبرdتابع مشخصه : 8  قضيه

  
}توان فرض كرد  ها مي گذاري انديس با تجديد شماره: برهان },...,S h=  و 1

{ },...,T h k= } و 1+ },...,S T k=U   ها  براي اين مجموعه1
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

= =

= = = + = +

+ = +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟≥ + + +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= + + +

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

1 1

1 1 1 1

U U
k k

l u l u
ij iji ij j

h h k k
l u l u
ij ij ij iji i ij j j h j h

l l u u

d S T d S T Min x Min x

Min x Min x Min x x

d S d T d S d T

  

  
  ها   و قرار دادن تقدم در وزناجتناب از وقوع وزن صفر:  3-2

ها يك وزن خاص ممكن است براي تمامي   وزن در جريان محاسبه
هاي بهينه صفر باشد اين بدان معني است كه معيار متناظر آن در جواب بازي  جواب
وجه مورد محاسبه قرار نگيرد، حتي با وجود اينكه اين معيار به عنوان يك  به هيچ

 بازيكنان با  تر، فرض كنيد همه طور كلي به. به نظر آيدعامل مهم در اوايل بازي 
. تر از معيار دوم باشد مثلاً معيار اول مهم. اند قرار دادن برتري در معيار خاصي موافق

) 4(و)3(ي  ريزي خطي اوليه در اين صورت بايد محدوديت هاي زير را به برنامه

w .اضافه كنيم
w

≥1

2
w   يا    1 w≥1 ي   همين محدوديت را بايد در ائتلاف اوليه2

  .نيز اعمال كرد) 7(و)6(ريزي خطي  برنامه
  اگر همه. تواند در اين روش حل شود همچنين، موضوع وزن صفر مي

بازيكنان با رجحان تلفيقي در خصوص اين معيار موافق باشند، در اين صورت 
 براي اولين بارمطرح شد، به DEA را كه درادبيات "1انروش ناحيه اطمين"توان  مي

  .      Cooper & et al, 2000,175) (كار برد 

                                                           
1 -Assurance Region Method 
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wبراي مثال فرض كنيد معيار برتر  wها را در نسبت   باشد، محدوديت1  قرار 1
  :دهيد

,...,i m= 2      ،    i
i i

w
L U

w
≤ ≤

1
  

iwهـاي پـايين و بـالاي نـسبت           بـه ترتيـب كـران      iU و   iLكه  
w 1

 را نـشان  

پـس  .  بازيكنـان قـرار داده شـود        هـا بايـد بـا توافـق ميـان همـه             ايـن كـران   . دهنـد   مي
  :  شوند به ترتيب به صورت زير اصلاح مي) 9(و ) 8(هاي  ريزي  برنامه

( )
=

= ∑
1i

m k
i ik

l ld k Min w x  

, 0( ,..., )
i

m k k
i is.t w w i m

=

= ≥ =∑
1

1 1   

i
i i

w
L U

w
≤ ≤

1
,...,i m= 2       (17) 

( )
i

mu k u
i ikd k Min w x

=

= ∑
1

         

, 0( ,..., )
i

m k k
i is.t w w i m

=

= ≥ =∑
1

1 1     i
i i

w
L U

w
≤ ≤

1
 

,...,i m= 2             (18)             
  u1با فرض برتـري معيـار       ) 14(و)13(به روش مشابه،برنامه ريزي هاي  خطي        

 :به ترتيب به صورت زير اصلاح مي شوند 
 

( ) =
=
∑

1

m

i ij
i

ll jd Min v x                  

,

0 ( ,..., )

=

=

∑

∑

=

≥ =

1

1

1

1

s

i iji

s

i ij
i

l

l

s.t u y

u y j n
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,

,

0 ( ,..., )

,..., , ,...,

0

=

≥ =∑

≤ ≤ = ≤ ≤ =

≥ ∀

1

1 1

1

2 1

m

i ij
i

i i

l

i i
i i i i

v x j n

u vL U i s L U i m
u u

u v i

      (19) 

 

( ) =
m u

i ij
i

u jd Min v x
=
∑

1
                 

0 ( ,..., )

s u
i iji

s u
i iji

s.t u y

u y j n

=

=

=∑

≥ =∑

1

1

1

1
  

,

0 ( ,..., )

i ,..., , ,...,

0

m
u

i ij
i

i i

i i
i i i i

v x j n

u vL U s L U i m
u u

u v i

=

≥ =∑

≤ ≤ = ≤ ≤ =

≥ ∀

1

1 1

1

2 1       (20) 

  
  u1با فرض برتري معيـار      ) 16(و)15(به روش مشابه،برنامه ريزي هاي  خطي        

  :تيب به صورت زير اصلاح مي شوند به تر

j S
( ) =

= ∈
∑ ∑

1

m

i
i

lx ij
l Sd Min v                  

, 0 ( ,..., ),

, ,

0 ( ,..., )

,..., , ,..., , 0

= =
≥ =

∈ =
∑ ∑= ≥ =∑ ∑

≤ ≤ = ≤ ≤ = ≥ ∀

1 1
1

1

1 1

1 1

2 1

s s

i i ij
i i

i i

mll ly v x j ni ijijj S i

i i
i i i i

s.t u u y j n

u vL U i s L U i m u v i
u u

 (21) 

1
( ) =

m
u
iji

i j S

u S xd Min v
= ∈

∑∑                  

1 1 1
1 , 0 ( 1,..., ) , 0 ( 1,..., )

s s mu uu
i i i ijijiji i ij S

ys.t u u y j n v x j n
= = =∈

∑ = ≥ = ≥ =∑ ∑ ∑   
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1 1
, ,2,..., , 1,..., , 0i i

i i
i i i i

u vL U i s L U i m u v i
u u

≤ ≤ = ≤ ≤ = ≥ ∀   

(22) 

سود را به خود اختصاص  -بديهي است بازيكني كه كمترين نسبت هزينه
يعني بازيكني .  مطلوب خواهد بود ترين بازيكن در كسب سود و هزينه دهد، موفق

ترين شرايط و بهترين وضعيت  كه بيشترين سود و كمترين هزينه را كه مطلوب
  . بازي مي باشد به خود اختصاص داده است

  
  مثال عددي -4

  . معيار سود در نظر بگيريد4  بازيكن و دو معيار هزينه و10مثال زير را با 
  

  معيارهاي هزينه و سود براي هر كدام از بازيكنان: 1جدول 

j4
uy  

jy 4
l  

j3
uy  

jy 3
l  

j2
uy  

jy2
l  

j1
uy  

jy1
l  u

j2x  
jx 2

l  u
j1x  

jx 1
l  بازيكن  

j  
440  340  450  350  300  200  850  800  30  20  70  50  1  
570  470  420  320  260  160  950  900  28  18  90  70  2  
500  400  495  395  275  175  1050  1000  32  22  100  80  3  
610  510  390  290  285  185  1000  950  40  30  130  110  4  
580  480  380  280  286  186  1010  960  27  17  110  90  5  
470  370  460  360  310  210  920  870  34  24  75  55  6  
540  440  400  300  265  165  830  780  36  26  85  65  7  
600  500  500  400  250  150  720  670  670  42  32  75  8  
610  510  510  410  270  170  860  860  810  39  29  50  9  
490  390  520  420  290  190  960  960  910  26  16  100  10  

  

 سـود   –براي مثال فوق كمترين نسبت هزينه       ) 20(و)19(با اجراي مدل هاي     
  . بازيكنان محاسبه مي كنيمرا براي ابتدا و انتهاي بازه هاي مورد نظر براي 
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  )اند  قرار داده شدهu1ها در نسبت  محدوديت( سود -كمترين نسبت هزينه: 2جدول 

  كمترين نسبت
   سود براي انتهاي بازه–هزينه 

  كمترين نسبت
 jبازيكن    سود براي ابتداي بازه  -هزينه

0040/0  0026/0  1  
0045/0  0031/0  2  
0047/0  0034/0  3  
0062/0  0047/0  4  
0052/0  0038/0  5  
0040/0  0027/0  6  
0048/0  0034/0  7  
0053/0  0040/0  8  
0037/0  0024/0  9  
0057/0  0043/0  10  

  
 سود را به خود اختصاص داده       - بازيكن نهم كمترين نسبت هزينه     2 جدولدر  

كن نهـم، بـه ترتيـب       بعـد از بـازي    . باشد  ترين بازيكن مي    است پس بازيكن نهم موفق    
 قراردارند بازيكن چهارم در آخر ليست قـرار         4 و   10،  8  ،5،  3،  7،  2،  6،  1بازيكنان  

  . شود ترين بازيكن اين بازي محسوب مي دارد پس ناموفق
، ائـتلاف   S2تـرين بازيكنـان       ، ائـتلاف نـاموفق    S1ترين بازيكنان     ائتلاف موفق 

ترين بـازيكن بـا بازيكنـان      ، ائتلاف موفق  S3ترين بازيكن با بازيكنان موفق ،         ناموفق
،  را تشكيل داده وشـرايط آنهـا را بـا اجـراي             S5هاي تصادفي      و ائتلاف  S4ناموفق  
ز لحاظ كسب سود وهزينه مطلوب در جداول زيـر بررسـي            ا) 22(و  ) 21(هاي    مدل
  .نماييم مي
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  )ابتداي بازه(سود –كمترين نسبت هزينه  :3جدول
  كمترين نسبت ائتلاف

  سود  ائتلاف براي ابتداي بازه-هزينه
  كمترين نسبت اعضاي ائتلاف

  سود  اعضا-هزينه

0028/0  
0028/0  
0029/0  

9  
1  
6  

0026/0  S1 

0053/0  
0046/0  
0046/0  

4  
10  
8  

0045/0  S2 

0053/0  
0028/0  
0028/0  

4  
9  
1  

0034/0  S3 

0028/0  
0053/0  
0046/0  

9  
4  

10  
0039/0  S4 

0046/0  
0038/0  
0028/0  

8  
7  
1  

0034/0  S5 

  

  )انتهاي بازه( سود –كمترين نسبت هزينه :4جدول 

  كمترين نسبت ائتلاف
  سود  ائتلاف براي انتهاي بازه-هزينه

  ن نسبتكمتري اعضاي ائتلاف
  سود  اعضا-هزينه

0037/0  
0040/0  
0040/0  

9  
1  
6  

0039/0  S1 

0062/0  
0057/0  
0053/0  

4  
10  
8  

0058/0  S2 

0037/0  
0040/0  
0040/0  

4  
9  
1  

0047/0  S3 

0062/0  
0037/0  
0040/0  

9  
4  

10  
0052/0  S4 

0037/0  
0062/0  
0057/0  

8  
7  
1  

0046/0  S5 
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S1ترين بازيكنان پديد آمده باشد كه با ائتلاف موفق  ائتلاف ميترين ،  موفق  
ترين بازيكنان پديد آمده  باشد كه از ائتلاف ناموفق ترين ائتلاف مي  ،  ناموفقS2و 

  .است
  

  نتيجه
ي يكي از مهمترين مسائل اجتماعي يعني تقسيم  اين مقاله به بحث درباره

گيري از تحليل  با بهره) ها افراد يا سازمان(گيري  هاي تصميممنافع ميان واحد
ريزي خطي  رفتار انتخاب وزن دلخواه و جواب برنامه(ها و نظريه بازي  پوششي داده

هايش را در دو بخش بازي مينيمم   و ويژگيDEAبازي . پرداخته است) ها بازي
DEAبه بحث درباره  و بازي ماكزيمم براي داده هاي بازه اي  تعريف كرده و 
داده هاي بازه اي  DEA  با استفاده از بازي مينيمم . ايم هايش پرداخته ويژگي

ارائه شده ) به  صورت بازه( سود هر واحد-مدلي براي محاسبه كمترين نسبت هزينه
سود در واحدهاي با -هاي جديدي براي محاسبه كمترين نسبت هزينه مدل. است

 سود -سپس كاربرد نسبت هزينه. معرفي شده است) ائتلاف(تعداد بازيكن بيشتر 
در مدل هاي ارائه . بيان شده است) بازيكنان(جهت تعيين ميزان موفقيت واحدها 

ها از  هاي متناظر سودها و هزينه شده براي برطرف كردن مشكل صفر شدن وزن
هاي  براي اين منظور تغييراتي در مدل. روش ناحيه اطمينان استفاده شده است

  .هاي جديدي به دست آمده است حه، اعمال شده و مدلمطرو
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