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هاگیري کارایی به صورت فازي در تحلیل پوششی دادهاندازه

1مریم بالاسیدقصیر

2اسماعیل علیزاده

چکیده
اي از گیري کارایی نسبی مجموعه، براي اندازه(DEA)ها هاي تحلیل پوششی دادهمدل

ف هاي مختلهاي مختلف براي به وجود آوردن خروجیگیرنده با وروديواحدهاي تصمیم
مفهوم فازي معرفی می شود. این مقاله روشی را هاي نادقیق،هستند. براي بحث در مورد داده

گیرنده با توابع هدف فازي معرفی می کند.گیري میزان کارایی واحدهاي تصمیمبراي اندازه
هدف اصلی تبدیل مدل تحلیل پوششی اي استفاده می شود.در این مقاله از اعداد فازي ذوزنقه

ها، صورت می برشاست که به وسیلهDEAهاي قطعی و دقیق هاي فازي به مدلهداد
فرمولDEAهاي قطعی اي از مدلاي از مسائل پارامتریک براي توضیح دستهگیرد. دسته

می شوند.بندي

ارامتریکریزي پتوابع عضویت، برنامهکارائی،ها،تحلیل پوششی دادههاي کلیدي:واژه

انعضو هیئت علمی دانشگاه آزاد اسلامی، واحد تبریز،گروه ریاضیات، تبریز، ایر-1
ایرانمرند،عضو هیئت علمی دانشگاه آزاد اسلامی، واحد مرند،گروه ریاضیات،-2

»فراسوي مدیریت« 
1390تابستان _17شماره _سال پنجم 
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مقدمه 
گیرنــده، زمـانی کــه چنــد ورودي و  گیــري کـارایی واحــدهاي تصـمیم  انـدازه 

اي از اوزان بـراي جمـع کـردن    خروجی داریم مشـکل اسـت. بنـابراین از مجموعـه    
ها به صورت جداگانه براي محاسبه نسبت کارایی استفاده مـی  ها و خروجیورودي

ها را معرفی کرد کـه  هادپوششی دروش تحلیل،Charnes,1978:429-444)(.شود
وزن مورد نظر خود را انتخاب می کرد، زمانی که نسـبت مجمـوع   DMUدرآن هر 
یـک اسـت، ایـن    بـا تر یا مساويکها کوچDMUهاي همه ها بر وروديخروجی

بندي می شـود. یکـی از   ریزي خطی جزئی فرموله برنامهسالنظریه به صورت یک م
ین است که نقطه مقابل بهینگی پارتو است.هاي جالب این روش اجنبه

کاراي پارتو نامیده می شود اگـر ورودي مصـرف خـود را    DMUدر اقتصاد، 
کاهش دهد، و یا ورودي دیگر، به همان میزان افزایش خروجی، افزایش پیـدا کنـد   

مان افزایش پیدا کند خروجی دیگـر بـه همـان میـزان مصـرف      یا زمانی که تولیدات
پیدا کند. کارهاي زیادي توسـط چـارنز صـورت گرفتـه اسـت و      ها کاهشورودي

هاي گوناگون و کاربردهاي زیادي گزارش شده اسـت. امـا یـک روش دیگـر    مدل
در این روش، میـزان کـارایی بـه    . ارائه شده است(Seiford,1996:99-137)توسط

کلیـد  بنابراین،.کندی تغییر پیدا میها حساس است و با تغییر جزئی کارایمیزان داده
ل ، میزان درست فاکتورهاست کـه شـام  DEAرسیدن به موفقیت با استفاده از روش 

بسیاري از فاکتورها را نمی تـوان  ، در این بین،هاي کامل استها و خروجیورودي
هـاي نـادقیق در   گیري کرد. براي بررسی میزان کارایی با دادهبه صورت دقیق اندازه

Bellman)گیري راحل تصمیمم & Zade,1970:141-164)  مفهوم فازي را معرفـی
ــد ــول. کردنـ ــهDEAدر روش معمـ ــه، مجموعـ اي از اي از اوزان، یـــک مجموعـ

گیري بیشترین میزان کـارایی هـر   ها را تولید می کردند که قادر به اندازهمحدودیت
DMU.بود

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

93...گیري کارایی به صورت فازياندازه

هـا بـه   هدف و محدودیتزمانی که بعضی از توابع DEAحال به بررسی مدل 
ریـزي خطـی   ،  یک مدل برنامهDEAصورت فازي هستند، می پردازیم. چون مدل

طـی بـه صـورت فـازي اسـت.      ریـزي خ بود، در مدل جدید اشاره شده، مدل برنامـه 
. ریـزي قطعـی بودنـد   ها، فقط قادر به حل مسـائل برنامـه  ، بسیاري از تکنیکمتاًسفانه

زمانی کـه توابـع   ،گیري میزان کاراییمورد اندازهمقالاتی وجود دارند که بحث در
ــد.        ــی پردازن ــتند، م ــازي هس ــورت ف ــه ص ــه ب ــالی و ن ــورت احتم ــه ص ــویت ب عض

(Sengupta,1993:857-871) مدلDEA را به وسیله توابع عضویت تبدیل به مـدل
ریزي خطی فازي کرد.برنامه

گیـري  انـدازه در این مقاله، یک روش جدیدي را ارائه می کنـیم کـه قـادر بـه     
هـدف فـازي اسـت. ایـده اصـلی ایـن       ها با تابعDMUمیزان کارایی فازي را براي 

زاده براي تبدیل روش فازي ها با استفاده از قانون توسیعبرشروش استفاده از
DEAهاي قطعی ، به مدلDEA هـاي معمـول   اسـت. روشDEA   بـه وسـیله روش ،

LPاي را بـراي توضـیح ایـن ایـده در ایـن      ، مثال سادهدر این بخشمی گردند. حل
مقاله ذکر می کنیم.

بیـان شـده   Charnes,1978:429-444)(وسـیله  ه کـه ب ـ DEAروش در:ایده
(Banker,1984:1078-1092)اسـت  شـده گرفتـه نظردرثابتبه مقیاساست، بازده

ده به مقیاس متغییر مناسب بود.مفروضاتی را به مدل چارنز اضافه کرد که در آن باز
این مدل به صورت زیر است:
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1390تابستان–17شماره –فراسوي مدیریت  94

ــه  ــانی کــ ــتند وikYو ijXزمــ ــی هســ sjورودي و خروجــ ,...,1 و
tk ,...1 وست. مدلغیرارشمیدسی ایک عدد 1ریـزي  له برنامـه ایک مس ـ

ي تبدیل کرد.زفاریزي خطی ل برنامهخطی کسري است که می توان آن را به مد
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95...گیري کارایی به صورت فازياندازه

DMUیک حالت ساده را با یک ورودي و خروجی در نظر می گیریم. چهار 

,Dرا در نظر می گیـریم.   C, B, Aواحـد ورودي،  10,20,30,50، بـا 1ر شـکل  د
و5براي تولید 9,8,6,5زمانی کهخروجی،واحد15و9و 9,8,6,5 یک عدد

زمانی که کـارایی  ،است5.7باتر یا مساويک، کوچBاي است. خروجی ذوزنقه
، نتـایج کـارایی   به وجـود مـی آیـد   خروجکلmaxبه صورت نسبی از خروجی بر 

ACD ــاوي,,  ــ1,9.0,1مس ــارایی ب ــت، وک ــراي ه اس ــده ب ــت آم ــاBدس ــین ، م ب

5.7
5

,
5.7
95.7مـابین Bزمانی کـه خروجـی  اش است.بسته به میزان خروجی5.7 

در خط تولید قرار می گیرند، D, B, Aچون است.Aمتصل به Bاست، خط تولید

مـابین  Cاست، امـا کـارایی   1دست آمده برابره نتایج کارایی ب
10

9
,

11

اسـت. در  9
BCاست. فرض می کنـیم کـه   1برابرD, Aاین مثال، روشن است که کارایی  EE

~
,

~

ــازي    ــارایی ف ــزان ک ــاي DMUمی ــراي بـ ـ C,Bه ــت. ب ــع  ه اس ــت آوردن تواب دس
BCعضویت EE

~
,

ها استفاده کـرد. بـراي یـک مقـدارخاص    برشتوان از ، می~
هاي بالا و پایین ، با استفاده از کرانها خروجیبرشB یک مقدار قطعی ،

BCهاي مختلف آوري نتایج با به دست می آید. با جمع EE
~

,
دسـت مـی   ه ب ـ~

BY، تـابع عضـویت فـازي    1آید. با اسـتفاده از مشـاهدات شـکل    
بـه صـورت زیـر    ~

می شود:تعریف 
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   ســـطح اســـت . فـــرض کنـــیم کـــه  یـــک مجموعـــه 9,5
   L

B
u

B EE  هـا ي  بـرش هاي بالا و پـایین  به عنوان کران,
BE

~   اسـت بـه
BEعنوان تابع عضویت 

است.~
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97...گیري کارایی به صورت فازياندازه
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هايبرشي بالا و پایینهابه طور مشابه،کران
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به راحتی می توان       10:
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چنـین توابـع عضـویت را    ، هـم ، تابع عضویت بـه صـورت فـازي اسـت    بنابراین
هـا بیـان نمـود،    بـرش گیري میزان کارایی فازي به وسـیله می توان براي اندازه

ع گیرنده می تواند به صورت قطعی باشد، اگرچه تابمیزان کارایی واحدهاي تصمیم
توابـع  .را در نظـر مـی گیـریم   D,Aهـاي  DMUهدف فازي است، به عنـوان مثـال   

عضویت میزان کارایی می تواند غیرخطی باشد.
ها را در نظر می گیریم، فرض می کنـیم  DMUاي از مجموعهمراحل جواب:

ijXکه
ikYورودي و~

هـاي فـازي بـا توابـع     هخروجـی باشـد و بـه صـورت مجموع ـ    ~
عضویت

ikij YX
~~ ,فـرض مـی کنـیم کـه توابـع هـدف       ،است. بدون خلل به کلیت

فازي هستند. زمانی که مقادیر فازي را به کمـک توابـع عضـویت بـه مقـادیر قطعـی       
بندي کرد:، فازي را می توان به صورت زیر فرمولDEAتبدیل می کنیم، مدل 
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99...گیري کارایی به صورت فازياندازه

فرض می کنیم کـه     ijik XSYS
~

,
ijikگـاه  بـه عنـوان تکیـه   ،~ XY

~
,

تعریـف  ~
ijikهايبرششوند. XY

~
,

به صورت زیر تعریف می شوند:~

       

       bkiyYSyY

ajixXSxX

ikYikikij

ijXijijij

ik

ij

4,},
~

{

4,},
~

{

~

~













توجه کنید که 
ijXو ikYهاي قطعـی هسـتند. بـا اسـتفاده از     ، مجموعه

هـا را مـی تـوان بـا    ها وخروجیها ، وروديبرش هـاي متفـاوت و   بـرش
هاي اطمینان متفاوت نشان داد.ههایی از بازسطح

، بـا  DEAي قطعیهااي از مدل، می تواند به خانوادهDEAمدل فازي اینبنابر
هـاي متفـاوت کـه در آن،    بـرش اي ازمجموعه  }10 


ijX و

  }10  ikY.تبدیل کرد
هـا کـه در معـادلات    سطحهاي ازمجموعه   ab نشـان داده شـد،   4,4

به صورت زیر نشان داده می شوند:هاي قطعی هستند که بازه
)5( a

   
 

   




















 



 ijXijij
x

ijX

ijij
x

ij xXSx

x

XSxX
ij

ij

ij

ij

~

~

~
{max

},
~

{min

)5( b

   
 

 
























 }
~

max

},
~

{min
~

~






ik

ik

ik

ik Yikik
y

ikY

ikik
y

ij YSy

y

YSyY

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

1390تابستان–17شماره –فراسوي مدیریت  100

را می توان به صورت rDMUزاده، تابع عضویت کاراییبر پایه قانون توسیع
زیر تعریف کرد:

         6},,,,,,minsup ~~
,

~ yxEzkjiyxz rikYijX
yx

E ikijr
 

براینبنا yxEr روشی براي ایجاد تـابع عضـویت  مشخص شد،,
rE

~  اسـت
به محاسبه آن می پردازیم.ها،برشوسیلهه که در این مقاله ب

براساس معادله 6،
rE

~  مینیمم مقـدار ،   ijXikY
xy

ijik
~~ ,   اسـت کـه در

آن      ikYijX
yx

ikij
~~ است، و حداقل یکـی از ,   ijXikY

xy
ijik

~~ ,

است. وبرابر    zEZkji
rEr ~,,,.

10فرض می کنیم که  12  :باشد در این صورت داریم
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ij YYYYXXXX

22112211
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بنابراین،

          ikYikYijXijX
yyxx

ikikijij
~~~~ ,,, ،

دست آوردن تابع عضویته براي ب
rE

هاي بـالا و پـایین  ، کران
rE

~   را بـه وسـیله
دست می آوریم.ه ها ببرش
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101...گیري کارایی به صورت فازياندازه
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و فرم کلی به صورت زیر است:
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اي تبـدیل کـرد.   اي را می توان به یـک مـدل یـک مرحلـه    این مدل دو مرحله
هـاي مختلـف تغییـر مـی     در دامنه، DMUها براي هر وخروجیهازمانی که ورودي

، یک را مـی تـوان بـه    DMUترین نسبت کارایی هر، براي پیدا کردن کوچککند
تـرین  هـایی کـه بـا مقـادیر کـم     DMUورودي کلیـه  وDMUخروجی ایـن  عنوان

ها، یک را مـی تـوان   DMUهستند، قرار داد. متقابلاً، بر پیدا کردن بیشترین کارایی 
هـایی کـه بـا مقـادیر بیشـترین      DMUو وردي کلیـه DMUبه عنوان خروجـی ایـن   

هايبنابراین مدلقرار داد.هستند،   ab را می توان به صورت زیر نوشت:8,8
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کـه  این جفت از مسائل ریاضی در بردارنده مطالعـات سیسـتمی در مـورد ایـن    
هـاي بهـین   چگونـه مـی تـوان جـواب           L

ik
u

ik
L

ij
u

ij YYXX 
را در بـازه  ,,,

]1,0(ــه جــود اي از معــادلات پــارامترت دســتهور. در ایــن صــ، تغییــر داد ي ب
آید.می

اگر    L
r

u

r EE  ، باها تولید شود، تابع سمت چب برابربرشبه وسیله,
     1

 L
rEzL  ،و تــابع ســمت راســت برابــر     1

 U
rEzR  اســت. تــابع

عضویت
rE

~:به صورت زیر است
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هـاي اي از بـازه ، مجموعهصورتدر غیر این     ]}1,0(, 

U

r
L

r EE ،
منعکس کننده شکل

rE
~.است

و براي نشان دادن روش پیشنهاديکامل تابع کاملاً مشخص نیست.البته شکل
در یـریم. ا در نظـر مـی گ  رDMUآن در محاسبه میزان کارایی فازي، چهار توانایی

هاي بالا و پایین به صورت زیر است:، کرانیک سطح خاص

DMUورودي و خروجی چهار 

CutOutputCutInputDMU

 10,1010  214,11  14,12,11A
  216,12  16,14,13,12 30,3030B
 11,1111 40,4040C

  322,312  22,19,15,12  355,245  55,52,47,45D
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به صورت زیر حل می شوند:)9(برش ها برحسب معادلات
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هايبرشپایینهاي بالا وکران
BCD EEE

~~~ ,,   را نیز می توان به طـور
مشابه حل کرد.
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مان در این مثـال قابـل وصـول نیسـتند، مـا از پنجـاه و       هاي تحلیلیچون جواب
در اسـتفاده مـی کنـیم.   :04.0,02.0,0,....,100بـه ازاي ،یک مقـدار بـراي  

ل دو قسمت ناهموارشک
BCD EEE

~~~ ,,   از ایـن مقـادیر ،   .تشـکیل یافتـه اسـت
شکل ناهموار به صورت یک تابع پیوسته نشان داده شده است.

، فازي ADMUمی شویم که اگر چه ورودي و خروجی در این مثال  متذکر
ــا ــزان کــارایی آن اســت، ام ــابع  یــک مقــدار قطعــی اســت. می ــارت دیگــر ت ــه عب ب

AEعضویت
مقدار یک را نشان می دهد. نکته دیگري که باید مدنظر داشـت ایـن   ~

توابع عضویت و میزان کارایی وجود ندارد.است که هیچ تناظر یک به یکی مابین،
ولی میزان اي است، ذوزنقهDتابع عضویت ورودي و خروجی به عنوان مثال،

شـکل  ،2اي نیست. و به درستی با مراجعه به شکل ، ذوزنقهDکارایی 
D
~  نـامنظم ،

است.
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بحث:
هـا، نشـان خـواهیم داد، زمـانی کـه      برشبا استفاده از روشدر این بخش

ها نیز نادقیق اسـت.  ها نادقیق هستند، میزان کارایی آنها و خروجیبرخی از ورودي
را CDMUدسـت آورد. ه ها را می توان  در سطوح مختلف بDMUدامنه کارایی 

ــطح   ــریم. در س ــی گی ــر م ــین در نظ ــال پیش ــارایی 1در مث ــزان ک ــر C،  می براب
 7908.0,6395,0 ــم ــت و هـ ــطح  ، اسـ ــین در سـ ــارایی  1چنـ ــزان کـ ، میـ

برابر 9166.0,5436.0.است

: توابع عضویت) 2شکل(     ,, ~~~ abc
ABC

EEE


، کار دیگري کـه بایـد انجـام    ها محاسبه شدDMUکه کارایی همه بعد از این
هـاي زیـادي   اسـت. روش DMUها بـراي انتخـاب بهتـرین    DMUبندي رتبهدهیم،

اعـداد فـازي   ، توابع عضویتهر حالبه .ها وجود داردDMUي بندي فازبراي رتبه
Chen)(روش.بندي شوندباید رتبه & klein,1997:26-35بر پایهها بنـا  برش

1

1

 a

1

1

1

1

 b

)(c

1

1

 d
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107...گیري کارایی به صورت فازياندازه

ــت.   ــده اس ــاده ش ــه   نه ــیم ک ــی کن ــرض م ــاع hف ــترین ارتف ، بیش
jE

~ ــه ازاي ب
mj ,...,1باشد، و همچنین فرض می کنیم کهh  بـهn    زیربـازه تقسـیم شـده

بـه طـوري کـه    است،
n

ih
i ،(Chen & klein,1997:26-35)   شـاخص زیـر را

بندي انتخاب کردند:براي رتبه
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ــه در آن،  ک     U
ji
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ji
EdEc

11 ,,
max,min


   ــدر ــه ق ــر چ ــت. ه ، اس

دست می آیـد. بـه صـورت تئـوري،     ه ، بیشتر باشد، عدد فازي مطلوب بjIشاخص
در ها به بی نهایت میل می کند.برش، مقدارnاین روش زمانی معتبر است که

بـه طـوري   ، در شکل دو مشاهده شده استها با یازده مقداربرشمثال قبل،
ــه: 8121.0,3928.0,6966.0,0.1ک  DCBA IIII، ــه در نتیج

CBDA EEEE
~~~~

می آید.دسته ب
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:برش هاي میزان کارایی یازده مقدار:)2(شکل

                   U
D

L
D

U
C

L
C

U
B

L
B

U
A

L
A EEEEEEEE  ,,,,

1.07498.09166.00.54361.07183.01.01.00.0

1.07783.09030.00.55231.07340.01.01.00.1

1.08075.08897.00.56121.07500.01.01.00.2

1.08375.08766.00.57031.07662.01.01.00.3

1.08682.08637.00.58001.07829.01.01.00.4

1.08998.08510.00.58911.07997.01.01.00.5

1.09322.08386.00.59871.08169.01.01.00.6

1.09655.08263.00.60861.08343.01.01.00.7

1.09998.08143.00.61871.08522.01.01.00.8

1.00.18025.00.62901.08703.01.01.00.9

1.00.17908.00.63951.08887.01.01.01

گیري:نتیجه
صـورت گرفتـه اسـت و مـدل    ،1978، در سـال  DEAاولیه در زمینه کارهاي

ی در مدیریت اجرائـی تـاًثیر بـه سـزای    DEAاربرد هاي زیادي از هاي گوناگون و ک
، مربوط به حالـت قطعـی بـود و میـزان کـارایی بـه       بسیاري از مطالعاتپیدا کرد. در

هـاي  صورت قطعی و دقیق محاسبه مـی شـد، مطالعـات کمـی نیـز در زمینـه حالـت       
زان کـارایی  پیدا کردن می ـياحتمالی صورت گرفته است. در این مقاله روشی را برا

ایـن ایـده بـر پایـه     فازي زمانی که توابع هدف به صورت فازي هستند بیان کـردیم. 
، بـه  DEAهـاي قطعـی   فـازي بـه مـدل   DEAزاده بـراي تبـدیل مـدل    قانون توسـیع 

هاست.برشوسیله
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