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در  هاي كامپوزيتي چندلايه با درنظر گرفتن شرايط مرزي كليدر اين مقاله، يك حل تحليلي براي انتقال حرارت غيردايمي در پين فين - چكيده
هاي اورتوتروپيك استخراج شده و مسئله با اعمال معادله انتقال حرارت هدايتي دوبعدي در حالت ناپايا براي لمينيت. سطح پره ارائه شده است

دستگاه با استفاده از تئوري اشترم لييوويل يك تبديل فوريه مناسب استخراج شده و . تبديل لاپلاس از حوزه زمان به فركانس انتقال يافته است
همچنين از روش توابع مرومرفيك . استها ساخته شده معادلاتي بر اساس شرايط مرزي پره و شرايط پيوستگي دما و شار حرارت در مرز  بين لايه

و تغييرات نمودارهاي مربوط به توزيع دماي غيردايم . استبراي محاسبه انتگرال مختلط پيچيده مربوط به تبديل لاپلاس معكوس بهره برده شده 
        .تر استهاي سردشدن بالا، محسوسنرخ سردشدن پره رسم شده و نشان داده شده كه اثر هدايت اورتوتروپيك، در نرخ

  اشترم لييوويل، توابع مرومرفيكحل تحليلي، هدايت اورتوتروپيك، تئوري  :واژگان كليد
  

Analytical investigation of orthotropic unsteady heat 
transfer in composite pin fins 

 
M. H. Kayhani1*, M. Norouzi2, A. A. Delouei3  

 
1- Associate Prof. of Mech. Eng., Shahrood Univ. of Technology, Shahrood, Iran 
2- Assistant Prof. of Mech. Eng., Shahrood Univ. of Technology, Shahrood, Iran 
3- PhD Student of Mech. Eng., Shahrood Univ. of Technology, Shahrood, Iran 

*P. O. B. 316, P. Code: 3619995161, Shahrood, Iran, h_kayhani@shahroodut.ac.ir 
 

Abstract- In this paper, an analytical solution of transient heat conduction in multi-layer composite pin fins under the 
general boundary conditions is presented. The 2D unsteady heat conduction equation in cylindrical coordinate system 
has been achieved for multi-layer orthotropic laminates. Laplace transformation is applied to change the solution’s 
domain from time into the frequency. An appropriate Fourier transformation has been derived using the Strum-Liouville 
theorem and a set of equations are obtained based on the boundary conditions of fin and temperature/heat flux 
continuity at boundaries located between the layers. The Meromorphic function method is utilized to find the 
complicated complex integration of inverse Laplace. Diagrams of unsteady temperature distribution and cooling rate of 
pin fin have been depicted and it is shown that the effects of orthotropic conduction are more noticeable in high 
convection coefficients.  
Keywords: Analytical Solution, Strum-Liouville Theorem, Orthotropic Conduction, Meromorphic Functions   
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  مقدمه  -1
هــاي هــاي اخيــر در زمينــه طراحــي و توليــد ســازه پيشــرفت

هــا را در زمــره يكــي از تاثيرگــذارترين مــواد در كــامپوزيتي آن
... ونقل، خطوط انتقال مايعات و هاي مختلف صنعت، حملحوزه

ها عمدتاً ناشي از خواص منحصر به اين پيشرفت. قرار داده است
بـه وزن بـالا، مقاومـت بـه      فرد اين مواد مانند نسبت اسـتحكام 

. است... هاي توليد پايين و پذيري، هزينهخوردگي، قابليت شكل
بديهي است كه با افـزايش روزافـزون كـاربرد ايـن مـواد دانـش       

  . ها نيز گسترش يافته استمرتبط با آن
مطالعات پيشين در زمينه انتقـال حـرارت مـواد كـامپوزيتي         

كرلـي و   .ود شـده اسـت  هـاي عـددي محـد   عمـدتاً بـه بررسـي   
دماي يك صفحه كـامپوزيتي نـازك كـه در معـرض      ] 1[ادواني

هـاي عـددي و   يك منبع گرمايي متمركز قـرار دارد را بـا روش  
هـا يـك بررسـي پارامتريـك بـراي      آن. انددست آوردهتجربي به

بعد مهم و تاثيرشـان بـر توزيـع درجـه حـرارت      تعيين اعداد بي
انتقال حرارت غيردايمي هـدايتي   ]2[راينگا. اندصفحه ارائه داده

ــرار داده و از   ــورد بررســـي قـ ــامپوزيتي مـ را در يـــك ورق كـ
فرمولاسيون المان محدود براي تحليل اين مسئله استفاده كرده 

اپوكسـي بـا آرايـش    / گرافيت اين تحليل بر روي لمينيت. است
]الياف , , ]±0 45  و در شرايط مرزي مختلـف انجـام شـده    90
حل عددي را براي انتقـال حـرارت   ] 3[سونائو و همكاران .است

ها اثـرات  آن. اندهاي كامپوزيتي ارائه كردهپايدار هدايتي در ورق
انتقال حرارت بر روي لايه داخلي را كه ناشـي از القـا خاصـيت    

  . ترموپلاستيك ماده است مورد بررسي قرار دادند
هـاي  در لمينيـت  به طور عددي انتقال حـرارت هـدايتي  ] 4[گو

ضخيم را مطالعـه كـرده و بـا اسـتفاده از روش المـان محـدود،       
انتقال حـرارت غيردايمـي را در حضـور  توليـد انـرژي داخلـي       

ــا اســتفاده از ] 5[چترجــي و همكــاران. اســت بررســي كــرده ب
فرمولاسيون مرز محدود اقدام به محاسبه انتقال حـرارت پايـدار   

ها، بـا اسـتفاده از توابـع    آن. اندبعدي كردههاي سهدر كامپوزيت
خطــي و درجــه چهــار، توزيــع دمــا و شــار حرارتــي را در ايــن 

ــت ــه لميني ــا ب ــد ه ــت آوردن ــاران . دس ــت و همك ــز ] 6[يوون ني
فرمولاسيون مناسبي را بر مبناي روش المان محدود براي حـل  

  . اندها ارائه دادهعددي انتقال حرارت موثر در كامپوزيت
يز در زمينه حل تحليلي انتقال حرارت در مواد هايي نفعاليت    

] 7[ آرگيــريس و همكــاران. كــامپوزيتي صــورت گرفتــه اســت

هـاي تخـت   بررسي تحليلي را بر روي انتقال حرارت در لمينيت
هـا در فرمولاسـيون خـود اثـر هـر سـه       آن. اندمثلثي انجام داده

مكــانيزم انتقــال حــرارت هــدايتي، همرفتــي و تشعشــعي را بــر 
هـا بـر مبنـاي انتقـال     فرمولاسـيون آن . يت در نظر گرفتندلمين

حرارت مرتبه اول لمينيت كامپوزيتي بـود و تغييـرات خطـي را    
ها لحاظ كردنـد و در  براي انتقال حرارت در جهت ضخامت لايه

نهايت نشان دادند كه استفاده از اين فرمولاسيون از نظر هزينـه  
ــددي  ــوثرتر از محاســبات ع ــا و . اســت محاســباتي بســيار م م

ــاران ــدايتي در    ] 9-8[همك ــرارت ه ــال ح ــي انتق ــل تحليل        ح
هاي چندلايه غيرايزوتروپيـك را در دو حالـت، بـدون در    محيط

نظر گرفتن منبع گرمايي و همراه با گرمايش داخلـي، بـه طـور    
ها با استفاده از يك تبديل آن. اندجداگانه مورد بررسي قرار داده

وتروپ را به شـكل سـاده ايزوتـروپ    مختصات خطي مسئله انيز
 . اندتبديل كرده و مسئله را حل كرده

بنـدي  نيز، با استفاده از توابـع گـرين و فرمـول    ]10[اوسلوكا    
انتگرالي معادله انتقال حرارت، پاسخي براي انتقـال حـرارت در   

] 11[سان و ويچمـن . دست آورده استهاي كامپوزيتي بهواسط
لي از انتقال حرارت يك بعدي غيـردايم  در مقاله خود حلي تحلي

انتقال  ]12[لو و همكاران. انددر يك بلوك كامپوزيتي ارائه كرده
شكل را مورد مطالعه قرار ايهاي مركب استوانهحرارت در جداره

ها در تحليل خود از روش جداسازي متغيرها اسـتفاده  آن. دادند
مناسـبي بـا    هـا داراي تطـابق  اند كه حـل آن كرده و نشان داده

يــك ] 13[حــاجي شــيخ و همكــاران. محاســبات عــددي اســت
فرمولاسيون رياضي براي ميدان دما در حالت پايـدار در اجسـام   

اند اند و در ادامه اثبات كردهدست آوردهچندلايه و چندبعدي به
هـا همگـن باشـد حقيقـي     كه مقادير ويژه براي حالتي كه لايـه 
تواننـد  تروپ اين مقادير مـي است، در حالي كه براي حالت اورتو

حـل تحليلـي انتقـال    ] 14[سـينگ و همكـاران  . موهومي باشند
حرارت هدايتي در مختصات قطبي چندلايه در جهت شعاعي را 

يك حل تحليلي ] 15[بهادر و باركهن. اندمورد بررسي قرار داده
اي هاي اسـتوانه فينبراي توزيع دما و نرخ انتقال حرارت در پين

بـا ضـرايب هـدايت گرمـايي اورتـوتروپ ارائـه داده و       ) لايهتك(
سپس نتايج را با حـل عـددي بـه روش اجـزا محـدود مقايسـه       

يك حل دقيق براي انتقـال حـرارت در   ] 16[اونيجكوه. اندكرده
هاي كامپوزيتي با استفاده از تئوري انتگرال مـرزي ارائـه   محيط
ت پايا حل تحليلي هداي] 18-17[كيهاني و همكاران. است داده
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هـاي شـعاعي و   اي در جهـت هاي كامپوزيتي استوانهدر لمينيت
)ايزاويه ),r ϕ هاي شعاعي و طـولي  و همچنين جهت( ),r z 

       هـا تنهـا بـراي گذشـت     ايـن حـل  . انـد را مورد بررسي قرار داده
 . هاي زياد و حالت دايم معتبرندزمان
رسي انتقال حرارت در فراينـد توليـد مـواد مركـب نيـز از      بر    

توان بـه پـژوهش   براي نمونه مي. اهميت فراواني برخوردار است
در زمينه تحليل اثر انتقال حـرارت در  ] 19[و همكارانش حسن

در ايـن پـژوهش،   . حين تركيب الياف و ماده زمينه اشـاره كـرد  
ــت    ــرارت در لميني ــال ح ــوري انتق ــبي از تئ ــرح مناس ــاي ش ه

نيـز در مقالـه   ] 20[نيونهام و آبـرات . كامپوزيتي ارائه شده است
) كاربرد در فرايند توليـد (خود به تحليل انتقال حرارت كاربردي 

  .اندبه روش المان محدود در مواد غيرايزوتروپ پرداخته
در مطالعه حاضر يك حل تحليلي براي توزيع دماي غيردايم     

بــا درنظــر گــرفتن خــواص (يــه هــاي كــامپوزيتي چندلادر پــره
ارائه شده و نـرخ سردشـدن پـره    ) هااورتوتروپيك هر يك از لايه

 ايپره مـورد بررسـي اسـتوانه    .در حالت پايا محاسبه شده است
هـاي مشـخص بـه دور آن پيچيـده     شكل بوده و الياف در جهت

فـين مـورد   بندي مربوط به پـين هندسه و لايه 1شكل . اندشده
هـاي  زوايـه اليـاف در هـر كـدام از لايـه     . دهدبحث را نشان مي

در اين مقاله بر روي انتقال حرارت . تواند تغيير كندلمينيت مي
)هاي طـولي و شـعاعي   ناپاياي متقارن دوبعدي در جهت ),r z 

همچنين، شرايط مرزي در سطح تبادل حرارت . ايمتمركز كرده
فته شده است تـا در صـورت   با محيط به صورت كلي در نظر گر

تبـديل  . نياز تمـامي مكـانيزم انتقـال حـرارت را پوشـش دهـد      
بر روي معادله انرژي اعمال شـده تـا مسـئله از حـوزه      1لاپلاس

سپس معادلـه ديفرانسـيل جزئـي    . زمان به فركانس انتقال يابد
مناسب بـه يـك معادلـه     2حاصل با استفاده از يك تبديل فوريه

 3در اينجـا از تئـوري اشـترم لييوويـل    . معمولي ساده شده است
   براي استخراج تبـديل فوريـه منطبـق بـا شـرايط مـرزي بهـره        

با توجه به شرايط مرزي مسـئله و همچنـين معـادلات    . ايمبرده
هـا يـك دسـتگاه    پيوستگي دما و شار حرارت در مرز بـين لايـه  

معادلات براي ضرايب سري فوريه حاصل خواهـد شـد كـه ايـن     
هـا بـه   حل شده و جواب 4استفاده از الگوريتم توماسدستگاه با 

                                                 
1. Laplace Transformation 
2. Fourier Transformation  
3. Sturm-Liouville Theorem  
4. Thomas Algorithm 

در نهايت تبديل فوريه و . صورت روابط بازگشتي ارائه شده است
تبديل لاپلاس معكوس اعمال شده است تا توزيع دما در حـوزه  

ترين مشكل در رونـد كـار حـل انتگـرال     مهم. دست آيدزمان به
كـه در   مختلط پيچيده مربوط به تبديل لاپلاس معكوس اسـت 

جهت حـل آن   5اينجا از روشي موسوم به روش توابع مرومرفيك
از نتايج حاصل براي رسم نمودارهاي مـرتبط بـا   . ايمبهره جسته

هـاي  دماي متوسط لمينيت و كانتورهـاي توزيـع دمـا در زمـان    
همچنـين، نمودارهـاي مربـوط بـه     . مختلف استفاده شده اسـت 
دايت و ابعـاد پـره   فين با ضرايب ه ـتغييرات نرخ سردشدن پين

 .رسم و با كارهاي ديگران مقايسه شده است

 

 هندسه و شرايط مرزي مربوط به پره 1شكل 
  

  هدايت در مواد مركب -2
در اين بخش، به صورت مختصر مسئله انتقال حـرارت هـدايتي   

رابطـه فوريـه بـراي    . در مواد مركب چندلايه معرفي شده اسـت 
تروپ بـه صـورت كلـي زيـر     هاي اورتـو انتقال حرارت در محيط

  ]: 21[شودنوشته مي

                                                 
5. Meromorphic Function Method 

)1(  
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ضـريب انتقـال حـرارت     ijkشار حرارتـي،   qكه در اين رابطه 
رابطه بين ضرايب انتقال حرارت بـه طـور   . دماست Tهدايتي و
كه   با توجه به اين]. 23-22[ر مراجع  معرفي شده استكامل د
هاي مختلـف بـا راسـتاي    هاي كامپوزيتي از چيدن لايهلمينيت

شوند، از دو دسـتگاه مختصـات اصـلي    الياف متفاوت ساخته مي
( )1 2 3, ,x x x  و فرعي( ), ,x y z  براي بررسي خواص در مواد

در راسـتاي   1xبه طوري كه محور ] 24[شودميمركب استفاده 
عمــود بــر راســتاي اليــاف در صــفحه لايــه   2xاليــاف، محــور 

نحـوه  . عمود بر صفحه لايـه قـرار دارنـد    3xكامپوزيتي و محور 
نشان داده شده  2هاي مختصات در شكل قرارگيري اين دستگاه

  .است
  

 هاي مختصات اصلي و فرعيدستگاه 2شكل 
  

دسـتگاه  (حال با توجه به تعريف دسـتگاه مختصـات مرجـع        
هـاي ثابـت   هـاي فيزيكـي را در جهـت   توان كميـت ، مي)فرعي

در هر لايه بين دستگاه مختصات اصلي و فرعي بـه  . بررسي كرد
دستگاه مختصات  3xانحراف وجود دارد و محور  θاندازه زاويه

در . جهـت اسـت  دستگاه مختصات فرعـي هـم   zاصلي با محور
دستگاه مختصات اصلي رابطه فوريه براي يك مـاده مركـب بـه    

 ]:25[صورت زير است

)2(  
1

1 11

2 22
2

3 22

3

0 0
0 0
0 0 onon

on

T
x

q k
Tq k
x

q k
T
x

⎧ ⎫∂
⎪ ⎪∂⎪ ⎪⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎪ ⎪∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥= −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎪ ⎪∂
⎪ ⎪
∂⎪ ⎪⎩ ⎭

 

تـوان از محـور   مـي  −θاز يـك دوران بـه انـدازه    با استفاده     
مختصات فرعي به اصلي رسيد، به طوري كه اگر ضرايب انتقـال  

]حرارت در جهات اصـلي بـا    ]k     و در جهـات فرعـي بـاk⎡ ⎤⎣ ⎦ 
  :نشان داده شود، داريم

  
  
  
  
  
)3(  

( )

2 2
11 11 22

2 2
22 11 22

33 22

12 21 11 22

13 31

23 32

0

0

l l

l l

l l

k m k n k

k n k m k

k k

k k m n k k

k k

k k

= +

= +

=

= = −

= =

= =

 

نشان داده شده  lnبا  sinθو  lmبا  cosθدر اين روابط     
از آنجايي كه در مطالعه حاضر انتقال حـرارت هـدايتي در   . است
فته است، بايستي مسئله اي مورد بررسي قرار گرهاي استوانهپره

اليـاف در هـر لايـه بـه دور     . اي حـل شـود  در مختصات استوانه
 zو r ،ϕانـد و هاي مشـخص پيچيـده شـده   استوانه در جهت

  .هستند) مرجع(هاي دستگاه مختصات فرعي مولفه
    θ     به صورت زاويه بين دو خط مماس بـر اسـتوانه يكـي در

در دسـتگاه  . شـود تعريف مي ϕجهت الياف و ديگري در جهت 
مختصات فرعي رابطه فوريه در يك ماده اورتوتروپ بـه صـورت   

  :زير خواهد بود

)4(  
11 12 13

21 22 23

31 32 33

1r

z

T
rq k k k
Tq k k k

r
q k k k

T
z

φ φ

⎧ ⎫∂
⎪ ⎪∂⎡ ⎤ ⎪ ⎪⎧ ⎫

⎢ ⎥ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪= −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎪ ⎪∂
⎪ ⎪

∂⎩ ⎭

 

اي زاويه الياف نسبت دستگاه مختصات استوانه از آنجا كه در    
تعريـف شـده اسـت، ضـرايب هـدايت       ϕبه مولفـه دوم يعنـي   

 .بايستي بازآرايي شوند) 3معادله (
  
  
  
  
  
)5(  ( )

11 22
2 2

22 11 22
2 2

33 11 22

12 21

13 31

23 32 11 22

0

0

l l

l l

l l

k k

k m k n k

k n k m k
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اي و با اعمال معادله موازنه انرژي بـراي يـك المـان اسـتوانه        
، معادلـه انتقـال حـرارت دوبعـدي     )5(در ) 4(روابط استفاده از 

  : دست خواهد آمداي بهناپايا در لمينيت استوانه

  
  
)6(  

2 2

11 33 13 312

13

1 ( )

p

T T Tk r k k k
r r r r zz

k T Tc
r z t

ρ

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠
∂ ∂

+ =
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به ترتيب نمايانگر چگالي و ظرفيت گرمايي  pcو  ρكه در آن 
  . اندويژه در فشار ثابت

ــدايتي در           ــرارت ه ــال ح ــر انتق ــث حاض ــي در بح         از طرف
بنـابراين بايسـتي رابطـه     ؛هاي چندلايه مورد توجه استمحيط

ها توسط معادلات پيوستگي مربوط به دما و شارحرارت بين لايه
ir، اگر 1با توجه به شكل . درنظر گرفته شود r=   مرز بـين دو

1iو  iلايه مجاور  باشد، پيوسـتگي دمـا و شـار حـرارت بـه       +
 :صورت زير خواهد بود

)7-1(  ( i ) ( i 1 )T T +=

)7-2(  
( i ) ( i 1 )T T

r r

+∂ ∂
=

∂ ∂
  

 حل تحليلي هدايت حرارتي غيردايم -3
يا تحـت  در اين قسمت، يك حل تحليلي براي انتقال حرارت ناپا

شـرايط مـرزي   . شرايط مرزي كلي در سطح پره ارائه شده است
تواند دربرگيرنده انواع شرايط مرزي شـامل شـرايط   شده ميارائه

سـازي، پروفيـل   بـراي سـاده  . باشـد مرزي نوع اول، دوم و سـوم  
  :شده به شكل زير تعريف شده استدماي اصلاح

)8(  i( r ,z,t ) T( r ,z,t ) Tφ = −

در اين صورت، معادله انتقـال  . نمايانگر دماي اوليه است iTكه 
 :حرارت دوبعدي به صورت زير درخواهد آمد

)9(  
2 2

,2 2
1

r r z ir r tr z
φ φ φ φα α α∂ ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂∂ ∂
  كه

)10-1(  22
r

p

k
c

α
ρ

=

)10-2(  
2 2

11 22
,

l l
z i

p

n k m k
c

α
ρ
+

=

z,توجه به اين مورد ضـروري اسـت كـه         iα    تـابعي از زاويـه
شرايط اوليه و مرزي بـه  . كندالياف بوده و لايه به لايه تغيير مي

  :صورت زير بيان شده است
)11-1(  ( )( ) , ,0 0, 1, 2,...,i

lr z i nφ = =

)11-2(  ( ,0, ) br tφ φ=

)11-3(  ( , , ) 0r L t
z

φ∂
=

∂

)11-4(  ( , , )
( , , ) ( , )l

l

n
n

r z t
a r z t b f z t

r
φ

φ
∂

+ =
∂

)كه  , )f r z هـاي ثابت. تواند هر تابع دلخواهي باشدميa وb 
جـايي، يعنـي   به ترتيب ابعادي مشابه ضريب انتقال حرارت جابه

2W m K   و ضريب انتقال حرارت هـدايتي، يعنـي ،W mK ،
شايان ذكر است كه شرايط مرزي خطي در جهت طـولي  . دارند

همچنين شرط . ترين شكل خود درنظر گرفته شده استدر كلي
تـوان بـراي قسـمت مركـزي     مرزي تقارن و يا دما محدود را مي

در ادامه به منظور انتقـال معادلـه انـرژي    . استوانه در نظر گرفت
از تبديل لاپـلاس  ) s(به حوزه فركانس ) t(از حوزه زمان ) 9(

  ].  26[استفاده شده است
)12(  ( ){ } ( )£ , , , ,r z t r z sφ φ=

، )9(با اعمال تبـديل لاپـلاس و شـرايط اوليـه روي معادلـه          
  :آيدمعادله انرژي به صورت زير در مي

)13(  
2 2

,2 2
1 0r r z i s
r rr z

φ φ φα α α φ∂ ∂ ∂
+ + − =

∂∂ ∂

علاوه بر اين، شرايط مرزي نيز در حوزه فركانس بـه صـورت       
  :شوندزير بيان مي

)14-1(  ( ,0, ) .br s sφ φ=

)14-2(  ( , , ) 0.r L s
z

φ∂
=

∂

)14-3(  ( , , )
( , , ) ( , )l

l

n
n

r z s
a r z s b f z s

r
φ

φ
∂

+ =
∂

  كه
)15(  ( ) ( ){ }, , £ , ,f r z s f r z t=

ليوويـل  -از قضـيه اشـترم  در ادامه لازم است تا بـا اسـتفاده       
 بــا اعمــال قضــيه ]. 26[تبــديل فوريــه مناســب اســتخراج شــود

 g، تبديل فوريه تابع دلخـواه zليوويل در راستاي محور-اشترم
-بـه )) 2-14(و ) 1-14(معـادلات  (تحت شرايط مرزي مسـئله  

 :دست خواهد آمد

)16(  ( ) ( ) ( )
0

2 sin⎡ ⎤= ⎣ ⎦∫
L

ng g z z dz
L

λ�

 .آيددست مياز رابطه زير به nλكه مقادير ويژه 

)17(  (2 1) , 0,1, 2,...
2n

n n
L

πλ +
= =

و ) 16معادلـه  (آمـده   دسـت حال با توجه به تبديل فوريه به    
ست دبه zاستفاده از انتگرال جزء به جزء، مشتق دوم نسبت به

  .آيدمي
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)18(  ( ) ( )'' 22 n b
ng g

L s
λ φ

λ
⎧ ⎫⎡ ⎤= −⎨ ⎬⎢ ⎥

⎣ ⎦⎩ ⎭
�  �

اعمال كنيم، ) 9(حال اگر اين تبديل فوريه را بر روي معادله     
 :خواهيم داشت

  
  
)19(  

2
* * 2

2 ,

1

2

n
z i

n end

U U s U
r rr

L s

α α λ α

λ φ

∂ ∂ ⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟∂∂ ⎝ ⎠
⎡ ⎤= × −⎢ ⎥
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  كه

)20(  *

,

r

z i

α
α

α
= 

به )) 3-14(معادله ( rكلي در جهت همچنين، شرط مرزي    
 :صورت زير تغيير خواهد كرد

)21(  ( , , )
( , , ) ( , )l

l

n
n

U r n s
a U r n s b n s

r
∂

+ =
∂

� 
  :كه در آن

)22-1(  ( )( , , ) ( , , )U r n s r z sφ=� 
)22-2(  ( )( , ) ( , )n s f z s=� � 

در هـر لايـه از لمينيـت    ) حوزه فركانس(جواب كلي معادله     
  :كامپوزيتي به صورت زير خواهد بود

  
)23(  ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
0 , 0 ,

( , , )

( , , )

i

i i i
n n s n n s

U r n s

a I r b K r w r n sω ω

=

+ +
 

  كه
)24(  2

, ,
,

n s i n
z i

sω λ α= +

)و  , )w r n  است و در حالت كلـي  ) 19(پاسخ غيرهمگن معادله
  :برابر است با

  
 
)25(

( ) ( )

( ) ( )
0

0

( )

0 , , 0 , ,

0 , , 0 , ,

2
( , , )

nl

nl

i n b

r
n s i n s i

r

r
n s i n s i

r

w r n s
L s

I r r K r dr

K r r I r dr

λ φ

ω ω

ω ω

−⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤⎡ ⎤× ×⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥×
⎢ ⎥⎡ ⎤+ × ×⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

∫

∫
شده نوع وابع بسل اصلاحبه ترتيب ت 0Kو  0Iدر روابط بالا     

در نهايت با اعمال شرايط مـرزي در  . اول و دوم از مرتبه صفرند
هـا  و پيوستگي دما و شـار حـرارت در مـرز بـين لايـه      rجهت

n,ضرايب  sa  و,n sb آينددست ميبه:  

 ): 21معادله (خارج پره اعمال شرط مرزي كلي در  •

 
 
 
 
)26-1(

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )
, 0 , , , , 1 , ,

( )
, 0 , , , , 1 , ,
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( , ) ( , , )
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l
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n
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n
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a aI r b I r

b aK r b K r
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ω ω ω

ω ω ω

⎡ ⎤+⎣ ⎦
⎡ ⎤+ −⎣ ⎦

∂
= − −

∂
�

 :شوداز شرط مرزي تقارن محوري در مركز استوانه نتيجه مي •

)26-2(  (1)
, 0n sb =

1iو  iهـاي  اعمال شرط پيوستگي دما در مرز بـين لايـه   • + 
 ):1-7 معادله(

  ( )( ) ( 1), , ( , , )i i
i iU r n s U r n s+= ⇒

  
  
)26-3(  
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ω ω
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+ +
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و  iهـاي  اعمال شرط پيوستگي شار حرارت در مرز بين لايه •
1i  ):2-7معادله ( +

  ( )( ) ( 1), , ( , , )i i
i iU r n s U r n s

r r

+∂ ∂
= ⇒
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+ + +

+

+

+ −

+ ×
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∂ ∂

    1I  1وK شده نـوع اول و دوم از  به ترتيب توابع بسل اصلاح
)حال براي تعيين ضرايب. مرتبه يك هستند )

,
i

n sa و( )
,
i

n sb بايستي ،
ها دسـتگاه معـادلات شـامل روابـط     هو براي تمامي لاي nدر هر

ــوند) 4-26(و ) 26-3(، )26-2(، )26-1( ــل شـ ــتگاه . حـ دسـ
معادلات حاصل يك دسـتگاه پـنج قطـري اسـت كـه در مقالـه       

قطري حاضر، با استفاده از الگوريتم توماس، ماتريس ضرايب پنج
هـاي  مذكور به يك ماتريس دوقطري تبديل شده است كه درايه

در ادامه، با استفاده . مساوي يك هستندروي قطر اصلي همگي 
دست آمـده، روابـط   از روابط بين سطرها در دستگاه معادلات به

n,بازگشتي زير براي محاسبه sa و,n sb    به ازاي مقـادير مختلـف
n حاصل شده است.  
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)27-3( ( ) ( ) ( ).l l l ln n n n
n n n nb N aα= −

براي هر لايـه از روابـط زيـر     nMو  nα ،nβ،nNضرايب     
  :كنندپيروي مي
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شدن عبارات فـوق، ضـرايب   براي اجتناب از پيچيدگي و طولاني
iπ ،iχ ،iγ ،iψ ،iE  وiF اندبه صورت جداگانه تعريف شده:  
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n,شدن ضرايبدر نهايت با مشخص     sa و,n sb    براي هـر لايـه
هـاي  لايـه ) در حـوزه فركـانس  (توانيم توزيع درجه حـرارت  مي

  ].26[يل فوريه معكوس مشخص كنيممختلف را با اعمال تبد
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)شايان ذكر است كـه در رابطـه بـالا ضـرايب          )
,
i

n sa  و( )
,
i

n sb  و
,(همچنــين آرگومــان توابــع بســل  ,n s iω ( همگــي تــابعي ازs          

ها در حوزه زمان و مكان بـا اعمـال تبـديل    دماي لايه. باشندمي
  :دست خواهد آمدبه) 30(لاپلاس معكوس روي معادله 
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= ∫
عـدد ثابـت مختلطـي اسـت كـه بخـش        c، )31(در رابطه     

تر بزرگ cاز بخش حقيقي عدد φهاي تابع حقيقي كليه قطب
با توجه به پيچيدگي بسيار زياد انتگرال مختلط فـوق، بـه   . است

دست آوردن رابطه مشخصي از محاسبه ايـن  رسد كه بهنظر مي
در اينجا از روشي . انتگرال كار بسيار دشوار و يا غيرممكن است

جهـت محاسـبه انتگـرال    ] 27[مرومرفيـك  موسوم به روش تابع
مطابق اين روش، يك تابع بـه صـورت   . فوق استفاده شده است

  :شودبرازش مي φزير بر روي 
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به . است φهاي تابع معرف قطب iϑدر رابطه فوق، مقادير     
  :از رابطه زير قابل محاسبه است) 31(اين ترتيب انتگرال 
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 نتايج و بحث -4
در اين بخش، سعي شده است كه با ارائه يك نمونه عملي 

هاي شده در بررسي مسائل مربوط به پرهتوانايي حل ارائه
مختلف الياف نشان داده  هايچندلايه كامپوزيتي براي آرايش

است و درستي جواب مسئله در حالت ناپايدار حل شده . شود
با حل تحليلي ) بعد از رسيدن به جواب پايدار(در حالت پايدار 

هاي براي نرخ انتقال حرارت از پره] 15[آقايان بهادر و باركهن
كاربرده شرايط مرزي به. مقايسه شده است) لايهيك(اورتوتروپ 

ر اين مقاله شامل شرط مرزي دما ثابت و عايق در دو شده د
جدول . جايي در سطح پره استانتهاي پره و شرط مرزي جابه

. دهدهندسه و شرايط مرزي حاكم بر مسئله را نشان مي 1
همچنين، مقادير چگالي و ظرفيت گرمايي ويژه به ترتيب 

kg مساوي m31400و J kg K935  درنظر گرفته شده
ساير متغيرهاي دخيل در حل مسئله در توضيحات . است

  .مربوط به هر نمودار شرح داده خواهد شد
  

  هندسه و شرايط مرزي پره 1جدول 
 9/0  قطر پره

 5  (cm)طول پره 
)دماي اوليه  c)°  45 

)دماي پايه پره  c)°  95 
)دماي محيط  c)°  45 

 5  هاتعداد لايه
  

به منظور بررسي اثر زاويه الياف روي توزيع درجه حرارت و     
نرخ سردشدن پره، سه آرايش مختلف از الياف به شرح زير 

  :درنظر گرفته شده است
يا به عبارتي ها مساوي صفر باشد و زاويه الياف در تمامي لايه •

در اين . پيچيده شده باشند φديگر تمامي الياف در جهت
حالت انتقال حرارت مشابه هدايت در يك پره ايزوتروپ 

  . خواهد بود

باشد كه در اين  90°ها مساوي زاويه الياف در تمامي لايه •
ته و انتقال حرارت شبيه قرار گرف zصورت الياف در جهت 

zzهدايت در مواد اورتوتروپ با ضرايب هدايت  11k k=  و
rr 22k k= خواهد بود. 

ايزوتروپ چندلايه قرار الياف به شكل يك لمينيت شبه  •
](گرفته باشند , , , , , , , ]0 45 90 135 180 225 270 315.( 

زيع درجه حرارت قبل از هر چيز، به منظور بررسي تو    
بعد به صورت ناپايدار در لمينيت كامپوزيتي پروفيل دماي بي

  :زير تعريف شده است

)34(  ( ) ( )* , ,
, , ∞

∞

−
=

−b

T r z t T
T r z t

T T
 

بعد نسبت به زمان را در تغييرات دماي ميانگين بي 3شكل     
طور همان. دهدجايي نشان ميدو مقدار متفاوت از ضريب جابه

جايي زمان د با افزايش ضريب جابهآيبر مي 3كه از شكل 
كند كه اين امر ناشي از رسيدن به حالت پايدار كاهش پيدا مي

اين نمودارها . افزايش نرخ انتقال حرارت بين پره و محيط است
ايزوتروپ و اورتوتروپ رسم به ازاي سه آرايش ايزوتروپ، شبه

 zاز آنجايي كه در حالت اورتوتروپ الياف در جهت . اندشده
شوند انتقال حرارت محيطي از پره كاهش خواهد مرتب مي

يافت و در نتيجه بيشترين ميانگين دمايي در اين حالت اتفاق 
افتد و به طور عكس در آرايش ايزوتروپ كمترين مقدار مي

  .ميانگين دمايي را شاهد خواهيم بود
  

 

با زمان به ازاي ضرايب بعد تغييرات دماي ميانگين بي 3شكل 
  جايي و آرايش الياف مختلفجابه

)11 22K 30W m.K, K 20 W m.K= =( 
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به منظور بررسي الگوهاي مختلف توزيع دما در زواياي     
هاي گوناگون مختلف الياف، كانتورهاي توزيع دماي پره در زمان

). 4شكل (جايي مختلف رسم شده است و به ازاي ضرايب جابه

مسئله مورد بررسي به صورت متقارن محوري است  از آنجا كه
كند و كانتورهاي دما در تغيير نمي θتوزيع دما در جهت 

  . اندهاي قطاعي نشان داده شدهصورت برشهاي مختلف بهزمان
  

   
2h ايزوتروپيك و 100 W m K=   2ايزوتروپيك وh 1000 W m K=  

   
2h شبه ايزوتروپيك و 100 W m K=  2 شبه ايزوتروپيك وh 1000 W m .K=  

   
2hاورتوتروپيك و 100 W m K= 2 اورتوتروپيك وh 1000 W m .K=  

جايي و آرايش الياف گوناگون هاي مختلف به ازاي ضرايب جابهكانتورهاي توزيع دما در زمان 4شكل 
)11 22K 30 W mK , K 20 W mK= =(  

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

  انهمكار و محمدحسن كيهاني ...غيردايمي اورتوتروپيك انتقال حرارت تحليلي بررسي
 

30 

پيداسـت، سـطح دمـايي در حالـت      4طور كه از شكل همان    
ايزوتروپ هميشه بين مقدار ماكزيمم مربوط به حـالتي كـه   شبه

است و حالت مينـيمم كـه تمـامي     90°زاويه الياف همگي برابر 
همچنـين تـاثير زاويـه     .اند قـرار دارد زوايا برابر صفر فرض شده

تر است جايي پايين محسوسالياف بر توزيع دما در ضرايب جابه
طوري كه دماي ماكزيمم در حالـت اورتـوتروپ و ايزوتـروپ در    

2Wو  100ضرايب  m K1000  و  5به ترتيبC° 3  اختلاف را
  .دهدنشان مي

بـه  ] 15[ر و بـاركهن در اين مقاله، از حل تحليلي آقايان بهاد    
. ايـم عنوان معياري براي سنجش درستي حل حاضر بهـره بـرده  

ها در مقاله خود اثرات ضريب هدايت اورتوتروپيك را در يـك  آن
حـل  . اندلايه در حالت پايدار مورد بررسي قرار دادهفين تكپين

باشد كه در آن زاويـه  اي از مسئله ما ميشدهمذكور حالت ساده
ــ ــاف در تم ــهالي ــاويامي لاي ــا را مس ــرار داده  90°ه ــت (ق حال
  . ايمدست آوردهو حل حالت پايدار را به) اورتوتروپيك

به منظور بررسـي اثـرات تغييـر ضـرايب هـدايت روي نـرخ           
*سردشدن پره، نسبت هدايت به صورت 

11 22K K K=  تعريف
يت تغييرات نرخ سردشدن پره با نسبت هدا 5شكل . شده است

جايي و آرايش الياف مختلف در حالـت پايـدار   براي ضرايب جابه
كنيـد نـرخ ايـن    طـور كـه مشـاهده مـي    همان. دهدرا نشان مي

تـر  تغييرات براي آرايش الياف ايزوتروپيك به مراتـب محسـوس  
يابد همچنين، هرچه نرخ انتقال حرارت از پره افزايش مي. است

  تغييـرات نيـز بيشـتر    ايـن  ) جايي حرارتـي بيشـتر  ضرايب جابه(
 5نيز در شكل ] 15[نتايج حاصل از كار بهادر و باركهن. شودمي

رفـت ايـن دو   طـور كـه انتظـار مـي    همان. نشان داده شده است
  .اندجواب كاملاً بر يكديگر منطبق

در (تاثيرات تغيير طول پره روي نرخ سردشدن آن  6شكل     
ايش الياف مختلف جايي و آررا در ضرايب جابه) حالت پايدار
تغييرات طول پره به صورت تغييرات نسبت . دهدنشان مي

L D در اينجا . بودن قطر پره اعمال شده استو با فرض ثابت
. مقايسه شده است] 15[نيز نتايج با مقاله بهادر و بار كهن

رفت سازگاري كامل بين اين دو حل طور كه انتظار ميهمان
فقط به ازاي ضرايب ] 15[البته نتايج در مرجع (شود مي ديده
 و 100جايي جابه

2W m K1000 گزارش شده است .(         
       مشخص است با افزايش ضريب  6طور كه از شكل همان
جايي اثر آرايش الياف بر نرخ سردشدن افزايش خواهد جابه

جايي پايين مانند بهيافت به طوري كه در ضرايب جا
h W m K= تفاوت چشمگيري در نرخ انتقال حرارت از  2100
 6از ديگر موارد قابل توجه در شكل . شودپره مشاهده نمي

Lناچيزبودن نرخ تغييرات سردشدن پره در نسبت  D  هاي
Lبالاست به طوري كه بعد از رسيدن به يك نسبت خاص  D 

L=3مثلاً نسبت ( D  به ازايh W m K= ديگر ) 21000
  .افزايش طول پره تاثيري در نرخ انتقال حرارت از آن ندارد

  

 

  

تغييرات نرخ سردشدن پره با نسبت هدايت براي ضرايب  5شكل 
 جايي و آرايش الياف مختلفجابه

)22K 20 W mK , L 5cm, D 0.9cm= = =( 

 

  

تغييرات نرخ سردشدن پره با نسبت طول به قطر پره  6شكل 
 جايي و آرايش الياف مختلفبراي ضرايب جابه

)*
22K 1.5, K 20 W mK , D 0.9cm= = =( 

  

  گيرينتيجه -5
در مقاله حاضر، يك حل تحليلي براي انتقـال حـرارت هـدايتي    

شرايط . ارائه شده استهاي چندلايه كامپوزيتي غيردايم در پره
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توانـد بـه   كار گرفته شده در سطح پره كلي بوده كه ميمرزي به
تمامي انواع شرايط مرزي خطي، نوع اول، دوم و يا سـوم سـاده   

         دسـت آمـده از حـل حاضـر     تـرين نتـايج بـه   از جمله مهم. شود
  :توان به موارد ذير اشاره كردمي
ايي درنظر گرفته شـده،  به دليل حالت كلي شرايط مرزي گرم •

توانـد در بسـياري از كاربردهـاي عملـي بـراي      حل حاضر مي
 .هاي حرارتي مفيد واقع شودمحاسبه توزيع دما و تنش

بودن حل حاضر، از نتـايج حاصـله   با توجه به تحليلي و دقيق •
هـاي عـددي و   توان به عنوان معياري براي سـنجش حـل  مي

 .تقريبي بهره جست
هايي كه زاويه الياف صفر و از پره در حالتنرخ انتقال حرارت  •

است بـه ترتيـب مـاكزيمم و مينـيمم اسـت و در سـاير        °90
 .ها نرخ سردشدن بين اين دو حالت حدي قرار داردحالت

  
  فهرست علايم -6

b, ) 4-11(ضرايب دلخواه معادله a

n,  30معادله  ضرايب سري فوريه دما در nb a 
c  عدد ثابت مختلط

 pc ظرفيت گرمايي ويژه در فشار ثابت

g, توابع دلخواه f

 I  شده نوع اولتابع بسل اصلاح
 K  نوع دومشده تابع بسل اصلاح

11نسبت هدايت پره  22K K  *K 
)ضرايب هدايت اصلي )W m K  ijk 
)ضرايب هدايت فرعي )W m K  ijk 

)ره طول پ )m  L 

 cosθ lmمعرف 

 sinθ lnمعرف 

)نرخ انتقال حرارت  )W q

,  ي مختصات قطبيمحورها ,z rϕ 
)شعاع پره  )m   

lnr

)فركانس )1 s   s

)دماي اوليه  )K iT 

)دماي محيط  )K  ∞T 

−شده، دماي اصلاح iT T  φ 
 λ  مقادير ويژه

 θ زاويه انحراف بين محورهاي مختصات

ϑ  هاي تابع فوريه دماقطب

ρ چگالي

 �  تبديل فوريه
£  تبديل لاپلاس

 −£1  تبديل لاپلاس معكوس

  هازيرنويس و بالانويس
i شماره لايه

 b  پايه پره

 0  )بحث توابع بسل(مرتبه صفر 

 1 )بحث توابع بسل(مرتبه اول 
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