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 مقدمه - 1
وان تجهيزاتي نسيال به ع ملهاي حا دليل كاربرد گسترده لولهبه

سيال حامل هاي  براي انتقال سيال، مطالعه رفتار ديناميكي لوله
اي برخوردار است. وجود هرگونه عيب در اين  از اهميت ويژه

ها باعث تغيير در رفتار ديناميكي سازه شده و اگر به موقع  سازه
تواند منجر به خرابي و خسارات  تشخيص داده نشود مي

باري شود. معمولاً براي تشخيص عيوب در اجزاي  فاجعه
بررسي ي ها روشغيرمخرب و  هاي تست ها از ي و سازهمكانيك

غيرمخرب  هاي شود. يكي از تست استفاده مي 1سلامت سازه
هاي  براي تشخيص وجود ترك در سازه استفاده از روش

باشد كه مورد توجه  اساس آناليز ارتعاشي مي يابي بر ترك
]. از آنجايي كه وجود 7-1بسياري از محققان قرار گرفته است[

ي ارتعاشي ها هرگونه عيب در سازه باعث تغيير در مشخصه
شود  ها و شكل مودهاي ارتعاشي مي سازه از جمله فركانس

هاي ارتعاشي  گيري و بررسي تغييرات مشخصه بنابراين با اندازه
  برد. پي وجود عيب در سازهتوان به  سازه مي

هاي ارتعاشي سازه  روش تشخيص ترك مبتني بر مشخصه
باشد  در ابتدا نيازمند يك مدل دقيق از ارتعاشات آزاد سازه مي

كه به خوبي و با دقت مناسبي بتواند اثر پارامترهاي ترك 
نشان دهد. وجود را تار ارتعاشي فر بر(موقعيت و عمق ترك) 

. برخي از شود ترك در سازه باعث كاهش سفتي معادل سازه مي
ضعي سطح مقطع تير در محققين ترك را به صورت كاهش مو

]. برخي ديگر نيز ترك را به 8اند[ سازي كردهمحل ترك مدل
پذيري  اند كه انعطاف صورت يك فنر پيچشي معرفي كرده

موضعي ناشي از حضور ترك در سازه را به سيستم اضافه 
ش ]. سفتي پيچشي معادل ناحيه ترك از رو10-9كند[ مي

شود. براي تيرها با سطح مقطع مربعي،  انرژي محاسبه مي
سفتي پيچشي معادل را  ،هاي جدار نازك ها و يا لوله شفت
و مشخصات  2توان با دانستن رابطه ميان ضريب شدت تنش مي

]. در مدل سفتي فنر پيچشي، ترك به 11ترك محاسبه كرد[
در  شود كه دو قسمت سالم سازه را صورت فنر پيچشي مدل مي

سازد. با استخراج جواب دقيق  متصل مي يكديگرمحل ترك به 
معادله حاكم بر ارتعاش قسمت سالم و با اعمال شرايط مرزي و 
بين مرزي در محل ترك به معادلات حاكم بر رفتار ارتعاشي دو 
                                                           
1. Structural health monitoring 
2. Stress intensity factor 

دار را  كرتوان معادله فركانسي سازه ت قسمت سالم سازه، مي
تفاده از روش مزبور به د. محققان متعددي با اسكراستخراج 

]. 14-12اند[ دار پرداخته هاي ترك بررسي رفتار ارتعاشي سازه
] به مطالعه تئوري و تجربي 14[همكارانشزاده خادم و  اسماعيل

ها اند. آن دار با ترك محيطي پرداخته رفتار ارتعاشي لوله ترك
اند كه ضخامت  سطح مقطع لوله را معادل تيري درنظر گرفته

آن دو برابر ضخامت جداره لوله و پهناي آن نصف محيط 
اساس  ها، سفتي فنر پيچشي بر. در مدل آناستمتوسط لوله 
بيان شده  مستطيليشده براي تير با سطح مقطع روابط ارائه

محدود به  ] با استفاده از روش المان6است. يه و همكاران[
دار در غياب جريان سيال  هاي ترك بررسي رفتار ارتعاشي لوله

ها نشان دادند كه وجود ترك در سازه باعث افت اند. آن پرداخته
هاي  شود و اثر ترك بر كاهش فركانس هاي طبيعي مي فركانس

  طبيعي بالا بيشتر است. 
] با استفاده از روش ماتريس 10و همكاران[ روادكا ناني

هاي  ال به بررسي اثر پارامترهاي ترك بر رفتار ارتعاشي لولهانتق
اند.  جدار ضخيم كه تحت تأثير فشار داخلي قرار دارد پرداخته

بر را ها اثر پارامترهاي ترك و همچنين جهت ترك آن
و  اگاندراپ ي. موراند مورد بررسي قرار دادههاي طبيعي  فركانس

رفتار ارتعاشي  ] به مطالعه تئوري و تجربي15همكاران[
كردن دار پرداخته و سپس روشي را براي مشخص هاي ترك لوله

ها ترك را با استفاده از فنر اند. آن پارامترهاي ترك ارائه داده
پيچشي مدل كرده و با استفاده از روش ماتريس انتقال به 

اند.  ها پرداخته يابي در لوله بررسي رفتار ارتعاشي و عيب
] با استفاده از روش انرژي 16قيق ديگري[ها در تحهمچنين آن

هاي حاوي سيال  يابي در لوله به بررسي رفتار ارتعاشي و ترك
  اند.  پرداخته

شده به بررسي اثر تحقيقات انجامز هر چند در بسياري ا
] 19-17هاي جدار ضخيم حاوي سيال[ ترك در لوله پارامترهاي

ما عمده ] پرداخته شده است، ا6،20و نيز در غياب سيال[
هاي عددي از  اساس روش شده در اين زمينه برتحقيقات انجام

] بوده 18روش المان محدود[و ] 15قبيل روش ماتريس انتقال[
از اين و  دشو ت مياكه سبب بروز خطاي زيادي در محاسب

ها استفاده  يابي در لوله توان براي ترك ها به سهولت نمي روش
ها در  در مورد تيرها و لولهاستفاده از مدل فنر پيچشي  .كرد

به دليل وجود جواب تحليلي براي معادلات حاكم  ،غياب سيال
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هاي جدار  لولهاما در مورد  است،بر رفتار ارتعاشي، بسيار ساده 
سيال با توجه به اين كه معادله حركت حاكم بر  ملضخيم حا

اي شامل  رفتار ارتعاشي به صورت معادله ديفرانسيل پاره
باشد،  يبي نسبت به متغيرهاي مكان و زمان ميمشتقات ترك

 وجود نداشته و دربنابراين روشي براي حل دقيق اين معادله 
تر خواهد  نتيجه استفاده از مدل فنر پيچشي به مراتب پيچيده

تاكنون روشي براي حل تحليلي معادله ديفرانسيل حاكم بر . بود
   .رفتار ارتعاشي لوله حامل سيال ارائه نشده است

روش تحليلي جديدي براي حل معادله  ،در تحقيق حاضر
و همچنين محاسبه ي ديفرانسيل حاكم بر رفتار ارتعاش عرض

 دار حامل هاي جدار ضخيم ترك لولهسرعت بحراني سيال در 
سيال ارائه شده است. ترك به صورت يك فنر پيچشي بدون 
 جرم با سفتي معادل ناحيه ترك كه لوله را به دو قسمت تقسيم

پس از استخراج معادله حاكم بر رفتار شده است.   كند مدل مي
 ل، با استفاده از روش جديد سيا ملعرضي لوله حا شارتعا
دست آمده و با اعمال شرايط مرزي و شده جواب معادله بهارائه
مرزي در محل ترك، معادله فركانسي حاكم بر لوله حاوي بين

پارامترهاي سي لوله و خواص مكانيكي و هندسيال كه تابعي از 
به بررسي اثر  وباشد استخراج  ترك و سرعت سيال مي

حاوي   پارامترهاي ترك و سرعت سيال بر رفتار ارتعاشي لوله
سيال پرداخته شده است. مقايسه بين نتايج حاصل از مدل 

بر  شده با نتايج تجربي موجود در ادبيات فن، علاوهارائه
كه مدل  دهد شده نشان ميارائه گذاري بر مدل جديد صحه

هاي  لولهبا دقت مناسبي رفتار ارتعاشي  جديد ضمن سادگي
اي از پارامترهاي ترك و  ازاي بازه گستردهحاوي سيال را به
   كند. بيني مي سرعت سيال پيش

  
هاي لوله در ترك از ناشي موضعي پذيري انعطاف - 2

   جدار ضخيم
 د آناليز ارتعاشي موريابي بر اساس  هاي اخير، ترك در سال

راگوناس و اتوجه بسياري از محققان قرار گرفته است. ديم
] ترك را توسط فنر پيچشي خطي مدل كرده 21دوپولوس[اپاپ

پذيري موضعي  و با استفاده از تئوري مكانيك شكست، انعطاف
اضافي ناشي از حضور ترك و سفتي معادل را براي سطح مقطع 

اده شده است به نشان د 1اي كه در شكل  و دايره مستطيلي
  اند: دست آوردهصورت زير به

  
  
)1(

( )

( )

2

2

2
2 2 2

80

72 1,

1 32 1( ) ,
α b

b

παc F α k
EBH c
νc R ξ η F α dηdζ k

E πR c−

= =

−
= − =∫ ∫

، به ترتيب مدول الاستيسيته h و E، ν اخير، وابطدر ر
)و نسبت پواسون و عمق ترك است )F α  تابعي از عمق نسبي

در مورد  .ارائه شده است ]11[كه در مرجع باشد  ترك مي
 ها دار توخالي از قبيل لوله ترك هاي بررسي رفتار ارتعاشي سازه

ويوادكار و  يصورت پذيرفته است. نانمطالعات كمتري 
با  ] براي تعيين سفتي معادل فنر پيچشي متناظر10همكاران[

با  ،هااند. آن ها دو روش تجربي را ارائه كرده  ترك در لوله
هاي  گيري فركانس از خيز استاتيكي و همچنين اندازهاستفاده 

ترك را در محل دار، سفتي فنر پيچشي معادل  طبيعي لوله ترك
ذكر است كه در مطالعه مزبور تنها به  شايان دست آوردند.به

استخراج سفتي معادل ترك با ابعاد خاص و براي دو نمونه لوله 
پذيري  پرداخته شده است و رابطه تحليلي براي ضريب انعطاف

  موضعي ناشي از ترك ارائه نشده است.

cx

H

hb-b

B
η

ζ
R

   
سطح مقطع  (ب) مستطيلي، سطح مقطع (الف)با دار  ترك تير 1 شكل

  اي دايره
  

با استفاده از تئوري مكانيك شكست يك  ،در مقاله حاضر
پذيري موضعي ناشي از ترك  رابطه تحليلي براي ضريب انعطاف

هاي جدار ضخيم ارائه شده است. با فرض اينكه عمق  در لوله
دادن مود اول ضخامت لوله باشد و با مدنظر قرارترك كمتر از 

دار  اي از سطح مقطع ترك كرنشي باريكهشكست، چگالي انرژي 
نشان داده شده است را  2با مقطع مستطيلي كه در شكل لوله 

گيري از آن در سطح مقطع  محاسبه كرده و سپس با انتگرال
براي حسب عمق ترك  برترك، رابطه تحليلي جديدي 

اين رابطه قابل اعمال  دست آمده است.پذيري موضعي به انعطاف
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و  باشد ها با مشخصات هندسي و مكانيكي مختلفي مي به لوله
اثبات رسيده  صحت آن با استفاده از نتايج تجربي موجود به

اي با قطر خارجي دار لوله سطح مقطع ترك 2در شكل  .است
oD و قطر داخليiD تركي با عمق و به ازاي a  نشان داده

نظر  با توجه به اين كه رفتار ارتعاش عرضي مدشده است. 
بنابراين تنها مود اول شكست را در نظر گرفته و از اثر  ،است

  كنيم. نظر ميمود دوم و سوم شكست صرف
  

eb

xh

x

y

- eb

ξ

oD iD

a

ξ

dx

  
  دار ر لوله جدار ضخيم تركدا مقطع ترك سطح 2شكل 

  
انرژي چگالي ]، 11با استفاده از اصل انرژي پاريس[

 aو با تركي به عمق dxپهنايكرنشي باريكه مستطيلي به 
  برابر است با:

)2( ( )( )0

a
dU J ξ dξ dx= ∫  

باريكه است كه  ضخامتمختصه در جهت  ξدر رابطه اخير
)نشان داده شده است و  2در شكل  )J ξ  تابع چگالي انرژي

  ]:11شود[ به صورت زير بيان مي كرنشي بوده و

)3( ( ) ( )
2

21
Ι

νJ ξ K ξ
E
−

=  

)كه در آن )ΙK ξ  ضريب شدت تنش در مود اول شكست
باشد كه براي سطح مقطع  مي Mمتناظر با گشتاور خمشي

  ]:22باشد[ به صورت زير ميمستطيلي 

)4(                                ( ) 22
x

Ι
o x

Mh ξK ξ πξ F
Ι h

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

ممان اينرسي سطح  oΙارتفاع المان و xhدر رابطه اخير،
  توان نوشت: مي 2باشد. با توجه به شكل  مقطع لوله مي

)5(                                                     2
22x oh R x= − 

)6(                                        2 2( )o oξ y R R x= − − − 

)7( 4 4( )
64O o i
πΙ D D= −

 
تابعو براي سطح مقطع مستطيلي 

2
x

ξF
h

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

توان به  را مي 

 ]:11[دكرصورت زير بيان 

  
  
)8(

 

و با  2bو طول aدر سطح مقطع لوله براي ترك با عمق
oفرض  ia R R≤ گيري  توان با انتگرال ، انرژي كرنشي را مي−

  دست آورد:) به صورت زير به2از رابطه (
  
  
)9(  

( )

( )

0

2

0

1

e e

e e

e

e

b b a

b b

a b

b

U du J ξ dξdx

ν J ξ dxdξ
E

− −

−

= =

−
=

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

بوده و  yطول وتر افقي در عمق نصف eb،اخيردر رابطه 
  شود: به صورت زير محاسبه مي 2با توجه به شكل 

)10(2 2( )o oeb R R y= − −  
  :بعد به صورت زير تعريف متغيرهاي بيبا 

)11(,
o o

x yx y
D D

= =  

  ) خواهيم داشت:9) در رابطه (10) و (4و با جايگذاري روابط (

( )
2

2

2 2
2

20

2 2 2
20

1
4

(1 4 )(2 1 4 1)

e

e

o

a b

xb
o

a y y
D

y y

ν MU h πξ dxdξ
E Ι

P x y x F dxdy

−

−

− −

−
=

= − + − −

∫ ∫

∫ ∫
)12(  

  :شود ميبه صورت زير تعريف  Ρدر رابطه اخير

)13(
2 5 2

2

(1 )
4

o

o

ν πD MP
E Ι

−
=  

توان با  پذيري موضعي ناشي از حضور ترك را مي انعطاف
  ]:22دست آورد[استفاده از قضيه كاستيليانو به صورت زير به

( )
x

ξF
h

=

4

0.923 0.199 1 sin( )
22 tan( )

2 cos( )
2

xx

x

x

πξ
hh πξ

πξπξ h
h

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
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0

0.05

0.1

0.15

0.2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

ا
اف

عط
ن

 
عد

ي ب
ي ب

ضع
 مو

ري
پذي

, c̄

a/Do

2
2

2

2 52

2 2

2 2
20

2 1 4 1

(1 )
2

(1 4 )( )o

o

o

a
D

y y

y y
y x

ν πDUc
M EΙ

x F dxdy
−

− −
+ − −

−∂
= =
∂

× −∫ ∫
)14(  

توان به صورت  بعد را مي پذيري بي در نتيجه ضريب انعطاف
  د:كرزير بيان 

2

2

2

2 5

2 2 2
20

2
(1 )

(1 4 )(2 1 4 1)o

o

o
a y y

D
y y

EΙc c
π ν D

x y x F dxdy
−

− −

=
−

= − + − −∫ ∫
)15(  

در بعد در لوله جدار ضخيم  پذيري بي انتگرال فوق انعطاف
كند. با توجه به اين كه انتگرال فوق به  را بيان ميمحل ترك 

، به منظور ارائه رابطه تحليلي يستصورت تحليلي قابل حل ن
، انتگرال فوق را ابتدا با استفاده از موضعي پذيري براي انعطاف
اي حل كرده و سپس با  نقطه 28گيري گاوس  روش انتگرال

روش حداقل مربعات،  زش نقاط حاصل با استفاده ازابر
از بعد را به صورت تابعي بي پذيري موضعي انعطاف

o

a
D

، مطابق 

  آوريم: دست ميبه ،)16رابطه (

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
)16(

2

6

3 4

5 6

4 6

7

7 9

5.6 10 0.0335

16.19 1047.91

5.98 10 2.34 10

6.03 10 1.00 10

o o o

o o

o o

o o

a a ac
D D D

a a
D D

a a
D D

a a
D D

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟=− × +⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟+ −⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟+ × − ×⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛⎟⎜ ⎜⎟+ × − ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠ ⎝

8

9 10

10 10

11

11

1.02 10 5.83 10

1.42 10

o o

o

a a
D D

a
D

⎞⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟+ × − ×⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+ × ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

در پذيري موضعي، سفتي معادل فنر  با محاسبه انعطاف
  دست آورد:توان از رابطه زير به ترك را مي محل

)17                                                            (1
tk

c
=  

عمق حسب  بر cبعد پذيري موضعي بي انعطاف 3در شكل  
 ،شود ميكه از شكل مشاهده  طورترك رسم شده است. همان

كه اين امر  شود مي پذيري بيشتر  ، انعطافبا افزايش عمق نسبي
  .دشوباعث كاهش سفتي لوله در محل ترك مي

پذيري موضعي بر حسب عمق نسبي ترك براي لوله  انعطاف 3 شكل
  جدار ضخيم 

  
دست آمده با استفاده از فنر پيچشي بهسفتي  1در جدول 

اي با مشخصات ] براي لوله15) و نتايج تجربي [17رابطه (
33mmoD 20mmiD، قطر داخلي=  و مدول الاستيسيته =

65 GPaE طور كه از جدول همانآورده شده است.  =
بيني سفتي موضعي لوله  خطاي پيششود حداكثر  مشاهده مي

  باشد. مي درصد 5/4كمتر از 
  

در محل ترك با  لوله جدار ضخيم موضعيمقايسه سفتي  1جدول 
  نتايج تجربي

a
t

  
MNm,  

radtk خطا  
]15نتايج تجربي [  (درصد) شدهمدل ارائه   

19043/0  0558/16 0968/16  25/0  
25385/0  3161/9 5557/9  57/2  
38077/0  7057/3 6208/3  29/2  
6346/0  0435/1 0981/1  37/4  

  
 سيال دار حامل ارتعاشات آزاد لوله ترك - 3

سيال كه سرعت  ملدار حا لوله جدار ضخيم ترك 4در شكل 
باشد به همراه مدل رياضي مورد استفاده  مي Uسيال جريان

  نشان داده شده است. 
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cx

tk

  
  

سيال، (ب) مدل رياضي لوله  ملدار حا (الف) لوله ترك 4شكل 
  سيال ملدار حا ترك

  
 ناپذيرنظر كردن از اثرات ويسكوزيته و با فرض تراكمبا صرف

سيال، معادله ارتعاش عرضي لوله  بودن سرعتيكنواختو بودن 
دست سيال با استفاده از اصل هميلتون به صورت زير به ملحا
  ]:23آيد[ مي
  
  
  
  
)18(

( ) ( )

( )

( ) ( )

4 2

4

2
2

2

2

2

2

0

f

f

f p

w w
EI m U

x x t
w

m U
x

w

t

x ,t x ,t

x ,t

x ,t
m m

∂ ∂
+

∂ ∂ ∂

∂
+

∂

∂
+ =

∂
+

 

لوله و سيال و به ترتيب جرم واحد طول fmو pmكه در آن،
EΙ باشد. براي استفاده از مدل فنر  صلبيت خمشي لوله مي

دست بايست جواب تحليلي معادله فوق را به پيچشي، ابتدا مي
آورد. در مقاله حاضر براي حل معادله مزبور روش تحليلي 

اساس حل معادلات ديفرانسيل با استفاده از  جديدي بر
) را به 18. حل معادله حركت (ستشده اهاي تواني ارائه  سري

)صورت ) ( ) ωi tw x ,t W x e= گيريم. با جايگذاري  در نظر مي
  :آوريم دست ميبه) 18رابطه اخير در معادله (

  
  
  
  
)19(( )

4 2

4

2

2

2

2

2 ω

0

( ) ( )

( )

ω ( )

f

f

f p

d W d W
EI m U

dx dx
W

i m U
dx

x x

d x

m m W x

+

+

− =+

 

معادله ديفرانسيل خطي مرتبه چهار با ضرايب  ،معادله فوق
اساس روش حل معادلات  . براي حل معادله اخير، براستثابت 

توان به صورت  هاي تواني، جواب معادله را مي با استفاده از سري
  زير درنظر گرفت:

)20(
0

( )
N

n
n

n

W x a x R
=

= +∑  

. با توجه به اينكه شعاع همگرايي استمانده باقي Rكه در آن
با افزايش تعداد جملات  ،نهايت است، بنابراين سري فوق بي

مانده به صفر ميل خواهد نمود. با جايگذاري جواب باقي ،سري
  ) خواهيم داشت:19فرضي در معادله (

  
  
  
  
  
  
)21(

( )( )( )

( )

4

0

2 2

0

1

0

2

0

1 2 3

1

2 ω

ω ( ) 0

N
n

n
n

N
n

f n
n

N
n

f n
n

N
n

f p n
n

EΙ n n n n a x

m U n n a x

i m U na x

m m a x

−

=

−

=

−

=

=

− − −

+ −

+

− + =

∑

∑

∑

∑

 

در  xكنيم كه توان هاي فوق را طوري بازنويسي مي مجموع
4k را در مجموع اول به nباشد. اگر  nهمه آنها برابر و  +

2k در مجموع دوم به 1k و در مجموع سوم به + تبديل  +
  :شود رابطه زير حاصل ميكنيم 

  
  
  
  
  
  
)22(

( )( )( )( )

( )

( )

( )

4

4
4

2
2

2
2

1

1
1

2

0

4 3 2 1

1

2 ω 1

ω 0

N
k

k
k

N
k

f k
k

N
k

f k
n

N
k

f p k
k

EΙ k k k k a x

m U k ka x

i m U k a x

m m a x

−

+
=−

−

+
=−

−

+
=−

=

+ + + +

+ +

+ +

− + =

∑

∑

∑

∑
  سازي رابطه اخير خواهيم داشت:پس از مرتب

( )( )( )( ){

( )( )

( ) ( ) }

4

4
0

2
2

2
1

4 3 2 1

 2 1

 2 ω 1 ω 0

N

k
k

f k

k
f k f p k

k k k k a

m U k k a

i m U k a m m a x

−

+
=

+

+

+ + + +

+ + +

+ + − + =

∑

)23(  
 xهاي سازي آن برحسب توان با بسط رابطه اخير و مرتب

  توان نوشت: مي
  
)24(

( ) ( )
( )

0 1
0 0 1 2 1 0 1 2

4
4 0 1 2 0

N N

N
N N

P a ,a ,a ,...,a x P a ,a ,a ,...,a x

... P a ,a ,a ,...,a x     −
−

+

+ + =

) توابع اخير رابطه در )0 0 1 NP a ,a ,...,a،( )1 0 1 NP a ,a ,...,a 
0هاي حسب مجهول اي بر توابع چندجمله و ... 1na ,n , ,...,N= 
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، xبه ازاي جميع مقادير ،)24برقراري رابطه (. براي باشند مي
ق برابر در طرفين رابطه فو xهاي مختلف بايستي ضرايب توان

دستگاه  xهاي مختلف دادن ضرايب توانباشد. از برابر صفر قرار
4N با معادلات جبري خطي مجهول به صورت  Nو  معادله −

  شود: زير حاصل مي

)25(

( )
( )

( )

0 0 1 2

1 0 1 2

4 0 1 2

0
0

0

N

N

N N

P a ,a ,a ,...,a
P a ,a ,a ,...,a

.

.

.
P a ,a ,a ,...,a−

⎧⎪ =⎪⎪⎪ =⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪ =⎪⎩

 

طور كه از دستگاه معادلات فوق مشخص است چهار همان
بايست اين مجهولات به  مجهول اضافي وجود دارد كه مي

دست هاي مستقل خطي به اي تعيين شوند كه اولاً جواب گونه
) صدق كرده 19دست آمده در معادله (هاي به آيد و ثانياً جواب

ادلات و شرايط مرزي حاكم را ارضا كنند. از حل دستگاه مع
4توان كليه ضرايب مجهول جبري اخير مي 5na , n , ,...N= 

دست آورد. با به 3aو 0a،1a،2a را بر حسب چهار ضريب
 ) و پس از 20دست آمده در رابطه (جايگذاري ضرايب به

) 19حسب چهار ضريب مذكور، جواب معادله ( سازي برمرتب
  :آيد دست ميبهبه شكل زير  وبه صورت سري تواني 

  
)26(

0 0 1 1

2 2 3 3

( ) ( ) ( )

( ) ( )

W x a W x a W x

a W x a W x

= +

+ +
 

)در رابطه اخير  ) 0 1 2 3jW x , j , , هاي مستقل  جواب =,
0 باشند و ) مي18خطي معادله ( 1 2 3na , n , , ضرايب  =,

  آيند.  دست ميكه از اعمال شرايط مرزي بهند اثابتي
اي از  اگر جواب معادله با يك چندجمله ،به عنوان مثال

6N درجه هاي  صورت جواب تقريب زده شود، در اين =
دست به ) به صورت زير19خصوصي مستقل خطي معادله (

  آيد: مي

  
  
  
  
)27(

( )

( )

( )

( )

2 4
0

4 2 5
1

2 4 5
2

3 5 6
3

0 00001323 0 0000053

1 0 0000439ω

0 00001324ω 0 0000088ω

ω

0 00000794 0 0016ω

. .

W x . x

W x x . x . x

W x x x x

W x x . x . x

= −

= − −

= − −

= − −

      شود، چهار جواب خصوصي  طور كه مشاهده مي همان
سيال  ملدست آمده براي معادله ارتعاشي حاكم بر لوله حابه

 باشند.  مستقل خطي مي
  
 دار حاوي سيال معادله فركانسي لوله ترك -4

 ملدار حا براي استخراج معادله فركانسي، مدل رياضي لوله ترك
نظر ب نشان داده شده است در-4سيال را كه در شكل 

) براي دو 19)، جواب معادله (26. با استفاده از رابطه (مگيري مي
-توان به صورت زير به ترك را مي طرفينقسمت سالم لوله در 

  دست آورد:
  
)28(

0 0 1 1

2 2 3 3

( ) ( ) ( )
( ) ( )

LW x a W x a W x
a W x a W x

= +

+ +
 

  

  
)29(

0 0 1 1

2 2 3 3

( ) ( ) ( )
( ) ( )

RW x b W x b W x
b W x b W x

= +

+ +
 

)اخيرط بدر روا )LW x و( )RW x  دهنده ترتيب نشانبه
شكل مودهاي دو قسمت لوله در سمت چپ و راست ترك 

  28شكل مودهاي ارتعاشي سيستم (روابط  باشند. مي
, ) داراي هشت مجهول29و   0,1,2,3i ia b i باشد كه  مي =

از اعمال شرايط مرزي و شرايط بين مرزي در موقعيت ترك 
cxشوند. شرايط بين مرزي حاكم در موقعيت تعيين مي x= 

از شرايط پيوستگي خيز، گشتاور، نيروي برشي و اختلاف شيب 
  ند از:اشوند كه به ترتيب عبارت در طرفين ترك حاصل مي

  
  
  
)30(

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

, ,

,

L c R c L c R c

L c R c

L c R c R c

W x W x W x W x

W x W x

kW x kW x EΙW x

′′′′= =

′′′′′′ =

′ ′ ′− =

 

توان براي هر نوع شرايط  شده را ميمدل تحليلي ارائه 
گيردار در  هاي گاه تكيه با مرزي اعمال كرد. در اين مقاله، لوله

  . بنابراين:گيرد مورد تحليل قرار ميدو انتها 

  
  
  
)31(

( )
( )

( )
( )

2

20
0

2

2

0 0

0 0

L
L x

x

R
R x l

x l

d W x
W x , ,     

dx

d W x
W x ,

dx

=
=

=
=

= =

= =

 

شرايط پيوستگي رابطه ) در 29) و (28با جايگذاري روابط (
هشت معادله جبري به  ،) و پس از اعمال شرايط مرزي30(
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} مجهول برحسب ضرايب }, , 0,1,2,3i iA a b i= به  =
  رسيم: صورت زير مي

)32([ ]{ }Δ 0A =

]در رابطه اخير، عناصر ماتريس ضرايب ]Δ  به مشخصات
هندسي، مكانيكي، شرايط مرزي، پارامترهاي ترك و سرعت 

بديهي، بايستي بستگي دارد. براي داشتن جواب غيرسيال 
دترمينان ماتريس ضرايب برابر صفر باشد. بنابراين، معادله 

  آيد: دست ميسيال به صورت زير به ملحا دار ترك لوله فركانسي
)33(( )det Δ , , ,ω 0t ck x U⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

دار حامل  هاي طبيعي لوله ترك از حل معادله اخير، فركانس
  آيد. دست ميهسيال ب
  

  نتايج تحليلي - 5
هاي  به منظور تصديق مدل درنظر گرفته شده از نتايج تست

] استفاده شده است. در مرجع مذكور 24تجربي مرجع [
هاي  گاه بر روي لوله فولادي حامل سيال با تكيه هاآزمايش

1000انتها و به طول گيردار در دو mml ، قطر داخلي=
16 mmiD 21قطر خارجي ،= mmoD ، مدول الاستيسيته =

200 GPaE 3و جرم واحد حجم =
Kgρ 7800 m=  انجام

هاي طبيعي  لوله حاوي سيال  فركانس 2شده است. در جدول 
هاي گيردار در دو انتها آورده شده است. در اين  گاه با تكيه

هاي تجربي مرجع  جدول مقايسه بين نتايج حاصل از تست
هاي  شده به ازاي سرعتدست آمده از مدل ارائه] با نتايج به24[

β نسبي مختلف سيال و ترك واقع در موقعيت آورده  =0.4
دهد كه حداكثر خطاي مدل در  شده است. اين جدول نشان مي

 29/0هاي طبيعي اول، دوم و سوم به ترتيب  تعيين فركانس
طور كه باشد. همان مي درصد 61/0و   درصد 47/0، درصد

شده با دقت بسيار مناسبي رفتار شود مدل ارائه مشاهده مي
  كند. بيني مي دار حامل سيال را پيش لوله تركارتعاشي 

نسبت (منحني تغييرات نسبت فركانسي اول  5در شكل 
دار حامل سيال به اولين فركانس  ترك  فركانس طبيعي اول لوله

طبيعي لوله سالم حامل سيال) برحسب موقعيت نسبي ترك 
(نسبت موقعيت ترك به طول لوله) به ازاي مقادير مختلف عمق 

دهد كه هر  رك نشان داده شده است. نتايج نشان مينسبي ت
چه ترك به انتهاي گيردار نزديك باشد، اثر آن بر كاهش 

دهد كه در  فركانسي بيشتر است. همچنين نتايج نشان مي
شكل مود اول ارتعاشي، كمترين كاهش فركانس طبيعي اول 

β مربوط به ترك واقع در موقعيت نسبي  و =0.225
β نشان داده شده  5طور كه در شكل همانباشد.  مي =0.775

هاي مزبور نقاط عطف تابع شكل مود اول  موقعيت ،است
ها مشتق دوم تابع خيز برابر  ارتعاشي است كه در اين موقعيت

صفر است. به عبارت ديگر گشتاور خمشي ايجادشده در نقاط 
  باشد. مزبور در طي ارتعاش لوله در مود اول برابر صفر مي

  
] به ازاي 24انتها و مقايسه آن با نتايج تجربي [ هاي گيردار در دو گاه دار حامل سيال با تكيه هاي طبيعي لوله جدار ضخيم ترك فركانس 2 جدول

βهاي مختلف سيال ترك واقع در موقعيت نسبي سرعت 0.4=  

 (درصد) خطا
)هاي طبيعي،  فركانس ) Hz 

 ]24نتايج تجربي [ نتايج تئوري تحقيق حاضر 

 5 m/s 1 m/s  5 m/s 1 m/s 5 m/s 1 m/s سرعت سيال 

001/0 003/0 93/118 94/118 94/118 97/118  ( )1,  Hzω 

) 98/327 92/327 86/327 81/327 004/0 003/0 لوله سالم )2 ,  Hzω 

025/0 191/0 74/642 75/642 9/642 98/643 ( )3,  Hzω 

162/0 167/0 91/118 92/118 72/118 72/118 ( )1,  Hzω 
دار با عمق  لوله ترك
 mm1 ترك  

438/0 420/0 82/327 83/327 39/326 46/326 ( )2 ,  Hzω 

605/0 450/0 36/641 48/642 49/639 6/639 ( )3,  Hzω 

294/0 297/0 81/118 82/118 47/118 47/118 ( )1,  Hzω 
دار با عمق  لوله ترك
 mm2 ترك  

465/0 447/0 67/327 68/327 15/326 22/326 ( )2 ,  Hzω 

394/0 415/0 79/640 00/641 24/639 35/639 ( )3,  Hzω 
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حسب  منحني تغييرات نسبت فركانسي در مود اول بر 5شكل 

  هاي نسبي مختلف ترك  موقعيت نسبي ترك به ازاي عمق
  

هاي  ترين عامل كاهش فركانس با توجه به اينكه عمده
باشد، بنابراين  طبيعي ناشي از ترك، در اثر گشتاور خمشي مي

هاي نسبي در شكل مود ارتعاشي اول، اثر ترك واقع در موقعيت
β βو =0.225 بر نسبت كاهش فركانس طبيعي  =0.775

توان با توجه به  رود. نتيجه مشابهي را مي اول از بين مي
كه منحني تغييرات نسبت فركانسي دوم و  7و  6هاي  شكل

دار حامل سيال را برحسب موقعيت نسبي ترك  سوم لوله ترك
  د.كردهد بيان  نشان مي

  

  
منحني تغييرات نسبت فركانسي در مود دوم برحسب  6شكل 

  هاي نسبي مختلف ترك  موقعيت نسبي ترك به ازاي عمق
  

  
  

حسب  منحني تغييرات نسبت فركانسي در مود سوم بر 7شكل 
  هاي نسبي مختلف ترك  موقعيت نسبي ترك به ازاي عمق

حسب عمق نسبي  منحني نسبت فركانسي بر 8در شكل 
ترك (نسبت عمق ترك به ضخامت لوله) و به ازاي مقادير 

طور كه از نسبي ترك رسم شده است. همان مختلف موقعيت
وجود ترك باعث افت فركانس طبيعي  ،شود شكل مشاهده مي

 شود. شده و با افزايش عمق ترك كاهش فركانسي بيشتر مي
  

 
  (الف)

 
  (ب)

منحني تغييرات نسبت فركانسي برحسب عمق نسبي ترك  8 شكل
هاي نسبي مختلف ترك، (الف) مود اول و  به ازاي موقعيت

  (ب) مود دوم
  

شود،  ) مشاهده مي33فركانسي (طور كه از معادله همان
هاي طبيعي لوله حامل سيال وابسته به سرعت جريان  فركانس

تغييرات نسبت فركانسي (نسبت  9باشد. شكل  سيال نيز مي
به فركانس  uفركانس طبيعي لوله حامل سيال با سرعت

0u حالت در سيال حامل لوله طبيعي ) لوله سالم را برحسب =
دهد.  ارتعاشي اول نشان مي مود شكل دو در بعد سيال سرعت بي
نسبت سرعت سيال به سرعت بحراني  9بعد در شكل  سرعت بي
باشد كه براي لوله سالم دوسر گيردار سرعت بحراني  سيال مي
2سيال برابر π E Ι

l m
]. براي لوله سالم در غياب 25باشد[ مي 

Hz جريان سيال، فركانس طبيعي اول و دوم به ترتيب برابر
طور كه از شكل نباشد و هما مي Hz33/328 و 08/119

هاي طبيعي لوله  مشخص است با افزايش سرعت سيال فركانس
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بد تا در سرعت بحراني سيال، فركانس يا حاوي سيال كاهش مي
  شود. طبيعي اول برابر صفر شده و سيستم ناپايدار مي

 
نسبت فركانس طبيعي لوله حامل سيال برحسب سرعت  9شكل 

   بعد سيال بي
 

شده امكان محاسبه سرعت هاي ديگر مدل ارائه از مزيت
 10باشد. در شكل  ميهاي حامل سيال  بحراني سيال در لوله

اختلاف فركانس طبيعي اول لوله سالم حامل سيال و لوله 
و واقع در موقعيت نسبي  mm5/2دار با تركي به عمق ترك

β بعد سيال نشان داده شده است.  برحسب سرعت بي =0.001
mبرابر دار ترك لوله با متناظر سيال بحراني سرعت

s 215/497 
اختلاف بين فركانس طبيعي  ،باشد. با افزايش سرعت سيال مي

شود طوري كه در حوالي  دار بيشتر مي لوله سالم و لوله ترك
يابد. در سرعت  شدت افزايش ميسرعت بحراني اين اختلاف به

دار به  تركدار، فركانس طبيعي لوله  بحراني متناظر با لوله ترك
رسد در حالي كه لوله سالم هنوز به حالت ناپايدار  صفر مي

radنرسيده و فركانس طبيعي آن برابر
s 06/48 باشد. مي  

  

 
  اختلاف فركانس طبيعي لوله سالم حامل سيال و لوله  10شكل 

  بعد سيال به ازاي ترك با  دار برحسب سرعت بي ترك
mma 2.5عمق 0.001βو موقعيت نسبي = = 

 گيري نتيجه  -6
سيال  ملدار حا رفتار ارتعاش عرضي لوله ترك ،در تحقيق حاضر

و روش جديدي براي محاسبه  مورد مطالعه قرار گرفت
از ترك و همچنين حل معادله پذيري موضعي ناشي  انعطاف

هاي حاوي سيال  رفتار ارتعاش عرضي لوله بر ديفرانسيل حاكم
 ،پذيري موضعي شده براي محاسبه انعطافمدل ارائه. ارائه شد

ها با مشخصات هندسي و مكانيكي  قابل اعمال به انواع لوله
مختلف بوده و صحت آن با نتايج تجربي موجود به اثبات رسيده 

پذيري بيشتر شده و در  فزايش عمق ترك انعطافبا ا .است
يابد كه اين امر  ترك كاهش مي محل موضعي درنتيجه سفتي 

 شود. دار مي هاي طبيعي لوله ترك منجر به كاهش فركانس
نتايج  گذارد. هاي طبيعي تأثير مي موقعيت ترك نيز بر فركانس

دهد كه هر چه ترك به انتهاي گيردار نزديك باشد،  نشان مي
اثر آن بر كاهش فركانسي بيشتر است. همچنين نتايج نشان 

دهد كه در شكل مود اول ارتعاشي، كمترين كاهش فركانس  مي
βطبيعي اول مربوط به ترك واقع در موقعيت نسبي 0.225= 

βو كه اين امر ناشي از صفربودن گشتاور  باشد مي =0.775
جريان سيال باعث  باشد. هاي مزبور مي يتخمشي در موقع

شود و با افزايش  كاهش فركانس طبيعي لوله حاوي سيال مي
شود، طوري كه در  سرعت سيال افت فركانس طبيعي بيشتر مي

طبيعي لوله حاوي سيال برابر   سرعت بحراني سيال فركانس
وجود ترك نيز  شود. صفر شده و باعث ناپايدارشدن سيستم مي
به عبارت ديگر  شود. باعث كاهش سرعت بحراني سيال مي

هاي  شود سيستم در سرعت وجود ترك در لوله باعث مي
سه نتايج حل يمقا تر عبور سيال به حالت ناپايداري برسد. پايين

هاي تجربي موجود  شده با نتايج حاصل از تستتحليلي ارائه
اي از  ي بازه گستردهتطابق بسيار خوب دو پاسخ را به ازا

  دهد. پارامترهاي ترك نشان مي
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