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nكشويي -لينك صلب كه داراي مفاصل دوراني

در تمامي محاسبات . استخراج شده استاپل -فرمولاسيون گيبس

همچنين تمام عبارات ديناميكي يك بازو در سيستم مختصات مرجع 

بازگشتي و سيستماتيك به استخراج طوربهده است كه 

ها با درجات آزادي بالا، يك نشان دادن توانايي اين الگوريتم در استخراج و حل سيستم

Application of recursive Gibbs

deriving the motion 
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Abstract- In this paper a new systematic method for deriving the equation of motion of 

with revolute-prismatic joints is considered. 

Appell formulation. All the mathematical operations are done by only 

characteristicsof a link are expressed in the same link local coordinate system. Based on the developed formulation, an 

algorithm is proposed that recursively and systematically derives the equation of motion

simulation for a manipulator with three revolute

deriving and solving high degree of freedom of robotic system. 
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nبراي استخراج معادلات حركت ربات با جديددر اين مقاله يك روش سيستماتيك

فرمولاسيون گيبسبراي اين سيستم رباتيكي بر اساس معادلات حركت 

همچنين تمام عبارات ديناميكي يك بازو در سيستم مختصات مرجع . استفاده شده است3×1بردارهاي و يا 3×3صورت گرفته تنها از ماتريس هاي 

ده است كه شبر اساس فرمولاسيون استخراجي الگوريتمي ارائه . ن بازو بيان شده است

نشان دادن توانايي اين الگوريتم در استخراج و حل سيستممنظوربهدر پايان . پردازد

.ديرگمورد تحليل ديناميكي قرار مي،باشدكشويي مي-منيپولاتور كه داراي سه مفصل دوراني

.كشويي-دوراني،بازگشتي

ecursive Gibbs-Appell formulation in 

otion equation of revolute-prismatic 
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In this paper a new systematic method for deriving the equation of motion of n

prismatic joints is considered. The equation of motion for this robotic system is obtained based on Gibbs

All the mathematical operations are done by only 3×3 and 3×1 matrices

of a link are expressed in the same link local coordinate system. Based on the developed formulation, an 

algorithm is proposed that recursively and systematically derives the equation of motion

simulation for a manipulator with three revolute-prismatic joints is presented to show the ability of this algorithm in 

deriving and solving high degree of freedom of robotic system. 

Recursive, Revolute-Prismatic.

كاربرد روش گيبس

در اين مقاله يك روش سيستماتيك- چكيده

معادلات حركت . دشود، ارائه مينباشمي

صورت گرفته تنها از ماتريس هاي 

ن بازو بيان شده استمحلي هما

پردازدمعادلات حركت ربات مذكور مي

منيپولاتور كه داراي سه مفصل دوراني

بازگشتي، اپل-گيبس، ربات:واژگانكليد

ormulation in 

rismatic joints

Iran

-rigid robotic manipulators 

The equation of motion for this robotic system is obtained based on Gibbs-

 matrices. Also, all dynamic 

of a link are expressed in the same link local coordinate system. Based on the developed formulation, an 

. Finally, a computational 

prismatic joints is presented to show the ability of this algorithm in 
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مقدمه-1

سازي شبيهمنظوربهها معادلات حركت رباتاستخراج 

. ناپذير استديناميكي و طراحي سيستم كنترل امري اجتناب

به ، معمولاً بازواين امر براي منيپولاتورها با تعداد محدود 

ها و ولي با افزايش تعداد لينك. ردگيانجام ميصورت دستي 

حركت حتي معادلاتاستخراج،افزايش درجات آزادي سيستم

تبديلبه كاري طاقت فرسانرم افزارهاي سمبوليكه كمك ب

، زمان زيادي خطاي انسانيعلاوه بر افزايش احتمالشود كه مي

.كندرا از تحليل كننده صرف مي

هاي سيستماتيك و بازگشتي بسياري براي امروزه روش

اولين .استخراج معادلات حركت منيپولاتورها وجود دارد

حل مسئله ديناميك منظوربهيتم بازگشتي با بازده بالاالگور

توسط لو و همكارانش ارائه گرديد هاي چند بازوييحركت ربات

. اويلر استوار بود- اين الگوريتم بر پايه فرمولاسيون نيوتن.]1[

حركت به دنبال حل مسئله ديناميكديگريمحققان

بازگشتي به كمك ديگر هاي با استفاده از الگوريتممنيپولاتورها

به عنوان مثال هولرباخ با استفاده از . اصول ديناميكي بودند

كين . ]2[اويلر به حل اين مسئله پرداخت- فرمولاسيون لاگرانژ

با استفاده از فرمولاسيون كين]4[و آنجلس]3[و لوينسون

مسئله استخراج معادلات حركت ديناميك منيپولاتورها را حل 

تمامي موارد فوق الذكر مفاصل منيپولاتورها تنها ولي در. دندكر

.داراي حركت دوراني بودند

اپل يكي از اصولي است كه از آن در حل - معادلات گيبس

ةدر زمين.]5[ها بسيار كم استفاده شده استديناميك ربات

اپل روشي - ربات با لينك صلب پوپوو با استفاده از اصل گيبس

براي وكوبراتوويچ و پوتكنجاكتوسطكه بعدهاد كررا ارائه 

بهبود يك عبارت به شكل بسته با پيچيدگي محاسباتي بالا 

دزوير و لاگنر يك فرمولاسيون . ]6[مورد استفاده قرار گرفت 

)2بازگشتي از مرتبه  )O n براي حل مسئله ديناميك معكوس با

اگين روش چورش. ]7[استفاده از ماتريس ژاكوبين ارائه كردند 

ها از اصول كه در آن معادلات حركت رباتكردائه ديگري را ار

اين روش بعدها . ]8[شدند گاوس و تابع گيبس استخراج مي

ها توسط روداس و تو براي حل مسئله ديناميك معكوس ربات

ماتا يك فرمولاسيون بازگشتي . ]9[مورد استفاده قرار گرفت 

هاي صلب ارائه كرده معكوس رباتبراي حل مسئله ديناميك 

ولي روش ايشان و همكارانش تنها محدود به . ]10[است

ي كه در داخل كشورتحقيقات. باشدها با مفاصل دوراني ميربات

رفته استگصورت اپل-استفاده از فرمولاسيون گيبسزمينهدر 

شود كه در آن ميديدهو همكارانشدر كارهاي وثوقي

مورد بررسي با استفاده از اين فرمولاسيونارهاي شبه مربات

و كورايمتوان به كارهاي همچنين مي. ]11[قرار گرفتند

د كه در آن معادلات ديناميك مستقيم و كراشاره شافعي

لينك الاستيك كه در آن تمامي مفاصل nمعكوس ربات با 

ظهور و .]12،13[دوراني بودند، مورد تحليل قرار گرفت

مرتبه بالايهمكارانش يك روش براي حل مسائل با قيود

كردندارائه اپل-يك بر پايه فرمولاسيون گيبسغيرهولونوم

زاده خادم و پيرمحمدي در پايان به مقاله اسماعيل].14[

لينك الاستيك nكه در آن يك زنجيره ازكردتوان اشاره مي

كشويي بودند با استفاده از -كه داراي مفاصل دوراني

قرار گرفتكياپل مورد تحليل دينامي-فرمولاسيون گيبس

ولي روش آنها نيز تنها براي تعداد محدود بازوها قابل ،]15[

.پياده سازي بود

گونه كه پيشتر نيز بيان شد، اين مقاله به استخراج همان

-خودكار معادلات حركت ربات با مفاصل دورانيسيستماتيك و 

اپل -كشويي با استفاده از فرمولاسيون بازگشتي گيبس

بنابراين در ادامه ساختار مقاله به شكل زير خواهد . پردازدمي

. شوددر بخش دوم سينماتيك مسئله توضيح داده مي. بود

. پردازدبخش سوم به استخراج تابع گيبس و مشتقات آن مي

هاي در بخشترتيببهت ديناميك معكوس و مستقيم معادلا

بخش ششم الگوريتمي بازگشتي . گرددچهارم و پنجم ارائه مي

سيستماتيك معادلات حركت بر استخراج خودكار ومنظوربه

. دهدارائه مياساس فرمولاسيون بسط داده شده در مراحل قبل

نشان دادن منظوربهسازي عددي در بخش هفتم يك شبيه

ت ها با درجاتوانايي اين روش در استخراج معادلات حركت ربات

گيري در پايان در بخش هشتم نتيجه.ده استشآزادي بالا ارائه 

.و مزاياي اين روش بيان گرديده است

كشويي-سينماتيك ربات با مفاصل دوراني- 2

لينك صلب كه nدر اين بخش سينماتيك يك زنجيره از 

اند، مورد بررسي هشدكشويي بهم متصل - بوسيله مفاصل دوراني

هطبق قاعده زير به هر لينك يك دستگا. گيردقرار مي

. يابدمختصات اختصاص مي
0 0 0

X Y Z چارچوب متصل به پايه ،
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توان آن را ربات است كه در سينماتيك بازوي رباتيكي مي

. چارچوب مرجع در نظر گرفت
i i i

x y z دستگاه مختصات

كنيم كه مبدأ آن اي تعريف ميگونهام را بهiمتعلق به لينك 

كشويي، محور -امين مفصل دورانيiچسبيده بر روي 
i

x در

ام از مبدأ مختصات iتداد طول رابط ام
i

Oمبدأ سمتبه

مختصات 
1i

O
+

و محور
i

zمحور دوران عنوانآن بهiامين

.لينك در نظر گرفته شود

jبا استفاده از ماتريس دوران 

i
R هر بردار دلخواهa

i
�

را 

.دكرارائه )1(به طريق jتوان در دستگاه مي

)1(j j i

i
a R a=

� �

i

j
Rدشوارائه مي)2(فرم بازگشتي به طريق ه ب.

)2(
1

j j

i i i
R R A

−

=

در رابطه بالا 
i

A همان ماتريس دوران مفاصل است كه

گيري دستگاه جهت
iii
zyx را نسبت به دستگاه

111 −−− iii
zyx

هاي اين ماتريس تنها تابعي از درايه. دهدنشان مي
i
qباشند مي

كه در آن 
i
q مختصات تعميم يافته مربوط بهi امين مفصل

. باشدمي

امين بازو نشان iبر روي Qالمان ديفرانسيلي 1در شكل 

موقعيت اين المان ديفرانسيلي نسبت به .داده شده است

ام توسط بردار iدستگاه مختصات مرجع محلي رابط 
i

OQ
i
r

/

�

.شودبيان مي

)3(
/

i

i i
Q O i ir xη=
� �

}كه در آن  }T
i

i
x 001=

و �
i

η فاصله ميان مبدأ
i

O و المان

.باشدميQديفرانسيلي 

كه در دستگاه مختصات Qشتاب مطلق المان ديفرانسيلي 

.شودارائه مي)4(شكل رابطة ام تعريف شده است، به iرابط 

كشويي- ربات با مفاصل دوراني1شكل 
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2
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i
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i
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i
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سرعت و شتاب ترتيببه���

نسبت به مبدأ مختصات دستگاه متصل Qالمان ديفرانسيلي 

هاي صورت رابطهدو ترم آخر به . باشندام ميiبه مفصل 
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تشكيل انرژي شتاب منظوربه) 4(در بخش بعد معادله 

.گيردمورد استفاده قرار مي) تابع گيبس(سيستم 

انرژي شتاب سيستم و مشتقات آن- 3

استفاده در منظوربهدر اين بخش انرژي شتاب سيستم 

براي محاسبه تابع . شودداده مياپل بسط - معادلات گيبس

گيبس سيستم، در ابتدا انرژي شتاب براي يك المان 

سپس . شودام نوشته ميiديفرانسيلي دلخواه بر روي رابط 

ديفرانسيلي بر روي تمام گيري از اين انرژي شتاب انتگرال

طول لينك، كل انرژي شتاب مربوط به آن رابط را ايجاد 

.كندمي

ي شتاب ها، انرژبا جمع كردن انرژي شتاب تك تك رابط
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i
x

�

iو 

i
ω

) 8(در معادله . باشندمي�

از آنجا كه . هاي نامربوط وجود دارداي تحت عنوان ترمجمله

براي تشكيل معادلات حركت بايستي مشتق جزئي تابع 

ها محاسبه گردد، لذا در انرژي گيبس نسبت به شبه شتاب
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هاتابع گيبس نسبت به شبه شتابمشتقات - 1- 3

گونه كه در بالا نيز اشاره شد، يك بخش از معادلات همان
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معادلات ديناميك معكوس با استفاده از -4

اپل- فرمولاسيون گيبس

معادلات سيستم رباتيكي مذكور با در نظر گرفتن نيروهاي 

تعميم يافته مربوط به گرانش زمين و نيروهاي خارجي 
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بنابراين . كندبه سوي بالا حركت ميg1كه پايه ربات با شتاب 
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در اين نوع . باشندمعادلات بالا به فرم ديناميك معكوس مي

ديناميك با دانستن يك حالت مشخص از پيكربندي ربات 
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اعمالي به مفاصل هاي گشتاور و نيرو) موقعيت، سرعت و شتاب(

از سوي ديگر، مسئله ديناميك . دست خواهد آمدبه راحتي ب

شتاب مفاصل منيپولاتور را زماني كه گشتاور اعمالي مستقيم 

مسئله قسمتي اين . دكنبه مفاصل داده شده باشد، محاسبه مي

سازي رفتار ديناميكي از فرآيندي است كه بايستي براي شبيه

ين فرآيند بعد از اينكه سرعت و ا. منيپولاتور دنبال شود

گيري عددي موقعيت مفاصل را به وسيله يك روش انتگرال

.شودمحاسبه نموديم، كامل مي

معادلات ديناميك مستقيم- 5

هدف اين بخش ارائه معادلات ديناميك مستقيم سيستم 

است بهتر،وع ديناميكدر اين ن. باشدرباتيكي مورد بحث مي

در سمت چپ معادلات به هاكه مشتق زماني شبه سرعت

،هامانده و وروديصورت مجهول و ديگر وجوه ديناميكي باقي

:در سمت راست معادلات باشند
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كوريوليس، نيروهاي جانب مركز و همچنين نيروها و 

كشويي سيستم رباتيكي -گشتاورهاي اعمالي به مفاصل دوراني

:ندشواين دو بردار به شكل زير ارائه مي. باشندمي
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ماتريس اينرسي-5-1

مشتقات جزئي بايستي براي استخراج ضرايب ماتريس اينرسي، 
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ديناميكي در معادلات ))30(و )28(معادلات (باشند، مي

سپس با .دنشوگذاري جاي))21- 22(معادلات (حركت

بندي كردن تمامي جملاتي كه شامل دسته
k
q�� و

k
ηشوند مي��

و با انتقال آنها به سمت چپ معادلات حركت و نوشتن آنها به 

. شدفرم ماتريسي، ماتريس اينرسي كل سيستم حاصل خواهد 

.آيدميجزئيات توضيحات بالا در ادامه 

ها در معادلات ديناميكي مفاصل ضرايب شبه شتاب- 5-1-1

دوراني

، ))21(معادله (مفاصل دورانيامين معادله ديناميكيjدر 
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در ادامه، آن بخش از ماتريس اينرسي كل سيستم كه توسط 

. مشخص خواهد شد⊗د، با نشان شوايجاد مي(I)عبارت 

مثبت معين ماتريس اينرسي كل سيستم يك ماتريس متقارن 

از خاصيت مذكور براي افزايش سرعت ايجاد ماتريس . باشدمي

.اينرسي سيستم استفاده خواهد شد

ها در معادلات ديناميكي مفاصل ضرايب شبه شتاب- 5-1-2

كشويي

گونه كه پيشتر نيز اشاره شد، ماتريس اينرسي كل سيستم همان

امين معادله مفصل jبنابراين در . يك ماتريس متقارن است

در معادله ��jηدقيقاً با ضريب ��jqضريب )) 22(معادله (كشويي 

اما ضريب ديگر . امين مفصل دوراني برابر خواهد بودjمربوط به 

متغير شبه شتاب يعني 
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.مشخص شده است⊕د، با نشان شوايجاد مي(II)توسط عبارت 
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مانده و نيروهاي خارجيهاي ديناميكي باقيبردار ترم- 2- 5

در اين بخش سمت راست معادلات حركت به صورت بازگشتي 

تحقق اين هدف، در معادلات منظوربه. شدارائه خواهد 

��jηو ��jqهايي كه شامل ديناميكي مفاصل دوراني، تمامي ترم

.يابندشوند، به سمت راست معادلات حركت انتقال مينمي
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و تبديل آن به ) 45(در رابطه )35- 36(گذاري معادلات با جاي

:دشويك رابطه بازگشتي نتيجه زير حاصل مي
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ديناميكي مربوط به مفاصل كشويي، اگر تمامي جملاتي كه 
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به سمت راست معادلات حركت ،ها نيستندحاوي شبه شتاب

:دشوانتقال يابند، عبارت زير حاصل مي
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:آيدرابطه زير بدست مييك رابطه بازگشتي 
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الگوريتم پيشنهادي-6

اكنون يك الگوريتم بازگشتي بر اساس روابط بسط داده شده در 

كاربرد الگوريتم مذكور در . دشوهاي قبل ارائه ميبخش

معادلات حركت ربات با استخراج خودكار و سيستماتيك 

در اين الگوريتم تمام . باشدكشويي مي- مفاصل دوراني

.ندشوصورت تانسوري محاسبه ميهاي خارجي بهضرب

تعداد عمليات جبري مورد نياز در پايان الگوريتم،همچنين 

Mها با كه به صورت مجزا تعداد ضربالگوريتمبراي انجام آن 

.دشوداده شده، ارائه مينمايش Aها با و تعداد جمع

ماتريس دوران توسط الگوريتم زير محاسبه :1مرحله 
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مانده هاي ديناميكي باقياسمبل كردن بردار ترم:3مرحله 

:و نيروهاي خارجي

njfor :1:1=

Equation 48;
j

Re =

njfor :1:1=

Equaiton 52;
j+n

Re =

در اين مرحله بردار :4مرحله 
ij OO

i
r

/

�

مورد ارزيابي

:گيردقرار مي

1:1:1 −= nifor

{ } ;00
/

1

T

iOO

i
lr

ii

=
+

�

1:1:1;1:1:2 −−=−= ijnifor

;
/

1

1/
11 iiii
OO

j
j

j
OO

j
rRr

++

+

+
=

��

nijnifor :1:2;2:1:1 +=−=

;
11

///
−−

+=
jjijij OO

i

OO

i

OO

i
rrr

���

در اين مرحله متغيرهايي كه به صورت :5مرحله 

اند، به فرم بازگشتي مجموع در ماتريس اينرسي ظاهر شده
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تعداد عمليات رياضي مورد نياز براي توليد معادلات حركت 

:سيستم مذكور عبارت است از
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هاجمعتعداد 
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+− nn
هاتعداد ضرب

.باشدها ميتعداد كل لينكnآنكه در

سازي عدديشبيه-7

اي يك ربات با لينك صلب سازي بردر اين قسمت نتايج شبيه

. دشوباشد، ارائه ميكشويي مي- كه داراي سه مفصل دوراني

.دهدربات مورد نظر را نشان مي2شكل 

1سازي در جدول تمامي پارامترهاي مورد نياز براي شبيه

با . باشدهمان ماتريس يكه ميI، 1در جدول . ارائه شده است

:به صورت زير) 23(بازنويسي مجدد معادله 
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:به فرم فضاي حالت، داريم) 53(و تبديل معادله 
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به صورت زير سازي تمامي شرايط اوليه براي شبيههمچنين 

.فرض شده است
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كوتا -ديفرانسيلي، از روش رانگتبراي حل دستگاه معادلا

پاسخ ،با حل اين دستگاه معادلات ديفرانسيلي. دشواستفاده مي

.)6-3هاي شكل(آيدميزماني سيستم بدست 

شود، يك سازي ديناميكي ديده ميگونه كه در نتايج شبيههمان

اگر اين قيد در .ها در نظر گرفته شده استلينكقيد براي حركت 

سازي با مواردي نظر گرفته نشود، آنگاه ممكن است كه در شبيه
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.دشوارائه دحل آنها براي سيستم نشان داده شده، باي

سازيپارامترهاي مورد نياز براي شبيه1جدول 
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كه به ابتدا متلبافزار نرمتاكو تيكزمان با استفاده از دستور 

.و انتهاي برنامه افزوده شده است، بدست آمده است

گيرينتيجه-8

سيستماتيك براي استخراج خودكار ودر اين مقاله يك روش

لينك صلب كه داراي مفاصل nمعادلات حركت ربات با 

روش به كار گرفته شده در . دشارائه ،باشندكشويي مي- دوراني

از . باشداپل استوار مي- اين تحقيق بر پايه فرمولاسيون گيبس

سازي روش مذكور براي طراحي سيستم كنترل و شبيه

عمده اين روش ايايمزاز . دكرتوان استفاده معادلات حركت مي

.كردد زير اشاره توان به موارمي

كهنسبت به حالت غير بازگشتي حجم محاسباتكاهش �

منجر به صرف زمان كمتري براي بررسي رفتار اين امر 

.دشوميسيستمديناميكي 

در الگوريتم ارائه شده 3×1و 3×3استفاده از ماتريس هاي �

پيچيدگي محاسباتي 4×1و 4×4كه نسبت به ماتريس 

.داردكمتري 

تر اين روش نسبت به روش لاگرانژ، زيرا از استفاده آسان�

.مشتقات جزئي كمتري نسبت به آن روش برخوردار است

اپل در استخراج معادلات - از كاربردهاي مهم روش گيبس

بنابراين به عنوان . باشدحركت ربات با قيود غيرهولونوميك مي

ها را مورد تحليل گونه از رباتتوان اينكارهاي آينده مي

از الگوريتمي شبيه به توان ميهمچنين . ديناميكي قرار داد

ها با د؛ براي بررسي منيپولاتورشاستفاده اينجاآنچه كه در اين 

)دنباشكه داراي قيود غير هولونوميك مي(پايه متحرك

.استفاده نمود
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