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مقدمه��

مختلف،پيشرفت صنايع بويژه و بشر زندگي در آمده بوجود هاي

بهره بهتر خواص با موادي از تا است داشته آن بر را .گيردانسان

هدفمند مي،١مواد ناهمگن ريزساختار با كامپوزيتي باشندمواد

آنها مكانيكي خواص بهكه سطح يك از پيوسته و ملايم بطور

مي تغيير جسم ديگر تدريجي.كندسطح تغيير با حالت اين

حجمي موقعيت2كسر از تابعي صورت به دهنده تشكيل مواد

مي حاصل ضخامت، امتداد موارد.شوددر بيشتر مواددر

وهدفمند سراميك تركيب استحكاموندشميساختهفلزاز تا

محيط بالاي دماي برابر در مقاومت همراه به را تركيبفلز

كنندنمايند حذف را اشتراك سطح مشكلات حال عين در .و

از كه وتركيبي آمده بدست سراميك و فلز پودر اختلاط

سطح به سطح يك از سراميك و فلز تركيب درصد تغييرات

مي پيوسته كاملا بديگر كهگونههباشد جنساي از سطح يك

سطح دو بين و است خالص فلز ديگر سطح و خالص سراميك

داردينيز وجود جنس دو هر از پيوسته تركيب خواص.ك

پيوسته تغيييرات تركيب، نوع به توجه با نيز درمكانيكي اي

داشت خواهند ضخامت مواد.جهت تركيب پيوستگي به توجه با

نوع اين هدفمند، تيرهاي دهنده خواصسازهتشكيل داراي ها

لايهمؤثرمكانيكي كامپوزيت مواد به نسبت ميي .باشنداي

مفهوماز كه هدفمندزماني سالمواد شد،1980در معرفي

مهندسي كاربردهاي از بسياري در جديد مواد اين تدريج به

حس دفاعي، صنايع هوافضا، وهمچون الكترونيكي گرهاي

و افزايشهربيوپزشكي براي تنش تمركز حذف به نياز كه جا

شدند برده كار به بود، مرزها .مقاومت

تكنولوژ و دانش پيشرفت ازيبا استفاده در تحقيق مواد،

سازهمانندهدفمند كردن مواد،مدل اين از شده ساخته هاي

پس كمانش، ازخمش، يكي به مواد اين ارتعاشات و كمانش

جالب رشتهدرموضوعات بههايهمه موادوابسته مكانيك

شد .تبديل

تيرهاي از روزافزون استفاده علت صنايعهدفمندبه در

ويژه اهميت از آنها ديناميكي رفتار فهميدن مختلف، ايمدرن

است تيرهاي]1[سنكار.برخوردار براي الاستيسيته حل يك با،

هدفمند فرضمواد با استاتيكي عرضي بارهاي تغييرتحت

1. Functionally Graded Materials

2. Volume Fraction

نمود ارائه ضخامت، جهت در مواد خصوصيات حل.نمايي

طره تيرهاي خمش براي هدفمندباايالاستيسيته بامواد

ايري تنش تابع جملات در معكوس روش از توسطاستفاده نيز

زونگ و استشگزارش]2[يو .ده

آنجا سازهاز از بسياري دركه استفاده مورد تيرشكل هاي

ريلكاربردهاي همچون مهندسي سكوهامختلف آهن، راه هاي

سازه ميو قرار زمين روي بر ساختماني كنشبرهمگيرند،هاي

هدفمندبين الاستيكومواد مهمبستر مسايل جمله از نيز

استكهبوده گرفته قرار محققان از بسياري توجه و.مورد او

باي]3[همكارانش را لاگرانژي ـ اويلر رهيافت 1توابعك
C

ريكنواختيغيرهايتارتعاشاتويداريپاليتحليبراوستهيپ

]4[همكارانشويينگ.گرفتندنظردرك،يالاستبستريروبر

ازساختهيرهايتخمشوآزادارتعاشاتيبرازين موادشده

-گرفتهقرار3پسترناكـنكلريوكيالاستبستريروبركههدفمند

.انددهنموارائهبعديدوتهيسيالاستيمبنابرراييهاحلاند،

زمينه در شده انجام مطالعات هدفمندبيشتر رويمواد ،

سازه خطي استرفتار حالي در اين و است شده متمركز كهها

پديده ازاكثر ديناميكي مسائل بويژه و ما اطراف جهان در ها

غير ذاتاً ارتعاشات، بوسيلهخطيجمله و غيرخطيبوده معادلات

مي معمولاً.شوندتعريف بامياگرچه را غيرخطي مسائل توان

اين هميشه ولي كرد، حل كاري شرايط حول خطي رفتار فرض

توجيه نيستكار سيستم.پذير در غيرخطي،گاهي هاي

مي مشاهده سيستمرفتارهايي در آنها وقوع امكان كه هايشود

ندارد وجود همكارانش.خطي و روش]5[كي گيريانتگرالاز

همراه به مستقيم تانددكراستفاده4كوتاـرانجروشعددي

غير ارتعاشات تيرهايپاسخ ازخطي شده هدفمندساخته مواد

تكيه كنندگاهبا پيدا را مختلف غيرخطي.هاي اجباري ارتعاشات

تير هارمونيكهدفمندتيموشينكويك بار توسطتحت نيز

ابررسي]6[سيمسك اقدم.ستشده و بررسي]7[فلاح به نيز

پس تحليل و غيرخطي تيرهايارتعاشات برهدفمندكمانش

غيرخطي الاستيك بستر .اندپرداختهروي

ديگر طرف منظورباز مؤثرتره بينوطراحي تفاوت علت به

حرارتي رفتار مطالعه سازه، كار دماي و ساخت مكانيكيـدماي

تحقيقات.استضروريباشد،غيرخطيشديداًتواندميكه

روي هدفمندگوناگوني محيطمواد مكانيكيهايتحت ـ حرارتي

3. Winkler-Pasternak

4. Runge-Kutta
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است شده همكارانش.انجام و و]8[ليبرسكو ارتعاشاتي رفتار

از شده ساخته نازك تيرهاي ناپايداري هدفمندتحليل بامواد را

با همچنين و حجمي كسر و دما گراديان اثرات گرفتن نظر در

بالا دماي مطالعهيفرض حل]9[سنكار.نمودندكار،

تيرهاي سينوسيهدفمندالاستيسيته عرضي بارهاي تحت را

آورد همكارانش.بدست و مبناي]10[لو بر را حالت فضاي

ديفرانسيل تيروش خمش تحليل براي دو درجه رهايگيري

بردههدفمند همكارانش.اندبكار و فضاي]11[بيان بررسي به

تيرهاي همراههدفمندحالت به ديناميك و استاتيك

پرداخته پيزوالكتريك و.اندحسگرهاي ]12[جينسانبيهنگيل

ساندويچي تير ترموالاستيك ارتعاشات و باهدفمندكمانش را

داده قرار بررسي مورد محدود المان روش از .انداستفاده

ديگر سوي ديفرانسيلاز معادلات حل براي تاكنون

روش مهندسي، مسائل بر حاكم مختلفيغيرخطي عددي هاي

مي كه است شده روشارائه به محدودتوان المان و]13[هاي

كوادريچر ،ترپيچيدهةلئمساما.دكراشاره]14[ديفرانسيل

مسايلايجـنتاستخراج نحويغيرخطيبراي امكاناستبه كه

مختلف پارامترهاي اثر باشدـپامكانمسئلهبررسي در.ذير

پسال تأثير ميزان بررسي منظور به اخير ارامترهايـهاي

ب سيـمختلف حلستمـر مهندسي، نيمهـههاي يااي و تحليلي

استقبال-تحليلي مورد گرفتهتقريبي قرار از.اندوسيعي يكي

روش روشپركاربردترين تحليلي، اما.باشدمي1تاختلالاهاي

بزرگ نقص يك داراي روش آنبودهاين ترمو به هايوابستگي

ضعيف تغييراتيروش.استغيرخطي 2تكرار
توازن]15[ روش ،

3انرژي
هموتوپي]16[ تحليلي روش 4و

روشنيز]17[ هاياز

وتقريبي-تحليلي اندكوشيدهكهباشندمييپركاربردجديدتر

نمايند جبران را ضعف اين ]18[همكارانشوباقاني.تا

يتيكامپوزريتيككمانشپسوبزرگدامنهباآزادارتعاشات

تحليلييالاستبستريروبرنامتقارنيهاهيلابا روش به را ك

دادند قرار مطالعه و.مورد دينگ يك]19[همكارانشهمچنين

حل بسري تحليلي تيـهاي زوتروپيكـغيرايهدفمندرهايـراي

تكيه شرايط تنشبا تابع يك از استفاده با را گوناگون گاهي

چندجمله فرم در كردندايري استخراج عمومي .اي

1. Perturbation Method

2. Variational Iteration Method

3. Energy Balance Method

4. Homotopy Analysis Method

نظر در با ابتدا مقاله، اين درترمگرفتندر غيرخطي هاي

كرنش ونـروابط نجابجايي تئوريو5كارم فرض با

برنولي تير،اويلرـ جنبشي و پتانسيل انرژي معادلات نوشتن و

كمك حركتيهميلتوناصلبه معادلات سيستمغيرخطين،

آمد خواهد ديفرانسيل.بدست معادله يك صورت به معادله اين

تعريف با كه است زمان و جابجايي بعد دو در جزئي مشتقات با

بي پارامترهاي سري گيك روش كمك به و يكابعد به لركين

تكمعادله ميمعمولي تبديل مرحله.شودبعدي منظوردر به بعد

تحل غيرخطي ديفرانسيل لييتحلروشازبعدي،كمعادله

ميهموتوپي ارتعاشاتي،استفاده معادله پارامتري حل با تا شود

غيرخطي فركانس روي بر را مختلف پارامترهاي اثر بتوان

نمود بررسي هموتوپي.سيستم تحليلي روش از استفاده علت

ميمسئلهدر شديد غيرخطي پارامترهاي حضور .شدبامذكور،

روش داشتاين خواهد بالايي بسيار دقت سادگي، عين .در

حاكمه�� معادلات استخراج

شكل بايمستقريتيك،1مطابق يليمستطمقطعسطحم

از شده هدفمندساخته درbعرض،xجهتدرLطولبهمواد

نيكارتزمختصاتدستگاهدر،zجهتدرhضخامتوyجهت

بر غيرخطيكيالاستبستركيواقع پسترناك ـ نظردروينكلر

مي ت.شودگرفته درPيفشاريروينريتاثتحتريهمچنين

محور اثراتقرارxراستاي و زينييدماراتييتغازيناشداشته

هدفمند.شودميگرفتهنظردر تير مكانيكي باتوانديمخواص

فرضيادر.كندرييتغضخامتجهتدريتابعهر شدهنجا

ازيتكهاست هدفمند خواصوشدهساختهفلزوسراميكر

يكسـرهـاازيتـابعكه6هامخلـوطقانونحسببرمذكور

.كننديمرييتغوستهيپطوربهباشد،يمسـازندهياجزايحجم

و1شكل غيرخطي الاستيك بستر روي هدفمند تير يك شماتيك

فشاري محوري بار تحت

5. Von Karman

6. Rule of Mixtures
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خاصيتها،مخلوطقانونبهتوجهبا مانندمؤثريهر ماده ηاز

:شوديمانيبريزصورتبه،

)1(
m m c c
V Vη η η= +

)2(1
m c

V V+ =

رايحجمكسرومادهتيخاصبيترتبهVوηآنهادركه

وفلزةندينمابيترتبهcوmيهاسينوريزودهنديمنشان

راتييتغفيتوصيبرايمختلفتوابعتاكنون.هستندكيسرام

هدفمندسازندهياجزايحجمكسر كهاستشدهارائهمواد

آن.استيتوانقانونآنهانيترمتداولازييك فرض حهصفكهبا

وباشدخالصكيسرامازييبالاصفحهوخالصفلزازينييپا

توانيوستهيپصورتهبخواصآنهانيبدر قانون رييتغطبق

باكند بود خواهد برابر حجمي كسر ،:

)3(
0.5 0.5

; 1

n n

c m

z h z h
V V

h h

+ +   
= = −   
   

آن در نتيجـهاسـتيحجمـكسرتوانnكه در اتيخصوصـو

مؤثر مـدولهدفمندمادهيكمكانيكي بيضـر،Eيانـگمانند

ــون ــر،υپواس ــاطبيض ــانبس ــوαيحرارت ــاρتهيدانس ب

ريـــزصـــورتبـــه)1(معادلـــهدر)3(معادلـــهيگـــذاريجا

:نديآيمدستبه

)4(

( )

( )

( )

( )

0.5
( )

0.5
( )

0.5
( )

0.5
( )

n

m c m

n

m c m

n

m c m

n

m c m

z h
E z E E E

h

z h
z

h

z h
z

h

z h
z

h

α α α α

ρ ρ ρ ρ
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برممانوروينيهامنتجه،1رهايتكيكلاسيتئوراساسبر

.دنباشيميحرارتويكيمكانيهابخششاملطولواحد

:شونديمنوشتهريزصورتهبمكانيكييهامنتجه

)5(

11 11

11 11

1

1

Mx

Mx

N A B

M B D

ε
ρ

ε
ρ

= +

= +

:آندركه

)6(
2 2

2

1 1
;

2

u w w

x x x

ε
ρ

∂ ∂ ∂ 
= + = ∂ ∂ ∂ 

1. Classical Theory of Beams

وبودهريتيمحورويعرضيهاييجابجابيترتبهuوwو

:شونديمفيتعرريزصورتبهگريديهاثابت

( ) 2

11 11 11 11
, , (1, , )A B D Q z z dA= ∫∫ )7(

آن در صورتاستيافتهكاهشيسختسيماترQ11كه به و

مي تعريف :شودزير

11 2

( )

1 ( )

E z
Q

zυ

=

−

)8(

رادماتفاضلتوانيمباشد،صفرهياوليدمانكهيافرضبا

،Tثابتيدماشـيافزاگرفتننظردراـب،دادنشانTبا

نيرومنتجه :دنشويمنوشتهريزصورتبهيحرارتممانوهاي

)9(

11

11

( )

( )

Tx

Tx

N Q z TdA

M Q z TzdA

α

α

= −

= −

∫∫

∫∫
بهمربوطMيخمشممانوNيمحوريروينتينهادر

ميتنشيهامنتجه :نوشتريزصورتبهتوانرا

)10(
11 11

1

Mx Tx Tx
N N N A B Nε

ρ
= + = + +

)11(
11 11

1

Mx Tx Tx
M M M B D Mε

ρ
= + = + +

ريزصورتبهحركتمعادله،يبرنولـلرياويتئورفرضبا

بود :خواهد

)12(
2

2 x

u N
I F

xt

∂ ∂
− =
∂∂

)13(
2 2 2

2 2 2 z

w M w
I N F

t x x

∂ ∂ ∂
+ − =

∂ ∂ ∂

آندركه
x

Fو
z

Fيعرضويمحوريروهاينبيترتبه،tمعرف

بتـرمIوزمان وـاينرسي :شوديمفيتعررـيزصورتبهوده

)14(I= (z)dAρ∫∫
يراستادريحجميروينوصفحهداخلينرسيانكهيافرضبا

صورت)12(معادلهباشند،يپوشچشمقابليطول زيربه

يافت خواهد :كاهش

)15(0
N

x

∂
=

∂

توانيم)15(معادلهدر)10(و)6(معادلاتيگذاريجابا

:نوشترا)17(و)16(هايرابطه

2 2

11 11 2

1
0

2
Tx

u w w
A B N

x x x x

    ∂ ∂ ∂ ∂ 
 + + + =     ∂ ∂ ∂ ∂      

)16(
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( )
2 2

11

12

11 11

1 1

2
Tx

Bu w w
N C

x x A Ax

∂ ∂ ∂ 
= − − − + ∂ ∂ ∂ 

)17(

رابطهگيريانتگرالباريكبا مييمحورييجابجا)17(از :آيدبدست

)18(( )

2

11

0

11

1 2

11

1
( , )

2

x

Tx

Bw w
u x t dx

x A x

x
N C C

A

∂ ∂ 
= − − ∂ ∂ 

− + +

∫

نييتعيرزـمطيشرابهتوجهاـبگيريانتگراليهاثابتكه

سهگرفتننظردربا.گردنديم ورداريگ،سادهگاههيتكنوعهر

Pيمحوريروينحضوربهتوجهبانيهمچنورداريگ-ساده

نوشتمي :توان

)19((0, ) 0u t =

)20(
11

( , )
PL

u L t
A

= −

ثابت ترتيب صورتC2وC1هايبدين ميبه استخراج :ندشوزير

)21(

2

11

1
0

11

11

2

11

2

( , ) (0, )

(0, )

L
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A w
C dx

L x

B w w
L t t N P

L x x

B w t
C

A x

∂ 
=  ∂ 

∂ ∂ 
− − − + ∂ ∂ 

∂
=

∂

∫

نوشتمي)17(معادلهدر)21(معادلهيگذاريجابادرنتيجه :توان

2 22
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2 0

11

11
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1 1

2 2

( , ) (0, )

LBu w w w
dx

x x A L xx

B w w P
L t t

L x x A

∂ ∂ ∂ ∂   
= − − +   ∂ ∂ ∂∂   

∂ ∂ 
− − − ∂ ∂ 

∫

(22)

صورت)10(معادلهاكنون مي)23(به نويسي :دشودوباره

)23(( )

211

,
0

11

, ,

2

( , ) (0, )

L

x

x x Tx

A
N w dx

L

B
w L t w t P N

L

= −

− − − +

∫

:نوشتتوانيم)17(و)11(معادلاتازاستفادهبايطرفاز

)24(
22

11

11 ,2

11

xxxx

BM
D w

Ax

 ∂
= − 

∂  

xپارامتربهنسبتمشتقدهندهنشانكاما،علامتآنهادركه

در)24(و)23(معادلاتيگذاريجاباتينهادر.باشديم

يكيمكانـترمويرخطيغارتعاشاتحاكمهمعادله،)13(معادله

:ديآيمبدست)25(صورتبههدفمندريتكي

)25(( )

2

11

11 ,,

11

211

, ,
0
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, , ,

2

( , ) (0, )

xxxxtt

L
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x x xx z

B
Iw D w

A

A
w dx P N w

L

B
w L t w t w F

L
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− − + 
 

 
− − = 
 

∫

جزئيمشتقاتباديفرانسيلمعادلهيكصورتبهمعادلهنيا

وبعدبيپارامترهايتعريفباكهاستزمانوجابجاييبعددودر

يرخطيغليفرانسيدمعادلهيكبهپخشيهايروشكمكبه

كهپخشيهايروشمتداولترينازيكي.شودميتبديليمعمول

كهاستلركيناگروششد،خواهداستفادهآنازمقالهايندر

همچنين.گرددمياستفادهمدهاشكلتعامدخاصيتازآندر

وجودبه پسترناككيالاستبستردليل ـ وينكلر طرف،غيرخطي

صورتفوقيتساودوم مي)26(رابطةبه :شودتعريف

)26(3

,z L NL S xx
F k w k w k w= − − +

بيترتبهkNLوz،kLجهتدرريتيعرضانحرافwكه

.استكيالاستبستريبرشبيضرkSويخطريغويخطبيضرا

ومنظوربه ابعاد از مستقل عمومي و كلي نتايج استخراج

مي خاص حااندازه معادله بكتوان را تعريفهمه يسريككمك

:كردبعدبي)27(رابطهصورتبهبعددونبپارامتر

)27(
2

411

11

11
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x w
x w t t

L r

B
D IL

A

γ

γ

= = =

 
= − 

 

آنكه نيايگذاريجابا.استمقطعسطحونيراسيژشعاعrدر

.شوديمحاصل)28(ليفراسيدمعادلهحاكمه،معادلهدرپارامترها
3

, , , ,
0

tt xxxx xx L NL S xx
w w w K w K w K wβ+ − + + − =

)28(

:آندركه
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0

2 2
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2 4 2
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L
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N
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A

k r L k L
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β = Γ + Λ − − Ρ +

Γ = Λ = =
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بفرضبا )صورتهپاسخ , ) ( ) ( )w x t V t xϕ=آنك در ه

( )V tوبودهزمانبهوابستهناشناختهتابعكي( )xϕتابعي

معادلهكندارضاراكينماتيسيمرزطيشراكهباشد به)28(،

:كندميتغيير)30(رابطةصورت
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212 4

2 4
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∫

(30)

روينيگالركروشاعمالاـب رابط)30(حركتمعادلهبر ة،

مي)31( :شودحاصل
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x dx V t x dx

dt dx

d x d x
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dx dx
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K x V t dx K x V t dx
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K x V t
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− Λ − −Ρ +  
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∫ ∫
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ϕ
ϕ ϕ
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ϕ ϕ
ϕ
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ϕ
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1

0

) 0dx =∫ (31)

حركت معادله نهايت ناشناختهتابعيهاترمحسببـر)28(در

)(tVرابطةصورتبه)ديآيمبدست)32:

( )

( )
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2 3

2 3

( )
( )
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T
P T N L S

NL

d V t
N V t

dt

V t V t

+ + Ρ + + +

+ + + = (32)

α α α α α

α α α

عموميتـب دادن دست از دامنهمميماكزAرـاگمسئلهدون

مينوسانهياولطيشراباشد،نوسانبعديب صورتتوانرا ريزبه

گرفت نظر :در

)33(
(0)

(0) , 0
dV

V A
dt

= =

ارائه1جدولدرمختلفيمرزطيشرايبراxϕ)(تابع

بيضراواستشده
i

αشونديمفيتعر)34(صورتبه.

( )

1
( )

0

1 21
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0

, (1) (0)
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dx

dx

ϕ ϕ

α α ϕ ϕ α
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′ ′= = −Λ −
∫

∫
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1 1
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,

T

P L L Sh S P

NL NL P N

dx K K

dx dx
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dx dx

α α ϕ α α α

ϕ ϕ ϕ

α α α

ϕ ϕ

′= −Γ = = −

′′

= = − =

∫

∫ ∫

∫ ∫
(34)

هموتوپي�� تحليلي روش

روش همه بين معادلاتهايياز تحليلي جواب يافتن براي كه

از يكي هموتوپي تحليلي روش دارد، وجود غيرخطي ديفرانسيل

و روشمؤثربهترين روش،.استهاترين اين از استفاده مسئلهبا

نـامحدودي تعداد به ميمسئلهغيـرخطي تبـديل .شودخطي

محدود و دلخوه پارامتر يك توسط فرايند بازهqاين در كه

مي انجام دارد، قرار يك تا مختصر.شودصفر معرفي منظور به

روش، ميمسئلهاين گرفته نظر در زير :شودغيرخطي

)35([ ]( ) 0N x τ =

آن در كلي،عملگريكNكه زماننشانτغيرخطي دهنده

ميxوبعدبي نامعلوم تابع هموتوپي.باشديك حالتمعادله در

زيركلي صورت ميبه :دشوتعريف

)36(

( ) [ ]

[ ]

0
; , , ( ) (1 ) ( ; ) ( )

( ) ( ; )

H q h h q L q x

qhh N q

φ τ φ τ τ

τ φ τ

= − −

−

آنكه پارامترhدر )،غيرصفراختيارييك )h τتابع يك

واختياري صفر اختياريLغير خطي عملگر .استيك

كه تاqهنگامي صفر مياز افزايش )يابد،يك ; )qφ τيك از

دقيقتقريب حل به عبارت.كندميتغييراوليه ديگربه

0
( ; ) ( )q xφ τ τ=،لهعادـموابـج( ); , , ( ) 0H q h hφ τ =

ازاي 0qبه دقيقمي= حل و )باشد ; ) ( )q xφ τ τ=،جواب

)معادله ); , , ( ) 0H q h hφ τ ازاي= 1qبه بود= .خواهد

گرفتن نظر در )با ); , , ( ) 0H q h hφ τ شكل= تغيير معادله ،

صورت به صفرم مي)37(رابطةمرتبه :آيددر

مختلف1جدول مرزي شرايط با تيرهاي براي اول ارتعاشي مد

( )xϕ مرزي شرايط

( )sin xπ ساده

( )

( )

sinh( ) sin( )
cosh( ) cos( )

cosh( ) cos( )

sinh( ) sin( ) , 4.730041

q q
qx qx

q q

qx qx q

−

− −

−

+ − =

گيردار

( )

( )

sin( ) sinh( )
cosh( ) cos( )

cosh( ) cos( )

sin( ) sinh( ) , 3.926602

q q
qx qx

q q

qx qx q

−

− −

−

+ − =

گيردار ـ ساده
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[ ] [ ]0
(1 ) ( ; ) ( ) ( ) ( ; )q L q x qhh N qφ τ τ τ φ τ− − = )37(

مي زير شكل به آن اوليه شرايط :باشدكه

)38(
( ; )

( ; ) . , 0
d q

q const
d

φ τ
φ τ

τ
= =

تيلوربر قضيه )ابعوت،اساس ; )qφ τو( )qωمي بهرا توان

حسب بر تواني سري يك دادqصورت :بسط
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)39(

)كه )
m

x τو
m

ωمرتبهاتمشتقmمي .دنباشام

ديفرانسيل تغييربا معادله از نسبتگيري صفرم مرتبه شكل

پارامتر دادنqبه قرار 0qو اول= مرتبه تغييرشكل معادله ،

مي اولبدست مرتبه تقريب كه )آيد )x tمي :دهدرا

)40(

[ ] [ ]1
0

1

1

( ) ( ) ( ; )
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(0) 0, 0

q

L x hh N q

dx
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d
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τ

=
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مرتقريب مياتبهاي را ببالاتر محاسبهـتوان از استفاده ا

مرتبهـمع تغييرشكل آوردامmادله بارmباعملاين.بدست

معادلهديفرانسيل از پارامتر)37(گيري به صورتqنسبت به ،

ميزير .]20[آيدبدست

)41([ ] ( )1 1 1
( ) ( ) ( ) ,

m m m m m
L v v hh R vτ τ τ ω

− − −

− =

��

بهكه آن ميپارامترهاي تعريف زير :شوندصورت
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=
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�

مي زير صورت به آن اوليه شرايط :باشدو

)43((0) (0) 0
m m

v v= =�

حل�� براي هموتوپي تحليلي روش كاربرد

هدفمندغيرخطيارتعاشاتمسئله تير

پارامترابتدا يك تعريف بيبا صورتبعدزماني به جديد

tτ ω=،صورت)32(معادله :آيدميدر)44(به

)44(
2

2 2 3
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( )
( ) ( ) ( ) 0

d V
V V V

d

τ
ω α τ β τ γ τ

τ
+ + + =

آن در :كه

)45(

1

2 3
,
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P T N L Sh
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Nα α α α α α

β α γ α α

= + Ρ + + +

= = +

اوليهو صورتشرايط ميبه :باشدزير

)46(
(0)

(0) , 0
dV

V A
dτ

= =

حل منظور تحليلي)44(معادلهبه روش از استفاده با

شود زده حدس تقريبي جواب يك بايد ابتدا آنجا.هموتوپي، از

پريوديك حركت يك شده گرفته نظر در سيستم ارتعاشات كه

صورت به اوليه حدس سيستم، اوليه شرايط به توجه با و است

بود)47(رابطة :خواهد

)47(
0
( ) cos( )V Aτ τ=

آنكه در
max

A W r=بي دامنه ماكزيمم با برابر استو .بعد

آن بر صورتبنا به غيرخطي عملگر شد، گفته اين از پيش چه

مي تعريف :دشوزير
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= +
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φ τ ω ω α φ τ

τ

β φ τ γ φ τ

خطي عملگر هموتوپي، تحليلي روش از استفاده منظور به و

صور به شد)49(رابطةتاختياري خواهد گرفته نظر :در

)49([ ]
2

2

0 2

( ; )
( ; ) ( ; )

q
L q q

φ τ
φ τ ω φ τ

τ

 ∂
= + 

∂ 

اختياري )تابع )h τاختياري پارامتر وhو ناحيه ترتيب به

ميهمگرايينرخ تعيين را تقريبي تغييرات2شكل.كنندحل

مربوط پارامتر در تغيير با را هدفمند تير يك غيرخطي فركانس

ناحيه ميبه نشان مشاهدههمان.دهدهمگرايي كه طور

محاسبهشود،مي مرهتقريببا همگراييتباي ناحيه بالاتـر، ه

مي ميافزايش مشاهده ولي تقريبيابد، حتي كه مرتبهشود هاي

مي نشان را قبولي قابل دقت كوچك ناحيه يك در نيز -پايين

دليل.دهند همين پارامتربه نتايج، همه استخراج هايجهت

صورتهمگرايي 1hبه = )و− ) 1h τ شد= خواهد .]21[لحاظ

معادلهبا به معادلات)40(توجه گرفتن نظر در با و)48(و

اول)49( تقريب براي نوشتمي، :توان

)50(

22

2 2 01

0 1 02 2

2 2 3 3

0 0

( )( )
( ) ( )

( ) ( )

d VV
V V

d

V V

 ∂
+ = + 

∂ 

+ +

ττ
ω τ ω α τ

τ τ

βφ τ γ φ τ
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مدرس94 مكانيك 1391دي،5شمارة12دورةمهندسي

آن در اوليهكه صورتشرايط بودبه خواهد :زير

)51(1

1

(0)
(0) 0 , 0

dV
V

dτ
= =

معادله قراردادن با رابطه)47(حال نوشتمي،)50(در :توان

2

2 2 21

0 1 02

2 3

( ) 3
( ) cos( )

4

1
cos(2 ) cos(3 )

2 4

V
V A A

A W

 ∂  
+ = − −   ∂   

− − (52)

τ
ω τ ω α γ τ

τ

γ
β τ τ

معادله راست ترم)52(سمت ميشامل باعثهايي كه باشد

زمانپيدايش تابعروجملات در
1

Vرامي آنها بايد و شوند

نمود خواهدمسئلهاين.حذف جبري معادله يك پيدايش باعث

ف صفرم مرتبه تقريب آن حل كه نتيجهـشد را غيرخطي ركانس

:داريملذاودهدمي

)53(
0

2

0

3

4
Nonlinear

Aω ω α γ= = +

معادله حل با ف)52(همچنين نكته اعمال مرتبهوقو تقريب ،

زمانياول آمدصورتهبتابع خواهد بدست :زير

)54(

(

)

0 1

2 3 2

02

0

2 3 2

( ) ( ) ( )

1
(96 3 32 )cos( )

96

16 cos(2 ) 3 cos(3 ) 48

V V V

A A A

A A A

τ τ τ

ω γ β τ
ω

β τ γ τ β

= +

= − +

+ + −

قراربه با ترتيب باmدادنهمين معادله2برابر و)41(در

حضور از زماناجتناب غيرخطيازيتقريب،روجملات فركانس

1
ωمي بدست زير صورت :آيدبه

)55(
(

)

1

2

1 2

0

2 3 2 2

0

160 64
384

9 64 6 144

Nonlinear

A
A

A A A

ω ω β αβ
ω

γ ω β αγ βγ

= = − −

+ + − −

فركانس2شكل روي بر همگرايي ناحيه به مربوط پارامتر اثر بررسي

هدفمند تير يك غيرخطي

معادله به توجه با غيرخطي،)39(و فركانس اولتقريب مرتبه

صورت بودبه خواهد :زير

)56(
0 1

ω ω ω= +

نتايج��

روشجهت اين مقايسه به شده ارائه تحليلي حل دقت بررسي

روش ديگر ميبا پرداخته موجود ادامههاي در و نتايج،شود

به هدفمندمربوط تير يك غيرخطي ميارتعاشات .دشوارائه

ايزوتروپ تير يك تكيهتابتدا مرزي شرايط وسادهگاهحت

شد گرفته نظر در دامنهگيردار ازاي به نسبتو متفاوت، هاي

محاسبه آنان خطي به غيرخطي با.گرديدفركانس نتايج اين

تقريبحل تحليلي موجودهاي مقايسهـي ديگر مقالات شدهدر

و آمده،است بدست نتايج دقت بررسي منظور حلبه يك

گرفتعددي قرار بررسي اصليعنوانبهتا]22[مورد مرجع

گيردمقايسه .قرار

فوق جدولنتايج است2در شده داده همانطوركه.نشان

مي جوابديده هموتوپيشود تحليلي روش از حاصل هاي

مي نشان را عددي نتايج با خوبي بسيار .دهدمطابقت

به2جدول نتايج بين روشمقايسه از آمده برايدست مختلف هاي

ايزوتروپ تير خطي به غيرخطي فركانس نسبت

سادهتكيه :گاه

نتايج

جديد

نتايج

دديع

مرجع

]17[

مرجع

]24[

مرجع

]23[

دامنه

بعدبي

0891/1 0892/1 0897/1 0897/1 0891/1 1

3178/1 3178/1 3228/1 3229/1 3177/1 2

6259/1 6257/1 6393/1 6394/1 6256/1 3

9765/1 9760/1 9999/1 -- -- 4

گيردارتكيه :گاه

نتايج

جديد

نتايج

دديع

مرجع

]17[

مرجع

]24[

دامنه

بعدبي

0569/1 0569/1 0572/1 0628/1 1

2098/1 2098/1 2125/1 2140/1 2

4264/1 4263/1 4344/1 3904/1 3

6818/1 6816/1 6171/1 5635/1 4

بعد مرحله هدفمنددر تير آزاد بررسيغيرخطيارتعاشات

است مكاني.شده تيـخواص اين جدولـكي در هدفمند 3ر

ميـمش .شوداهده
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مدرس مكانيك 139195دي،5شمارة12دورةمهندسي

هدفمند3جدول تير دهنده تشكيل مواد خواص

واحد Si3N4 SuS304 ماده خاصيت

GPa 3/322 8/207 يانگ (E)مدول

- 24/0 3178/0 پواسون (ν)نسبت

kg/m3 2370 8166 (ρ)چگالي

1/K
6-

10×87/5
6-

10×33/12 حرارتي انبساط (α)ضريب

معادله به توجه آنجاو)4(با پارامتراز پايينيzكه صفحه در

بـبراب /اـر 2h−براب بالايي صفحه در بـو /اـر 2hبا،باشدمي

ي مدول حجمي، كسر توان ميمؤثرانگـافزايش پيدا وكاهش كند

ميچگالي، افزايش حرارتي انبساط ضريب و پواسون .يابندضريب

ازاي3شكلدر به تير ضخامت راستاي در ماده خواص تغييرات

است شده داده نشان حجمي كسر توان در .تغيير

كوپل)32(معادله از ناشي دو درجه غيرخطي ترم يك شامل

ميـخمشي برايكششي شده، ارائه روابط به توجه با كه باشد

همچنين و هدفمند و كامپوزيت ايزوتروپ، دوسرگيردار تيرهاي

خواهد صفر با برابر ترم اين باشد، داشته تقارن تير كه زماني

معادله و مي)32(بود تبديل دافينگ معادله .شودبه

خطي4شكل فركانس به غيرخطي فركانس نسبت تغييرات

ب تكيهـرا گيگاهراي ساده، سادهـهاي و گيردار نشانــ ردار

مي.دهندمي مربوطمشاهده فركانسي نسبت كمترين كه شود

تكيه گيرداربه ـ ساده به مـربوط آن بيشترين و گيـردار گاه

انتـظار.بـاشدمي چند هر كه داشت توجه نكته اين به بـايد

تكيهمي به مربوط فركانسي نسبت بيشترين باشدرفت ساده گاه

هندس به توجه بـا تكيهاما درگاهه هندسي تقارن عدم و ها

ايـنتكيه بـراي فركانسي نسبت بيشتريـن گيـردار، ـ ساده گاه

تكيه مينوع مشاهده .شودگاه

مدول)الف يانگتغييرات

چگالي)ب تغييرات

ضريب)ج پواسونتغييرات

حرارتي)د انبساط ضريب تغييرات

هدفمند3شكل تير خواص ضخامتتغييرات راستاي در

فركانگاهتكيهاثر4شكل نسبت روي بر مختلف سيهاي
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مدرس96 مكانيك 1391دي،5شمارة12دورةمهندسي

محوري9تا5هايشكل نيروي الاستيك، بستر ضرايب اثر

اث همچنين نشانـو طبيعي فركانس نسبت روي بـر را دما ر

با.دهندمي برابر حجمي كسر توان موارد اين همه نظر2در در

است شده .گرفته

سادهتكيه)الف گاه

گيردارتكيه)ب ـ ساده گاه

گيردارتكيه)ج گاه

بستر5شكل ضريب فركانسوينكلراثر نسبت روي بر خطي

تحت خطي به متفاوتغيرخطي مرزي شرايط

سادهتكيه)الف گاه

گيردارتكيه)ب ـ ساده گاه

گيردارتكيه)ج گاه

بستر6شكل ضريب فركانسوينكلراثر نسبت روي بر غيرخطي

متفاوت مرزي شرايط تحت خطي به غيرخطي
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روي هدفمند تير غيرخطي ارتعاشات .تحليل . رفيعي. انهمكاروپورحسين

مدرس مكانيك 139197دي،5شمارة12دورةمهندسي

كه مي5شكلدرهمانطور ضريبمشاهده افزايش شود،

غيرخطي فركانس نسبت كاهش به منجر خطي الاستيك بستر

مي مرزي شرايط همه براي خطي توجه.شودبه بايد البته

باعث خطي الاستيك بستر حضور كه سختيداشت افزايش

مي غيـرخطي و خطي فركانس افزايش نهايت در و شودتيـر

است غيرخطي از بيشتر خطي فركانس افزايش ميزان .ولي

ضريب6شكل افزايش از ناشي فركانسي نسبت افزايش ،

مي مشخص خوبي به را غيرخطي .نمايدالاستيك

به7شكل خطي به غيرخطي فركانس نسبت كاهش بيانگر

شرايطدليل همه براي برشي الاستيك بستر ضريب افزايش

مي الاستيكمرزي بستر با مشابه كه است حالي در اين و باشد

برشيوينكلر الاستيك بستر حضور باعث)پسترناك(خطي،

مي غيرخطي و خطي فركانس دو هر وليافزايش ميزانشود

است غيرخطي از بيشتر خطي فركانس .افزايش

و آن از نسبتپس روي بر محوري بار اثر بررسي به ادامه در

مي پرداخته فركانس8شكل.شودفركانسي نسبت تغييرات

برايغيرخطي را خطي ميبه نشان متفاوت محوري .دهدبارهاي

و خطي فركانس دو هر محوري، بار افزايش با اگرچه

مي پيدا كاهش محوريغيرخطي بار مقدار افزايش اما كنند،

ميباعث خطي به غيرخطي فركانس نسبت اينافزايش و شود

فركانسبه به نسبت خطي فركانس شديدتر كاهش دليل

مي .باشدغيرخطي

در فركانسي نسبت روي بر دما يعني پارامتر آخرين اثر

است9شكل شده مي.آورده انتظار كه افزايشهمانطور رود،

مشاب اثري مرجع، دماي به نسبت محيط باردماي اثر با ه

دارد تغييرات.محوري كه داشت توجه موضوع اين به بايد البته

ارتفاع به طول نسبت از تابعي شدت به دما با فركانسي نسبت

مي تير لاغري ضريب همان يا اين.باشدتير فوق شكل در

با برابر است20نسبت شده گرفته نظر .در

پ اثـر بهتـر مشاهده منظور به پايان بهدر مختلف ارامترهاي

نسبت همچنين و غيرخطي فركانس روي بر تركيبي، صورت

است شده استخراج بيشتري نتايج هدفمند، تير يك .فركانسي

جداول قالب در نتايج متفاوت6تا4اين مرزي شرايط براي

است شده اساس.ارائه بر جداول، اين به مربوط محاسبات

لاغري حجمي20ضريب كسر توان است2و گرفته .صورت

سادهتكيه)الف گاه

گيردارتكيه)ب ـ ساده گاه

گيردارتكيه)ج گاه

فركانس7شكل نسبت روي بر برشي الاستيك بستر ضريب اثر

متفاوت مرزي شرايط تحت خطي به غيرخطي
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مدرس98 مكانيك 1391دي،5شمارة12دورةمهندسي

سادهتكيه)الف گاه

گيردارتكيه)ب ـ ساده گاه

گيردارگاهتكيه)ج

محورياثر8شكل خطيبار به غيرخطي فركانس نسبت روي بر

متفاوت مرزي شرايط تحت

سادهتكيه)الف گاه

گيردارتكيه)ب ـ ساده گاه

گيردارتكيه)ج گاه

تحتدماثرا9شكل خطي به غيرخطي فركانس نسبت روي بر

متفاوت مرزي شرايط
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مدرس مكانيك 139199دي،5شمارة12دورةمهندسي

مختلف4جدول پارامترهاي ازاي به هدفمند تير فركانسي نسبت و غيرخطي سادهتكيه(فركانس )گاه

غيرخطي خطيفركانس به غيرخطي فركانس نسبت

KNLKNL

KLAPT500500

KSKSKSKS

250250250250

1100733/19877/11020/19685/100637/12035/10253/10826/1

50963/20846/13293/20729/120559/11405/10222/10566/1

02858/22435/16339/20772/122322/16653/10964/12941/1

50936/23943/17540/21648/142057/14779/10850/12065/1

013964/18527/10222/181726/90693/12785/10275/11140/1

50243/20718/12549/19609/110602/11717/10239/10695/1

02189/22466/15592/19497/112512/18783/11047/13963/1

50303/23068/17837/20572/132205/15725/10913/12504/1

010100513/186646/9754/171751/80731/13545/10291/11458/1

50821/19027/12112/19850/100631/11973/10250/10801/1

02801/21877/14154/19689/102637/10850/21102/14981/1

50933/22547/16426/20913/122300/16473/10955/12855/1

013692/178891/7896/169743/50806/17094/10320/12945/1

50057/19697/10319/183661/90686/12669/10272/11092/1

02101/21774/13357/180575/92888/19847/21212/19629/1

50269/22583/15681/19658/112487/18455/13806/13806/1

نسبت5جدول و غيرخطي بهفركانس هدفمند تير پارامترهايفركانسي گيردارتكيه(مختلفازاي ـ ساده )گاه

غيرخطي خطيفركانس به غيرخطي فركانس نسبت

KNLKNL

KLAPT500500

KSKSKSKS

250250250250

0100255/25708/18973/23944/161016/12134/10457/10990/1

50226/26000/20994/24359/180932/11791/10419/10824/1

02153/31096/26868/26840/203589/16926/11720/13517/1

50948/31044/27783/27005/223317/15944/11581/12973/1

013561/24761/17242/23894/151087/12460/10489/11151/1

50559/25117/19294/24394/170989/12014/10445/10931/1

02591/30420/25218/26995/193806/17834/11832/14028/1

50401/31393/26154/27207/213501/16587/11675/13328/1

10300796/21685/13299/20173/111443/15803/10657/12902/1

914/22404/15495/21214/131278/13778/10579/11819/1

2407/28727/22649/23489/164914/16245/22416/19041/1

279/29815/23683/24937/174410/11301/22148/16044/1

13989/20359/12431/195198/91585/19431/10725/14968/1

148/22239/14677/20841/111388/14972/10631/12450/1

2789/27942/21907/22410/155338/14498/32643/14228/2

680/28069/23973/23950/164746/14256/22326/17822/1

مختلف6جدول پارامترهاي ازاي به هدفمند تير فركانسي نسبت و غيرخطي گيردارتكيه(فركانس )گاه
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روي هدفمند تير غيرخطي ارتعاشات .تحليل . رفيعي. انهمكاروپورحسين

مدرس100 مكانيك 1391دي،5شمارة12دورةمهندسي

غيرخطي خطيفركانس به غيرخطي فركانس نسبت

KNLKNL

KLAPT500500

KSKSKSKS

250250250250

0100617/30089/25429/29630/230770/11214/10352/10562/1

50423/31068/26266/30666/240727/11110/10332/10512/1

02328/36774/31222/32015/272779/14202/11335/12075/1

50014/37559/32990/32928/272635/13876/11262/11902/1
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