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  مقدمه - 1

هاي انتقال قدرت است كه سيستم شافت يكي از انواع سيستم

. خاطر داشتن سرعت بالا و وزن كم كاربردهاي زيادي دارد به

اي است كه از چند شافت متصل به هم  مجموعه اين سيستم

از شافت راننده به  دوراني حركت و در آن تشكيل شده است

اساس كاربرد اين مجموعه،  بر. شود پيرو منتقل مي )هاي (شافت

براي اتصال . راستا باشندتوانند ناهم ها مي محور شافت

يك  ].1[هاي زيادي وجود دارد محور، روشهمغيرهاي  شافت

هاي ديگري است كه با نام 1راه متداول استفاده از اتصال هوك

4و اتصال 3، اتصال يونيورسال2كارداناز جمله اتصال 
U  نيز

مزيت اين اتصال نسبت به بقيه اتصالات و . شود شناخته مي

و نيروي محوري  گشتاورتحمل  5ها هاي بين شافت كوپلينگ

زياد، قيمت پايين و نسبتاً راستايي ناهم هايبالا، كار در زاويه

مشكلاتي نيز  البته استفاده از اين اتصال .باشد تعمير آسان مي

پيرو نوسان  )هاي(شود شافتراستايي سبب ميدارد؛ ناهم

 )حتي اگر سرعت شافت راننده ثابت باشد( متناوب داشته باشد

كه اين نوسان ارتعاشات پيچشي را از شافت راننده به 

تواند موجب  كند و اين امر مي پيرو منتقل مي )هاي(شافت

  .ناپايداري سيستم شود

 از سيستم شافتيك درجه آزادي خطي يك مدل  ]2[پرتر

او با استفاده از تئوري . قرار دادبررسي  مورددرنظر گرفت و  را

بيني نواحي تشديد  موفق به تهيه جدولي براي پيش 6فلوكه

يك مدل يك  ]3[سپس پرتر و گرگري. پارامتري اوليه شد

ها با استفاده از  آن. نظر گرفتندخطي را دردرجه آزادي غير

را مورد مطالعه قرار رفتار سيستم  7لياپانوف-كاره پونروش 

به بررسي سيستمي كه خيلي  ]4[ف و همكارانشايدين. دادند

براي  ،]5[چانگ. شبيه مدل قبل بود با همان روش پرداختند

هاي مرتبه بالاتر، هر دو مدل يك درجه  دستيابي به تقريب

داري او تحليل پاي. نمودآزادي خطي و غيرخطي را مطالعه 

 ]6[آسوكتان و هوانگ. انجام داد 8سيستم را به روش پرتربيشن

به يك مدل دو درجه آزادي خطي پرداختند و از يك روش 

                                                            

1. Hooke’s joint 

2. Cardan joint 

3. Universal joint 

4. U joint 

5. Shaft couplings 

6. Floquet theory 

7. Poincare-lyapunov 

8. Perturbation method 

بهره ن نواحي تشديد پارامتري اوليه تعييگيري براي  ميانگين

 به را] 6[مدلي مشابه ] 7[همچنين آسوكتان و وانگ .دندبر

از آن آسوكتان و بعد . دندنموبررسي  9روش توان لياپانوف

خطي را مورد مطالعه يك مدل دو درجه آزادي غير ]8[ميهن

       عددي، بعضي رفتار نامنظم سيستم را  روشقرار دادند و با 

درجه يك مدل دو ] 9[اسميت و همكارانشدي .دست آوردندهب

نظر گرفتند و ناپايداري سيستم را آزادي با استهلاك ويسكوز در

   .بررسي كردندبا تئوري فلوكه 

به مطالعه يك سيستم شافت با ] 10[مازآي و همكارانش

يك اتصال هوك پرداختند و نواحي ناپايداري را به روش 

تأثير وجود ] 11[هاآن. دست آوردندهب 10مندرمي ماتريس

پذير  كننده در پايداري سيستم را در مدل انعطاف مستهلك

. كردندخطي بررسي خطي و نيز مدل صلب خطي و غير

كمترين مقدار استهلاك مورد ] 12[همچنين در مقاله ديگري

نياز سيستم را براي انتقال از ناحيه ناپايدار پارامتريك به پايدار 

اساس  ها براي اين منظور يك مدل صلب بر آن. دست آوردندهب

نظر گرفتند و نواحي ناپايداري را به روش در] 13[مدل سايگو

به بررسي ] 14[مازاي و اسكات .تخمين زدند 11نامحدود هيل

. پرداختند شتابداريك مدل دو درجه آزادي با سرعت ورودي 

اي شافت راننده از كمتر از مقداري كه موجب  سرعت زاويه

شد و به صورت خطي افزايش تشديد سيستم شود شروع مي

ها اين مسئله را به روش مندرمي ماتريس و تعيين آن. يافتمي

به مطالعه درباره ] 15[سپس مازاي. كردند نامحدود هيل تحليل

او . تشديد در سيستم انتقال قدرت و عبور از آن حالت پرداخت

مازاي معادلات ديفرانسيل . نظر گرفتدر] 14[مدلي مانند 

ناهمگن سيستم را كه معادلاتي با دوره تناوب مشخص بود 

استخراج و به روش انرژي بررسي كرد كه يك سيستم به چه 

تواند در حالت تشديد بماند، بدون آنكه به آن آسيبي يميزان م

   .وارد شود

هاي دوار به بررسي پاسخ فركانسي شافت ]16[بولوت

         به  وپرداخت  در سيستم محور دو درجه آزادي غيرخطي

سازي خطي را خطيغير بعدييك مدل دو  ]17[پارلار همراه

 مندرمي ماتريسپايداري آن را به كمك روش تحليل كرده، 

  .دندانجام دا

                                                            

9. Lyapunov exponent 

10. Monodromy matrix method 

11. Hill’s infinite method 
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هدف از اين پژوهش، تحليل پايداري يك سيستم متشكل 

ي گذشته، در كارها. از سه محور با اتصال هوك است

هايي با يك اتصال هوك پرداخته سيستمپژوهشگران به مطالعه 

در . باشندها داراي دو درجه آزادي مياين سيستم. بودند

انتقال سرعت و درت لازم است هاي انتقال قبسياري از سيستم

در . محيط فضايي انجام شودگشتاور در خارج از صفحه و در 

از  چنين شرايطي نياز به مدل سه درجه آزادي است كه در آن

در . شودميدو اتصال هوك براي انتقال حركت دوراني استفاده 

اين موارد، تحليل نواحي ناپايداري و بررسي انواع تشديدهاي 

  .اهميت است سيستم حائز

از جمله كاربردهاي اين مدل، استفاده از آن در سيستم 

 .باشد محوره ميها و خودروهاي سنگين سه انتقال قدرت كاميون

هايي كه محدوديت فيزيكي وجود دارد و  در مكان ،همچنين

توجه به محدوده  و با (توان با استفاده از تنها دو شافت  نمي

از مبدا توليد حركت دوراني به  )كارگيري اتصال هوكهزاويه ب

  .رودكار ميهاي رسيد كه توان و گشتاور مورد نياز است، ب نقطه

  

  شرح مسئله  - 2

ب موجود در معادله ديفرانسيل حركت سيستم داراي اگر ضراي

پارامترهاي تحريك خارجي باشند، در صورتي كه فركانس 

هاي ارتعاشي تحريك خارجي نسبت صحيحي از فركانس مود

اي ب به صورت تحريك پارامتريك برسيستم باشد، اين ضراي

، ناپايداري پارامتريك در كنند و در نتيجهسيستم عمل مي

  سيستم  درناپايداري،   نوع  اين  .]18[آيد مي  وجودهب  سيستم

محور كمتر بررسي شده و ناشي از كوپلينگ پيچشي اعمالي بر 

  . باشد شافت توسط اتصال يا كوپلينگ مي

كه با  ،در اين مقاله پايداري ديناميكي يك سيستم شافت

، با روش مندرمي ماتريس بررسي اتصال هوك متصل گشته

يك مدل سه درجه آزادي شامل  ،براي اين منظور. شده است

محور بوده همجرم و غير لاستيك پيچشي كه بدون سه شافت ا

و هر كدام در يك سر به ديسكي صلب متصل گشته، درنظر 

ت حركت سيستم پس از معادلا). 1شكل ( ه شده استگرفت

بعدسازي با روش مندرمي ماتريس كردن و بياستخراج، خطي

صورت جداول  در نهايت نتايج به. مورد تحليل قرار گرفته است

پايداري بر حسب پارامترهاي مختلف سيستم از جمله زاويه 

  .ها و سرعت دوران ورودي گزارش شده استمحور شافت

 
شافت راننده و (شماتيك يك سيستم شافت در سه بعد  1 شكل

  .)توانند در صفحات مختلف باشند شافت پيرو دوم مي

  

  مدل رياضي  - 3

هاي راننده، پيرو ن مدل سه شافت وجود دارد كه شافتدر اي

راستا نيستند ها هممحور شافت. انداول و پيرو دوم ناميده شده

زاويه . اندمرتبط شده يكديگروسيله اتصال هوك به  و به

شافت راننده و شافت ) اختلاف زاويه محورهاي(راستايي  ناهم

راستايي شافت پيرو اول و شافت پيرو و زاويه ناهم 1βپيرو اول 

هر شافت داراي يك درجه آزادي . ناميده شده است 2βدوم 

سيستم داراي سه درجه آزادي بوده و  مجموع است كه در

نده و شافت پيرو دوم نشافت را(دارد ) بعديسه(حالت فضايي 

هر شافت داراي سختي ). توانند در دو صفحه مجزا باشندمي

iپيچشي 
k  و استهلاك ويسكوز پيچشيi

c  به يك  واست

iديسك با اينرسي دوراني 
J در انتهاي سمت راست متصل 

انتهاي سمت چپ شافت راننده، يك چرخ طيار  در .است گشته

وجود دارد تا اين شافت با سرعت ثابت 
0Ω اين . دوران كند

 د و درتواند رفتار مدهاي پايه سيستم را نشان دهمدل مي

تواند مورد استفاده قرار بگيرد هايي مينتيجه فقط براي سيستم

  .مرتبه باشندها همهاي آنهاي پيچشي پايه شافتكه فركانس

آيد دست ميهارتعاشات پيچشي سيستم طبق روابط زير ب

  ).الف ملاحظه شودپيوست (

1 1 1 1 01 2 2 1 1 01 1 2 0J c c k kθ θ η θ θ η θ+ − + − =�� � �  

2 2 01 1 01 0 1

2 2 02 3 3 2 2 02 3 3

[ ( )]

0

J

c c k k

θ η θ η θ

θ η θ θ η θ

+ + Ω +

+ − + − =

�� �� ��

� �
 

3 3 02 2 01 1 01 0 1

02 2 01 0 1 3 3 3 3

[ ( ( ( )))

( ( ))] 0

J

c k

θ η θ η θ η θ

η θ η θ θ θ

+ + + Ω +

+ + Ω + + + =

�� �� �� ��

� � ��

 

)1(  

)2(  

)3(  
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، �1θاند و مختصات پيچشي 3θو  1θ ،2θدر اين روابط 

2θ� ،3θ�  1وθ�� ،2θ�� ،3θ�� دهنده مشتقات اول و ترتيب نشانبه

نسبت انتقال سرعت در  02ηو  01η. دوم نسبت به زمان است

  ]19[باشداولين و دومين اتصال هوك مي

1 1
1 2 2

1 1 1 1

cos

( ) 1 sin sin

out

in

β
η

ϕ β ϕ

Ω
= =

Ω = −�
 

2 2
2 2 2

2 2 2 2

cos

( ) 1 sin sin

out

in

β
η

ϕ β ϕ

Ω
= =

Ω = −�
 

  كه در اين روابط

1 0 1tϕ θ= Ω +  

2 1 2out tϕ θ= Ω +  

ها  با بسط آن. باشندمي معادلات حركت سيستم غيرخطي

لوران وسيله سري مك  به
1θ� ،

2θ� ،
3θ� ،

1θ�� ،
2θ��  و

3θ��  و

بودن مقادير نظر از جملات غيرخطي، با فرض كوچكصرف

تا ) 1(هاي مرتبه بالا، معادلات ارتعاشي و عدم وجود فركانس

  ).ب ملاحظه شود پيوست(آيند مي صورت خطي در  به) 3(

  بعدبا تعريف پارامترهاي بي

0 1
0

1 1 1 1

, ,
c

t
k J k J

τ ζ
Ω

= Ω Ω = =  

-فرم برداري آمده و در بعد درصورت بي معادلات حركت به

  .شوندصورت زير نوشته مي ماتريسي به

[ ] [ ] ( )
( ) ( )

1 1 1

2 2 2 01

3 3 3 01 02

0

E F

θ θ θ

θ θ θ η τ

θ θ θ η τ η τ

′′ ′       
       

′′ ′ ′+ + = −       
       ′′ ′ ′ ′−          

1θ در اين رابطه ′ ،2θ ′ ،3θ 1θو  ′ ′′ ،2θ ′′ ،3θ ترتيب  به ′′

و  Eد و نباشمي τمشتقات اول و دوم نسبت به  دهنده نشان

F هايشان چنين استهستند كه درايه 3×3هاي ماتريس:  

11 2E ζ= Ω

 

( )12 01 12E η τ α ζ= − Ω

 

13 0E =

 

( ) ( )21 01 012E η τ η τ ζ′= − Ω

 

( )( )2

22 1 01 12( ) 1E α ζ η τ γ= Ω +

 

( )23 2 1 02(2 )E α ζ γ η τ= − Ω

 

( ) ( )31 01 02E η τ η τ′ ′=

 

( ) ( )32 02 1 1 02(2 )E η τ α ζ γ η τ′= − Ω

 

( )( )2

33 2 02 12( ) 1E α ζ η τ γ= Ω +

 

2

11 1F = Ω

 

( ) 2

12 01 1F η τ µ= − Ω

 

13 0F =

 

( ) 2

21 01F η τ= Ω

 

( )( )2 2

22 1 01 1( ) 1F µ η τ γ= Ω +

 

( )2

23 2 1 02( )F µ γ η τ= − Ω

 

( ) ( )31 01 02F η τ η τ′′ ′=

 

( )2

32 1 1 02( )F µ γ η τ′′= Ω

 

( )( )2 2

33 2 02 1 2( ) 1F µ η τ γ γ= Ω +  

سازي شده براي ارتعاشات پيچشي ، رابطه خطي)9(معادله 

  .باشدميراديان  πسيستم مورد نظر است كه دوره تناوب آن 

1
01 01 2 2

1

cos
( ) ( )

1 sin sin

β
η τ η τ π

β τ
= + =

−
 

2
02 02 2 2

2

cos
( ) ( )

1 sin sin

β
η τ η τ π

β τ
= + =

−
 

  

  تحليل پايداري ديناميكي  -4

يفرانسيل خطي با ضرايبي با ديك دستگاه معادلات ) 9(معادله 

. باشد مي) 1هيل-يك دستگاه معادلات متيو( πدوره تناوب 

. شودپايداري اين دستگاه به روش مندرمي ماتريس انجام مي

تكنيكي ساده و قابل اطمينان است  ]20[روش مندرمي ماتريس

هايي كه تحريك پارامتريك پايداري در سيستم تحليلو براي 

دارند و مقدار ضرايب، هارمونيك و وابسته به زمان است مورد 

پايداري تمام نقاط در يك  ،در اين روش. گيرداستفاده قرار مي

اساس پارامترهاي سيستم بررسي  تعيين شده، بر محدوده

تواند تمام نقاط و از اين رو دقت بالايي دارد و مي شود مي

ناپايدار موجود در محدوده را معين نمايد؛ البته اين كار را با 

دهد و به همين انجام حجم زيادي از محاسبات رياضي انجام مي

دادن نياز دارد و هرچه دقت دليل زمان نسبتاً زيادي براي پاسخ

 اط بيشتري را بررسي كرده، دربالاتري مورد نظر باشد، تعداد نق

 نتايج به ،روش ايندر . كندنتيجه زمان بيشتري صرف مي

ك جفت از پارامترهاي يحسب  صورت جداول پايداري بر

                                                            

1. A set of Mathieu-Hill equations 

)4(  

)5(  

)6(  

)7(  

)8(  

)10(  

)11(  

)9(  
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)13(  

)16(  

طور مختصر آورده  ادامه به اين روش در. شودسيستم بيان مي

  . شده است

  :باشديك فضاي حالت از سيستم بدين صورت مي

1 2 1 2 1 2 1 2( , , , , , , , , ).u H uα α β β γ γ µ µ τ′ =  

{ }1 2 3 1 2 3, , , , ,
T

u θ θ θ θ θ θ′ ′ با دوره  6×6يك ماتريس  Hو  =′

  .صورت زير استبه πتناوب 

1 2 1 2 1 2 1 2( , , , , , , , , )
O I

H
F E

α α β β γ γ µ µ τ
 

=  − − 
 

I و  3×3ماتريس واحد  يكO  3×3يك ماتريس صفر 

  .باشد مي

اين دستگاه بدين ، حل ]18[با توجه به تئوري فلوكه 

  :صورت است

( ) ( ) R
Q e

ττ τΦ =  

Q  يك ماتريس با دوره تناوبπ است و R  يك ماتريس

  به) ماتريس مندرمي( Sثابت كه به ماتريس ثابت ديگر يعني 

)صورت  )1 logR Sπ= اگر معادلات خطي  .وابسته است

(0) ،باشند شده IΦ )و = )S π= Φ باشد مي.  

;مقادير ويژه ماتريس مندرمي 1,2,3,4,5,6k kσ براي  =

اگر  ،ستم پايدار استسي. روندكار ميهتحليل پايداري سيستم ب

)modها kازاي تمام ه و تنها اگر ب ) 1kσ باشد و يا  ≥

Re( ) 0kσ ≤.  

گيري وسيله انتگرال در اين مقاله ماتريس مندرمي به

دست آمده است و مقادير ويژه آن هب) 12(عددي از معادله 

روش . شود ارزيابياند تا پايداري سيستم محاسبه شده

و مقدار گيري عددي استفاده براي انتگرال )45RK( 1كوتا رانج

گرفته  نظردر 10-8، مشابه مراجع گذشته ،2تلرانس كنترل خطا

  . ]9[شده است
  

  بررسي صحت مدل و تحليل صورت گرفته  - 5

دليل اينكه در مراجع مختلف حل مسئله مورد نظر موجود  به

كار گرفته شده، در هت روش حل بنبوده، به منظور بررسي دق

 ،اتصال هوك دوم و در نتيجه شافت پيرو دوم بدونابتدا مسئله 

چنين . شده استمقايسه  حل و با نتايج موجود در مراجع

اي داشته و در فرضي به معناي آن است كه مدل حالت صفحه

                                                            

1. Runge Kutta method 

2. The value of error control tolerance 

اين  درنظر گرفتنتحليل پايداري با  .دو بعد توانايي حركت دارد

  :بعد مسئله انجام شده استمقادير براي پارامترهاي بي
1 1 10.001, 1, 1, 10ζ α µ γ= = = =  

در شكل  هاييصورت گراف به ]16[كارهاي گذشته نتايج

هاي راستايي را در نسبت سرعت اثر زاويه ناهم ارائه شده كه 2

  .دهند نشان مي محورهامختلف بر پايداري ديناميكي 

، به تحليل مقاديربا درنظر گرفتن همين  ،در مرحله بعد

شود تا صحت شده در اين مقاله پرداخته ميپايداري مدل ارائه

       گزارش داده  2نتايج در شكل . آن مورد بررسي قرار گيرد

  .شده است

از تحليل پايداري مشخص است، نتايج  2 شكلكه از  چنان

ها انطباق خوبي داشته و تفاوت نظر شكل ظاهري و مكان قله

 كه توسط  هاييمحدوده ،بنابراين .قابل توجهي وجود ندارد

     اند مورد تأييد مراجع بيني شدهناپايدار پيششده، مدل ارائه

  .باشند نيز مي

عددي، بحثي  مواردقبل از ارائه تحليل پايداري در قالب 

  چنان. پيرامون نواحي ناپايدار مورد انتظار، لازم به طرح است

هاي هاي ناپايداري بستگي به فركانسحوزه ،كه مشخص است

توان با محاسبه و تحليل بنابراين مي .طبيعي سيستم دارند

دست آمده هها و مقايسه با نواحي ناپايدار باثرات متقابل آن

        شده، صحت تحليل و مدل را مورد بررسي توسط مدل ارائه

  .قرار داد

هاي طبيعي سيستم شافت، با توجه به اثرات فركانس

 كه دارند، نواحي ناپايدار همساز و زير 4و نيز تركيبي 3همساز

  .آورند وجود ميهو نيز تركيبي تجميعي و تفريقي ب 5همساز 

 SΩو زير همساز  HΩنواحي تشديد پارامتريك همساز 

  .]15[آينددست ميهام از روابط زير بkمرتبه 

, ; 1,2,3; 1,2,3,...
2 2 1

H Si i
ik ik i k

k k

ω ω
Ω = Ω = = =

−
)15(  

  

نواحي تشديد پارامتريك تركيبي تجميعي  ،همچنين
C +Ω و تركيبي تفريقيC −Ω  مرتبهkبه صورت زير است ام.  

3 1 3 22 1
12 13 23, ,

2 2 2

1,2,3; 1,2,3,...

C C C

k k k
k k k

i k

ω ω ω ωω ω± ± ±± ±±
Ω = Ω = Ω =

= =

 

  

                                                            

3. Harmonic 

4. Combination 

5. Sub-hormonic 

)12(  

)14(  
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  شده توسط مدل مقاله

نگي داشته و تفاوت قابل توجهي 

  .كند كه اين تطابق صحت تحليل مدل را تصديق مي

  نواحي ناپايدار همساز و زير همساز

Ω  

178/0

059/0  

025/1  

342/0  

737/1  

579/0  

  تركيبي تجميعي و تركيبي تفريقي

CΩ  

424/0

212/0  

356/0  

178/0  

780/0  

390/0  

 موارد قالب در 

فرم جداول پايداري برحسب جفت 

هاي مختلف نشان داده شده 

رضاييمسعود سلطان

شمارة  12دورة  مهندسي مكانيك مدرس

شده توسط مدل مقاله

نگي داشته و تفاوت قابل توجهي 

كه اين تطابق صحت تحليل مدل را تصديق مي

نواحي ناپايدار همساز و زير همساز

SΩ

178 

059

025

342

737

579

تركيبي تجميعي و تركيبي تفريقي

C −Ω

424 

212

356

178

780

390

 سيستم در اين بخش تحليل پايداري ديناميكي

فرم جداول پايداري برحسب جفت 

γ هاي مختلف نشان داده شده

بعدسرعت دوران بي

مسعود سلطان

مهندسي مكانيك مدرس

شده توسط مدل مقالهتحليل ارائه) ب

نگي داشته و تفاوت قابل توجهي ها هماهظاهري و مكان قله

كه اين تطابق صحت تحليل مدل را تصديق مي

نواحي ناپايدار همساز و زير همساز  1

HΩ  

089/0  

045/0  

513/0  

256/0  

869/0  

434/0  

تركيبي تجميعي و تركيبي تفريقي نواحي ناپايدار

C +Ω  

602/0  

301/0  

381/1  

691/0  

958/0  

479/0  

  حل عددي

در اين بخش تحليل پايداري ديناميكي

فرم جداول پايداري برحسب جفت  نتايج به

β  1درβ  2وγ

 سرعت دوران بي

مهندسي مكانيك مدرس                                                                                                 

ب(، ]16[زارش داده شده در ديگر مراجع

ظاهري و مكان قله

كه اين تطابق صحت تحليل مدل را تصديق مي ندارد وجود

1جدول 

  

11Ω  

12Ω  

21Ω  

22Ω  

31Ω  

32Ω  

نواحي ناپايدار  2جدول 

  

121Ω  

122Ω  

231Ω  

232Ω  

131Ω  

132Ω  

حل عددي  -

در اين بخش تحليل پايداري ديناميكي

نتايج به و عددي انجام

2βپارامترهاي  − Ω

                                                                                                 

  

  

  

زارش داده شده در ديگر مراجع

در  

6 4

( ( ) ( ))

ω µ µ ω

µ µ

+ + + + + +

+ =

γ  و

 هاي طبيعي

1 2 3ω ω ω  

همساز و همچنين 

ترتيب از 

هاي طبيعي 

تفكيك 

هاي طبيعي 

دست آمدند، تحليل پايداري توسط مدل 

شده در مقاله به روش مندرمي ماتريس انجام گرفته و نتايج 

مشخص 

ني شده توسط مدل با نتايج 

شده توسط معادلات تشديد پارامتريك از لحاظ شكل 

ظاهري و مكان قله

وجود
  

  

  

6-

در اين بخش تحليل پايداري ديناميكي

عددي انجام

پارامترهاي 

  سيستم متشكل از سه محور با اتصال هوك

                                                                                                 

زارش داده شده در ديگر مراجعتحليل گ) 

ζ 1Ωو  = = 

  .آينددست مي

6 4

1 2

1
2 1 2

1 2 1 2 1 1 2

1 2

1 2

(1 (1 ) ( ))

1 1 1 1 1
( ( ) ( ))

0

ω µ µ ω

µ
µ µ µ ω

γ γ γ γ γ γ γ

µ µ

γ γ

+ + + + +

+ + + + + +

+ =

1 2µ µ= = ،2 10γ =

هاي طبيعيبراي پارامترهاي سيستم، مقدار فركانس

  .شده است

1 2 30.178, 1.025, 1.737ω ω ω= = =

همساز و همچنين 

k(  ترتيب از به

هاي طبيعي و با درنظر گرفتن فركانس

تفكيك  به 2و  1در جدول 

هاي طبيعي ها فركانس

دست آمدند، تحليل پايداري توسط مدل 

شده در مقاله به روش مندرمي ماتريس انجام گرفته و نتايج 

مشخص  3با شكل 

ني شده توسط مدل با نتايج 

شده توسط معادلات تشديد پارامتريك از لحاظ شكل 

سيستم متشكل از سه محور با اتصال هوك

                                                                                                 

) الف(راستايي، ناهم

 ،2 0β = ،0=

دست ميههاي طبيعي سيستم ب

6 4

1 2

1 2 1

2 1 2

1 2 1 2 1 1 2

1 1 1
(1 (1 ) ( ))

1 1 1 1 1
( ( ) ( ))

ω µ µ ω
γ γ γ

µ µ µ ω
γ γ γ γ γ γ γ

+ + + + +

+ + + + + +

1 2α α= = ،1 2 1µ µ= =

براي پارامترهاي سيستم، مقدار فركانس

شده استبدين صورت 

1 2 30.178, 1.025, 1.737ω ω ω= = =

همساز و همچنين  نواحي تشديد پارامتريك همساز و زير

1,2k( شده تا مرتبه دوم =

و با درنظر گرفتن فركانس

در جدول اند و 

ها فركانسسپس طبق مفروضاتي كه طي آن

دست آمدند، تحليل پايداري توسط مدل 

شده در مقاله به روش مندرمي ماتريس انجام گرفته و نتايج 

با شكل  2و  1هاي كه از مقايسه جدول

ني شده توسط مدل با نتايج بي

شده توسط معادلات تشديد پارامتريك از لحاظ شكل 

بعدسرعت دوران بي

سيستم متشكل از سه محور با اتصال هوك

                                                                                                 

ناهماثر زاويه  2شكل 

1با درنظر گرفتن  0β = ،

هاي طبيعي سيستم ب، فركانس

6 4

1 2 1

2 1 2

1 2 1 2 1 1 2

1 1 1
(1 (1 ) ( ))

1 1 1 1 1
( ( ) ( ))

ω µ µ ω
γ γ γ

µ µ µ ω
γ γ γ γ γ γ γ

+ + + + +

+ + + + + +

1با فرض مقادير  2 1α α= =

براي پارامترهاي سيستم، مقدار فركانس

بدين صورت  )برحسب راديان بر ثانيه

0.178, 1.025, 1.737= = =

نواحي تشديد پارامتريك همساز و زير

شده تا مرتبه دوم تركيبي محاسبه

و با درنظر گرفتن فركانس) 18( و) 

اند و محاسبه شده) 

سپس طبق مفروضاتي كه طي آن

دست آمدند، تحليل پايداري توسط مدل هب) 20

شده در مقاله به روش مندرمي ماتريس انجام گرفته و نتايج 

  . ارائه شده است

كه از مقايسه جدول

بيشود، نواحي ناپايدار پيش

شده توسط معادلات تشديد پارامتريك از لحاظ شكل 

 سرعت دوران بي

سيستم متشكل از سه محور با اتصال هوكپايداري يك 

74                                                                                                 

شكل 

با درنظر گرفتن 

، فركانس)15(معادله 

2

1 2 1 2 1 1 2

1 1 1 1 1
( ( ) ( ))µ µ µ ω
γ γ γ γ γ γ γ

 

با فرض مقادير 

1 1γ براي پارامترهاي سيستم، مقدار فركانس =

برحسب راديان بر ثانيه(

نواحي تشديد پارامتريك همساز و زير

تركيبي محاسبه

) 17(معادلات 

) 20(در معادله 

   .آمده است

سپس طبق مفروضاتي كه طي آن

20(در معادله 

شده در مقاله به روش مندرمي ماتريس انجام گرفته و نتايج ارائه

ارائه شده است 3در شكل 

كه از مقايسه جدولچنان

شود، نواحي ناپايدار پيشمي

شده توسط معادلات تشديد پارامتريك از لحاظ شكل محاسبه

)18(  

)17(  

74

  

معادله 

1

)

تركيبي محاسبه

معادلات 

در معادله 

آمده است

در معادله 

ارائه

در شكل 

مي

محاسبه
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، در دو 2βراستايي اتصال هوك دوم 

و دو مقدار مختلف نسبت 

2γ ( بررسي و

فرم جداول پايداري بر حسب جفت پارامترهاي 

. گزارش شده است

  .استدهنده نواحي ناپايداري سيستم شافت 

  

  با نتايج حاصل از مدل ارائه شده در مقاله

  

  بر ناپايداري در

رضاييمسعود سلطان

                                                                      

بعدسرعت دوران بي

راستايي اتصال هوك دوم 

و دو مقدار مختلف نسبت ) 

 )2 10, 100γ =

فرم جداول پايداري بر حسب جفت پارامترهاي 

گزارش شده است 6تا  4هاي 

دهنده نواحي ناپايداري سيستم شافت 

با نتايج حاصل از مدل ارائه شده در مقاله

بر ناپايداري در نسبت اينرسي

100و 
2

γ =  

مسعود سلطان

                                                                      

 سرعت دوران بي

راستايي اتصال هوك دوم در ادامه اثر ميزان ناهم

)1 0.2, 0.4β =

 2γ شافت سوم

فرم جداول پايداري بر حسب جفت پارامترهاي 

β هاي  در شكل

دهنده نواحي ناپايداري سيستم شافت 

با نتايج حاصل از مدل ارائه شده در مقاله

نسبت اينرسياثر  5

0.2rad
2

β و  =

                                                                      

در ادامه اثر ميزان ناهم

,1β )0.2 مقدار مختلف 0.4

شافت سوم اينرسي ديسك

فرم جداول پايداري بر حسب جفت پارامترهاي نتايج به 

2β سيسستم − Ω

دهنده نواحي ناپايداري سيستم شافت  نواحي تيره نشان

با نتايج حاصل از مدل ارائه شده در مقاله 2و  1هاي 

5شكل 

 0.2rad

                                                                                                 

مورد 

و 

 صورت نقطه به نقطه

نظر 

در ادامه اثر ميزان ناهم

مقدار مختلف

اينرسي ديسك

نتايج به 

سيسستم

نواحي تيره نشان
  

  

هاي ، انطباق مقادير جدول
  

  
  

بعدبيسرعت دوران 

  پايداري يك سيستم متشكل از سه محور با اتصال هوك

                  1391 اسفند

مورد متر روي پايداري سيستم 

 1 2 1α α= = 

صورت نقطه به نقطه

نظر از آن درو يا كمتر 

، انطباق مقادير جدولبررسي صحت تحليل مدل سه بعدي

  

  بر ناپايداري در

  

 سرعت دوران 

پايداري يك سيستم متشكل از سه محور با اتصال هوك

اسفند، 6شمارة  12دورة 

بعدسرعت دوران بي

متر روي پايداري سيستم اپار

0.001ζ =، 1

صورت نقطه به نقطه بوده و پايدراي سيستم به

و يا كمتر  01/0له نقاط 

بررسي صحت تحليل مدل سه بعدي

  

بر ناپايداري دردوم راستايي 

2
β  10و

2
γ =

پايداري يك سيستم متشكل از سه محور با اتصال هوك

دورة  مهندسي مكانيك مدرس

 سرعت دوران بي

پار 4اين  تغيير

   .بررسي قرار گيرد

0.001، موارددر تمام اين 

بوده و پايدراي سيستم به

له نقاط فاص(بررسي شده است 

   ).گرفته شده است

بررسي صحت تحليل مدل سه بعدي 3شكل 

راستايي اثر زاويه ناهم 4

 0.2rad
2

=

پايداري يك سيستم متشكل از سه محور با اتصال هوك

مهندسي مكانيك مدرس

تغيير تا تأثيراست 

بررسي قرار گيرد

در تمام اين 

1 2 1µ µ= بوده و پايدراي سيستم به =

بررسي شده است 

گرفته شده است

شكل 

4شكل 

مهندسي مكانيك مدرس

است 

بررسي قرار گيرد

1= =

بررسي شده است 

گرفته شده است
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بعدسرعت دوران بي  

  
  

  

  راستايي اول بر ناپايداري دراثر زاويه ناهم  6شكل 

 0.4rad
2

β 10و  =
2

γ =  
  

اثر قابل توجهي روي پايداري ديناميكي سيستم  1βپارامتر 

راستايي اتصال هوك از صفر كه با افزايش زاويه ناهمدارد؛ چنان 

1اگر ( 2 0β β= باشند، هيچ تحريك پارامتريكي در سيستم  =

قفل  2πاتصال هوك در زاويه (  2πبه سمت ) وجود ندارد

، نواحي )دهد شود و توانايي حركتش را از دست مي مي

راستايي معمولاً زاويه ناهمدر عمل . يابندناپايداري گسترش مي

  .تر استكوچك 4πهاي طراحي از خاطر محدوديت به
در اثر  ،كندمشخص مي 5و  4هاي مقايسه بين شكل

، نواحي ناپايدار در 100به  10افزايش نسبت اينرسي از 

محدودتر شده و نقاط پايدار سيستم            محدوده عملي 

  .افزايش خواهند يافت

افزايش زاويه  كندمشخص مي 6و  4هاي بين شكل مقايسه

 كاهش را ناپايداري نواحي ظاهر به گرچه اول، اتصال راستاييناهم

تواند موجب ناپايداري سيستم شافت در زواياي اما مي ،دهدمي

براي طراحان زوايايي كه  ؛راستايي كوچك اتصال دوم شودناهم

كه در  چنان. بسيار حائز اهميت استدر كاربردهاي عملي 

كه  اندايها به گونهشود، اين ناپايداريمشاهده مي 6شكل 

  .زاويه اتصال دوم وجود دارندازاي تمام مقادير ه تقريباً ب

است كه ) متغير با زمان(داراي ضرايب پارامتريك  مدلاين 

  اين از. گذارندها ميمقادير بزرگي دارند و اثر زيادي روي جواب

 تحليلدر  كه  ،ماتريس  مندرمي روش   حل آن از منظور به رو

 صورت نقطه  پايداري را به بررسيچنين مسائلي كاربرد دارد و 

 همچنين اين مطلب. استفاده شده است ،دهدبه نقطه انجام مي

به ] 16[ تر است و در مرجعكه بسيار ساده ،در مدل دوبعدي

نواحي  ي ماتريس حل شده است، منجر به تعيينروش مندرم

هاي ديگري نسبت به مراجعي شد كه از روش ناپايدار جديدي

  .براي حل استفاده كرده بودند

  

  گيرينتيجه -7

با دو اتصال هوك متصل  كه ،متشكل از سه محوريك سيستم 

پايداري . به صورت سه درجه آزادي مدل شده است ،اندهگشت

 و روش مندرمي ماتريس بررسي بهديناميكي اين مجموعه 

نشان  اساس پارامترهاي مختلف سيستم بر ينواحي ناپايدار

مسئله مورد مطالعه در اين پژوهش بررسي  .داده شده است

در زواياي مختلف  سيستم پايداري بر محورها راستاييناهم اثرات

  .ده استبوهاي راننده، پيرو اول و پيرو دوم  بين شافت

نسبت اينرسي دوراني (γ،)اتصال هوك زاويه(βپارامترهاي

اثرات قابل توجهي روي ) نسبت سرعت شافت( Ωو  )هاديسك

  .پايداري ديناميكي سيستم دارند

) يا دوم زاويه اتصال هوك اول( راستاييبا افزايش زاويه ناهم

)نواحي ناپايداري سيستم شافت در محدوده عملي )4β π< ،

  .يابدافزايش مي ها دارد، كه كاربرد بيشتري در طراحي

؛ يابدمي كاهشپايداري نانواحي ، با افزايش نسبت اينرسي

يعني هرچه اينرسي دوراني ديسك سوم بيشتر از ديسك اول 

  .شود هاي پايداري سيستم بيشتر ميباشد، محدوده

كلي موجب افزايش  افزايش نسبت سرعت شافت در حالت

هاي طبيعي  ولي بسته به مقدار فركانس ،شود ناپايداري مي

هاي  تواند موجب ناپايداري در بعضي سرعت سيستم، اين امر مي

ها، حركت سيستم هايي كه به ازاي آنسرعت پايين شود؛

 .شودهاي طبيعي آن انجام مينزديك به فركانس

  

  هام و نشانهليست علاي - 8

  استهلاك ويسكوز پيچشي شافت دوم به اولنسبت 
1α

  نسبت استهلاك ويسكوز پيچشي شافت سوم به اول 
2α

 

2( / 4)β π<
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 rad(  β(زاويه اتصال هوك 

kg.m(استهلاك ويسكوز پيچشي هر شافت 
2
/ s(  c

 η  نسبت انتقال سرعت اتصال هوك

  نسبت اينرسي دوراني ديسك شافت دوم به اول
1γ 

  نسبت اينرسي دوراني ديسك شافت سوم به اول
2γ 

kg.m( اينرسي دوراني ديسك
2(  J 

kg.m( شافت سختي پيچشي
2
/ s

2(  k 

  N.m(  M( گشتاور ورودي به هر اتصال هوك

 *N.m(  M( گشتاور خروجي از هر اتصال هوك

  نسبت سختي پيچشي شافت دوم به شافت اول
1µ 

  نسبت سختي پيچشي شافت سوم به شافت اول
2µ 

  )rad/s( سرعت ورودي به شافت اول
0Ω 

  )rad/s( سرعت ورودي به اتصال هوك
inΩ 

  )rad/s( سرعت خروجي از اتصال هوك
outΩ 

 rad/s(  Ω( بعدسرعت دوراني بي

  rad( τ(زاويه چرخ طيار 
 rad(  θ(زاويه پيچشي شافت 

  

  پيوست  - 9

  معادلات حركت سيستم شافت تعيين :پيوست الف -9-1

معادلات حركت سيستم شافت مورد مطالعه با يك روش 

صورت سه  اساس سيستم به اين بر. آينددست ميهتركيبي ب

) راننده، شافت پيرو اول و شافت پيرو دومشافت (قسمت مجزا 

ديده  1- شافت راننده در شكل الف. گيردرار ميمورد بررسي ق

  :بدين صورت استو معادله ارتعاشات پيچشي آن  شودمي

  )1-الف(
1 1 1 1 1 1 1J c k Mθ θ θ= − − +�� �  

العمل قسمت ورودي اتصال هوك اول گشتاور عكس 1Mكه 

سرعت دوراني انتهاي سمت راست شافت  1inΩباشد و مي

  .راننده و نيز قسمت ورودي اتصال اول است

شود و تحت اثر ديده مي 2-شافت پيرو اول در شكل الف

*العمل گشتاور عكس

1M−  در قسمت خروجي اتصال هوك

  .زير است اين شافت داراي روابط. باشد اول مي

*  )2-الف(

2 2 2 2 1 0c k Mθ θ+ − =�  

  )3-الف(
2 2 1 2 2 2 2 2[ ]outJ c k Mθ θ θ+ Ω = − − +�� ��  

1outΩ  سرعت دوراني ابتداي شافت و نيز قسمت خروجي

  .باشداتصال اول مي

رابطه بين سرعت ورودي و خروجي اتصال اول بدين 

  :صورت است

*  )4-الف(

1 01 1 01 1 1; out inM Mη η= = Ω Ω  

شود و تحت اثر ديده مي 3-شافت پيرو دوم در شكل الف

*العمل گشتاور عكس

2M−  در قسمت خروجي اتصال هوك

  :اين شافت داراي روابط زير است. باشد دوم مي

*  )5-الف(

3 3 3 3 2 0c k Mθ θ+ − =�  

  )6-الف(
3 3 2 3 3 3 3[ ]outJ c kθ θ θ+ Ω = − −�� ��  

2outΩ  سرعت دوراني ابتداي شافت و نيز قسمت خروجي

  .باشداتصال دوم مي

رابطه بين سرعت ورودي و خروجي اتصال دوم بدين 

  :صورت است

*  )7-الف(

2 02 2 02 2 2; out inM Mη η= = Ω Ω  

  

  

  قسمت اول سيستم، شافت راننده  1-شكل الف

  

   

  قسمت دوم سيستم، شافت پيرو اول  2-شكل الف

  

  

  قسمت سوم سيستم، شافت پيرو دوم  3-شكل الف
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 )5-ب(

*، 1M ،2Mبا جاگذاري مقادير 

1M  و*

2M  ،در روابط

   معادلات حركت سيستم شافت مورد مطالعه به صورت زير 

  :آينددست ميهب

  

  )8-الف(
1 1 1 1 01 2 2 1 1

01 1 2 0

J c c k

k

θ θ η θ θ

η θ

+ − +

− =

�� � �

 

  

  )9-الف(
2 2 1 2 2 02 3 3

2 2 02 3 3

[ ]

0

out
J c c

k k

θ θ η θ

θ η θ

+ Ω + −

+ − =

�� � ��

 

  

  )10-الف(
3 3 2 3 3 3 3[ ] 0

out
J c kθ θ θ+ Ω + + =�� ��  

  

 سازي معادلات حركتخطي: ب پيوست  -9-2

 لوران معادلات حركتده از سري مكمطابق مقاله بايد با استفا

نكته . سازي شوندخطي 3θو  1θ ،2θحسب  ، بر)3(تا ) 1(

سازي اين معادلات بايد درنظر گرفته خطي منظور بهمهمي كه 

در  هاسازي ضرايب نسبت انتقال سرعت و مشتق آنشود، خطي

، در معادلات حركت �02ηو  �01η ،02η ،01η، دو اتصال هوك

مقاله، اين ضرايب ) 7(تا ) 4( تابق معادلازيرا مط ،باشد مي

1اگر در . باشند مي 1θو  2θمتغير و وابسته به  0θ و  =

2 0θ 1 ترتيببه = 01η η= 2 و 02η η= سازي باشند، خطي

  :اي بدين صورت خواهد بوداين ضرايب با توجه به قاعده زنجيره

1 1

1

1 1 1
1 1 01 1 01 1

1 1 10 0

1
01 1

1 0

( )

θ θ

θ

η η ϕ
η θ η θ η θ

θ ϕ θ

η
η θ

ϕ

= =

=

∂ ∂ ∂
≈ + = +

∂ ∂ ∂

∂
= +

∂
 

1 1

1

1 1 1
1 1 1 0 1

1 1

1 1
1 0 1

1 1 10 0

2

1
01 1 0 12

0 1 0

( ) ( )

( ( ) )( )

1
( )( )

t

θ θ

θ

η η η
η θ ϕ θ

ϕ ϕ

η η
θ θ

ϕ ϕ ϕ

η
η θ θ

ϕ

= =

=

∂ ∂ ∂
= = = Ω +

∂ ∂ ∂

∂ ∂∂
≈ + Ω +

∂ ∂ ∂

∂
= + Ω +

Ω ∂

�� �

�

��

 

2 2

2

2 2 2
2 2 02 2 02 2

2 2 20 0

2
02 2

2 0

( )

θ θ

θ

η η ϕ
η θ η θ η θ

θ ϕ θ

η
η θ

ϕ

= =

=

∂ ∂ ∂
≈ + = +

∂ ∂ ∂

∂
= +

∂

 

2 2

2

2 2 2
2 2 2 1 0 1 2

2 2

2 2
2 1 0 1 2

2 2 20 0

2

1 0 1 2 2
02 1 0 2 22

21 0 1 0

( ) ( ( ) )

( ( ) )( ( ) )

( )
( ( ) )

( )

t

θ θ

θ

η η η
η θ ϕ η θ θ

ϕ ϕ

η η
θ η θ θ

ϕ ϕ ϕ

η θ θ η
η η θ θ

ϕη θ

= =

=

∂ ∂ ∂
= = = Ω + +

∂ ∂ ∂

∂ ∂∂
≈ + Ω + +

∂ ∂ ∂

Ω + + ∂
= + Ω +

∂Ω +

� �� �

� �

� �
��

�

 

  

1در  0θ 2و  = 0θ و  )6(ترتيب مطابق معادلات  ، به=

  :داريم 2ϕو  1ϕبراي مقاله ) 7(

1 1

011 1
01

1 1 0 00 0

1 1t

t t
θ θ

ηη η
η

ϕ ϕ
= =

∂∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂ Ω Ω
�

 

1 1

2

011
01 012 2

1 1 0 0 0 00 0

1 1 1
( ) ( )

t
θ θ

ηη
η η

ϕ ϕ
= =

∂∂ ∂
= = =

∂ ∂ Ω Ω ∂ Ω Ω

�
� ��

 

2 2

022 2
02

2 2 0 10 1 10 0

1 1

( )

t

t t
θ θ

ηη η
η

ϕ ϕ ηθ η
= =

∂∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ΩΩ +
�

�

 

2 2

2

2
02 022 2

2 2 1 01 0 10 0

1 1
( )

( )
θ θ

η
η η

ϕ ϕ ηη θ
= =

∂ ∂
= =

∂ ∂ ΩΩ +
� ��

�
 

  
  

 )1-ب(در معادلات ) 6-ب(و  )5-ب(با جاگذاري معادلات 

و  )3-ب(در معادلات ) 8-ب(و  )7-ب(و معادلات ) 2-ب(و 

هاي دو به بالا از توان(جملات غيرخطي و حذف تمامي ) 4-ب(

1θ ،2θ  3وθ تسازي معادلابعد، بعد از بي)هاو مشتقات آن 

  :آينددست ميهروابط زير ب

1 1 01 01 1

0

1
( )η θ η η θ= +

Ω
�

 

1 1 01 01 1

0

1
( )η θ η η θ= +

Ω
�� � �

 

2 2 02 02 2

0 01

1
( )η θ η η θ

η
= +

Ω
�

 

2 2 02 02 2

0 01

1
( )η θ η η θ

η
= +

Ω
�� � �

 

)2-ب(  

)1-ب(  

)3-ب(  

)6-ب(  

)7-ب(  

)8-ب(  

)9-ب(  

)10-ب(  

)11-ب(  

)12-ب(  

)4-ب(  
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 )3(تا ) 1( ادلات حركتدر مع �2ηو  �1η ،2η ،1η اگر

، 1θهاي دو به بالا از جاگذاري شوند و جملات غيرخطي از توان

2θ  3وθ ها حذف و تنها جملات خطي نگه و مشتقات آن

) 9(بعدسازي معادلات حركت، معادله داشته شوند، بعد از بي
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