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Abstract- In this study, 

The boundary conditions are

mechanisms 

fibers and composite materials 

been extracted and temperature distribution series have been obtained using the separation of variables method. 

to find the unknown series’ coefficients, three independe

boundary conditions inside/outside of cylinder and temperature/heat flux continuity between the layers. These set of 

equations have been solved using th

for unknown coefficients. 

two functional examples.
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متقارن در استوانه

ده استشصورت تحليلي بررسي 

جايي، هدايت و تشعشع را دربر گيرد

تواند لايه به كار رفته شده مي

سري توزيع دما در هر لايه  ،استخراج گرديده و سپس با استفاده از روش دقيق جداسازي متغيرها

با اعمال شرايط مرزي كلي داخلي و بيروني استوانه و همچنين برقراري شرايط پيوستگي دما و شار حرارت در مرز بي

با استفاده از روابط توابع متعامد و 

تاثير . بازگشتي و تحليلي براي محاسبه ضرايب مجهول ارائه گرديده است
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In this study, 

The boundary conditions are

 consists of convection, conduction and radiation. The fibers are w

and composite materials 

been extracted and temperature distribution series have been obtained using the separation of variables method. 

to find the unknown series’ coefficients, three independe

boundary conditions inside/outside of cylinder and temperature/heat flux continuity between the layers. These set of 

equations have been solved using th

for unknown coefficients. 

two functional examples. 

Analytical Solution, 

متقارن در استوانه

صورت تحليلي بررسي لايه بهمتقارن در يك استوانه كامپوزيتي چند

جايي، هدايت و تشعشع را دربر گيردههاي جاب

كار رفته شده ميهبه نحوي كه زاويه الياف و جنس مواد كامپوزيتي ب

استخراج گرديده و سپس با استفاده از روش دقيق جداسازي متغيرها

با اعمال شرايط مرزي كلي داخلي و بيروني استوانه و همچنين برقراري شرايط پيوستگي دما و شار حرارت در مرز بي

با استفاده از روابط توابع متعامد و  .انددست آوردن ضرايب مجهول سري دما ساخته شده

بازگشتي و تحليلي براي محاسبه ضرايب مجهول ارائه گرديده است

 بررسيبا استفاده از دو مثال عملي شامل شرايط مرزي پيچيده، 

investigation of 

conduction in a composite cylinder using the separation

of variables method
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In this study, 2D Asymmetric

The boundary conditions are the most linear general boundary conditions which can cover all the heat transfer 

of convection, conduction and radiation. The fibers are w

and composite materials can be 

been extracted and temperature distribution series have been obtained using the separation of variables method. 

to find the unknown series’ coefficients, three independe

boundary conditions inside/outside of cylinder and temperature/heat flux continuity between the layers. These set of 

equations have been solved using the orthogonal function relations and Thomas alg

for unknown coefficients. The effect of design parameter, fiber angle and layers’ materials, have been investigated via 

 

Analytical Solution, Asymmetric
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متقارن در استوانهناهدايتي 

متقارن در يك استوانه كامپوزيتي چند

هاي جابتواند تمامي مكانيزم

به نحوي كه زاويه الياف و جنس مواد كامپوزيتي ب

استخراج گرديده و سپس با استفاده از روش دقيق جداسازي متغيرها

با اعمال شرايط مرزي كلي داخلي و بيروني استوانه و همچنين برقراري شرايط پيوستگي دما و شار حرارت در مرز بي

دست آوردن ضرايب مجهول سري دما ساخته شده

بازگشتي و تحليلي براي محاسبه ضرايب مجهول ارائه گرديده است

با استفاده از دو مثال عملي شامل شرايط مرزي پيچيده، 
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Asymmetric heat transfer 

the most linear general boundary conditions which can cover all the heat transfer 

of convection, conduction and radiation. The fibers are w

 changed layer by layer. 

been extracted and temperature distribution series have been obtained using the separation of variables method. 

to find the unknown series’ coefficients, three independe

boundary conditions inside/outside of cylinder and temperature/heat flux continuity between the layers. These set of 

orthogonal function relations and Thomas alg

he effect of design parameter, fiber angle and layers’ materials, have been investigated via 
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هدايتي  ايتحليلي انتقال حرارت پاي

  روش جداسازي متغيرها

متقارن در يك استوانه كامپوزيتي چند

تواند تمامي مكانيزمممكن قرار دارد كه مي

به نحوي كه زاويه الياف و جنس مواد كامپوزيتي ب

استخراج گرديده و سپس با استفاده از روش دقيق جداسازي متغيرها

با اعمال شرايط مرزي كلي داخلي و بيروني استوانه و همچنين برقراري شرايط پيوستگي دما و شار حرارت در مرز بي

دست آوردن ضرايب مجهول سري دما ساخته شده

بازگشتي و تحليلي براي محاسبه ضرايب مجهول ارائه گرديده است

با استفاده از دو مثال عملي شامل شرايط مرزي پيچيده، 
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transfer in multi-layer composite 

the most linear general boundary conditions which can cover all the heat transfer 

of convection, conduction and radiation. The fibers are w

changed layer by layer. The governing equation of orthotropic 

been extracted and temperature distribution series have been obtained using the separation of variables method. 

to find the unknown series’ coefficients, three independent set of equations have been constructed by applying the 

boundary conditions inside/outside of cylinder and temperature/heat flux continuity between the layers. These set of 

orthogonal function relations and Thomas alg

he effect of design parameter, fiber angle and layers’ materials, have been investigated via 

heat transfer, composite cylinder, Thomas Algorithm, Fourier Transformation
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متقارن در يك استوانه كامپوزيتي چندنابعدي در مطالعه حاضر مسئله انتقال حرارت دو

ممكن قرار دارد كه مي) خطي

به نحوي كه زاويه الياف و جنس مواد كامپوزيتي ب ،اندالياف تحت زاويه مشخصي به دور استوانه پيچيده شده

استخراج گرديده و سپس با استفاده از روش دقيق جداسازي متغيرهااورتوتروپيك 

با اعمال شرايط مرزي كلي داخلي و بيروني استوانه و همچنين برقراري شرايط پيوستگي دما و شار حرارت در مرز بي

دست آوردن ضرايب مجهول سري دما ساخته شدههسه دستگاه معادلات مستقل براي ب

بازگشتي و تحليلي براي محاسبه ضرايب مجهول ارائه گرديده است يده و روابط

با استفاده از دو مثال عملي شامل شرايط مرزي پيچيده،  ،ها روي توزيع دما
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در مطالعه حاضر مسئله انتقال حرارت دو

خطي(ترين حالت درنظر گرفته شده در كلي

الياف تحت زاويه مشخصي به دور استوانه پيچيده شده

اورتوتروپيك  هدايت

با اعمال شرايط مرزي كلي داخلي و بيروني استوانه و همچنين برقراري شرايط پيوستگي دما و شار حرارت در مرز بي

سه دستگاه معادلات مستقل براي ب

ده و روابطهاي معادلات حل ش

ها روي توزيع دما
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هدايتبر  معادلات حاكم
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  مقدمه  - 1

اي در طور قابل ملاحظههاي اخير مواد كامپوزيتي بهدهه در

اين امر . اندكاربردهاي مختلف مهندسي مورد توجه قرار گرفته

فيزيكي، شدن مزيت تركيب خواص گوناگون اضافهدليل به

لايه و كامپوزيتي مواد لايه. ارتي در اين مواد استمكانيكي و حر

هاي گوناگون نظير صنايع داراي كاربردهاي گسترده در زمينه

 غيرهو ] 7-4[ها، پرههاي حرارتيمبدل ،، مخازن]3-1[هوافضا

بنابراين پرداختن به مسائل مختلف مربوط به اين . باشندمي

      نظر ها ضروري بهانتقال حرارت در آن مواد از جمله بحث

هاي دمايي در مسائل مربوط به فرايندهاي اين تحليل. رسدمي

هاي دمايي در و بررسي تنش] 10-8[هاتوليد كامپوزيت

اما  باشند،مياز اهميت بسزايي برخوردار ] 13-11[هااستوانه

وزه در اين ح. متاسفانه كمتر به اين موضوع پرداخته شده است

      اندهاي عددي بودهشده به صورت حلاكثر كارهاي انجام

 . اندو تنها موارد معدودي به صورت تحليلي ارائه شده] 14-18[

توان به شده در اين بحث را ميهاي تحليلي دوبعدي انجامحل

شده در مختصات هاي ارائهحل: ند بخش تقسيم نمودچ

       شده در مختصات هاي انجام، تحليل]21-19[ كارتزين

rاي در راستاي استوانه z−]22-24 [ و راستايr ϕ−]25 [

  ]. 26[شده در مختصات كرويو كارهاي انجام

ها را ارت دوبعدي در كامپوزيتانتقال حر] 19،20[سالت

اين حل در مختصات  .صورت تحليلي بررسي نموده استبه

 حاجي. كارتزين و تحت شرايط مرزي همگن ارائه شده است

دما  دانيم يبرا ياضير ونيفرمولاس كي] 21[و همكاران خيش

اند، دست آوردههب يبعدو چند هيلادر اجسام چند ايپادر حالت 

ها هيكه لا يحالت يبرا ،ژهيو رياند كه مقادها اثبات نمودهآن

حالت اورتوتروپ  يكه برا ياست در حال يقيحق ،همگن باشد

و ] 22[كيهاني و همكاران .باشند يتوانند موهوم يم ريمقاد نيا

له انتقال حرارت ئترتيب مسبه] 23[اميري دلوئي و همكاران

ه طور جداگانتركيبي به شرايط مرزي را تحت ناپايا پايا و 1متقارن

راستاي صورت دوبعدي و درها بهلحاين . اندبررسي نموده

r z− در له انتقال حرارت ناپايا همچنين مسئ. انجام شده است

] 24[كامپوزيتي نيز قبلاً توسط كيهاني و همكاران هايفينپين

اين حل نيز در حالت متقارن انجام شده و . انجام پذيرفته است

كيهاني و . ها اعمال گرديده استشرايط مرزي خاص پين فين

                                                            

1. Axi-symmetric 

له انتقال حرارت در مختصات ئهمچنين مس] 25[همكاران

را تحت شرايط مرزي خاص  2اي در حالت نامتقارناستوانه

يك حل تحليلي براي  ]26[و همكارانجين . اندبررسي نموده

و شكل هاي كروياي با لايهبررسي انتقال حرارت در مواد لايه

براي شرايط مرزي نوع اول و دوم  اين حل. اندمركز ارائه دادههم

  .همگن ارائه شده است و خواص مواد در هر لايه ثابت است

در كار حاضر يك حل تحليلي دقيق براي انتقال حرارت 

rاي و راستاي دوبعدي در مختصات استوانه ϕ−  ارائه شده

ئله شود، هندسه مسمشاهده مي 1گونه كه در شكل همان. است

كه الياف تحت زاويه  باشدميصورت يك استوانه چندلايه به

ها جنس لايه. انددر هر لايه به دور آن پيچيده شده θدلخواه 

تواند لايه به لايه و زاويه الياف دو پارامتر اختياري است كه مي

 ترينشرايط مرزي دمايي درنظر گرفته شده، كلي. تغيير كند

صورت توان آن را بهشرايط مرزي خطي ممكن است كه مي

لايه بيروني و داخلي جايي و تشعشع در هتركيبي از هدايت، جاب

اگر چه قبلاً كارهايي در زمينه ]. 27[نظر گرفتكامپوزيت در

صورت ] 25[نامتقارن توسط كيهاني و همكاران انتقال حرارت

شرايط مرزي خاص ها اولاً تنها تحت اما اين حل ،گرفته است

اند و قابل تعميم به ساير شرايط تشعشع خورشيدي ارائه شده

مرزي نيستند و ثانياً بحث تغيير خواص ماده كامپوزيتي شامل 

        ها الياف و ماتريس در هر لايه مطرح نشده و تمامي لايه

سعي شده است علاوه بر  ،در كار حاضر. اندجنس حل شدههم

تر، بحث قابل تعميم به شرايط مرزي سادهشرايط مرزي كلي و 

تغيير خواص در هر لايه نيز اضافه گردد تا پارامترهاي موثر در 

  .تر گرددطراحي حرارتي اين مواد كامل
  

  

  بندي مربوط به استوانهو لايه هندسه 1شكل 

                                                            

2. Asymmetric 
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هر يك از  در 1اورتوتروپيكهدايت ابتدا معادله حاكم براي 

روش . اي استخراج گرديده استها در مختصات استوانهلايه

جداسازي متغيرها بر روي اين معادله ديفرانسيل جزئي اعمال 

در راستاهاي معادله معمولي مرتبه دو  گرديده كه حاصل آن دو

مقادير ويژه از شرايط مرزي پريوديك . شعاعي و محيطي است

و سري توزيع دما در هر لايه  دست آمدههب ϕدر راستاي

با توجه به شرايط مرزي كلي در  ،در ادامه. مشخص شده است

داخل و خارج استوانه، شرايط پيوستگي دما و شار حرارت در 

ها و همچنين روابط مربوط به ضرايب سري فوريه، مرز بين لايه

سه دستگاه معادلات جداگانه براي محاسبه ضرايب مجهول 

       هاي معادلات اين دستگاه. است ل شدهسري فوريه تشكي

دست هقطري بوده و از الگوريتم توماس براي بصورت پنجبه

صورت توابع تحليلي و بازگشتي بهره آوردن ضرايب مجهول به

در انتها نتايج حل حاصل با استفاده از دو مثال . ايمبرده

ي زيتي چندلايه تحت شرايط مرزوكاربردي شامل دو لوله كامپ

اثرات مربوط به تغيير . پيچيده و متغير بررسي گرديده است

يت شامل تغيير زاويه الياف و جنس كامپوز ،پارامترهاي طراحي

 .تفضيل بحث شده استدر هر لايه، روي توزيع دما به

  

  هاي كامپوزيتيهدايت در استوانه - 2

كه مواد كامپوزيتي متعلق به دسته بزرگتري از مواد  ياز آنجاي

باشند، انتقال حرارت در اين عنوان مواد اورتوتروپ ميتحت 

رابطه . باشدمي مواد اورتوتروپحاكم بر مواد نيز تابعي از قوانين 

در  هاي اورتوتروپفوريه براي محاسبه شار حرارت در محيط

 ]:  28[باشدرت زير ميصواي بهدستگاه مختصات استوانه

)1(  
11 12 13

21 22 23

31 32 33

1
r

z

T

rq k k k
T

q k k k
r

q k k k
T

z

 ∂
 ∂   

∂    = −     ∂         ∂
 

∂ 

ϕ
ϕ

ضريب انتقال حرارت  ijkشار حرارتي،  qكه در اين رابطه 

البته تمامي ضرايب انتقال حرارت هدايتي . دماست Tهدايتي و

]. 29،30[شده در اين رابطه مستقل از يكديگر نيستندمعرفي

دو سيستم مختصات  ،اين مواد حرارت در بررسي انتقال منظوربه

                                                            

1. Orthotropic 

متفاوت، سيستم مختصات اصلي و سيستم مختصات فرعي، 

سيستم مختصات فرعي به ما اين ]. 31[بايستي تعريف گردد

امكان را خواهد داد تا خواص حرارتي را در جهات ثابت و 

 اصلي از طرفي دستگاه مختصات. منحصر به فرد بررسي كنيم

يه تغيير كند و جهت آن در هرلايه وابسته به تواند لايه به لامي

هاي مختصات دستگاه ،بنابراين. گيري الياف خواهد بودجهت

اي توانند انحراف زاويهفرعي و اصلي در هر لايه از كامپوزيت مي

لايه هندسه يك لمينيت تك 1شكل . داشته باشند iθاندازه به

صورت زاويه بين خط به θزاويه. دهدميكامپوزيتي را نشان 

و خط مماس بر دايره در ) L(مماس بر دايره در جهت الياف 

با استفاده از قانون بقاي انرژي . شودتعريف مي) ϕ )tجهت

اي و اعمال تانسور چرخش روي دستگاه استوانهدر يك المان 

مختصات اصلي، معادله انتقال حرارت كلي در يك لمينيت 

صورت زير اي بر حسب مختصات فرعي بهستوانهكامپوزيتي ا

  ]:25 -22[خواهد بود

  

  

  

  
  

  

)2(  

22

2
2 2

11 22 2 2

2
2 2

22 2

2

11 22

1
( )

1
( cos ( ) sin ( ))

(sin ( ) cos ( ))

1
sin(2 )( )

p

T T
c k r

t r r r

T
k k

r

T
k

z

T
k k

r z

ρ

θ θ
ϕ

θ θ

θ
ϕ

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂

∂
+ +

∂

∂
+ +

∂

∂
+ −

∂ ∂

ي در تيانتقال حرارت هدا بيضرا22kو  11kرابطه نيدر ا كه

ترتيب متناظر با راستاي الياف و راستاي عمود جهات اصلي به

به ترتيب نمايانگرچگالي و  cp و ρهمچنين . باشندبر الياف مي

با توجه به اينكه . باشندظرفيت گرمايي ويژه در فشار ثابت مي

جهاتدر مقاله حاضر به بحث انتقال حرارت دوبعدي و پايا در 

r ϕ−  سازي شكل زير سادهبه) 2(خواهيم پرداخت، معادله

  ]:25[خواهد گرديد

)3(  
2 2

2 2 2 2

1 1
0

i

T T T

r rr rµ ϕ

∂ ∂ ∂
+ + =

∂∂ ∂

)4(  
( )( ) ( )( )

22

2 2

11 22cos sin
i

i i

k

k k

µ
θ θ

=
+

تابعي از  µ، ضريب )3(بايستي توجه داشت كه در معادله 

است؛ بنابراين علاوه بر زاويه قرارگيري الياف در هر لايه 

، باعث خواهد گرديد تا معادله انتقال )3( رابطهنمودن ترپيچيده
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درنتيجه براي برقراري رابطه . حرارت لايه به لايه تغيير نمايد

پيوستگي  هاي مختلف، اعمال معادلات پيوستگي دما وبين لايه

چنانچه . رسدنظر ميارت در مرز بين دو لايه ضروري بهشار حر

ir r=  مرز بين دو لايه مجاورi  1وi ، )1شكل (باشد  +

صورت زير ط به پيوستگي دما و شار حرارت بهروابط مربو

  :خواهند بود

)5(  ( ) ( )( ) ( 1 ), ,i i

i iT r T rϕ ϕ+=

)6(  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( 1 )

1, ,i i

i ii i
T r T r

k k
r r

ϕ ϕ+
+∂ ∂

=
∂ ∂

) خطي(ترين حالت در مقاله حاضر شرايط مرزي در كلي

     هاي گوناگون ردممكن درنظر گرفته شده است كه در كارب

هاي مختلف شرايط مرزي حرارتي شامل تواند به شكلمي

شكل . ساده شودها جايي، تشعشع و يا تركيب آنههدايت، جاب

  ]:27[صورت زير استكلي شرايط مرزي در جهت شعاعي به

)7(  0
1 0 1 0

( , )
( , ) ( )

T r
aT r b f

r

ϕ
ϕ ϕ

∂
+ =

∂

)8(  
2 2

( , )
( , ) ( )l

l l

n

n n

T r
a T r b f

r

ϕ
ϕ ϕ

∂
+ =

∂

كه 
1( )f ϕ  و

2( )f ϕ ضرايب. توانند هر تابع دلخواهي باشندمي

1a  2وa يعني (جايي هابعادي مشابه ضريب انتقال حرارت جاب
2W m K ( ضرايبو

1b  و
2b  ابعادي مشابه ضريب انتقال

Wيعني (حرارت هدايتي  mK (دارند.  

  

 حل تحليلي تحت شرايط مرزي كلي  - 3

يك حل تحليلي دقيق براي توزيع دماي  ،در اين قسمت

اي كامپوزيتي ارائه گرديده هاي استوانهنامتقارن در لمينيت

 كي شده در بخش قبليارائه )1ابطه ر(معادله انرژي . است

كار است كه در  دو مرتبه يبا مشتقات جزئ ليفرانسيمعادله د

تحليلي جداسازي متغيرها براي حل آن استفاده حاضر از روش 

ضرب دو صورت حاصل، توزيع دما بهبراي اين منظور. شده است

)تابع مستقل  )R r  و( )φ ϕ رض شده و معادله انتقال ف

  :شودصورت دو معادله زير جداسازي ميحرارت به

)9(  2 2 0nr F rF Fλ′′ ′+ − =

)10(  2 2 0nG Gµ λ′′+ =

ها، از اعمال شرايط مرزي در جهت nλله، ئمقادير ويژه مس

صورت به) 10(جواب كلي معادله . گردنداستخراج مي ϕشعاعي

  :باشدزير مي

)11(  ( ) ( ) ( )cos sinn n n nA Bφ ϕ µλ ϕ µλ ϕ= +

و شرايط مرزي همگن له ئبا توجه به هندسه حلقوي مس

  :داريمپيوستگي دما و شار حرارت 

)12(  ( ) ( ) ( ) ( )0 2 0 2G G π φ φ π= ⇒ =

)13(  ( ) ( ) ( ) ( )0 2 0 2G G π φ φ π′ ′ ′ ′= ⇒ =

شده نظر گرفتن شرايط مرزي معرفيبا در ،)11(از حل معادله  

  :خواهند آمد دستهله بئ، مقادير ويژه مس)9( و )8(بط وار توسط

)14(  , 0,1,2,...n

n
nλ

µ
= =

گيرد كه در دسته معادلات اويلري جاي مي) 9(معادله 

  :باشندداراي جواب عمومي زير مي

)15(  ( )
( )

1 2

3 4

0

ln 0

n nC r C r n
R r

C r C n

− +
= 

+ =

�
λ λ

صورت به هادر هر يك از لايهنهايتاً توزيع دماي دوبعدي 

)مستقل تابع دو ضربحاصل )R r و( )φ ϕ دش خواهد مشخص:  

  

  

  
  

)16(  

( ) ( ) ( )

[ ( ) ( )

( ) ( ) ]
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1 1
0 01

2 2
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r r
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= × = +
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+ +

∑ µ µ

µ µ

ϕ φ ϕ

ϕ

ϕ

نشانگر  iهاي ها و بالانويسزيرنويس، )16(در معادله 

)شماره هر لايه بوده و ثوابت مجهول   )i
0a ،( )i

0b ،( )i
na ،( )i

nb ،
( )i
nc و

( )i

nd  جمله صفرم، ضرايب (ضرايب سري فوريه

منظور تعيين به. باشندمي) كسينوسي و ضرايب سينوسي

از شرايط مرزي خطي كلي در جهت شعاعي  ،ضرايب مجهول

و همچنين پيوستگي دما و شار حرارت در مرز ) 8و  7تمعادلا(

 .استفاده خواهيم نمود) 6و  5ت معادلا(ها بين لايه

 ):7معادله (اعمال شرط مرزي داخل استوانه  -
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 ):8معادله (اعمال شرط مرزي خارج استوانه  -
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1iو  iاعمال شرط پيوستگي دما در مرز بين دو لايه  - + 

 ): 5معادله (
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و  iاعمال شرط پيوستگي شار حرارت در مرز بين دو لايه  -
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استفاده از روابط موجود براي ضرايب سري فوريه و با  ،حال

حسب جملات صفرم، بر) 20(تا ) 17(نمودن روابط مرتب

كسينوسي و سينوسي مربوط به توابع نشان داده شده در سمت 

توابع (چپ هر يك از معادلات 
1( )f ϕ  و

2( )f ϕ و تابع ثابت

نظر گرفتن با در. دست خواهند آمدهثوابت مجهول ب ،)صفر

:داريم) 17(معادله 
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  :شود كهچنين نتيجه مي) 18(به طور مشابه از معادله 
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r r r
+ + =

  

  

)25(  

( )

( )

1
1

1 1

0 0 0

1
1

1 1 1

0 0 0

( ( ) ( ) )

( ( ) ( ) )

n n ll l

l

n n ll l l

l

n n

nnl nl
n

n

n n

n nnl nl
n n

n

r b rn
a a

r r r

r b rn
a b F

r r r

µ µ

µ µ

µ

µ

−

− −
−

+

+ − =

  

  

)26(  

( )

( )

1
1

1 2

0 0 0

1
1

1 2 2

0 0 0

( ( ) ( ) )

( ( ) ( ) )

n n ll l

l

n n ll l l

l

n n

nnl nl
n

n

n n

n nnl nl
n n

n

r b rn
a a

r r r

r b rn
a b F

r r r

µ µ

µ µ

µ

µ

−

− −
−

+

+ − =

شده در سمت شده، توابع نمايانتوضيحات داده با توجه به

  :شونداز روابط زير حاصل مي) 26(تا ) 21(راست معادلات 

)27(  ( )
2

0
0

1 2 , 0,j

j lF f d j n
π

π ϕ ϕ= × =∫

)28(  ( ) ( )
2

1
0

1 cos , 0,j

n j lF f n d j n
π

π ϕ ϕ ϕ= × =∫

)29(  ( ) ( )
2

1
0

1 sin , 0,j

n j lF f n d j n
π

π ϕ ϕ ϕ= × =∫
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  :داريم) 19(همچنين با توجه به رابطه 

)30(  ( ) ( )1( ) ( 1)

0 0 0 0

0 0

ln( ) ( ) 0
i ii ii i

r r
a b Ln a b

r r

+ ++ − − =

  

  

)31(  

( ) ( )

( ) ( )1 1

1 1

0 0

1 1

1 1

0 0

( ) ( )

( ) ( ) 0

i i

i i

n n

i ii i
n n

n n

i ii i
n n

r r
a b

r r

r r
a b

r r

µ µ

µ µ+ +

−

−

+ +

+

− − =

  

  

)32(  

( ) ( )

( ) ( )1 1

2 2

0 0

1 1

2 2

0 0

( ) ( )

( ) ( ) 0

i i

i i

n n

i ii i
n n

n n

i ii i
n n

r r
a b

r r

r r
a b

r r

µ µ

µ µ+ +

−

−

+ +

+

+ − =

  :نتيجه گرفت كه چنين توانمي) 25( مشابه از معادله طوربه

)33(  ( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 0 0
i i i i

k a k a
+ +

− =

  
  

)34(  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )1 1

1 1

1 1

0 0

1 11 1
1 1

1 1

1 0 1 0

( ) ( )

( ) ( ) 0

i i

i i

n ni i
i ii i
n n

i i

n ni i
i ii i
n n

i i

r rk k
a b

r r

r rk k
a b

r r

µ µ

µ µ

µ µ

µ µ
+ +

−
− −

−+ +− −
+ +

+ +

−

− + =

  

  

)35(  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )1 1

1 1

2 2

0 0

1 11 1
1 1

2 2

1 0 1 0

( ) ( )

( ) ( ) 0

i i

i i

n ni i
i ii i
n n

i i

n ni i
i ii i
n n

i i

r rk k
a b

r r

r rk k
a b

r r

µ µ

µ µ

µ µ

µ µ
+ +

−
− −

−+ +− −
+ +

+ +

−

− + =

شده در داشت كه در تمامي معادلات معرفي بايستي توجه

li، )35(تا  )33(و  )32(تا  )30(روابط  n≺ حال . باشدمي1≻

 يازادست آوردن ضرايب سري بههمنظور بدر آخرين مرحله، به

دستگاه بايست مي ،هاهريك از لايه يو برا nهمه مقادير 

 )35( تا )21(شده در معادلات معادلاتي متشكل از روابط ارائه

)اما از آنجا كه روابط مربوط به ضرايب. حل گردند )
0

i
a و

( )
0

i
b 

)، ضرايب))30(و ) 27(، )24(، )21(معادلات ( )
1

i

na و 
( )
1

i

nb 

)و ضرايب)) 31(و ) 28(، )25(، )22(معادلات ( )
2

i

na و 
( )
2

i

nb 

كاملاً مستقل از يكديگر )) 32(و ) 29(، )26(، )23(معادلات (

صورت كاملاً جداگانه حل توانند بهباشند، اين ضرايب ميمي

ثوابت اين جفتدستگاه معادلات حاصل براي هريك از . گردند

در مطالعه . قطري خواهد بودداراي ماتريس ضرايبي پنجسري، 

دست آوردن روابطي صريح همنظور بحاضر از الگوريتم توماس به

شايان ذكر . و بازگشتي براي ضرايب سري استفاده شده است

اي لايهتابعي از ، nعلاوه بر شمارنده  ،دست آمدههاست روابط ب

كه شامل تغييرات جنس و زاويه الياف (اند كه در آن قرار گرفته

صورت روابط ضرايب مجهول به. باشندنيز مي) شوندمي

  : انددست آمدههبازگشتي زير با استفاده از الگوريتم توماس ب

)36(  

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2 1

1 2 2

1 11
1

, 1, ..., 2

l l
n n

i ii
i

l l

i ii
i

b

a b

i n n

b a

a b

χ

χ χ

χ χ

χ χ

γ

γ β

γ α

γ β

−

− −

=

 = −


= −


= −

= −

,0هاي صورتتواند بهمي χه انديسك 1 , 2n n  ظاهر شود تا

 γو  α ،βروابط مربوط به . تمامي مجهولات را پوشش دهد

  .ارائه شده است) الف(در پيوست  χدر هر يك از مقادير 

  

  و بحث نتايج -4

ملي، سعي شده است تا با ارائه دو نمونه ع ،در اين قسمت

مربوط  كاربرديشده براي حل مسائل توانايي رابطه تحليلي ارائه

لايه كامپوزيتي تحت شرايط مرزي نامتقارن هاي چندبه لوله

دو مثال عملي شامل دو لوله  ،منظوراين براي . بررسي گردد

كه يكي در معرض تابش آفتاب قرار داشته  ،كامپوزيتي چندلايه

نظر گرفته است، در مبدل حرارتيو ديگري قسمتي از لوله يك 

 شده جنس و زاويه الياف از آنجا كه در حل ارائه. شده است

طور تواند لايه به لايه تغيير كند، تاثير دو فاكتور فوق بهمي

خواص  1جدول . خاص در نتايج حل درنظر گرفته شده است

كار برده شده در حل حاضر را ههاي پليمري بانواع كامپوزيت

  .دهدنشان مي

 

 ]32،33[هاي پليمريخواص كامپوزيت 1جدول 

 جنس

  ماتريس

  جنس

 الياف 

11k

(W mK) 

22k

(W mK) 

ρ

(g cc) 

2گرافيت [32]  1اپوكسي
 370 5/6 94/1 

4ترمال گرافيت  [33] 3لكسان
 4/11 74/0 46/1 

6ترموكرب  [33] 5زيتل
 1/1 4/0 17/1 

                                                            

1. Epoxy 

2. Graphite 

3. Lexan 

4. Thermal graphite 

5. Zytel 

6. Thermocarb 
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بر  منظور بررسي اثر نحوه چيدمان و زاويه اليافاز طرفي، به

ها، سه نوع چيدمان روي توزيع درجه حرارت در هر يك از لايه

  :مختلف شامل موارد زير درنظر گرفته شده است

ها برابر و در اين چيدمان زاويه تمام لايه: 1ايزوتروپيك .1

لمينيت  ،در اين حالت. شوددرنظر گرفته مي �90مساوي 

 مانند يك ماده ايزوتروپ با
22rrk k k= =ϕϕ كندعمل مي. 

 صفر درجه ها برابرزاويه الياف در همه لايه: يكاورتوتروپ .2

بنابراين لمينيت .) اندقرار گرفته ϕالياف در جهت(است 

 ضرايب مانند يك ماده اورتوتروپيك با

11k k=ϕϕ
و  

22rrk k= باشدمي. 

هاي دمان الياف در لايهدر اين حالت چي: 2ايزوتروپيكشبه .3

 :صورت زير استمختلف به

[ , , , , , , , ]� � � � � � � �0 45 90 135 180 225 270 315 

يك نمونه عملي ديگر از آرايش الياف كه : 3كراس پلاي .4

 :صورت زير استدر آن زاويه الياف به

[ , , , , , , , ]� � � � � � � �0 90 0 90 0 90 0 90 

نشان ) 16 معادله(فوريه بررسي همگرايي جملات سري 

ها با دقت جمله اول سري، جواب1000دهد كه با محاسبه مي

با توجه به اين واقعيت كه حل  .قابل قبول همگرا خواهند شد

با  ،باشد �90ها در حالتي كه زاويه الياف در همه لايه ،حاضر

حل مربوط به انتقال حرارت در يك استوانه ايزوتروپ در جهات 

r ϕ−  34[شده توسط آرپاچييكسان است، لذا از حل ارائه [

شده شده استفاده براي اعتبارسنجي و اثبات صحت حل ارائه

ثابت توسط آرپاچي تحت شرايط مرزي دما شدهحل ارائه. است

از محيط استوانه و دماي صفر در نيمه پاييني  ه بالاييدر نيم

شده در ارائه شده است كه نتايج حاصل از اين حل و حل ارائه

طور كه از اين همان. نشان داده شده است 2مقاله در شكل اين 

نمودارها  ،بودن اين دو حل، با توجه به تحليليآيدميشكل بر

دست هنتايج ب علاوه بر اين،. يكديگر منطبق هستندكاملاً بر 

نيز مقايسه ] 25[شده توسط كيهاني و همكارانآمده با كار ارائه

اين حل تنها تحت شرايط مرزي گرمايي خاص . گرديده است

ها از نوع ارائه شده و جنس كامپوزيت در همه لايه

 ،بودن هر دو حلبا توجه به تحليلي. اپوكسي است/گرافيت

 ).3 شكل( شاهد هستيمتطابق كامل را 

                                                            

1. Isotropic 

2. Quasi-isotropic 

3. Cross-ply 

  

در ) 2πدر زاويه (بعد در جهت شعاعي بيات دماي تغيير 2 شكل

  ثابتدمامرزي  شرايط تحت ايزوتروپ اياستوانه لمينيت يك
  

  

بعد برحسب زاويه الياف در يك يرات دماي ميانگين بيتغي 3شكل 

  اي تحت شار حرارتي خورشيديلايه استوانهلمينيت تك

20=outh
2W m K, 30=

�
r cm, 42=

lnr cm 

  

هاي عملي استفاده عنوان مثالدر اين مقاله موارد زير به

 :شده است

شار  كه در معرضلايه يك لوله كامپوزيتي سه: 1نمونه  •

از  شار حرارتي رسيده. تشعشعي خورشيد قرار گرفته است

    طور متوسط برابرخورشيد در نزديكي سطح زمين به

W m2 q ′′ =  اين  توزيع  .شوددرنظر گرفته مي 1357

 تابع صورتشار روي سطح خارجي استوانه به

( ) ( / cos( ) )q ϕ ϕ′′ = × − ×1357 1 0 5 2 W m2

 
 فرض

مشخصات و هاي حرارتي ويژگي 4شكل و  2 جدول .است شده

علاوه بر  .دهدمحيط درنظر گرفته شده را نشان ميهندسي 

شار حرارتي متغير روي سطح خارجي لوله، شرايط مرزي 

  .استده شجايي حرارتي در داخل و خارج لوله نيز لحاظ هجاب

      لايه براي مثال دوم يك لوله كامپوزيتي پنج: 2 نمونه •

نظر گرفته شده گرفته شده در يك مبدل حرارتي در كارهب
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، فرض براي بررسي انتقال حرارت نامتقارن در اين لوله. است

 صورت يك تابع غيرشده است كه دماي داخلي استوانه به

) متقارن ) ( )( )cos= × +50 1 2T ϕ ϕ W m2

 
. كندمي تغيير

و  5له در شكل ئمشخصات هندسي و خصوصيات حرارتي مس

آيد، برمي 5گونه كه از شكل همان .اندبيان گرديده 3جدول 

جايي، شار هشرايط مرزي خارجي لوله تركيبي از شرايط جاب

 .ثابت و شرط عايق در نيمي از محيط لوله فرض شده است

مقايسه همزمان تاثير دو پارامتر زاويه الياف و منظور به

لمينيت و ها، نمودارهاي تغييرات دماي ميانگين جنس لايه

اي حسب زاويه الياف و چيدمان لايهماكزيمم دماي لمينيت بر

چنين فرض شده است كه زاويه الياف . گوناگون رسم شده است

از صفر تا صورت همزمان ها با هم برابر باشند و بهدر همه لايه

  .ها نيز با يكديگر برابر استضخامت لايه. تغيير كند �180

 

 هندسه و شرايط مرزي براي نمونه اول 2جدول 

  m( 3/0(قطر خارجي 

 m( 05/0(ها ضخامت لايه

 K( 300(دماي خارج 

 K( 310(دماي داخل 

2W(جايي خارجي هضريب جاب m K(  50  

2W(جايي داخلي هضريب جاب m K(  100  

  

 هندسه و شرايط مرزي براي نمونه دوم 3جدول 

 m( 5/0(قطر خارجي 

 m( 05/0(ها لايهضخامت 

 K( 300(دماي خارج 

2W(جايي خارجي هضريب جاب m K(  50  

  

  

  هندسه و شرايط مرزي مربوط به نمونه اول 4 شكل

  

  هندسه و شرايط مرزي مربوط به نمونه دوم 5شكل 
  

وجود هتغييرات ماكزيمم دماي ب ب-6الف و -6هاي شكل

 حسب زاويه الياف نشان را برمثال اول آمده داخل لمينيت 

مقدار ضريب ، �90با افزايش زاويه الياف از صفر تا  .دهندمي

µ برسد �90افزايش خواهد يافت تا به ماكزيمم مقدار خود در 

 سبب، افزايش اين ضريب )3( با توجه به معادله. )4معادله (

د و درنتيجه شخواهد  ϕكاهش ميزان انتقال حرارت در جهت 

      يكنواختي توزيع دما كاهش يافته و ماكزيمم دما افزايش 

با افزايش زاويه  ،آيدها برميطور كه از اين شكلهمان. يابدمي

 ماكزيمم دماي لمينيت افزايش خواهد، �90الياف از صفر تا 

ب -6الف و -6هاي چنانچه از مقايسه بين شكل از طرفي .يافت

ها نيز تاثير بسزايي نحوه چيدمان جنس لايه ،شودمشخص مي

 اي تجربه در مقدار دماي ماكزيمي دارد كه لمينيت استوانه

ها، ماكزيمم طوري كه با تغيير نحوه چيدمان لايهبه. نمايدمي

)(در چيدمان اول كلوين  326 از دما ) ( ) ( )
k k k> >

1 2 به ) 3

)(در چيدمان دوم كلوين  5/319 ) ( ) ( )
k k k< <

1 2 كاهش ) 3

  . خواهد يافت

  
  ب                   الف                                               

 نمونهحسب زاويه الياف در برلمينيت  اكزيممم دماي تغييرات 6 شكل

) )الف اول ) ( ) ( )
k k k> >

1 2 )) ب و 3 ) ( ) ( )
k k k< <

1 2 3  
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نظر گرفته شده تغييرات دماي ميانگين لمينيت در 7شكل 

ها حسب زاويه الياف در دو آرايش مختلف لايهمثال دوم را بردر 

با  ،)3(له و معادله با توجه به شرايط مرزي مسئ .دهدنشان مي

 ميزان انتقال حرارت در جهت �90تا  زاويه الياف از صفر افزايش

r كه اين امر باعث افزايش انتقال حرارت  ،خواهد يافت افزايش

   .دشها خواهد اي و كاهش دماي ميانگين لايهاز لمينيت استوانه
  

  
  ب                   الف                                                

ميانگين لمينيت برحسب زاويه الياف در  تغييرات دماي 7 شكل

)) دوم الف نمونه ) ( ) ( ) ( ) ( )
k k k k k= > > =

1 2 3 4 و  5

))ب ) ( ) ( ) ( ) ( )
k k k k k= < < =

1 2 3 4 5  

  

نيز مانند قبل در ) هالحاظ جنس لايهاز (بندي نحوه لايه

نحوي كه به ،)الف و ب 7شكل (مقدار دماي ميانگين موثر است 

  .دشگراد اختلاف دما ايجاد خواهد درجه سانتي 30حدود 

لف هاي الياف مختكانتورهاي مربوط به توزيع دما در آرايش

ايزوتروپيك و كراس پلاي براي ايزوتروپيك، اورتوتروپيك، شبه

نشان داده شده ) 9شكل (و نمونه دوم ) 8شكل (نمونه اول 

ها يكسان و جنس كامپوزيت در همه لايه ،هادر اين شكل. است

تاثير آرايش . از نوع گرافيت اپوكسي درنظر گرفته شده است

  .ها كاملاً مشهود استاين لمينيتدر الياف روي توزيع دما 

- توزيع دما در اين لمينيت ،آيدميها برچنانچه از اين شكل

ها همواره بين دو حالت حدي ايزوتروپيك و اورتوتروپيك قرار 

ها روي توزيع دما در لمينيت نحوه تاثير تغيير جنس لايه. دارد

اين . نشان داده شده است 10نمونه اول توسط كانتورهاي شكل 

.  ايزوتروپيك رسم شده استكانتورها در آرايش الياف شبه

ها          ، تغيير جنس لايهآيدطور كه از اين كانتورها برميهمان

اي الگوهاي توزيع درجه حرارت طور قابل ملاحظهتواند بهمي

  .داخل لمينيت را تغيير دهد

  

    
  اورتوتروپيكشبه   اورتوتروپيك

    
  ايزوتروپيك  كراس پلاي

  اول نمونهكانتورهاي توزيع دما براي آرايش الياف مختلف در لمينيت  8شكل 
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محمدحسن كيهاني

                                                                                                

  
  شبه اورتوتروپيك

  
  ايزوتروپيك

  
( ) ( )

, ,k k k k k k< > >
1 2 2 3 1 3

  

  
( )

k k k
1 2 3  

                                                                                                

شبه اورتوتروپيك

ايزوتروپيك

  توزيع دما براي آرايش الياف مختلف در لمينيت نمونه دوم

( ) ( ) ( )
, ,k k k k k k< > >

1 2 2 3 1 3

( ) ( )
k k k< <

1 2 3

  مختلف لمينيت نمونه اول

                                                                                                

توزيع دما براي آرايش الياف مختلف در لمينيت نمونه دوم

( )
k k k k k k< > >

1 2 2 3 1 3

مختلف لمينيت نمونه اولهاي 

                                                                                                

توزيع دما براي آرايش الياف مختلف در لمينيت نمونه دوم

هاي بنديكانتورهاي توزيع دما براي لايه

 ...بررسي تحليلي انتقال حرارت پاياي هدايتي نامتقارن در 
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k k k k k k
1 2 2 3 1 3
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بررسي تحليلي انتقال حرارت پاياي هدايتي نامتقارن در 

 13دورة ، 1392 مرداد

  اورتوتروپيك

  كراس پلاي

كانتورهاي 9شكل 

( ) ( )
k k k> >
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, ,k k k k k k> < <

1 2 2 3 1 3
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 گيرينتيجه - 5

يك حل تحليلي دقيق براي انتقال حرارت  ،در مقاله حاضر

هاي كامپوزيتي چندلايه ارائه دوبعدي نامتقارن در استوانه

ط ترين شرايدست آمده تحت كليهمعادله انرژي ب. گرديده است

  .نظر گرفته شده استشعاعي درمرزي خطي ممكن در جهت 

دست آمده از كار هها و نتايج بترين نوآورياز جمله مهم

  :توان اشاره نمودحاضر به موارد زير مي

  تواند ليلي و دقيق بوده كه ميشده يك حل تححل ارائه •

هاي عددي و همچنين درك عنوان معياري براي سنجش حلبه

 .ها استفاده شودمپوزيتيند انتقال حرارت در كااتر فرمحسوس

زي كلي بيان گرديده كه قابل شده تحت شرايط مرحل ارائه •

نوع اول، نوع دوم و يا (سازي به شرايط مرزي تركيبي ساده

 .باشدمي) سوم

ها يه الياف در هر يك از لايهها و زاواثر دو عامل جنس لايه •

هاي عنوان دو پارامتر موثر در طراحي حرارتي لمينيتبه

 .كامپوزيتي از طريق دو نمونه عملي بررسي گرديده است

هاي كامپوزيتي همواره بين توزيع درجه حرارت در لمينيت •

ها صفر يعني وقتي كه زاويه الياف در همه لايه ،دو حالت حدي

است، قرار ) آرايش ايزوتروپيك( �90و يا ) آرايش اورتوتروپيك(

 .دارد

با افزايش زاويه الياف از  ،شدهمرزي خاص ارائهتحت شرايط  •

تر ، توزيع درجه حرارت در لمينيت يكنواخت�90صفر تا 

گرديد و درنتيجه دماي ميانگين لمينيت كاهش خواهد  خواهد

 . يابدكه دماي ماكزيمم لمينيت افزايش مي يافت، در صورتي

 

  آوردن ضرايب سري دستهب: پيوست الف -6

صورت به χدر هر يك از مقادير  γو  α ،βروابط مربوط به 

  :زير است
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  )4-الف(

1 1

1 1

1 1

1,2,3,..., 1

i i i i

i i i i i

i i i i

i i i i i

l

A A A A

A B A B

A B A B

A B A B

i n

χ χ χ χ

χ χ χ χ

χ χ χ χ

χ χ χ χ

ξ

τ

+ +

+ +

+ +

 ′ ′× − ×
=

′ ′× − ×


′ ′− × + ×
= ′ ′× − ×

= −

مربوط به هر جفت از  Bχو  Aχهمچنين مقادير ضرايب 

  ′Bχو  ′Aχشايان ذكر است كه (صورت زير است ضرايب به

:)هستند Bχو  Aχترتيب مشتق عبارات به

 

  

0 1
0

0

0 0 1
1 2 1

0

0
0 1

0 0 1
1 2 1

0

0

0

1 2

0

0

1 2

0

1
0 1

0 0

1

1
1 2 1

0 0 0

ln

1

ln

i

i

l

n nl l
l l

l

n n

n n

i i

n

i i i
n n

i

n

i i i
n n

n nl

nl

n n

n n nl nl
n n

n

b
A

r

b
A A a

r

B a

b
B B a

r

r
A

r

r
A A

r

B

r
B B

r

r b
A a

r r r

r b rn
A A a

r r r

B

−

−

=

= = +

=

= = −

 
=  

 

 
= =  

 

=

 
= =  

 

 
= + 

 

   
= = +   

   

µ

µ

µ µ

µ

0 1

1

1
1 2 1

0 0 0

l

n nl l
l l

l

n

n n

n n nl nl
n n

n

a

r b rn
B B a

r r r

− − −


































=


   
= = −   

   

µ µ

µ

,1  )6-الف( 2,3,..., 1li n= −

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


 و همكار محمدحسن كيهاني ...بررسي تحليلي انتقال حرارت پاياي هدايتي نامتقارن در 

 

 25                                                                                                5شمارة  13دورة ، 1392 مرداد مهندسي مكانيك مدرس

  عراجم -7
[1] Krenkel W., Berndt F., “C/C–SiC Composites for 

Space Applications and Advanced Friction 

Systems”, Mater. Sci. Eng., Vol. 412, 2005, pp. 

177-181. 

[2] Jedidi J., Jacquemin F., Vautrin A., “Design of 

Accelerated Hygrothermal Cycles on Polymer 

Matrix Composites in the Case of a Supersonic 

Aircraft”, Compos. Struct., Vol. 68, 2005, pp. 429-

437. 

[3] Von Klemperer C. J., Maharaj D., “Composite 

Electromagnetic Interference Shielding Materials 

for Aerospace Applications”, Compos. Struct., Vol. 

91, 2009, pp. 467-472. 

[4] Xia Y., Jacobi A. M., “An Exact Solution to 

Steady Heat Conduction in a Two-Dimensional 

Slab on a One-Dimensional fin: Application to 

Frosted Heat Exchangers”, Int. J. Heat Mass 

Transfer, Vol. 47, 2004, pp. 3317-3326. 

[5] Fang X., Zhang Z., Chen Z., “Study on Preparation 

of montmorillonite-Based Composite Phase 

Change Materials and Their Applications in 

Thermal Storage Building Materials”, Energy 

Convers.  Manage., Vol. 49, 2008, pp. 718-723. 

[6] Pashah S., Arif A. F. M.,  Zubair S. M., “Study of 

Orthotropic Pin fin Performance through 

axisymmetric Thermal Non-Dimensional finite 

Element”, Appl. Therm., Eng., Vol. 31, 2011, pp. 

376-384. 

[7] Mustafa M. T., Zubair S. M., Arif A. F. M., 

“Thermal Analysis of Orthotropic Annular fins 

with Contact Resistance: A closed-Form 

Analytical Solution”, Appl. Therm. Eng., Vol. 31, 

2011, pp. 937-945. 

[8] Antonucci V.,  Giordano M.,  Hsiao K. T.,  Advani 

S. G., “A Methodology To Reduce Thermal 

Gradients due to the Exothermic Reactions in 

Composites Processing”, Int. J. Heat Mass 

Transfer, Vol. 45, 2002, pp. 1675-1684. 

[9] Guo Z. S., Du S., Zhang B., “Temperature field of 

Thick Thermoset Composite Laminates during 

Cure Process”, Compos. Sci. Technol., Vol. 65, 

2005, pp. 517-523. 

[10] Behzad T., Sain M., “Finite Element Modeling of 

Polymer Curing in Natural Fiber Reinforced 

Composites”, Compos. Sci. Technol., Vol. 67, 

2007, pp. 1666-1673. 

[11] Dlouhy I., Chlup Z., Boccaccini D. N., Atiq S., 

Boccaccini A. R. , “Fracture Behavior of Hybrid 

Glass Matrix Composites: Thermal Ageing 

Effects”, Compos., Vol. 34, 2003, pp. 1177-1185. 

[12] Gilbert A., Kokini K., Sankarasubramanian S., 

“Thermal Fracture of Zirconia–Mullite Composite 

Thermal Barrier Coatings under Thermal Shock: 

An Experimental Study”, Surf. Coat. Technol., Vol. 

202, 2008, pp. 2152-2161. 

[13] Gilbert A., Kokini K., Sankarasubramanian S., 

“Thermal Fracture of Zirconia–Mullite Composite 

Thermal Barrier Coatings under Thermal Shock: A 

Numerical Study”, Surf. Coat. Technol., Vol. 203, 

2008, pp. 91-98. 

[14] Iyengar V., “Transient Thermal Conduction in 

Rectangular Fiber Reinforced Composite 

Laminates”, Adv. Compos. Mater., Vol. 4, No. 4, 

1995, pp. 327-342. 

[15] Sunao S., Takashi I., “Numerical Analysis of Heat 

Conduction Effect Corresponding to Infrared 

Stress Measurements in Multilamina CFRP Plates”,  

Adv. Compos. Mater., Vol. 8, No. 3,1999, pp. 269-

279. 

[16] Blanc M., Touratier M., “A Constrained Discrete 

Layer Model for Heat Conduction in Laminated 

Composites”, Comput. Struct., Vol. 83, 2005, pp. 

1705-1718. 

[17] Kaminski M., “Homogenization-Based Finite 

Element Analysis of Unidirectional Composites by 

Classical and Multiresolutional Techniques”, 

Comput. Methods Appl. Mech. Eng., Vol. 194, 

2005, pp. 2147-2173. 

[18] Corlay C., Advani S. G., “Temperature 

Distribution in a Thin Composite Plate Exposed to 

a Concentrated Heat Source”, Int. J. Heat Mass 

Transfer, Vol. 50, 2007, pp. 2883-2894. 

[19] Salt H., “Transient Heat Conduction in a Two-

Dimensional Composite Slab. I. Theoretical 

Development of Temperatures Modes”, Int. J. 

Heat Mass Transfer, Vol. 26, No. 11, 1983, pp. 

1611-1616. 

[20] Salt H., “Transient Heat Conduction in a Two-

Dimensional Composite Slab. II. Physical 

Interpretation of Temperatures Modes”, Int. J. 

Heat Mass Transfer, Vol. 26, No. 11, 1983, pp. 

1617-1623. 

[21] Haji-Sheikh A., Beck J. V., Agonater, D., “Steady-

State Heat Conduction in Multi-Layer Bodies”, Int. 

J. Heat and Mass Transfer, Vol. 46, No. 5, 2003, 

pp. 2363-2379. 

[22] Kayhani M. H., Norouzi M., AmiriDelouei A., “A 

General Analytical Solution for Heat Conduction 

in Cylindrical Multilayer Composite Laminates”, 

Int. J. Therm. Sci., Vol. 52, 2012, pp. 73-82. 

[23] Amiri Delouei A., Kayhani M. H., Norouzi M., 

“Exact Analytical Solution of Unsteady Axi-

Symmetric Conductive Heat Transfer in 

Cylindrical Orthotropic Composite Laminates”, 

International Journal of Heat and Mass Transfer, 

Vol. 55, 2012, pp. 4427-4436. 

حسن، نوروزي محمود، اميري دلوئي امين، كيهاني محمد ]24[

بررسي تحليلي انتقال حرارت غيردايمي اورتوتروپيك پين "

مجله علمي پژوهشي مهندسي مكانيك ، "هاي كامپوزيتيفين

  .32-21ص ، ص1390، 4ره ، شما11، دوره مدرس

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


 و همكار محمدحسن كيهاني ...بررسي تحليلي انتقال حرارت پاياي هدايتي نامتقارن در 

 

 5شمارة  13دورة ، 1392 مرداد مدرسمهندسي مكانيك                                                                                                 26

حل "حسن، شريعتي محمود، نوروزي محمود، كيهاني محمد ]25[

هدايتي در يك استوانه  دارتحليلي انتقال حرارت پاي

 ،مجله علمي پژوهشي مهندسي مكانيك مدرس، "كامپوزيتي

  .151- 135ص ، ص1388، 37شماره 
[26] Jain P. K., Singh S., Rizwan-uddin, “An Exact 

Analytical Solution for Two-Dimensional, 

Unsteady, Multilayer Heat Conduction in 

Spherical Coordinates”, International Journal of 

Heat and Mass Transfer, Vol. 53, 2010, pp. 2133-

2142. 

[27] Myint-U T., Debnath L., Linear Partial 

Differential Equations for Scientists and Engineers, 

Boston, Birkhauser, 2007. 

[28] Ozisik M. N., Heat Conduction, Second Ed., New 

York, Wiley, 1993. 

[29] Fung Y. C., Foundation of Solid Mechanics, 

Prentice-Hall, Englewood Cliffs, 1965. 

[30] Powers J. M., “On the Necessity of Positive Semi-

Definite Conductivity and on Sager Reciprocity in 

Modeling Heat Conduction in Anisotropic Media”, 

J. Heat Transfer Trans. ASME, Vol. 126, No. 5, 

2004, pp. 670-675. 

[31] Herakovich C. T., Mechanics of Fibrous 

Composites, New York, Wiley, 1998. 

[32] Shives G., Norley J., Smale M., Chen G., and 

Capp J., “Comparative Thermal Performance 

Evaluation of Graphite/Epoxy fin Heat Sinks”, 

Proc. of Intersociety for Thermal Conference 

(ITHERM), 2004, pp. 410-417. 

[33] Weber E., Development and Modeling of 

Thermally Conductive Polymer/Carbon 

Composites, PhD Thesis, Michigan, Michigan 

Technological University, 1999. 

[34] Arpaci V. S., Conduction Heat Transfer, Michigan, 

Addison-Wesley, 1966. 

 

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir

