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ها مورد بررسي قرار  اي مدرج تابعي دو بعدي بر روي بستر الاستيك بر اساس تئوري كلاسيك پوسته رفتار پوسته استوانه ،در اين تحقيق -چكيده

        و مقادير مرزي معادلات حركت .استفاده شده است تاناكا-ريمو از مدل ميكرومكانيكيدوبعدي  سازي ماده مدرج تابعيبراي مدل. استگرفته 

دست آمده در براي بررسي صحت نتايج به ،همچنين. اند سازي مشتق و انتگرال حل شده يافته مربعكمك روش تعميمدست آمده در اين بررسي بهبه

فركانس طبيعي ماده مدرج دهند كه  دست آمده نشان مينتايج به. اند شدهدست آمده با نتايج حاصل از كارهاي گذشته مقايسه اين تحقيق، نتايج به

ط يبا استفاده از بستر الاستيك مح ،همچنين. تري دارند بعدي با خصوصيات همسان مقادير بزرگبعدي در مقايسه با ماده مدرج تابعي يكتابعي دو

   .د پوسته افزايش يابدشود كه مقادير فركانسي ارتعاش آزا بر پوسته اين امكان فراهم مي

  سازي مشتق و انتگرال اي، ماده مدرج تابعي دوبعدي، روش مربع ارتعاش آزاد، پوسته استوانه :واژگان كليد
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Abstract- In this paper, the free vibration of a two-dimensional functionally graded circular cylindrical shell is 

analyzed. To describe the material properties of the two-phased FGM material Mori-Tanaka micromechanical model is 

used. The spatial derivatives of the equations of motion and boundary conditions are discretized using the methods of 

generalized differential-Integral quadrature (GDIQ). To validate the results, comparisons are made with the solutions 

for FG cylindrical shells available in the literature. The results of this study show that the values of natural frequency of 

2D FGMs are higher than those of 1D FGMs in parallel conditions. Furthermore, application of a confining elastic 

foundation increases the value of natural frequencies. 
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  مقدمه - 1

 مواد مدرج تابعي

ناهمگن  مواد كامپوزيتي با ريزساختار 1

       طور ملايم و پيوسته هها بخواص مكانيكي آن كه باشند مي

      اين خاصيت ويژه  .كند از يك سطح به سطح ديگر تغيير مي

دهنده يكنواخت در نسبت حجمي مواد تشكيلوسيله تغيير به

 تابعي مدرج موادفازهاي ريزساختاري . آيد مي دستهها ب آن

گر هستند و باعث ايجاد داراي عملكرد متفاوتي نسبت به يكدي

با تغيير . شوند مي تابعي مدرج موادساختاري در وضعيت چند

 مدرج مواددهنده وب و تدريجي كسر حجمي مواد تشكيلمتنا

، اين مواد خاصيت يك ماده پيوسته را از خود نشان تابعي

د مختلفي چون حسگرهاي مواد مدرج تابعي در موار. دهند مي

هاي مدرج تابعي  ، زره]2[ها كننده، فعال]1[مدرج تابعي

و ايمپلنت مدرج تابعي ] 4[، حسگرهاي نوري]3[فلزي/سراميكي

با گسترش كاربرد . گيرند مورد استفاده قرار مي] 5[دندانپزشكي

ها  قات بيشتر بر روي آنها، نياز به انجام تحقي اين مواد در سازه

  .براي محققان آشكارتر شد

اي  در تحقيقي، ارتعاش پوسته استوانه ،]6[لوي و همكارانش

جايي تئوري  جابه-مدرج تابعي را با استفاده از روابط كرنش

نتايج . ريتز بررسي كردند-پوسته لاو و براساس روش ريلي

كسر  هاي فركانسي تحت تأثير دهنده آن است كه مشخصهنشان

وسيله پرادهان اين تحقيق به. هستند حجمي و پيكربندي اجزا

صورت اي پوسته در شرايط مرزي مختلف بهبر] 7[و همكارانش

اين مطالعه نشان داد كه . تري مورد بررسي قرار گرفت گسترده

هاي فركانسي پوسته مدرج تابعي مشابه پوسته  مشخصه

شد كه  همچنين مشاهده. اي ايزوتروپيك است استوانه

هاي طبيعي پوسته، وابسته به كسر حجمي اجزا و  فركانس

 ارتعاش آزاد] 8[شاه و همكارانش. باشند شرايط مرزي مي

بعدي روي بستر الاستيك را اي مدرج تابعي يك پوسته استوانه

در تحقيق خود، معادلات حركت  ،ها آن. مورد بررسي قرار دادند

ها  تئوري كلاسيك پوستهس را با استفاده از روش موج و بر اسا

نتايج حاصل از اين تحقيق نشان داد كه . دست آوردندبه

استفاده از يك بستر الاستيك باعث افزايش مقادير فركانسي 

. شود بعدي مياي مدرج تابعي يك پوسته استوانه ارتعاش آزاد

تحليل ارتعاش آزاد پنل منحني ضخيم ] 9[فريد و همكارانش

پارامتري كه روي بستر الاستيك دوعي تنيده مدرج تابپيش

                                                      
1. Functionally Graded Materials 

اده از فرمولاسيون تحت تأثير محيط حرارتي است، با استف

دست براي به. اند رد بررسي قرار دادهبعدي موالاستيسيته سه

2يافتهسازي مشتق تعميم آوردن معادلات حاكم از روش مربع
 

در ضخامت و توابع مثلثاتي در جهت طولي و مماسي استفاده 

تأثير پارامترهاي مواد مدرج تابعي مورد بررسي  شده است و

در تحقيقي كه بر اساس  ،]10[سبحاني و ياس. اند قرار گرفته

هاي  بعدي انجام شده است، مشخصه تئوري الاستيسيته سه

 اي مدرج تابعي تقويت هاي استوانه ايستا و ارتعاش آزاد پوسته

 ،ر اين مقالهد. اند را مورد بررسي قرار داده CGFRشده با الياف 

اده از با استف معادلات ديفرانسيل معمولي كوپله با ضرايب متغير

اند و نتايج حاصل  يافته حل شدهسازي مشتق تعميم روش مربع

اي  هاي استوانه دست آمده از پوستهاز اين تحقيق با نتايج به

  .اند اي ساده مقايسه شده كامپوزيت لايه

 ،رج تابعي متداوله مدبايست توجه نمود كه يك ماد مي

اين . سازي نيازهاي طراحي نخواهد بود همواره قادر به برآورده

امر ناشي از ايجاد توزيع تنش و حرارت ناهمسان در قطعات 

استفاده از موادي كه در جهات . پيچيده در جهات مختلف است

حل از فازها را داشته باشند يك راه مختلف، توزيع متفاوتي

هاي نوين  روش. ن بر اين مشكل استآمدمناسب براي فائق

بعدي را ميسر  توليد، امكان ساخت مواد مدرج تابعي دو و سه

به بررسي اثرات ] 11،12[نمت الا در تحقيقات خود. اند ودهنم

هاي حرارتي بر روي ورق مستطيلي مدرج تابعي دوبعدي  تنش

نتايج حاصل از اين تحقيقات نشانگر برتري مواد . پرداخته است

بعدي بعدي نسبت به مواد مدرج تابعي يكتابعي دو مدرج

       در تحقيقي خمش ورق دايروي ] 13[ني و ژانگ. باشند مي

      دي را با استفاده از يك روش و حلقوي مدرج تابعي دوبع

  هبر اساس نتيج. تحليلي عددي مورد بررسي قرار دادندنيمه

 كمكمده بهدست آهاي به پاسخ ،دست آمده در اين تحقيقبه

هاي المان  ري نسبت به روشاين روش، نياز به محاسبات كمت

به بررسي تحليل ] 14[ايشان در تحقيق ديگري. محدود دارد

تحليلي استفاده از روش نيمهديناميكي ورق حلقوي با 

در اين . اند حسب فضا حالت پرداختهسازي مشتق بر مربع

ضخامت شعاع و تحقيق، تغييرات ماده مدرج تابعي در دو جهت 

هاي  نظر گرفته شده است و فركانسو يا يكي از اين دو در

. دست آمده استبا خواص مدرج متفاوت به ارتعاشي براي مواد

                                                      
2. Generalized Differential Quadrature 
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        ناشي  هاي جايي به بررسي جابه] 15[سبحاني و همكارانش

    شكل مدرج تابعي دوبعدي هاي منحني از ارتعاشات پنل

از الاستيسيته  ،در اين تحقيق. اند شده با الياف پرداختهتقويت

. ستفاده شده استبعدي خطي براي بيان معادلات حركت ا سه

دست آمده در اين تحقيق با استفاده از روش معادلات حركت به

هاي  جايي صورت جابهو به  سازي مشتق تعميم يافته حل مربع

در مقاله ديگري ] 16[سبحاني و هدايتي. اند مودال بيان شده

اي مدرج تابعي  ايستا و ارتعاش آزاد يك پوسته استوانه پاسخ

 .بعدي الاستيسته بررسي كردندبعدي را براساس تئوري سهدو

سازي يافته مربعبا استفاده از روش تعميم ،در اين تحقيق

كه يك روش عددي دقيق است، معادلات حركت پوسته  ،مشتق

  .اند و شرايط مرزي تحليل شده

اي مدرج تابعي  اش آزاد پوسته استوانهارتع ،در اين مقاله

دوبعدي روي بستر الاستيك با استفاده از تئوري كلاسيك 

ماده مدرج تابعي اين . پوسته لاو مورد بررسي قرار گرفته است

صورت تركيبي از دو فاز درنظر گرفته شده است كه پوسته به

   با استفاده از يك قانون تواني توزيع كسر حجمي اين دو فاز 

-از مدل ميكرومكانيكي موري ،در اين بررسي. آيد دست ميبه

معادلات . تاناكا براي توصيف مشخصه ماده استفاده شده است

با استفاده از بار براي نخستينها،  حركت و شرايط مرزي آن

 يافته سازي مشتق و انتگرال تعميم مربع تركيبي روش

1 

مقادير  اند و به اين ترتيب، سازي شده و حل شده گسسته

دست اي مدرج تابعي به فركانسي ارتعاش آزاد پوسته استوانه

همچنين اثر وجود بستر الاستيك بر ارتعاش آزاد . اند آمده

  .اي مدرج تابعي مورد بررسي قرار گرفته است پوسته استوانه

  

  قانون كسر حجمي ماده مدرج تابعي دوبعدي - 2

از دو فاز صورت تركيبي در اين تحقيق، ماده مدرج تابعي به

به اين ترتيب، معادله كسر حجمي . درنظر گرفته شده است

كسر حجمي را . بايستي توزيع دو فاز در ماده را بيان نمايد

اي مدرج  توان با استفاده از تعريف زير براي پوسته استوانه مي

  :تابعي دوبعدي تعريف نمود

)1(  1

2

z xn n

f

z x
V

h L

   
= +   
   

 

                                                      
1. Generalized differential-Integral quadrature 

نماي قانون  nxو  z واني در جهتنماي قانون ت nzكه در آن 

تواند بين صفر و  مقدار هر دو نما مي. است x تواني در جهت

)ندكنهايت تغيير  بي )0 ,x zn n≤ ≤ از  اي خوردهنماي برش. ∞

  . شود مي مشاهده 1شكل در دوبعدي تابعي مدرج اي استوانه پوسته

مواد هاي  مشخصه تعدادي مدل ميكرومكانيكي براي تعيين

       اند از ها عبارت اين روش. مدرج تابعي پيشنهاد شده است

و مدل تاناكا -، مدل موري)2يا مدل فوكت(ها  قانون مخلوط

3خودسازگار
مدل فوكت يك روش آسان براي بيان  .]17[ 

توان از مدل  اين در حالي است كه مي. مشخصه ماده است

. فاده نمودتاناكا براي توصيف يك فاز ناپيوسته است-موري

هاي بيشتري نسبت به روش  هرچند اين مدل داراي پيچيدگي

هاي ماده را با دقت بيشتري  باشد، اين روش مشخصه قبل مي

تاناكا براي توصيف -در اين تحقيق از مدل موري .كند تعيين مي

در اين مدل . استفاده شده استمدرج تابعي مشخصه ماده 

صورت زير بيان به Gf و مدول مؤثر برشي Kfمدول مؤثر بالك 

   :شوند مي
  

)2(  
( )( )

1

2 1 2 1

1 1

1
1

4

3

f

f

VK K

K K V K K

K K

−
=

− − −
+

+

 

  

)3(  
( )( )

1

2 1 2 1

1 1

1
1

f

f

VG G

G G V G G

G f

−
=

− − −
+

+
 

دهنده ترتيب نشانبه G1و  K1، )3(و ) 2(در معادلات 

دهنده نشان G2و  K2مدول بالك و مدول برشي فاز ماتريس و 

 f1همچنين براي . مدول بالك و مدول برشي فاز ذرات هستند

) :داريم) 3(معادله  در ) ( )1 1 1 1 1 19  8 6  2f G K G K G= + +.  
  

  
  اي مدرج تابعي دوبعدي از پوسته استوانه برشي 1شكل 

                                                      
2. Voigt model 

3. Self-consistent  
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و مدول برشي  (Ef)دير مدول يانگ مؤثر ابه اين ترتيب مق

 :  آيند دست ميصورت زير بهبه (Gf)مؤثر 

)4(  
( )

9 3 2
,

3 2 3

KG K G
E

K G K G
ν

−
= =

+ +
 

  

  معادلات ديفرانسيل حاكم - 3

اي  توان در حالت تنش صفحه اي نازك را مي استوانهيك پوسته 

  :فرض نمود و بنابراين براي روابط تنش و كرنش خواهيم داشت

)5(  { } [ ]{ }σ = Q e  

  :شوند ترتيب زير تعريف ميبه {e}و  [Q]، {σ}ن در آكه 

 )6(  { } { }
T

σ x xθ θσ σ σ=  

)7(  [ ]
11 12

12 22

66

0

Q 0

0 0

Q Q

Q Q

Q

 
 =  
    

)8(  { } { }
T

11 11 22 22 12 12e e zk e zk e zk= + + +

 
هاي  و مؤلفه e12و  e11  ،e22 جايي جابه-هاي كرنش مؤلفه

) 10(و ) 9(از روابط ) 8(در معادله  k12و  k11  ،k22انحنا -كرنش

  :آيند دست ميبه

)9(  
11

22

12

1

1

u

x
e

v
e w

R
e

v u

x R

θ

θ

∂ 
 ∂

   
∂    

= +    
∂    

   ∂ ∂
+ 

∂ ∂ 

 

)10(  

2

2

11 2

22 2 2

12
2

1

2

w

x
k

v w
k

R
k

v w

R x x

θ θ

θ

 ∂
 −

∂ 
    ∂ ∂   

= −    
∂ ∂    

    ∂ ∂ − 
 ∂ ∂ ∂  

 

در  [Q]ماتريس  هاي براي يك ماده ايزوتروپيك، مؤلفه

  :آيند مي صورت زير دربه) 7(معادله 

11 22 12 662 2
, ,

1 1 2(1 )

E E E
Q Q Q Q

ν

ν ν ν
= = = =

− − +
 
)11(  

صورت زير بهاي  استوانهبدين ترتيب انرژي كرنشي پوسته 

  :آيد ميدر 

2 22

22
11 2

0 0

1

2

L

s

Au v
PE A w

x R

π

θ

 ∂ ∂   
= + +    

∂ ∂   
∫ ∫  

      

12
662

2 1A u v v u
w A

R x x Rθ θ

∂ ∂ ∂ ∂    
+ + + +    

∂ ∂ ∂ ∂    
 

      

2

11 2
2

u w
B

x x

 ∂ ∂ 
−   

∂ ∂  
 

      

2

12 2 2

1
2

u v w
B

R x θ θ

  ∂ ∂ ∂  
+ −   

∂ ∂ ∂   
 

   

2

2

1 v w
w

R xθ

 ∂ ∂  
− +   

∂ ∂   
 

      

2

22

3 2

2B v v w
w

R θ θ θ

 ∂ ∂ ∂ 
+ + −  

∂ ∂ ∂  
 

      

2 2

66

3 2

2B v w v w

R x xθ θ θ

  ∂ ∂ ∂ ∂
+ − −  

∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

      

2 2
2 2

22
11 2 4 2

Dw v w
D

x R θ θ

   ∂ ∂ ∂
+ + −   

∂ ∂ ∂     

      
2 2

12

2 2 2

2D w v w

R x θ θ

  ∂ ∂ ∂
− −  

∂ ∂ ∂  
 

)12(  

      

2
2

66

2
 

D v w
R d dx

R x x
θ

θ

 ∂ ∂
+ − 

∂ ∂ ∂     

ي كششي، كوپلينگ و ترتيب سختبه Dij و Aij  ،Bijكه در آن 

  :شوند صورت زير تعريف ميباشند كه به خمشي مي

)13(  { } { }
2

2

2 

1  

h

ij ij ij ij

h

A B D Q z z dz
−

= ∫  

اي در اين تحقيق محاط در يك بستر  پوسته استوانه

به اين . پاسترناك درنظر گرفته شده است-الاستيك وينكلر

       صورت زير پتانسيل ناشي از بستر الاستيك بهترتيب، انرژي 

  : ]18[آيد دست ميبه

elPE =  

2 22

2

0 0

1 1

2

L

w g

w w
k w k Rd dx

x R

  ∂ ∂    
+ +     

∂ ∂       
∫ ∫

π

θ
θ

)14(  
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  :همچنين براي انرژي جنبشي خواهيم داشت

2 2 22

0 0

1
 

2

L

T

u v w
KE R d dx

t t t

π

ρ θ
 ∂ ∂ ∂     

= + +      
∂ ∂ ∂       

∫ ∫
 

)15(

  :شود صورت زير تعريف ميدر اين معادله به ρTكه 

)16(  
2

2 

 

h

T

h

dzρ ρ
−

= ∫  

  :آيد دست ميز تابع لاگرانژ بهانرژي با استفاده ا فانكشنال

)17(  Π KE PE= −  

  : شود صورت زير تعريف ميدر آن به PEكه 

)18(  
s elPE PE PE= +  

 آمده دردستبه روي فانكشنال اصل هميلتون بر از استفاده با

  :دنشو مي حاصل اي استوانه پوسته حركت معادلات ،)17( معادله

  )الف-19(
2

11 12 13 2T

u
L u L v L w

t
ρ

∂
+ + =

∂
 

  )ب-19(
2

21 22 23 2T

v
L u L v L w

t
ρ

∂
+ + =

∂
 

  )ج-19(
  

2

31 32 33 2

2 2

2 2 2

1

T

w g

w
L u L v L w

t

w w
k w k

x R

ρ

θ

∂
+ + =

∂

 ∂ ∂
+ − + 

∂ ∂ 
 

آورده  الفدر پيوست ) 19(در معادلات  Lijكه اپراتورهاي 

  . اند شده

نظر گاه ساده در تكيهاي بر روي  بررسي پوسته استوانه اين در

  :آيند صورت زير در ميبهبنابراين شرايط مرزي  است؛ شده گرفته

)20(  0,     0 ,    0 ,     0x xv w N M= = = =  

0xدر دو سر پوسته، يعني در ) 20(معادله  xو  = L= 

  .صادق است

براي تحليل ارتعاش پوسته، از روش انتشار موج  ،اكنون

صورت زير بهجايي  هاي جابه بنابراين مؤلفه. شوداستفاده مي

  :شودداده ميبسط 

  

  

  

  

)21(  

( )

( )

( )

1

1

1

cos

sin

cos

i t

m

i t

m

i t

m

u U x m e

v V x m e

w W x m e

ω

ω

ω

θ

θ

θ

∞

=

∞

=

∞

=

=

=

=

∑

∑

∑

 

طي و فركانس ترتيب بيانگر عدد موج محيدر آن به ωو  mكه 

  .طبيعي ارتعاش هستند

، معادلات حركت )19(ر معادلات د) 21(با اعمال معادلات 

:آيند صورت زير در ميبه

 

 

  )الف-22(
  

2

110 112 121 1312

3
2

133 3 T

U V W
S U S S S

x x x

W
S U

x
ρ ω

∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂

∂
+ = −

∂

 

  

  

  )ب-22(

2

211 220 222 2302

2
2

232 2 T

U V
S S V S S W

x x

W
S V

x
ρ ω

∂ ∂
+ + +

∂ ∂

∂
+ = −

∂
 

3 2

311 312 320 322 3303 2

U U V
S S S V S S W

x x x

∂ ∂ ∂
+ + + +

∂ ∂ ∂
 

  )ج-22(
2 4

2

332 3342 4 T

W W
S S W

x x
ρ ω

∂ ∂
+ + = −

∂ ∂

  . اند آمده ،در پيوست ب ،در آن Sijkكه اپراتورهاي 

  

  يافته سازي مشتق و انتگرال تعميم روش مربع  -4

 معادلات حل براي زيادي كاربرد عددي تقريبي هاي روش

 هاي روش يافتن مورد در پژوهش .دارند جزئي رانسيلديف

 اين از يكي. است بوده مطرح همواره كمتر محاسبات با عددي

توسط  باراولين روش اين. است 1مشتقسازي  مربع روش ها، روش

 عددي روش يك عنوانبه ،1972 سال بلمن و همكارانش در

 اين .]19[شد گرفته كاربه ،جزئي ديفرانسيل معادلات حل براي

 در بالاتر مرتبه هاياي چندجمله از استفاده دليلبه ،روش

 يك مشتق مستقيم زدنتقريب همچنين و عمومي مختصات

 محدود تفاضل هاي روش بر ،نظر مورد دامنه از نقطه يك در تابع

 نتايج بالاي دقت ديگر سوي از .دارد برتري محدود المان و

 و كمتر اي شبكه نقاط دتعدا از استفاده با روش اين از حاصل

 روش  .است شده آن روزافزون محبوبيت باعث آن سهولت

با ] 20[وسيله شو و ريچاردزيافته بهسازي مشتق تعميممربع

سازي مشتق و بهبود عمليات توسعه و بهسازي روش مربع

  .محاسبه ضرايب وزني معرفي شد

       ام يك تابع   rسازي مشتق  يافته مربعدر روش تعميم

  :شود صورت زير نوشته ميبه

                                                      
1. Differential quadrature 
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)23(  ( )

1

f
f  1,2, ,

i

Mr
r

ik kr
k

c i M
ξ

ξ

ξ
ξ =

∂
= =

∂
∑ �  

است و  ξتعداد نقاط شبكه در راستاي ) 23(در معادله  Mξكه 

cij
(r)

اي  جملههستند كه با استفاده از چندها ضرايب وزني  

يب ضرايب وزني مشتق به اين ترت. آيند دست ميلاگرانژ به

  :وندش صورت زير نوشته ميمرتبه اول به

)24(( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

1
  , 1,2, , ,

i

ij

i j j

L
c i j M i j

L
ξ

ξ

ξ ξ ξ
= = ≠

−
�

Lكه 
 (1)(ξi)  شود صورت زير تعريف ميبهدر آن:  

)25(  ( ) ( ) ( )1

1,

M

i i j

j i j

L
ξ

ξ ξ ξ
= ≠

= −∏  

ضرايب وزني مراتب بالاتر با استفاده از ضرايب وزني مراتب 

  :آيند دست ميبه صورت زيرتر به پايين

  

  
  

)26(  

( ) ( ) ( )
( )1

1 1
    

, 1,2, , ,

r

ijr r

ij ii ij

i j

c
c r c c

i j M i jξ

ξ ξ

−

−
 
 = −
 − 

= ≠�

 

  

  

)27(  

( ) ( )

1,

       

, 1,2, , , 1,2, , 1

M

r r

ii ij

j i j

c c

i j M r M

ξ

ξ ξ

= ≠

= −

= = −

∑

� �

 

وسيله روش اي لاگرانژ به در اينجا نقاط شبكه چندجمله

به اين ترتيب . شودلوباتو تعيين مي- گاس-گيري چبيشف نمونه

  :خواهيم داشت

  

)28(  

1
1 cos

1
       1,2, ,

2
i

i

N
i Mξ

π

ξ

− 
−  

− = = �  

با استفاده از همان  1يافتهسازي انتگرال تعميم روش مربع

اگر . اي توسعه يافته است لهسازي مشتق چندجممفهوم مربع

ت يك صورتوان آن را به ه پيوسته باشد، ميتابعي در يك باز

اي كه تمام مقادير فانكشنال  گونهاي با درجه بالا، به چندجمله

گيري  توان با انتگرال مي. در بازه استفاده شده باشند، تقريب زد

گرال اي روي هر قسمتي از بازه يا كل آن، انت از تابع چندجمله

  .تابع اصلي را تقريب زد

صورت تركيبي به  f(ξ,η)شود كه تابع  طور كلي فرض ميبه

فرم زير تقريب زده ها روي كل بازه به ادير فانكشنالخطي از مق

  :]21[دشو مي

                                                      
1. Generalized Integral Quadrature 

)29(  ( ) ( )
1

f , f ,

j

i

N
ij

k k

k

d c

ξ

ξ

ξ η ξ ξ η
=

=∑∫  

iهاي قابل تغييرند و زماني كه  مختصه ξjو  ξiكه در آن  aξ = 

و 
j

bξ شكل يك انتگرال متداول در بالا به باشد، معادله =

ckضريب وزني  .آيد مي
ij  صورت تفاضل زير به )29(در معادله

  :شود بيان مي

)30(  ij I I

k jk ikc d d= −  

توان اين ضرايب را به ترتيب زير  مي dI كه با بيان ماتريسي

  :تعيين نمود

)31(  [ ]
-1Id = a    

با استفاده از تعريف روش ) 31(معادله  در [a]يس كه ماتر

 مشتق عنوانبه fبيان تابع يافته و سازي مشتق تعميممربع

  :شود صورت زير تعريف ميبه  fIتابع  مرتبه اول

)32(  { } [ ]{ }If = a f  

نقطه  N و xنقطه نمونه در راستاي  Mبا درنظر گرفتن 

 M×Nوجود آمدن يك شبكه و درنتيجه به zنمونه در راستاي 

صورت زير به) 22(ر بالا گفته شد، معادلات و استفاده از آنچه د

  :آيند در مي

  )الف-33(
  

( ) ( )

( ) ( )( )

2 1

110 112 121

1 1

1 3 2

131 133

1

i i i

i i

M M

i ik k ik k

k k

M

ik ik k T i
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= =

=

+ +

+ + = −

∑ ∑

∑
 

  

  

  )ب-33(

( ) ( )

( )

1 2

211 220 222

1 1

2 2

230 232

1

i i i

i i

M M

ik k i ik k

k k

M

i ik k T i

k

S c U S V S c V

S W S c W Vρ ω

= =

=

+ +

+ + = −

∑ ∑

∑  

  

  

  

  )ج-33(
  

( ) ( )( )

( )

( ) ( )( )

1 3

311 312 320

1

2

322 330

1

2 4 2

332 334

1

i i i

i i

i i

M

ik ik k i

k

M

ik k i

k

M

ik ik k T i

k

S c S c U S V

S c V S W

S c S c W Wρ ω

=

=

=

+ +

+ +

+ + = −

∑

∑

∑
 

,1در آن  كه ,i M= گرفته هاي جاي سختي. كند تغيير مي �

  :شوند صورت زير بيان ميبه) 33(هاي معادلات  Sijkدر 

)34(  ( )
1 2

    

1

1, 2, ,
k

ij
N

I I

k

k

ij nk mk ij

k

ij

A

B d d Q N

D

z

z

k
=

 
 

= − = 
 


 
 
 
 
 

∑ �
 

  . است z محور راستاي در تعداد نقاط شبكه )34( در معادله Nكه 
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اي روي  سازي شرايط مرزي براي پوسته استوانهبا گسسته

 معادلات زير دست آمده سازي نتايج بهو سادهگاه ساده  يهتك

  :دنآي دست ميبه

  )الف-35(
1 0V =  

  )ب-35(
1 0W =

 

)  )ج-35( )1

1

1

0
M

k k

k

c U
=

=∑
 

)  )د-35( )2

1

1

0
M

k k

k

c W
=

=∑
 

0x در نقطه) 35(معادلات    . صادق هستند =

0MV  )الف-36( =  

0MW  )ب-36( =
 

)  )ج-36( )1

1

0
M

Mk k

k

c U
=

=∑
 

)  )د-36( )2

1

0
M

Mk k

k

c W
=

=∑
 

xنقطه  اين معادلات شرايط مرزي در كه L= كنند را بيان مي.  

دست معادله مرزي به هشت) 36(و ) 35(معادلات 

) ج-36(تا ) الف-36(و ) ج-35(تا ) الف-35(معادلات . دهند مي

هستند و  M و 1در نقاط شبكه  W و U ،V معادلات حركت

 2در نقاط شبكه  W ترتيب رفتاربه) د-36(و ) د-35(معادلات 

  .كنند را توصيف مي M–1و 

تقسيم براي حل دستگاه معادلات، كل بازه به دو قسمت 

يك قسمت از نقاط داخلي تشكيل شده و معادلات . شود مي

شود و قسمت دوم كه نقاط مرزي  حركت بر روي آن اعمال مي

ها را توصيف  آن را تشكيل داده و شرايط مرزي رفتار آن

  .كنند مي

اي مدرج تابعي  بر اين اساس، معادله حركت پوسته استوانه

  :شودمي بيان زيرصورت دوبعدي  به

)37(  [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }2

db ddS b + S d M dω= −  

 [M]هاي سختي،  ماتريس [Sdd]و  [Sdb]كه در آن 

ترتيب مقادير فانكشنال در به {b}و  {d}ماتريس جرم و 

  .كنند نواحي داخلي و مرزي پوسته را بيان مي

به همين ترتيب، با بيان شرايط مرزي به فرم ماتريسي 

  :خواهيم داشت

)38(  [ ]{ } [ ]{ }bb bdS b + S d =0  

  .هاي سختي هستند ماتريس [Sbd]و  [Sbb]كه در آن 

ذف حو ) 37(در معادله ) 38(گذاري معادله با جاي

  :آوريم دست ميفانكشنال مرزي به

)39(  [ ]{ } [ ]{ }2S d M dω= −  

  :صورت زير استدر آن به [S]كه 

)40(  [ ] [ ] [ ][ ] [ ]
-1

dd db bb bdS = S - S S S  

مقادير فركانس طبيعي پوسته  ،)39(با استفاده از معادله 

  .باشد اي مدرج تابعي دوبعدي قابل محاسبه مي استوانه

  

  نتايج و بحث - 5

. از دو نوع فلز و يك سراميك استفاده شده است ،در اين بررسي

شده و به اين ترتيب كه براي مقايسه نتايج با كارهاي انجام

از شده از ماده مدرج تشكيل هانتايج نشان داده شده در جدول

فولاد ضدزنگ و نيكل استفاده شده است و ماده مدرج تابعي 

زنگ و در نمودارها از دو ماده فولاد ضدسازنده پوسته 

مشخصه مواد استفاده . سيليسيوم كاربايد تشكيل شده است

  . آمده است 1شده در اين تحقيق در جدول 

هاي  نتايج اين تحقيق، پاسخمنظور بررسي صحت به

دست آمده با اي مدرج تابعي به ته استوانهفركانس طبيعي پوس

اين نتايج . مقايسه شده است] 6[نتايج مقاله لوي و همكارانش

شده در اين مقايسه انجام .اند نشان داده شده 2 در جدول

دست آمده در اين دهد كه نتايج به خوبي نشان ميبه هاجدول

  .خواني دارد تحقيق با نتايج حاصل از كارهاي گذشته هم

سازي مشتق و ، به بررسي همگرايي روش مربع3در جدول 

طور كه در اين همان. يافته پرداخته شده است انتگرال تعميم

-دست آمده از اين روش بهشود، نتايج به جدول مشاهده مي

سرعت همگرا شده كه اين امر در كاهش زمان محاسبات و 

 .كند افزايش سرعت پردازش اطلاعات نقش مهمي ايفا مي

هاي  دست آمده در اين جدول، در بررسيراساس نتايج بهب

براي  11×11بندي المان  شبكهشده در ادامه مقاله از يك انجام

  . دست آوردن مقادير فركانسي استفاده شده استبه
  

 ]16و6[دهنده ماده مدرج تابعي مشخصه مواد تشكيل 1جدول 

 سيليسيوم كاربايد نيكل فولاد ضدزنگ 

E(N·m-2)  1011×07788/2  1011×05098/2  1011×10/4  

ν  317756/0  3100/0  170/0  

(kg·m-3)ρ 8166 8900 3100 
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اي مدرج تابعي  پوسته استوانه (Hz)طبيعي  هاي فركانس 2جدول 

  گاه ساده با اعداد موج محيطي مختلف اول بر روي تكيه نوع

            ( )0.002, 20h R L R= =  
m   nz=0.7  nz=2  nz=15  nz=30  

1  
269/13  ]6[لوي و همكارانش  103/13  933/12  914/12  

2679/13  بررسي حاضر  1034/13  9330/12  9210/12  

2  
4994/4  ]6[لوي و همكارانش  4435/4  3834/4  3765/4  

4988/4  بررسي حاضر  4432/4  3833/4  3790/4  

3  
1749/4  ]6[لوي و همكارانش  1235/4  0653/4  0576/4  

1740/4  بررسي حاضر  1231/4  0652/4  0609/4  

4  
0691/7  ]6[لوي و همكارانش  9820/6  8856/6  8726/6  

0681/7  بررسي حاضر  9818/6  8858/6  8788/6  

5  
290/11  ]6[لوي و همكارانش  151/11  999/11  978/10  

2889/11  بررسي حاضر  1509/11  9991/10  9882/10  

6  
527/16  ]6[لوي و همكارانش  323/16  101/16  071/16  

5254/16  بررسي حاضر  3233/16  1020/16  0860/16  

  

همگرايي مقادير فركانس طبيعي يك پوسته مدرج تابعي  3جدول 

  گاه ساده دوبعدي بر روي تكيه

       ( )0.002, 20, 5, 10
x z

h R L R m n n= = = = =  
 (Hz)مقادير فركانس طبيعي  تعداد نقاط شبكه

5×5  9522/10  

7×7  9559/10  

9×9  9557/10  

11×11  9557/10  

13×13  9557/10  

  

اد پوسته مدرج تغييرات مقادير فركانس ارتعاش آز 2شكل 

زنگ و سيليسيوم يافته از دو ماده فولاد ضدتابعي تشكيل

را  05/0و ضخامت به شعاع  20كاربايد با نسبت طول به شعاع 

در سه حالت  10نماي قانون تواني برابر با . دهند نشان مي

   .تابعي نشان داده شده است متفاوت براي پوسته مدرج

نشان داده شده است، مقادير  2صورتي كه در شكل به

صورت نمايي بيعي با افزايش عدد موج محيطي بهفركانس ط

شود كه پوسته مدرج  همچنين مشاهده مي. يابد افزايش مي

تري نسبت به  تابعي دوبعدي مقادير فركانس طبيعي بزرگ

 ،شود طور كه مشاهده ميانهم .حالات ديگر اختيار كرده است

اختلاف مقادير فركانس طبيعي در اعداد موج محيطي كوچك 

با افزايش عدد . سه نوع پوسته بسيار كوچك است) 3كمتر از (

موج محيطي، اختلاف بين مقادير فركانس طبيعي انواع 

مشاهده  ،همچنين. يابد هاي مدرج تابعي افزايش مي پوسته

ي با نماهاي قانون تواني مخالف شود كه پوسته مدرج تابع مي

داراي  صفر بيشترين مقادير فركانس طبيعي و سپس نوع

0xn 0znو پس از آن پوسته مدرج تابعي داراي نماي  = = 

شود،  مشاهده مي 2كه در شكل  طورهمان. گيرند قرار مي

,10اختلاف ميان حالات  0x zn n= ,0و  = 10x zn n= = 

  .كمتر از اختلاف اين دو با نوع ديگر است

در اين قسمت به بررسي اثر بستر الاستيك بر روي ارتعاش 

اي پرداخته شده است و تغييرات فركانس  آزاد پوسته استوانه

  .ه استشدطبيعي با افزايش عدد موج محيطي بررسي 

نظر ثابت درتي بستر وينكلر مقدار سخ 4و  3هاي  در شكل

گرفته شده است و نمودارها براي سختي بستر پاسترناك در سه 

اين نمودارها  در .اند شده رسم 5/3×107 و 5/2×107 ،1×107 حالت

هاي مدرج تابعي  اختلاف مقادير فركانسي ارتعاش آزاد پوسته

تفصيل ارزيابي به 5بعدي و دوبعدي با نماي قانون تواني يك

دهد كه سختي بستر  حالتي را نشان مي 3شكل  .ستشده ا

طور كه همان. وينكلر در آن برابر با صفر درنظر گرفته شده است

با افزايش عدد موج محيطي  ،شود در اين شكل مشاهده مي

اي مدرج تابعي  مقادير فركانس طبيعي ارتعاش پوسته استوانه

صورت باً بهاين افزايش تقري. يابد مي بعدي افزايشبعدي و دويك

  .افتد خطي اتفاق مي
  

  
تغييرات فركانس طبيعي با عدد موج محيطي در پوسته  2شكل 

هاي مختلفي از  اي مدرج تابعي دوبعدي با آرايش استوانه

) 10نماهاي قانون تواني  )20, 0.05L R h R= =  
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تغييرات فركانس طبيعي با عدد موج محيطي در پوسته  3 شكل

  رج تابعي روي بستر الاستيكاي مد استوانه

( )20, 0.002, 0
w

L R h R k N m= = =  

  

  
ييرات فركانس طبيعي با عدد موج محيطي در پوسته تغ 4شكل 

  اي مدرج تابعي روي بستر الاستيك استوانه

   ( )720, 0.002, 1 10
w

L R h R k N m= = = ×  
  

شود، با افزايش مقادير سختي بستر  طور كه ديده ميهمان

همچنين، . يابد بيعي افزايش ميپاسترناك، مقادير فركانس ط

 تر،  هاي با سختي كم نسبت به حالت ،شيب اين نمودارها

  . شود تر مي بيش

 براي حالتي رسم شده است كه سختي بستر  4شكل 

طور كه در اين همان. باشد نيوتن بر متر 1×107وينكلر برابر با 

شود، با افزايش عدد موج محيطي، مقادير  شكل مشاهده مي

اي مدرج تابعي  طبيعي ارتعاش آزاد پوسته استوانه فركانس

خلاف حالت اين افزايش بر. يابد ي افزايش ميبعدبعدي و دويك

افتد، بلكه در ابتدا شيب افزايش  صورت خطي اتفاق نميقبل به

) بعد از موج محيطي دوم(تر بوده و سپس  فركانس طبيعي بيش

  .يابد اين شيب كاهش مي

، 4و  3هاي  شده در شكلبررسي در همه موارد ،همچنين

اي مدرج تابعي دوبعدي با  مقادير فركانس طبيعي پوسته استوانه

تر از پوسته مدرج تابعي  سختي بستر پاسترناك مشابه، بيش

  .باشد بعدي مييك

ثابت فرض  پاسترناك سختي بستر ،6و  5هاي  در شكل

شده است و نمودارهاي تغييرات فركانس طبيعي در چهار 

، 5/1×107با مقادير صفر،  وينكلراز مقدار سختي  حالت

اختلاف  ،در اين نمودارها. اند رسم شده 5/3×107و  5/2×107

بعدي هاي مدرج تابعي يك مقادير فركانسي ارتعاش آزاد پوسته

  .تفصيل ارزيابي شده استبه 5ي قانون تواني بعدي با نماو دو

بستر  براي حالتي رسم شده است كه در آن سختي 5شكل 

طور كه در همان. برابر با صفر درنظر گرفته شده استپاسترناك 

شود، با افزايش عدد موج محيطي، مقادير  اين شكل مشاهده مي

اي مدرج تابعي  فركانس طبيعي ارتعاش آزاد پوسته استوانه

در حالتي كه  ،اين افزايش. يابد بعدي افزايش ميبعدي و دويك

 ،با صفر در نظر گرفته شده استنيز برابر  وينكلر سختي بستر

طوري كه در اين حالت، ابتدا ست؛ بههامتفاوت با ديگر حالت

. يابد مقادير فركانس طبيعي كاهش يافته و سپس افزايش مي

وينكلر اين در حالي است كه در حالاتي كه مقدار سختي بستر 

كند، با افزايش عدد موج  مقداري نامساوي با صفر اختيار مي

با افزايش عدد موج  يابد و نهايتاً ميرتباً افزايش م ،محيطي

 ،همچنين .يابد نرخ افزايش مقادير فركانسي كاهش مي ،محيطي

شده، مقادير فركانس طبيعي پوسته در همه موارد بررسي

، مشابهوينكلر اي مدرج تابعي دوبعدي با سختي بستر  استوانه

  .باشد بعدي ميتر از پوسته مدرج تابعي يك بيش

 براي حالتي رسم شده است كه سختي بستر 6ل شك

 . نظر گرفته شده استدر 1×107در آن برابر با  پاسترناك

شود، با افزايش عدد موج  طور كه در اين شكل مشاهده ميهمان

اي  پوسته استوانه محيطي، مقادير فركانس طبيعي ارتعاش آزاد

الت در اين ح. يابد بعدي و دوبعدي افزايش ميمدرج تابعي يك
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 در حالتي كه سختي بستر ،نيز، افزايش مقادير فركانس طبيعي

طور همان. برابر با صفر باشد، با ديگر موارد متفاوت است وينكلر

در اين حالت، افزايش مقادير فركانس  ،شود كه مشاهده مي

صورت خطي طبيعي با افزايش عدد موج محيطي تقريباً به

ردي كه سختي بستر وينكلر براي موا ،اين روند. يابد افزايش مي

  .متفاوت است ،مخالف صفر باشد
  

  
فركانس طبيعي با عدد موج محيطي در پوسته  تغييرات 5 شكل

  اي مدرج تابعي روي بستر الاستيك استوانه

          ( )20, 0.002, 0
g

L R h R k N m= = =  
  

  
فركانس طبيعي با عدد موج محيطي در پوسته  تغييرات 6شكل 

  تابعي روي بستر الاستيكاي مدرج  استوانه

   ( )7
20, 0.002, 1 10gL R h R k N m= = = ×  

شود، تا عدد موج  طور كه در اين نمودار مشاهده ميهمان

تر از حالتي وم، شيب افزايش فركانس طبيعي بيشمحيطي د

، 6خلاف شكل قبل، در شكل بر. ترند است كه اعداد موج بزرگ

انس طبيعي نيز افزايش مقادير فرك 2براي اعداد موج بيشتر از 

باشد كه البته اين افزايش متفاوت با مقادير  قابل رؤيت مي

شده، در همه موارد بررسي ،همچنين. باشد پايين عدد موج مي

 اي مدرج تابعي دوبعدي  مقادير فركانس طبيعي پوسته استوانه

        تر از پوسته مدرج تابعي مشابه بيشوينكلر با سختي بستر 

  .باشد بعدي مييك

توان به اين  مي ،6تا  3هاي  شده در شكلنمودارهاي رسماز 

بر روي مقادير فركانس  پاسترناك نتيجه رسيد كه اثر بستر

تر از بستر  تر، بيش اي در اعداد موج پايين طبيعي پوسته استوانه

اين در حالي است كه بستر وينكلر باعث . باشد وينكلر مي

. شود تر مي ج بزرگافزايش مقادير فركانس طبيعي در اعداد مو

علاوه بر اين، وجود بستر پاسترناك، يك افزايش خطي در روند 

اي دارد؛ در حالي كه  مقادير فركانس طبيعي پوسته استوانه

شكل در روند فركانس وجود بستر وينكلر، يك افزايش منحني

  .دنبال دارداي با افزايش عدد موج را به طبيعي پوسته استوانه

 ان گفت كه وجود بستر الاستيك باعث تو طور كلي ميبه

تأخير افتادن فركانس طبيعي در ارتعاش آزاد پوسته به

  .شود اي مي استوانه

  

  گيري نتيجه -6

اي مدرج تابعي دوبعدي  رفتار پوسته استوانه ،در اين تحقيق

ها مورد بررسي قرار گرفته  براساس تئوري كلاسيك پوسته

از مدل ميكرومكانيكي تابعي  سازي ماده مدرجبراي مدل. است

كمك فرانسيل بهتاناكا استفاده شده است و معادلات دي-موري

  .اند سازي مشتق و انتگرال حل شده يافته مربعروش تعميم

كننده اين امر  دست آمده در اين تحقيق تبييننتايج به

هستند كه با استفاده از تركيبات مختلف در ساختار ماده مدرج 

صورت دلخواه تغيير ر فركانس طبيعي را بهتوان مقادي تابعي، مي

داد؛ به اين صورت كه با افزايش سهم ماده با مدول الاستيك 

تابعي را  توان مقادير فركانس طبيعي پوسته مدرج بالاتر مي

عكس، با افزايش سهم ماده با مدول افزايش داد و همچنين به

سته را تر، مقادير فركانس طبيعي ارتعاش آزاد پو الاستيك پايين

 د يك بستر الاستيك محاط بر پوستهوجو ،همچنين. كاهش داد
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شود؛ به  باعث افزايش مقادير فركانس طبيعي ارتعاش پوسته مي

تري بر مقادير فركانسي  اين ترتيب كه بستر پاسترناك اثر بيش

تر گذاشته و بستر وينكلر در اعداد  در اعداد موج محيطي پايين

  .شود اقع ميموج محيطي بالاتر مؤثرتر و

  

 الف پيوست -7
2 2

66
11 11 2 2 2

A
L A

x R θ

∂ ∂
= +

∂ ∂
 

2 2

12 66 12 66
12 2

A A B B
L

R x R xθ θ

+ +∂ ∂   
= +   

∂ ∂ ∂ ∂   
3 3

12 6612
13 11 3 2 2
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21 2

2A A B B
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