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Abstract- Motion control of a planar nonholonomic system with four DOM is addressed in this paper. Three actuators

(are responsible for) shape control for this system. Furthermore, assuming no external forces and zero angular momentum

imposes a nonholonomic constraint to the problem. First it is shown that although the simplified equations of motion for

this system could be converted to Heisenberg and chained-form systems, the conventional control methods for these

systems may not be applied to the considered problem. Then, using sliding modes and online path planning, two different

closed-loop control laws are designed, bringing the system to and stabilizing around any desired equilibrium state started

from any initial condition. Simulation results show the efficiency of the proposed methods.
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مقدمه-1

توجهموردزيرفعال،هايسيستمپايدارسازياخير،هايدههدر

دركنترليهايوروديتعداد.استگرفتهقرارزيادي

وبودهكمترآنهاآزاديدرجاتتعداداززيرفعال،هايسيستم

كاملاًهايسيستمازترپيچيدهراآنهاكنترلمسألهموضوع،اين

استهاييماهوارهدرزيرفعالسيستمنمونهيك.نمايدميفعال

باشددادهدستازراخودالعمليعكسهايچرخازتعداديكه

ازديگرينمونهنيزلغزندهيكرويبرمعكوسپاندول.]1[

[زيرفعالهايسيستم نمونهسقوطحالدرگربه.]2است

تكانهپايستگيكههاستسيستمگونهاينازديگريمشهور

آنوكردهضميمهآنبهسرعتناپذيرانتگرالقيديك،ايهزاوي

[ميتبديلغيرهولونوميكسيستميكبهرا هايربات.]3كند

.هستندغيرهولونوميكهايسيستمازهايينمونهنيزدارچرخ

ازيكيعنوانبهداخليهايشكلتغييرهاسيستمايندر

درمثال،عنوانبه.گيردميقرارتوجهموردكنترليعوامل

ازجزسيستمگيريجهتتغيير،ايهزاويتكانهپايستگيحضور

[نپذيرامكانداخليهايشكلتغييرطريق سوياز.]1يست

1براكتقضيهاساسبرديگر
وهمواركنترليقانونيك،]4[

صورتراهاييسيستمچنينتواندنميزمان،ازمستقل به

قوانينسمتبهرامحققانتوجهقضيهاين.كندپايدارمجانبي

ياوناپذيرمشتققوانينزمان،ازصريحتابعيتباكنترلي

[كردههدايتناپيوسته هندسيديدگاهعلاوهبه].7-5است

مسيرطراحيتحليل،،سازيمدلبرايقدرتمنديابزارهاينيز،

.]5،8،9[استدادهقراراختياردرهاسيستماينكنترلو

موردعملگرسهباآزاديدرجه4سيستميكمقاله،ايندر

تشكيلايصفحهجرمسهازسيستماين.گيردميقراربررسي

مثلثيآرايشيكوشدهمتصليكديگربهميلهسهباكهشده

است،محركهنيرويگونههرفاقدسيستماين.اندهكردايجاد

شكلودورانيحركتوبودهتنظيمقابلهاميلهطولاما

اي،زاويهتكانهپايستگي.استكنترلقابلطريقاينازآرايش

.استكردهتبديلغيرهولونوميكسيستميكبهراآرايشاين

متصلهايماهوارهآرايشمطالعهدرويژهبهسيستماينكاربرد

كهاستماهوارهتعداديشاملهاماهوارهآرايش.است2كمندبا

آنها،ميانكمنداتصالواندهكردايجادفضادرراخاصيشكل

1. Brockett

2. Tethered Satellite Formation

داردمينگهثابتپيشران،نيرويبهنيازبدونراآرايششكل

برداري،تصويرها،سيستمايناصليهايكاربرداز.]10،11[

بردنامتوانميرافضادرمصنوعيجاذبهايجادوانرژيتوليد

بامتصلهايآرايشترينمهمازيكيوترينساده.]12-14[

بهمتصلماهوارهسهازكهاستهاماهوارهمثلثيآرايشكمند،

متعددمقالاتدرآنكنترلوديناميكوشدهتشكيليكديگر

روشومدل.]17-11،15[استگرفتهقرارمطالعهمورد

نايهمطالعدرتواندميحاضر،مقالهدرشدهارائهكنترلي

.گيردقراراستفادهموردمشابههايسيستموسيستم

اينگيريجهتوشكلزمانهمكنترلمقاله،اينهدف

مطلوبوضعيتهربهاوليهوضعيتهرازآنهدايتوآرايش

بديناست سينماتيكيمدليكابتداسيستماينبرايمنظور.

آنمبنايبرايزاويهتكانهپايستگيمعادلهوشدهارائه

مشابهمواردباسيستمنايهمقايسباآنگاه.شودمياستخراج

تعريفبازهمحدوديتبهتوجهباكهشودميمشاهدهديگر،

برايشده،پيشنهادكنترليهايروشاكثرحالت،متغيرهاي

مختلفروشدوبهآنازپس.استاستفادهقابلسيستماين

آنسازيشبيهنتايجوطراحيكنترليقانونسيستماينبراي

بررسيموردكدامهرقوتنقاطآنها،مقايسهباوشودميارائه

.گيردميقرار

سازيمدل-2

گرفتهنظردراينقطهجرمسهازمتشكلمطالعهموردسيستم

فرض.اندشدهمتصليكديگربهجرمبدونهايميلهباكهشده

هستندكنترلقابلومتغيرطولدارايهاميلهكهاستاينبر

ازتركيباينبا.استسيستمكنترليعواملتنهاآنهاطولو

.نيستندپذيركنترلايزاويهوخطيهايتكانهها،ورودي

آنهايحركتسايرازجرممركزانتقاليحركتاولاًبنابراين

.شودميتمركزجرممركزدستگاهدرحركتبروشدهتفكيك

برخارجيگشتاورگونههيچكهاستاينبرفرضهمچنين

برابرهموارهسيستمكلايزاويهتكانهونشدهاعمالسيستم

اينقرارگيريصفحهكهآنجاازعلاوهبه.ماندميباقيصفر

بهحركتكند،نميتغييراتصالاتطولكنترلبامثلثي،آرايش

كلي معادلاتابتداهمچنين.شودميمطالعهصفحهدرونطور

شدهاجسامجرمدلخواهتركيببرايحركت سپسواستخراج

خاص حالت قراريكسانهايجرمبراي بررسي .گيردميمورد
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اين.استشدهدادهنشان1شكلدرسيستمشماتيكنماي

چهاردارايجرم،مركزدستگاهدرايصفحهحركتدرسيستم

واردسيستمبهوروديسهتنهاكهحاليدر؛استآزاديدرجه

ميانايمعادله،ايهزاويتكانهبودنصفراينبرعلاوه.شودمي

هولونوميكغيرقيديكعنوانبهكهكندميبرقرارهاسرعت

.رودميشماربهسيستمبراي

كهاستمختصاتيدستگاهانتخابهدفقسمتايندر

.نمايدپيداايسادهبيانآندرحركتمعادلات

دراينقطههايجرممكانبردارX1،X2،X3چنانچه

ميباشدجرممركزنرسيايهدستگا نوشت، :توان

1 1 2 2 3 3
X X X = 0m m m+ + )1(

بهX1،X2،X3ثابترئوسبردارهايباپايهمثلثيكتعريفبا

:كهطوري

1 1 2 2 3 3
x x x = 0m m m+ + )2(

:شودنوشته)3(رابطهصورتبهتواندميهاجرممكانبردار

X = A( )x , = 1,2,3
i i

t i )3(

آنهايدرايهوبودهدودردومربعيماتريسيكAآندركه

.شودگرفتهنظردريافتهتعميممختصاتعنوانبهتواندمي

ميAماتريس صورترا به نمود:قطبيتوان تجزيه

A QS= )4(

مينشان.استويژهمتعامدQومتقارنSآندركه شودداده

توانميصورتايندر.هاستميلهطولتابعتنهاSماتريسكه

SوشكلتغييرماتريسراQهبودانستدورانماتريسرا

وشكلتغييربخشدوبهراجرممركزحولحركتترتيبناي

هايميلهطولتعريفازمنظوراينبراي.نمودتجزيهدوران

l1،l2وl3شودمياستفاده.

به توجه QتساويQماتريسخواصبا
T
Q=Iبرقرار همواره

جايگشتبرايبنابراينواست ,i)هر j, k)توانمي(1,2,3)از

) را5رابطه .نوشت)

مطالعهستميسكيشماتينما1شكل مورد

X� � ��x�
��� � �X� � X���	 ⟹ ���

� �x� � x���S��x� � x�� )5(

) از5رابطه كه است مستقل معادله سه شامل Sماتريسآنها)

فعلاًبنابراين.آيدميدستبهl3وl1،l2ازتابعيعنوانبه

�دورانزاويهوl3وl1،l2صورتبهرايافتهتعميممختصات
دوران ماتريس مينظردرQنظير نماينده�زاويه.شودگرفته

ماندنثابتصورتدروبودهصفحهدرآرايشكليگيريجهت

سيستمصلبدورانميزانيانگربآنتغييراتها،ميلهطول

هايوروديعنوانبهu3وu1،u2تعريفباترتيباينبه.است

رابطه:سهازآنكنترليمعادلاتسيستم،

)6(�
�� �� � ���

�� �� � ���
�� �� � ��

ايزاويهتكانه.شودميتشكيلاي،زاويهتكانهپايستگيمعادلهو

(از به7رابطه :آيدميدست)

3

=1

H = X X
i i i

i

m ×∑ � )7(

رابطهبا از گيري Xداربر)3(0مشتق
i

:شودميمحاسبه�

X = QSx X = Q( JS S)x ,

0 1
J =

1 0

i i i i
θ⇒ +

− 
 
 

� ��

)8(

رابطه در برداري ()7(ضرب رابطه شكل مي9به بازنويسي :شود)

X X = (Sx ) (( JS S)x )
i i i i

θ× × +
� �� )9(

صفحهبرعمودبرداريbوaايصفحهبرداردوخارجيضرب

3=-a(a×b)رابطهازآنسوممؤلفهكهاست
T
Jbدست به

صفحهبرعمودبرداريايزاويهتكانهبرداربنابراين.آيدمي

:شودميمحاسبهزيرشكلبهآنمؤلفهتنهاكهاستحركت

� � ����

�

�	�

�x��S�J ���� JS � S� �x��

� ���x��
�

�	�

���S� � SJS� �x�

� ���
�

�	�

���� S� � SJS� ����x�x���� )10(

باشيمكهشودانتخابچنانپايهشكلاگر داشته

3

=1
x x = I

2

T

i i i
i

m

m∑آندركهIوهمانيماتريس��
(است،جسمسهمتوسطجرم مي10رابطه را صورت) به توان
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) :كردبازنويسي)11رابطه

�
�� � ��̅� � ���� � ̅ � �

�
�	
���

���� � �

�
�	��� ��	 )11(

نوشتمي H=0فرضباسپس :توان

��̅� � ���� � 
 )12(

بايداكنون.كندميمشخص��و�بارا��رابطهمعادلهاين

هاجرمپسايناز.شودمحاسبههاميلهطولحسببرĪضريب

ميشدهفرضبرابر ساده زير صورت به پايه شكل تعريف شود:و

�����
�

�

���

�
�

�
� )13(

Dkوdkبردارهاي(1,2,3)از(i,j,k)زوججايگشتبراي

تعريف زير شكل :شودميبه

d = x x

D = X X

k j i

k j i

−

−

)14(

رابطه به توجه با نوشت:مي)3(بنابراين توان

)15(


�������
�
�������

� 
�������
���
�������

:شودميمحاسبهزيرروابطكمكبهفوقمعادلهچپسمت

)16(

��
	�
 �

�

�
���� � ��� � �
��� ��� ���� � �������

��
	�
 � ���

��تعريفاب � �����
	 � Sماتريس،�

رابطه2 داريم:)15(از

2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 1 2 3

2 1
S = ( φ φ φ ) ( )I

3 3
l l l l l l+ + + + + )17(

رابطهĪضريببنابراينو مي)11(0در :شودمحاسبه

2 2 2 2

1 2 3

1 1
= tr(S ) = ( )
2 3

I l l l+ + )18(

عددي كميت رابطه����همچنين تابعي)11(در صورت به

ميله طول چندهااز هر است، بيان قابل آنها طول تغيير نرخ و

پيچيده كار محاسبهاين فرآيند از محاسبهĪتر مستلزم و بوده

ميلهSماتريس طول حسب رابطهبر از سپس)17(ها و

مشتق��محاسبه است.با زمان به نسبت آن از گيري

مي مشاهده مراحل اين انجام ضريببا اگرچه كه بهĪشود

از تابعي سادهl3وl1،l2عنوان صورت است،به شده بيان اي

ميله����رابطه طول حسب شكلبر آنها طول تغيير نرخ و ها

ميپيچيده خود به معادلهاي لذا و خود)12(گيرد ساده شكل

مختصات كه است مناسب بنابراين داد. خواهد دست از را

صورت به اين از پيش كه يافته ,l1,l2,13)تعميم تعريف(�

معادله كه شود تعريف باز چنان به)12(شده را خود ساده بيان

آورد. جدولدست در يافته تعميم مختصات تغيير 1فرآيند

است. شده داده نشان

متواليمتغيرهايتغيير1جدول

متغيرهاتعريف متغيرهاتغييرنتايج

� � ��
�
�� �

��

�� � ���
��� � ��� � ��� � ���� � �������� � ������ � ������	 � ���� � ��� � ���	 
 �


 � ���� � ���� � ���� � ��
� ̅ � �

�
�����	 � �

�

�� � �� � ��
 �� � �� � ��
 �� � �� � �� ���� � �
√�
�

������ � �����	
��� � �√�

�
������ � �����	

� � � �

�� � ���� � �������	
�� 
 �� � � � ������

�

�

���√�	�� � �� � � � � � ������
�

�

���√�	

�� �
�

�
��� �����	

�� �
�

�
��� ����� �

��
�
	

�� �
�

�
��� ����� �

��
�
	

�� �
�
�
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كميت جاي به اساس اين متغيرl3وl1،l2هايبر سه

بµو�،ρجديد آنها از كدام هر كه شده بهمعرفي زير شكل ه

ميله طول از تابعي است:صورت بيان قابل ها

� � ��� � ��� � ���

� � 2������� � ������ � ������	 
 ���� � ��� � ���	

�� � 1 


3�
�

tan� �
√3���� 
 ���	
2�

�

� 
 �
�

� 
 �
�

� )19(

ازµو�،ρحسببراضلاعطول داريم:زيرروابطرا

( )2 2

1 2 3

= 1 2 1 cos( )
3

2 2
= , = , = 0

3 3

i i
l

µ
ρ ρ φ φ

π π
φ φ φ

+ − + ∆

∆ − ∆ ∆ )20(

انتخاب با صورت اين ,��در �, �, تعميمبه 	� مختصات عنوان

) رابطه مي)12يافته، ساده زير صورت شود:به
2

=θ ρ φ� � )21(

با روابطمشتقهمچنين از زمان)20(گيري به تعريفنسبت و

1

d
w

dt
ρ=،

2

d
w

dt
φ=و

3

d
w

dt
µ=ورودي كنترلي، هاي

u1،u2وu3حسب :شودمي)22(رابطهمثلw3وw1،w2بر

( )

( )

3

2

1
2

2

2

2

1 2
cos

3 1

1 sin
3

i

i i

i

i

i

i

ld
u l w

dt

w
l

w
l

µ

µ ρ
φ φ

ρ

µ
ρ ρ φ φ

= =

−
+ + ∆

−

+ − + ∆ )22(

معرفي با وروديw3وw1،w2سپس عنوان هايبه

مي را حركت معادلات كنترلي، سيستم به بهتوانجايگزين

(صورت :كردبازنويسي)23رابطه

�� � �� �� � �� �� � �� �� � ���� )23(

روابط در اين از پيش كه كنترلي معادلات ترتيب، و)6(بدين

مي)12( است، شده معادلامعرفي به توجه با (تواند و)19ت

)22() روابط با شود.23، جايگزين (بهتوجهبا) µ،)20رابطه

رامثلثيآرايشكوچكيوبزرگيوبودهطولمربعبعدداراي

متساويشكلازانحرافميزانρهمچنيندهد؛مينشان

ρكهطوريبهكندميبيانراالاضلاع = آرايشدهندهنشان0

ρوالاضلاعمتساوي = اين.استخطيآرايشبيانگر 2/2√

توانميونداشتهايسادههندسيتعبير�كهاستحاليدر

(شكلرياضيتعريفعنوانبهراآن ).2پذيرفت

مثلثي�وρنقش2شكل آرايش شكل در

تغييرمجازمحدوده)23(معادلاتدرتوجهجالبنكته

ρتغييراتمجازمحدوده1جدولبهتوجهبا.استمتغيرها

2√,0]بازه 2⁄ تواندمي�و�متغيرهايكهحاليدر.است[

بگيرد.خودبهمثبتيمقدارهرµودلخواه،مقدارهر

.

كنترليقانونتشكيل-3

حولآنسازيپايداركهمقاله،ايندرمطالعهموردسيستم

است،تعادلنقطهيك توجه واستزيرفعالسيستميكمورد

مجانبيپايدارسازكنترليقانونيك]4[1براكتقضيهبنابر

.باشدزمانازمستقلوهموارتابعيهمزمانتواندنميآن،براي

1جدولدومرديفدركهشكليبهسيستمايندورانمعادله

بهمعروفكنترليمعادلهبهساده،متغيرتغييرباشده،نوشته

.شودميتبديل2غيرهولونوميكگيرانتگرال

3ايزنجيرهفرمبهزياديشباهت)23(معادلاتهمچنين

ومذكورسيستمدو.شوندميتبديلآنبهسادگيبهودارند

[يافتهتعميمهايفرم بودهمحققانتوجهموردبسيار]،18آنها

استپيشنهادآنبرايمتنوعيكنترليهايروشو براي.شده

مسألهدومسيركردندنبالوپايدارسازيهاييسيستمچنين

زمان،بامتغيركنترليقوانينطراحي.استمتفاوتكاملاً

1. Brockett

2. Nonholonomic Integrator

3. Chained Form
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نيزآنكردندنبالومطلوبمسيريكطراحي ازاستفادهو

موردهايروشاز،)لغزشيمودمانند(ناپيوستهكنترليقوانين

[ميشماربههاسيستماينكنترلدرتوجه ].6،19،20رود

زنجكيرهولونوميغريگانتگرال فرم پايارهيو بهنييمرتبه

مدل در عمده حركتياصفحهيهامتحركيسازطور (مانند

رو بر ديچرخ آزادشوديمدهيصفحه) درجات چنانچه يو

سنيا تغهاستميگونه ناحرييبه باشد،يخاصهيدر شده محدود

ايحركتيدهايق در آنچه با شوديمدهيدستميسنيآنها

است. آنكنترلدرمتعارفهايروشاكثررواينازمتفاوت

قانوناستلازمونبودهاعمالقابلمسألهاينبرها،سيستم

.شودطراحيآنبرايمناسبيكنترلي

كنترليقانونسيستماينبرايروشدوبهمقالهايندر

لغزشي،مودكنترلازاستفادهبااولروش.شودميطراحي

نهاييمقداربهدلخواهاوليهمقدارهرازراحالتمتغيرهاي

قانونيكهدفاينبرايدومروشدروكردههدايتدلخواه

.شودميارائهپيوستهكنترلي

)23(معادلاتمبنايبرروشدوهردركنترليقانون

ρنامساويكهطوريبهشودميطراحي
2
طولدررا 1/2>

.نمايدتضمينحركت،مسير

كهديگرنكته رابطهدرµبهمربوطكنترليمعادلهاين

كنترلرطراحيمسألهلذا،وبودهديگرمعادلاتازمستقل)23(

شود.ميمتمركزماندهباقيمعادلهسهبر

كهديگرنكته رابطهدرµبهمربوطكنترليمعادلهاين

كنترلرطراحيمسألهلذا،وبودهديگرمعادلاتازمستقل)23(

شود.ميمتمركزماندهباقيمعادلهسهبر

لغزشيمود:اولطراحي-3-1

است:صورتبهكنترليسيستم مفروض زير

�� � �� 	� � ��


� � ���� �� �
1

2
)24(

نحويبهاستآنبرايكنترليقانونيكطراحيهدف،

,ρ0)اوليشرطهرازراسيستمكه 	0,
نهاييوضعيتبه(�

(ρf, 	f, 
تواندميفوق،معادلاتازهندسيتصوير.برساند(�

دستگاه.گيردقراراستفادهموردمناسب،قانونطراحيدر

−ρقطبيمختصات كشيده3شكلدر	 تصوير به خوبي به

.استشده

قطبي3شكل −ρمختصات 	

شكل، به توجه صورتنايهب)24(رابطهازسوممعادلهبا

حيندركهاستمساحتيبرابردو
زاويهتغييرشودميبيان

پايانينامساوي.شودميجاروبمبدأحولصفحهدرونحركت

ρ=√2دايرهراحركتمجازمرزنيز .كندميمعرفي⁄2

مبدأ يافتهمخدستگاهچنانچه تعميم ,ρ)تصات 	, 
به(

هدف ,ρf)نقطه 	f, 
كنترلي(� قانون طراحي شود منتقل

بود.ساده خواهد تر

قطبي مختصات مبدأ انتقال −ρبا ,ρf)به	 اساس(	 بر

جديد4شكل دستگاه در نقطه هر موقعيت با، −�ρ)كه φ� )

مي داده دستگاهشودنمايش در آن موقعيت ارتباط	−ρبا در

:است

cos( ) = cos cos

sin( ) = sin sin

f f f

f f f

ρ φ φ ρ φ ρ φ

ρ φ φ ρ φ ρ φ

− + −

− + −

��

�� )25(

حالت4شكل متغييرهاي هندسي تصوير

����

�� �
1

2
���� �

1

2
���� �

1

2
���� �

1

2
��

�
���

�

√�

�
�
���

�

√�

�

oo ��

ρρ

oo

ρρ

��
ρfρf

AA

ρ�ρ�

PP
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�تعريفبا � جديدكنترليادلاتعم�� دستگاه بهدر

:شودميبيانزيرشكل

��� � �� �	� � �� 
	� � �����
��� � 2��� cos�	 � �� � 12 )26(

:شودميمحاسبهزيررابطهاز0	
اوليهشرطهمچنين

0 0

0 0

sin
=

2
f

aρ φ
θ θ θ− +

��
�

)27(

.آيدميدستبه)25(روابطازگيريمشتقباwiوviارتباطو


و�ρرساندنصفربههدفجديد،مختصاتدرترتيبنيدب	
جديددستگاه،φ-ρاوليمختصاتدستگاهبامقايسهدر.است

نامساويدرموضوعاينواستدادهدستازراخودتقارن

مركزدرقبلاًكهدستگاهمبدأواقعدر.استمعلومآخرسطر

ρ=√2دايره شدهمنتقلهدفنقطهبهاكنونداشتهقرار⁄2

مقابل،.باشددايرهدروناينقطههرتواندميكه تغييرايندر

نهفتهآنكنترلمسألهدركهداردنيزبزرگيمزيتمختصات

هركهاستهنگاميمطلوبوضعيتφ-ρدستگاهدر.است

حاليدرشوند؛همگرامشخصيمقاديربه
وρ،φمتغيرسه

��وضعيتبهرسيدنهدف�ρ�−φدستگاهدركه � و 0


	 � مبدأهدف،.ندارداهميتي�φنهاييمقدارواست 0

رامبدأسمتبههمگراييزاويهصرفاφ�ًزاويهواستدستگاه

كنترليقوانينكهاستآنترسادهاساس،براين.دهدمينشان

حفظدردقتالبته.شودطراحي�ρ�−φدستگاهدربستهمدار

).5(شكلاستاهميتحائزبسيار�ρتغييراتمجازمحدوده

اينبرايلغزشيمودكنترلطراحيبخشترينمهم

مختصاتدستگاه.استآنبرايلغزشسطحانتخابسيستم

,�ρ)اياستوانه φ� , 
هدف.استشدهدادهنشان6شكلدر(	

ρ=√2استوانهدروننقطههرازشروعباكهاستاين و⁄2

(معادلاتاساسبرحركت بهسيستممتغيرهاي)26حالت

چندلغزشسطحمنظوراينبراي.شودهمگرامختصاتمبدأ

عبورمختصاتمبدأازاينكهبرعلاوه.باشدداشتهبايدويژگي

كندتضمينكهبگيردقراراستوانهدرونچنانبايدكند،مي

رودميانتظارلذا،.نشودخارجاستوانهازكنترليمسيرهيچ

5شكلشبيهطرحي�ρ�-φصفحهرويبرلغزشسطحتصوير


در.كندايجاد	 � باواستمختصاتمبدأآنتصوير 0

مقاديربزرگتريندرتاشدهتربزرگتصويرمنحني	
افزايش



يعني،		 � .شودنزديك��مجازمحدودهمرزبه �

صفحه5شكل روي بر لغزش سطح ��تصوير � ��

استوانه6شكل ,���ايمختصات ��, ��	

�دايرهρقبولقابلمرزاگر � �√2 اينفرض⁄2 شود،

:شودميبيانزيرصورتبه−�φ�ρمختصاتدردايره

2 2 2
= cos sina R aρ φ φ+ −

� �� )28(

مينظردرچنانلغزشسطحبنابراين آنتصويركهشودگرفته

باوشدهمنطبقρ=Rدايرهبر�	
�مقداربزرگترينازايبه

:شودمتمركزمبدأدرشدهتركوچكآنتصوير،�	
�كاهش

)29(


	 � 0: � � �� � 0
	 � �
∗: �
� �� � �� cos∅� �  �� � �� sin��	# � 0
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فوق رابطه .است����برايمحتملمقداربزرگترين��در

صعوديبنابراين تابع تعريف شرطبا�������با fدو و0=(0)

f مي1=(��) را لغزش زيرسطح صورت به دادتوان :تشكيل

)30(

� � �� � �	 ���
� ���� � 	� �	
�
�

������� � �

:شودميتعريفزيرصورتبه�������تابعمنظوراينبراي

����� � � ����
�� ��

� � � � )31(

توانمي،شودمحدود������فاصلهبه��اوليهشرطاگر

حالتكهبودمطمئن اينازحركتطيدرآنمقدارآلايدهدر

يااختلالاتاستممكنحالاينباشود؛نميخارجفاصله

فاصلهاينمرزهاياز��كهشودموجب،سازيمدلنواقص

براي.نمايدايجادناپيوستگيكنترليقانوندروكردهعبور

مثلاً�ازبزرگتر��مسائل،اينازاطمينان نظردر4برابرو

ميگ علاوه.شودرفته مقدارهرتواندميگرچه���توانبه

بگيردمثبتيحقيقي خود بهآنكردنمحدوددليل،به � � ميادامهدر � .شودمشخص

نوشتميلغزشسطحبرايتعريفاينبا �:توان � �� � ��
�� � ��� � �� �� �

������ 

��
� � �	 ���
� ���� � 	� �	
�
�

� � �	 �	

� ���� � 	� �	
�
�


)32(

هايوروديميانزيررابطهلغزشسطحروياساساينبر

:استبرقراركنترلي

��� � ��� �� �
������ 

�� )33(

:گرفتنظردرزيرصورتبهتوانميراكنترليقانونبنابراين


�� � 
���� ��� � ����� � ����
���
����� � ��� �� �

������ 

���� )34(

طراحي
eq
φ
موردادامهدركهاستملاحظاتينيازمند��

سطحبهرسيدنشرط���برايفوقتعريف.گيردميقراربحث

:كندميتضمينرامتناهيزماندرلغزش

�� � ����� �
������ 

�� � �����
��� )35(

��كهاستلازملغزشسطحرويمبدأپايداريبرايطرفياز
بهاما.شودهمگراصفرسمتبه)��معادل،طوربه(يا توجه با

θ=2تساوي ρ φ
� �� )sgnكهكافيست�� )φ θ

�� هموارهمبدأدرجز�

لازمفيزيكي،هايوروديداريكرانبرايهمچنين.باشدمنفي

ρφو���كهاست
بهموضوعاين.بماندباقيداركرانهمواره���

��شرايطدرويژه � ���اينكهبراي.كندميپيدااهميت �
|*رابطهبهتوجهبابماند،داركرانهمواره |= mfθ θفرض�

كهمي φشود
1mfبامستقيمرابطه�� :باشدداشته−

1

2

*

2

*

= = sgn( )

= = | |sgn( )( )

= ( )

m

eq

eq

f

h g
m

h
g

m

φ φ σ θ

θ ρ
ρ ρ σ θ

θθ

σ ρ
θ

θ

−

−

−

−

� �� � �

� �
� � �� �

�

�
�

)36(

�و���كهشودتعريفچنان�اگربنابراين
�
داركران�

داركران�������اگروماندميباقيداركراننيز���باشد،

ρφمورددرحكماينباشد،
.بودخواهدصادقنيز���

رويسيستمرفتاراهميت،حائزموضوعاتازديگريكي

θ=2رابطهبهتوجهبا.استمبدأنزديكيدرلغزشسطح ρ φ
� �� ��

استممكنباشد،بالاصفرسمتبه��همگراييسرعتاگر

φبنابراين.كندافتشدتبه��همگراييسرعت
طوري��

مرتبهاز��تغييرنرخلغزش،سطحرويكهشودميطراحي

كناردرموضوعاين.باشد���مرتبهازخاصصورتبهوپايين

طراحيهايگزينهشد،مطرحاينازپيشكهكرانداريمسأله

سطحرويكهكنيددقت.كندميمحدودراكنترليقانون

f=داريملغزش hρمقاديرمبدأبهشدننزديكباو�fو��
.داشتخواهنديكسانيبزرگيمرتبهوكردهميلصفربه

:صورتبه�اگراكنون

� � �	���
�

��� � ���
�
��
� )37(

�ازايبهكهكردبررسيتوانمي،شودتعريف � �،

.شودميبرقرارهمزمان���مرتبهشرطوداريكرانهايشرط

ناحيهدر��داشتننگهمحدودطراحي،ازمرحلهآخرين

مياستمجاز hازهيچگاه��كهنمودانتخابچنانرا��توان.

=منحنيرويحركتمنظوراينبراي.نشودبزرگتر 0hρ −�

ديگر:باشد؛داخلسمتبهبايدهمواره عبارت ���به � �� � � .
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�منحنياينرويچون � �و0 � ��/�1 � 	�
.است

:بنابراين

��
 � �
 � �	��� � ���������
�� � ��sgn��
 � ����

� � ��1 � 	
� � 	���	��∗sgn�����
�  �!	�	
sgn����" � ��
� �!�� ��	�	
�1 � 	
�sgn��
 � ���∗� � ��

)38(

� ��� ���	�	
�1 � 	
1 � 	� ��sgn����
� �
�∗�1 � 	�
� � ��

�1
	�	�عبارت � 	
/�1 � 	�
مختلفمقاديرازايبه

mوfمقداركمترينورودنميفراتر 1/2ازhبيشترينو

|مقدار |g hمختلفمقاديربرايθو�αوصفربرابرترتيببه

2Rبنابراين.است:

��
 � �
 % ��
�

 ������
	��


���
|�|� � ��

�∗�
����
" � �� '

��
�

 

�
� 2( � 0" � �� � ���

�
� ��

��انتخابالذ ) رامجازمحدودهدر��ماندنباقي �/)��

.كندميضمانت

كنترليسيستماينرفتار��و��،mپارامترهايتغييربا

پاسخسرعت��و��همزمانشدنبرابردوبا.كندميتغيير

همعادلنقشازنظرصرفبا(هاوروديدامنهوشدهبرابردونيز رابطهد* .شودميبرابردو)23(ر

ورودينوسانات،2عددبهآنشدننزديكوmكاهشبا

.يابدميافزايشحدوديتاهمگراييسرعتويافتهافزايش

.شودميدادهنمايش،4بخشدرهاسازيشبيهنتيجه

مسيرايهلحظطراحي:دومطراحي-3-2

طراحيغيرهولونوميك،هايسيستمكنترلهايروشازيكي

برايكنترلر.استآنامتداددرحركتوايلحظهمسير

نظر مورد مينظردرنچناسيستم لحظه،هردركهشودگرفته

نقطهوكنونيموقعيتمياندايرهازكمانيشكلبهمسيري

��زاويهتغييركهطوريبهكند؛ايجاد−�φ�ρصفحهدرهدف
شكلبهمسيراينعموميمعادله.كندتأميننيزرانيازمورد

*
= cos( )Aρ φ φ−ثابتمقداردوكهاست��Aو

*φبر

.شودميتعييننهاييواوليهشرايطاساس

ايلحظهموقعيتازشروعبراي
1 1 1

( , , )ρ φ θ� بهرسيدنو��

=نهاييشرايط 0fρو�= 0fθ
(بايد� باشد.40رابطه برقرار (��
 � + cos���
 ��∗� 0 � + cos���� � �∗�0 � ��
 � . ���/�����

���

تعريفبا
1

=sgn( )α θو�*

1
= 2 ( )ξ α φ φ− بهرابطهسومين�

(صورت :شودميبازنويسي)41رابطه

���
 � +�4 �2���� � �∗� � 12 � 1 sin 2�
� ��
�2�1 � cos 2
 �2���� � �∗� � 12 � 1 sin 2
 

)41(

*همچنين

fφ φ−بر� مضرببايد،)40(ازرابطهدومينبنا

.باشد2πازفردي

فرض *با
= 2fφ φ απ− −

�) براي41معادل (ξهمواره

بنابراين:جوابداراي است.

)42(
1

2

1

2 | |sin
=

1 cos

θπ ξ ξ

ξ ρ

− −

+

�

�

تغييراترابطه7شكلدر حسبξو 4بر � ������
���
نمايش�

شده است.داده

�تغييرات7شكل �
������

��
�

�
ξحسببر

)39( )39(

)40( )40(
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π>،42رابطهحلاز ξ π− بهKازتابعيعنوانبه≥

:شودميمحاسبهزيرصورتبهφ*وAمقاديروآمدهدست

1

2

*

1

=
cos

1
=

2

A
ξ

ρ

φ φ αξ+

�

�
)43(

موقعيتازرسيدنبرايلحظههردرترتيببدين

1 1 1
( , , )ρ φ θ� .آيدميدستبهمطلوبمسيرمبدأبه��

طراحيكنترليقانونمسيراينرويحركتبراياكنون

نقطهدرمسيرمعادلهازگيريمشتقبا.شودمي
1 1

( , )ρ φ��،

كنترليهايوروديميانارتباط
1

=vρو��
2

=vφ
دستبه��

آمد: خواهد
*

1 1 2 1 22
= sin( ( )) = tanv A v v

ξ
α α φ φ ρ α− −

� � )44(

برايسادهقانونيكپيشنهادبا
2

=vφ
:صورتبه��

2
= cos

2
v k φ

ξ
α− )45(

:شودميتكميلكنترلرطراحي

2

1 1

= = cos
2

= = sin
2

v k

v k

φ

φ

ξ
φ α

ξ
ρ ρ

−

−

��

�� � )46(

)cosضريب 2)ξبراي45(رابطهدر داريكرانتضمين)

ρكهاستاينتوجهقابلنكتهحالاينبا.استشدهافزوده��

مجازمحدودهدر�ρماندنباقيبرايتضمينيفوقروشدر

= < 2 2Rρاندازهاستممكنواقعدر.شودنميديدهθ�

مجاز،محدودهدروندايرويمسيرهيچكهباشدبزرگآنقدر

.برساندصفربهراآننتواند

مبهجديديكميتمنظور،اينبراي نا
max

θتعريف�

∆θاندازهبزرگتريندهندهنشانكهشودمي كهاست�

مسيرلذاوشودايجادمجاز،محدودهدرونحركتباتواندمي

=دايرهبرآننظيردايروي Rρاگرآنگاه.بودخواهدمماس

| |θاز�
max

θباشد،بيشتر�
max

θهايوروديمحاسبهمبناي�

به�θاندازهتايابدميادامهرونداين.گيردميقراركنترلي

ازوشدهكوچكترتدريج
max

θمبنايمجدداًوبيايدترپايين�

(شكلقرارمحاسبات ).8گيرد

مقدار)،42(رابطهدرξمحاسبهبرايبنابراين
1
θبا�

a
θبه�

(صورت .شودميجايگزين)47رابطه

��ازايبهحركتمسير8شكل � ��
���

��� � min������, �����


� 
 � 
 sin �
1 � cos �

�
2���
��
�

�

)47(

21تابعابتداروشاينپايدارياثباتبراي

2
=V θبه�

كانديداي تابع مينظردرلياپانوفعنوان :آنگاه.شودگرفته

2 2 2= = = = | | 0V k kφ φθθ ρ φθ ρ αθ ρ θ− − ≤
� �� � � � � �� � � � )48(

مي�Vصفرهايبنابراين دست به زير صورت آيد:به

= 0 = 0 = 0V orρ θ⇒
�� � )49(

<دلخواهوضعيتهرازشروعباسيستماينطرفياز 0ρ�،

=وضعيتبه 0ρكههنگاميمگررسيد،نخواهد�θبرابرنيز�

:زيرا.شودصفر

2

0, 0

= sin > 0

K

k
ξ

φ

ρ θ

ξ π

ρ ρ

→ ≠

⇒ →∞⇒ →−

⇒ −

��

�� � )50(

استلازمباشد،صفربرابر�ρسيستم،اوليهشرطدرچنانچهو

.بگيردفاصلهمبدأازروشيبهابتدافوق،قوانيناعمالازقبل

كهميپايداررا�θحتماًفوق،كنترليقانونبنابراين دركند

.شودميهمگراصفربهنيز�ρآن،نتيجه

مقدار�ρوليشودهمگراصفربه�θچنانچهواقعدر

(42(رابطهطبقباشد،داشتهصفرغيرمتناهي و :داريم)46)

0 sin 1
2

0

K

k φ

ξ
ξ π

ρ ρ ρ

→ ⇒ → ⇒ →

⇒ ≈ − ⇒ →
�� � � )51(
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سازيشبيهنتايج.شودميهمگرامبدأبهحتماρ�ًبنابراينو

است.شدهآوريجمع4بخشدرروشاين

سازيشبيه-4

كنترليسيستمسازيشبيهنتايج11و9،10هايشكلدر

است:شدهدادهنمايشپيشنهادي،روشدوبابررسي،مورد

لحظهمودروش طراحي روش و اي.لغزشي

نهاييواوليهشرايط
1
l،

2
lو

3
lومشابهروشدوهربراي

،3/0برابرانتهادرومتر3/0و2/0،2/0برابرابتدادرترتيببه

تغييرعلاوهبه.استشدهگرفتهنظردرمتر25/0و2/0

بهساعتگردراديانيك،θزاويهمطلوب ديگرعبارتاست؛

����0زاويهمعادلاوليهگيريجهت � �1radداده شدهقرار

.استآنرساندنصفربههدف،و

شبيه9شكل اغتشاشنتايج بدون لغزشي، مود روش سازي
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شبيه10شكل لحظهنتايج طراحي روش بدونسازي مسير، اي

اغتشاش

kضريبو65/0برابرروشدوهردرRمقدار φروشدر

5/0برابرمسيرايلحظهطراحيروشدرو3برابرلغزشيمود

kضرايبتفاوتعلت(استشدهانتخاب φدرهماهنگيايجاد

استمقايسهامكانوروشدوهمگراييزمان همچنين).آنها

،مودروشسازيشبيهدر =لغزشي 3m،*
= 4θو

= k R mρ φηكنترليرابطه.استشدهگرفتهنظردرµدر

(صورتبهروشدوهر .استشدهانتخاب)52رابطه

��� � 0.5��� � �	
����� � 0.05
� � 
�� � min�|���|, ������sgn����� )52(

جلوگيريلغزشي،مودروشدرعلاوهبه نوساناتازبراي
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يعبارتورودي،شديد sgnو�sgnθها sعباراتبا

sat ( / )
min

θ θ� satو� ( / )
min

s sدركهاست،شدهجايگزين

=آن 0.001
min

θو�= 0.02
min
sاست.

شبيه11شكل اغتشاشسنتايج حضور در ازي
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بدونشبيهنتايج10و9هايشكل كنترلي سيستم سازي

را براي.دهدمينشاناغتشاش علاوه درمقاومتبررسيبه

=ثابتمقداراغتشاش،برابر 0.001rad
s

dبه)12(معادلهبه

:استشدهافزودهزيرصورت

=

SS
t

d
I

θ − +

�

� )53(

.استصفحهبرعمودامتداددرايزاويهتكانهوجودمعنايبهكه

است.11شكلدراغتشاش،حضوردرسازيشبيهنتايج آمده

گيرينتيجه-5

يكوكنترليوروديسهباآزاديدرجه4كنترليسيستميك

سيستماين.گرفتقراربررسيموردغيرهولونوميكقيد

آرايشيكدركهبودهايصفحهاينقطهجرمسهازمتشكل

متصليكديگربهتنظيمقابلطولباميلهسهوسيلهبهمثلثي

يكيسيستم،اينبراييافتهتعميممختصاتانتخاببا.اندشده

بهديگرمعادلهسهوشدهتفكيكآنحاكمهمعادلاتاز

غيرهولونوميككنترليهايسيستمشدهشناختههايفرم

ولغزشيمودروشدوبهسيستمبرايسپس.شدندتبديل

سازيشبيهوطراحيكنترليقانونمسير،ايلحظهطراحي

دوميبرداشتسازيشبيهنتايجازكهآنچنان.شد هر شود،

توانسته هدايتروش هدف وضعيت به را سيستم كنند،اند

لحظهروشهرچند مسيرطراحي هايوروديدامنهلحاظازاي

توجهمينشانبهتريعملكردآننوساناتوكنترلي با و دهد

به نسبت مجموع در آن، كنترلي الگوريتم ذاتي پيوستگي به

مناسب كنترلي الگوريتم لغزشي مود استطراحي علاوهبه.تري

يكحضوردركنترليمسيسترفتاراغتشاش،اثربررسيبراي

بودنمقاومكهاستشدهسازيشبيهاغتشاشي،اثراتازنمونه

دهد.مينشانآنبرابردرراسيستمنسبي

استفاده كنترل براي سيستم سينماتيكي مدل از مقاله اين در

گراديان گشتاور ويژه به و خارجي گشتاور گونه هر اثر از و شده

است. شده نظر صرف اساسجاذبه بر كنترلي قانون همچنين

زاويه زاويهتكانه تكانه وجود و شده طراحي صفر بهاي صرفاً اي

مدل اغتشاش جاذبه،صورت گراديان ملاحظه است. شده سازي

كنار در پيشرانش از جايگذارياستفاده و اتصالات طول كنترل

ادامه براي پيشنهادي موضوعات اتصالات در ميله جاي به كمند

ديناميكيكار مدل از استفاده آنها تمامي در البته كه است

بود. خواهد ضروري سينماتيكي مدل جاي به سيستم
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