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دايره گرافن صفحه غيرخطي ازتحليل استفاده با .اي . جبارزاده. همكارامهرداد نو

مدرس58 مكانيك 13شمارة13دورة،1392اسفندالعادهفوقمهندسي

ايجادورقه گرافن صفحاتهمينبه.شوندميهاي تحليل دليل،

نانومواد مطالعه اصلي موضوع ميگرافن صفحه.باشدكربني

داراي ميگرافن كربن اتم يك اندازه به درضخامتي كه باشد

كري شبكه گشتهيك منظم هم كنار وجهي شش اين.اندستالي

داشته بفردي منحصر فيزيكي و مكانيكي خواص آنمواد از كه

مي انعطافجمله به كشش،توان در زياد استحكام بالا، پذيري

گر رسانايي كم، حرارتي اشارهانبساط بالا الكتريكي و ،كردمايي

اغلهمچنين گرافن كامپوزيتصفحات در پليمب بههاي ري

قرار استفاده مورد كننده تقويت .]6،7[گيرندميعنوان

تحقي بسياريامروزه مكانيكيقات رفتار تحليل براي

استساختار گرفته صورت نانو روش.هاي بر هايعلاوه

روشآزمايشگاهي ماننداز سازي مدل مدل1اتميتأثير:هاي ،

محيطتركيبيسازي مدل2اتمي-پيوستههايمكانيك و

محيط مكانيك مكانيكي،3پيوستههايسازي رفتار بررسي براي

مي استفاده مواد كه.]8[شودنانو آنجا آزمايشاز دركنترل ها

مشم بسيار نانو روشكقياس و بوده شبيهل اهاي ازسازي تمي

هزينه محاسباتي مينظر مكانيكازباشند،بر روش

مپيوستهمحيط روش يك عنوان ذكرلاتكمشفاقدكه،ثرؤبه

بوده سادهفرمولدارايوشده ميتربندي نانوباشد،ي تحليل در

استستفادهاموردبسيارهاساختار گرفته سازيمدل.]9[قرار

پيوسته محيط روشمكانيك شامل مختلفينيز :نظيرهاي

جفتي تنش كرنشي]10[تئوري گراديان الاستيسيته تئوري ،

شده شده]11[اصلاح اصلاح جفتي تنش تئوري و]12[،

غيرموضعي الاستيسيته ميان.باشدمي]13[ارينگنتئوري از

روش غيرموضعياين الاستيسيته تئوري سايرازبيشترارينگنها

ساختارهاشرو مكانيكي رفتار بررسي گرفتهنانوهايبراي كار به

است يكتئوريايناساسبر.]14[شده در نقطه يك در تنش

نق آن در كرنش به تنها نه پيوسته، الاستيك به،طهمحيط بلكه

محيطكرنشيتمام دامنه كل در ميپيوستهها در.باشدوابسته

كاه نانو اندازه تا ماده ابعاد وقتي ميواقع پيدا ديگر،كندش

ازنمي مولكولي4ياتمدرونهاينيرواثراتتوان درون بر5و

ويژگي موادروي استاتيكي و ديناميكي كردصرفهاي به.نظر

تئوري دليل قادرهمين موضعي كلاسيك پيشهاي بينيبه

1. Atomistic Modeling

2. HybridAtomistic–Continuum Mechanics Modeling

3. Continuum Mechanics Modeling

4. Interatomic

5. Intermolecular

ساختار مكانيكي نانورفتار .]14[ندستنيهاي

سال پيتربوهم1962در تك]15[هانس كربن ورق يك

زنبوري لانه شبكه با كرد6لايه توصيف گرافن عنوان با .را

مي ايجاد گرافن صفحات گرفتن قرار هم روي از .شودگرافيت

نانولوله سالهمچنين در كربني ساميو1991هاي توسط

سي،]4[ايجيما اي ان آزمايشگاه كشفژاپن8تسوكوبادر7در

ت.شد برروي بسياري انجامتحقيقات گرافن صفحات حليل

است ميگرفته موجود منابع در سال.باشدكه و2005در بهفر

مستطيلي]16[نقدآبادي گرافن صفحات ارتعاشات تحليل ،

در لايه تئوريچند از استفاده با الاستيك غيرموضعيمحيط

گر صفحه گرفتن نظر در با و صفحات صورتكلاسيك به افن

ارتوتروپيك صفحه ارائهيك هايفركانستغييراتوهكردرا

تغييرطبيعي به نسبت گرافنطولرا صفحات مختلف هاي

ديگران.كردندمحاسبه و پورنچاي سال،]17[كيتي 2005در

پيوسته گرافنغيرموضعيمدل صفحات ارتعاشات براي

تكيه با چندلايه وگاهمستطيلي گرفته نظر در ساده هاي

شكلفركانس و طبيعي آوردندهاي بدست را مود هاآن.هاي

نيرو دادند واندوالسنشان فركانستأثيرهاي روي بر مشخصي

شكل دارندو گرافن صفحات ارتعاشي مود سال.هاي 2006در

همكارانش و ماده،]18[ليو يك صورت به را گرافن صفحه

در خود پيوسته مدل در گرفتهايزوتروپيك ارتعاشات،نظر

كرده بررسي را الاستيك پايه روي بر لايه چند گرافن صفحات

شكلنيروتأثيرو و فركانس روي بر واندروالس راهاي مود هاي

آوردند وانگد.بدست و سال،]19[ان يك2007در خمش

دايره گرافن باصفحه را پيوستهاي مكانيك مدل از استفاده

خطيوغيرموضعي صورت به صفحات كلاسيك موردتئوري

قرار داودادهبررسي درايننددنشان گرافن صفحه خيز ميزان

بيشتر ميدرخيزازروش موضعي پيوسته سال.باشدمدل در

و2009 غيرموضعيتأثير،]20[فاديكارپرادهان ضريب

بررسي مورد را لايه چند گرافن صفحات ارتعاشي درتحليل

و حلقرارداده تعادلضمن ناويرمعادلات روش اهميت،به

محيط مدل معادلات در را موضعي غير ضريب از استفاده

دادند قرار تاكيد و بررسي مورد نتايج دقت بر شن.پيوسته شن

همكارانش سال،]21[و صفحه،2010در غيرخطي ارتعاشات

6. Honeycomb Lattice

7. NEC

8. Tsukuba
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مدرس مكانيك 1359شمارة13دورة،1392اسفندالعادهفوقمهندسي

با را لايه تك مستطيلي نظرگرافن بادر و حرارتي اثر گرفتن

تئوري از ارائهغيرموضعياستفاده صفحات كردهكلاسيك

را مقايسهباونتايج موجود چن.كردندتحقيقات و شن شن

سال،]22[ژانگ نانولوله2010در دوجدارهكمانش كربني هاي

تحليل غيرموضعي پوسته مدل از استفاده با مشاهدهكردهرا و

نانولولهكردند كمانشي بهرفتار حساس بسيار كربني هاي

غيرموضعي سال.باشدميضريب و2011در شن شن

را،]23[همكارانش مستطيلي گرافن صفحه غيرخطي خمش

و داده قرار بررسي مورد گرمايي محيط ضريبتأثيردر

پي و كرده بررسي خيز روي بر را حرارتي اثرات و غيرموضعي

دمايي تغييرات ملاحظهتأثيربردند خمشيقابل رفتار بر اي

دارد دولايه گرافن سال.صفحات سعيديجمعه2011در و زاده

گرافن،]24[ صفحات تغييرمستطيليارتعاشات هايشكلبا

را ضرايبلايهتعداداثروكردهارائهبزرگ وها، ضريبهندسي

بر را رفتارغيرموضعي وصفحهارتعاشيروي كرده بررسي

نتايج دادند آمدهنشان تبدست تحليلطابقدر نتايج ارتعاشبا

روحي.استخطي و سال،]25[انصاري رفتار2011در

نانولوله پوستهكمانشي مدل اساس بر را جداره چند كربني هاي

بررسيموضعيغير ضريبمورد اثر كه دادند نشان و داده قرار

نانولوله در قطركوچكغيرموضعي با جداره چند كربني تر،هاي

مي و.باشدبيشتر سال،]26[همكارانشمحمدي در

دايره2013 گرافن صفحه آزاد مدلارتعاشات از استفاده با را اي

ارائه صفحات كلاسيك تئوري و غيرموضعي پيوسته مكانيك

وآن.دادند گرافن صفحه شعاع غيرموضعي، ضريب اثرات ها

گره فركانستعداد روي بر را قرارها بررسي مورد طبيعي هاي

نتايج دادند نشان و آمده،داده موجودتطابقدربدست نتايج با

است مراجع .در

اينبا به نانوبرتحقيقيكهتوجه غيرخطي خمش روي

از استفاده با دايروي برشيصفحات اول مرتبه تئوري

است نگرفته صورت اينغيرموضعي در كمك، به اينتحقيق

غيرخطيبرايحاكممعادلات،تئوري خمش صفحهتحليل

دايرهگرافن لايه استايتك گرفته قرار بررسي توجه.مورد با

كار روش از آمده بدست تعادل معادلات وبه معادلاتمجازي

منتجه به ومربوط تنش آنهاي يكتركيب يكديگر، با ها

عددي روش با معادلات اين كه آمده بدست معادله دستگاه

حل ديفرانسيلي غيرموضعيتأثيروشدهمربعات تعداد،ضريب

ضخامتهاگره شعاع، برميزانو، خيزبارعرضي صفحهروي

مورد استقراربررسيگرافن بررسي.گرفته براي همچنين

استفاده، مورد روش ديگردقت نتايج با آمده بدست نتايج

مقايسه .استشدهتحقيقات

حاك-2 مروابط

دايره1شكل گرافن صفحه يك شكلاي، آن2و پيوسـته مدل

برابجاييج.]19[دهدمينشانرا اولها مرتبـه تئـوري اساس

صورتبرشي .]27[دباشنمي)1(رابطهبه

( ) ( )0
, ,

r
u r z u r zθ ϕ= +

( ), , 0v r zθ =

( ) 0
, , ( )θ =w r z w r )1(

آن در ــه ــهwوu،vكـ ــهمؤلفـ نقطـ ــر هـ ــايي جابجـ ــاي هـ

فاصـــله در درzدلخـــواهي ترتيـــب بـــه ميـــاني، صـــفحه از

ــات ــيzوr،θجهــ ــندمــ ــين.باشــ همچنــ
0
uو

0
w

ازمؤلفــه تــابعي كــه بــوده ورق ميــاني صــفحه جابجــايي هــاي

ــر ــيrمتغي ــارتم عب و ــند باش
r

ϕــول ح ــان الم ــرخش چ

ميθمحور .شودناميده

دايره1شكل گرافن ايصفحه

پيوسته2شكل محيط صفحهمدل
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دايره گرافن صفحه غيرخطي ازتحليل استفاده با .اي . جبارزاده. همكارامهرداد نو

مدرس60 مكانيك 13شمارة13دورة،1392اسفندالعادهفوقمهندسي

فـــون فرضـــيات از اســـتفاده روابـــطبـــا بـــراي كـــارمن

كــرنش صــورتمؤلفــهجابجــايي،-غيرخطــي بــه كــرنش هــاي

مي)2(رابطه .]27[آيندبدست

2

0

0

1

2
rr

du d dw
z

dr dr dr

u
z

r r
θθ

ϕ
ε

ϕ
ε

 
= + +  

 

= +

rz

dw

dr
γ ϕ= + )2(

rr
εو

θθ
εعمـوديمؤلفه كـرنش وهـاي

rz
γبرشـيكـرنش

.باشندمي

تئوري پيوستهدر بـهمكانيك نقطـه يك در تنش موضعي،

در داد نشـان اريـنگن امـا اسـت وابسـته نقطه همان در كرنش

پيوستهتئوري كرنشغيرموضعيمكانيك به نقطه يك در تنش

وابســته پيوســته محــيط تمــام حــاكممعادلــه.]13[ســتادر

پيوستهتئوريدر صـورتمكانيك به ارينگن توسط غيرموضعي

:استشدهارائه)3(رابطه

2nl nl l
σ µ σ σ− ∇ = )3(

)،)3(رابطهدر )
2

0 0
e aµ كهبوده=

0 0
e aغيرموضعيضريب

مي ،شودناميده
0
aداخلي مشخصه اتم(طول بين هايفاصله

)كربن
0
e،درجه باثابت متناسب nl،مادههربندي

σتانسور

lوغيرموضعيتنش
σكهتانسور است ماكروسكوپيك بهتنش

مي)4(رابطهصورت .شودبيان

:
l

Cσ ε= )4(

Cاست سختي صورتدر.ماتريس به گرافن صفحه مقاله اين

ايزوتر تكورق دروپيك بنابراين،]18[شودميگرفتهنظرلايه

تنش)4(و)3(معادلاتتركيببا مختصاتكرنش-روابط در

صورتقطبي مي)5(رابطهبه .آيندبدست

2

θ θ

σ σ

σ µ σ

σ σ

   
   

− ∇   
   
   

nl nl

r r
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nl nl
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( ) ( )
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     =  
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rr

E E

rzG

)5(

الاستيسيتهEكه برشيG،مدول پواسونυومدول ضريب

صـورتمنتجه.باشندمي بـه تـنش تعريـف)6،7(روابـطهـاي

.]13[شوندمي

( ) ( )2

2

, , , ,

h

nl nl nl

hr r r rz
N N Q dz

θ θ
σ σ σ

−

= ∫ )6(

( ) ( )2

2

, ,

h

nl nl

hr r
M M zdz

θ θ
σ σ

−

= ∫ )7(

استhكه گرافن صفحه .ضخامت

انتگرال با بهگيريحال طرفينzنسبت و)5(روابطاز

رابطه از رابطهو)6(استفاده ضرب وzدر)5(همچنين

انتگرال بهسپس نسبت ازzگيري استفاده ،)7(ابطهرو

جابجاييمنتجه برحسب تنش صورتهاي به )12-8(روابطها

.آيندميبدست

2 1

3
r r

F d
M M

dr r

ϕ ϕ
µ υ

  
− ∇ = +   

  
)8(

2 1

3

F d
M M

r dr
θ θ

ϕ ϕ
µ υ

  
− ∇ = +   

  
)9(

2

2r r

dw
Q Q F

dr
µ ϕ

 
− ∇ = + 

 
)10(

2

2 0 0

3

1

2
r r

du udw
N N F

dr dr r
µ υ

  
− ∇ = + +  

   
)11(

2

2 0 0

3

1

2

u dudw
N N F

r dr dr
θ θ

µ υ

   
− ∇ = + +        

)12(

مقادير
1

F،
2

Fو
3

Fاز :عبارتند

( )

3

1 2
4 1

Eh
F

υ

=

−

)13(

( )
2

2 1

Eh
F

υ

=

+

)14(

( )
3 2

1

Eh
F

υ

=

−

)15(

پتانسيل انرژي حداقل اصل از تعادل معادلات تعيين براي

مي :شوداستفاده

UΠ = + Ω )16(

سيستم،Πكه كل پتانسيل سيستمUانرژي كرنشي انرژي

بارΩو پتانسيل استانرژي خارجي اصل،.هاي اين طبق

پتانسيل انرژي تغييرات است، تعادل حال در سيستمي وقتي

استكل صفر سيستم :آن

0Uδ δ δΠ = + Ω ≅ )17(

استδكه تغييرات عملگر دهنده انرژيتغييراتمقادير.نشان

بار پتانسيل وانرژي سيستم صورتكرنشي به خارجي هاي

مي)19و18(روابط :دآينبدست
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رابطه صورت به مي)23(ول .آيدبدست
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= =
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iمي)25(رابطه،باشدمي .شودحاصل
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k

C C C i N
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= = − =∑

استدرهاگرهتعداد شعاع ضرايب.راستاي
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نقاط صورت-گوس-شفچبيراساس به لوباتو

.د

1 cos 0,1,
2 1

i

a i
r i

N

π  
= − =  −  

در موردكه مقاله قراراين بهگرفتهبررسي

.)3شكل(باشدميده

تكيه مرزي شرايط با گرافن سادهحه گاه

ازدايره استفاده با .اي . .

13شمارة13دورة،1392اسفندالعادهق

(2
r rr

S

U
θ θ

δ π σ δε σ δε= +∫∫

0

2

a

rq wdrδ π δΩ = ∫

بر گرافناعمالي صفحه درروي

تعـادلمعادلات)19(و)18(،)1

0
:uδ 0
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dN
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r r
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dNdw dw d
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dr dr dr dr
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r

M،M
θ

،
r

Nو

بدسـت)21(رابطـهمجهـولهـار
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مي براز.باشديه علاوه روش اين

نانوساختار استفادهموردنيزهاي

صـورتي بـه تـابع يـك مشـتق

مورد دامنه مينظرل شـودنوشته

شعاع صورتتاي )22(رابطـهبه
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n
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d F
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تكيه سادصورت گاه

صفح3شكل

د گرافن صفحه غيرخطي تحليل

مدرس مكانيك فوقمهندسي

)
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ديگرسهكه پيوستدرمعادله

آمده بدست روش،معادلات به

.است

روش-3 به مربعاتحل

ديفرانسيليروش يكمربعات

ومقدار مقدارمرزي اوليمسائل

درساختار بزرگ سهاي تحليل

.گيردميقرار

ديفرانسيليروشدر مربعات

در وزني توابع خطي طولجمع

قطبي مختصات در راستكه در

مي .]28[شودبيان
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0rدر =:

)28(0
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)29(0
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نمونهبه شكلعنوان به اول معادله گسسته )30(رابطهفرم
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عددي-4 نتايج

عددي نتايج تعيين دايره،براي لايه تك گرافن توپرصفحه بااي

10شعاع nmr گرافن،= صفحه 0.34ضخامت nmh =

بين( گرافيتفاصله در گرافن هالاستيسيتمدول،)صفحات

1.06 TPaE 0.19υپواسونضريب،= يكنواختبار،=
5

10 Paq غيرموضعييبرضو=
0 0

0,0.5,1.5,2 nme a =

استنظردر شده مقا.گرفته اين انتخاب ضريبدليل براي دير

اينغير وانگاستموضعي مدل]29[كه نانولولهدر هايسازي

نشان غيرموصعي پيوسته مكانيك تئوري از استفاده با كربني

غيرموضعي ضريب داد
0 0
e aازكوچك همچنين.باشدمي2تر

ب شده گرفته نظر در مكانيكي توجهخواص با گرافن، صفحه راي

داده مرجعبه در موجود .استشدهانتخاب]13[هاي

ابتدا نتايجبررسيبرايدر شدهدقت ارائه خيز،روش

بر گرافن مختلفصفحه غيرموضعي ضرايب باراساس تحت

يكنواخت 5عرضي
10 Pa،شده1جدولدر نتايجبيان با و

دروشدهمقايسه]19[مرجع تغييراتنمودار4شكلهمچنين

ارائه پيشكهگونههمان.استشدهآن ميقابل نتايجبابيني شد

از استفاده صورت در خطيخيز غير ازوتحليل استفاده با

برشي اول مرتبه علتتئوري شكلبه تغيير اثرات هايكاهش

گونه كرنشصلب نتايج خطي،بر تحليل در خيز از باكمتر

كلاسيك تئوري از ميهمچنين.باشدمياستفاده شودمشاهده

خيز افزايش موضعيتأثيربا غير .يابدميافزايشضريب

شكل گره5در تعداد افزايش مقداربا كمها بيشينه ترخيز

و مقدارشده بعد به دهم گره مقدارثابتاز به بيشينه يخيز

نشانرسدمي كهآندهندهكه مساست ميلهأاين بهرا توان

ده آوردكردهتحليلگرهكمك بدست را مناسبي نتايج .و

مرجع1جدول و حاضر تحقيق در گرافن صفحه خيز ]19[مقايسه

شعاع

)nm(
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بي6شكل عرضيتغييرات بار تحت گرافن صفحه خيز بعد

5يكنواخت
10 Paمي نشان را شعاع راستاي در مشاهده.دهد،

ميزانمي معين شعاع يك در غيرموضعي ضريب افزايش با شود

بي غيرموضعيخيز ضريب كه زماني و يافته افزايش بعد
0 0
e a

موضعي تئوري به تبديل غيرموضعي تئوري است صفر برابر

درمي و بيشود خيز ميزان كمترين حالت ايجاداين صفحه بعد

.شودمي

شكل در7در عرضي بار به نسبت بيشينه خيز تغييرات نمودار

است شده داده نمايش مختلف غيرموضعي مشاهده.ضرايب

صفحه،مي روي بر اعمالي يكنواخت عرضي بار افزايش با شود

افزايش غيرموضعي ضريب افزايش با بيشينه خيز .يابدميمقدار

بهخيزنمودار6شكل شعاع به بينسبت بعدصورت

q*105 (Pa)

خيز7شكل تغييرات عرضيبيشينهنمودار بار به نسبت

شكل نسبت8در بيشينه خيز درنمودار عرضي بار به

ترسيمضخامت مختلف غيرموضعي ضرايب براي مختلف هاي

است مي.شده تأثيرمشاهده ضخامت، افزايش با كه شود

مي افزايش بيشينه خيز بر موضعي غير ضريب .يابدافزايش

را9شكل شعاع تغييرات به نسبت بيشينه خيز تغييرات نمودار

مي با.دهدنشان شكل به توجه تأثيربا شعاعي نسبت افزايش

مي افزايش بيشينه خيز ميزان بر غيرموضعي .يابدضريب

ضريب تغييرات تأثير شعاعي نسبت افزايش با همچنين

صورت به نتايج و يافته كاهش بيشينه خيز بر غيرموضعي

مي در .آيندهمگرا

نسبت8شكل بيشينه خيز ضخامتنمودار

به9شكل نسبت بيشينه خيز شعاعنمودار
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و-5 گيرينتيجهبحث

آنجا تحليلاز از استفاده نظركه از ملكولي ديناميك هاي

هزينه بسيار ومحاسباتي بوده مواجهبر بسياري محدوديت با

محيط مكانيك تئوري و قابليتاست موضعي پيوسته هاي

ندارندپيش نانو ابعاد در را مواد رفتار صحيح ايندر،بيني

تشدهسعيتحقيق كمك به پيوستهاست محيط مكانيك ئوري

برشي،غيرموضعي اول مرتبه تئوري و مجازي كار ،اصل

صحاكممعادلات گرافنبراي آوردهبدستايدايرهلايهتكفحه

كار.شود روش از آمده بدست تعادل معادلات به توجه با

و مرمجازي منتجهمعادلات به تنشبوط آنوهاي باتركيب ها

اين كه آمده بدست معادله دستگاه يك بامعادلاتيكديگر،

حل ديفرانسيلي مربعات عددي ضريبتأثيروشدهروش

گرهغيرموضعي تعداد ضخامتها، شعاع، بار، ميزان برو عرضي

قرار ارزيابي مورد گرافن خيزصفحه استروي همچنين.گرفته

با آمده بدست نتايج استفاده، مورد روش دقت بررسي براي

ديگر مقايسهنتايج رااستشدهتحقيقات خوبي تطابق كه

مي نموداربا.دهدنشان به مشاهدهتوجه :شودميها

افزايشب- تكا گرافن صفحه در غيرموضعي هلايضريب

صفحه خيز عبارتيافزايشميزان به گرافنصلبيتو صفحه

.يابدميكاهش

ازبا- غياستفاده تغييرخطيرتحليل كاهش موجب

كرنششكل نتايج بر گونه صلب ازهاي استفاده لذا و شده

فوق تحليلتئوري به نسبت نتايج كاهش خطيموجب هاي

شكل.شودمي تغيير افزايش با ازهمچنين استفاده اهميت

ميتحليل مشهودتر غيرخطي .باشدهاي

تغيير- بررسي مشاهدهبا شعاع راستاي در خيز ،شودميات

بيشتر گرافن صفحه مركز به نزديك نقاط در غيرموضعي اثرات

عبارتيوشده گرافنهرديگربه صفحه خيز مقدار مركزدرچه

غي،شودميبيشتر مياثرات افزايش نيز خيز روي بر .يابدرموضعي

ا- غيرتأثير،ضخامتفزايشبا ضريب برافزايش موضعي

مي افزايش بيشينه .يابدخيز

شعاع- افزايش غيرتأثير،با بيشينهضريب خيز بر موضعي

غيرتأثيراماشودميبيشتر ضريب وموضعيتغييرات يافته كاهش

غير ضرايب در ميموضعينتايج در همگرا صورت به .آيندمختلف

پيوست-6

مي بدست زير صورت به معادلات، دستگاه ديگر معادله :آيندسه
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