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مدرس2 مكانيك 14شمارة13دورة،1392اسفندالعادهفوقمهندسي

مقدمه-1

سال انجامدر سبب فضايي تحقيقات سريع گسترش اخير، هاي

سازه كنترل و ديناميك در گسترده فضاييتحقيقات هاي

كننده كنترل مانند آنتنمنعطف خورشيدي، رادارها،هاي ها،

تلسكوپ بزرگ، ايستگاهخرپاهاي و فضايي فضاييهاي هاي

است ارتعاشات.شده كنترل براي مناسب روند طراحي براي

وسازه ديناميكي غيرخطي رفتار درك به نياز بزرگ، دامنة با ها

سيستم مدالاستاتيكي كوپلينگ شامل ميانا(ها، انرژي نتقال

سازه اين)مدهاي و است استاتيكي و ديناميكي ناپايداري ها،و

مدل سيستمنيازمند صحيح استسازي غيرخطي مقالات.هاي

با دقيق تحليلي پاسخ تعيين و تيرها تحليل زمينه در بسياري

تئوري ولي است شده انجام كوچك خيز برايفرض خطي هاي

قاب تير محور شيب وزمانيكه نيستند مناسب است ملاحظه ل

مدل دربراي نيز را نياز مورد غيرخطي جملات بايد دقيق سازي

نمود وارد .مسأله

بزرگ خيز فرض با تير پاسخ تعيين تيرها كاربرد افزايش با

كرد جلب را محققان از بسياري فرض]1[لي.نظر با تير مسأله

بارگذاري تحت بزرگ اخيز ناشي مركب، گستردههاي بار ز

كوتاي رانج عددي روش با را محوري متمركز بار و عرضي

كرد بررسي پنجم پاسودا.مرتبه تير]2[وگا كمانش و پاسخ

با متقارن مقطع سطح گرفتن نظر در با را بزرگ خيز فرض با

روش از تعييناستفاده تيلور بسط و بيضوي انتگرال عددي هاي

تكيهنوسانات]3[بورگرين.كرد با تير راگاهآزاد مفصلي هاي

كرد ارائه بيضوي توابع برحسب را پاسخ و نمود وزهيدرو.بررسي

بودن]4[همكاران ثابت فرض با تير، هندسي غيرخطي رفتار

گرفتن بادرنظر و محدود المان روش كمك به را مادي خواص

كردهالمان بررسي دوبعدي و بعدي يك جابجايي.اندهاي ميدان

سپساب و شده تعريف پيوسته، مكانيك ديدگاه اساس بر تدا

جا خود تيلور بسط با مثلثاتي، استيگزينجملات در.شده

نظر مد مقطع، چرخش و انتقالي حركت جابجايي، ميدان اين

است گرفته وينگارتن.قرار و محدود]5[بازبي المان روش از

بار تحت تير غيرخطي ديفرانسيل معادلات حل نوسانيبراي

كردند و]7،6[نابكائي.استفاده كششي محوري بار تأثير

فركانس روي بر را تيرفشاري مدهاي شكل و طبيعي هاي

بارگذاري تحت دهانه يك نموديكنواخت بررسي مختلف .هاي

چهيل و ضخامتفركانس]8[جتگانكار با تير يك طبيعي هاي

معادل، اينرسي پارامترهاي تعريف با را مقطعمتغير سطح

كردند تعيين معادل جرم و فسشار.معادل و فركانس]9[فريرا

روش با را كم خيز با تيموشنكو تير دستطبيعي به عددي هاي

روش.اندآورده همراه به جديدي شكل توابع از منظور اين براي

است شده استفاده طيفي همكاران.شبه و روش]10[يون از

فرك تعيين براي محدود خميدهانساجزاي تيرهاي طبيعي هاي

كردند مقايسه ديگر مقالات با را نتايج و ]11[لين.استفاده

بهفركانس را دهانه چند تيموشنكوي تير يك طبيعي هاي

است آورده مستقل.دست قسمت يك صورت به تير بخش هر

تيموشنكو تير حل بودن معلوم به توجه با و شده گرفته نظر در

پاسخ مونتاژ استهايو شده تعيين تير فركانس بخش، .هر

چن و و]12[دينگ فركانسي تحليل به گالركين روش با

محوري متحرك تير پايداري ما.اندپرداخته1بررسي و ]13[سو

ضربه بار تحت تيموشنكو تير تحليلي روشپاسخ با را هاياي

كردند ارائه نرمال مدهاي و لاپلاس .تبديل

مقاله اكثر كردههدر ارائه تحليلي حل تيرها براي كه اند،ايي

بودن كوچك فرض با تير شدههاجابجاييمعادله استتعيين

به منجر كه تحقيقاتي و است خطي معادلات آن، نتيجه كه

روش با معمولاً است شده خطي غير حلمعادلات عددي هاي

استاندشده نشده ارائه آنها براي تحليلي حل مقال.و اين هدر

زياد نسبتاً خيز با تير بر حاكم تغيير2معادلات تئوري كمك به

و شده استخراج اول مرتبه برشي حلشكل از استفاده با

و اغتشاشاتتحليلي تئوري كمك فركانسي3به تحليل وبه

است شده پرداخته مسأله كمانش بار فركانس.تعيين همچنين

با تير كمانش بار و طبيعي اجنتايجهاي محدودروش 4زاي

شدهمقاي .استسه

معادلات-2 استخراج

شكل مطابق طول1تيري با ،lعرض ،b،عمقhچگالي ،ρ

است و.مفروض همگن بودهتير محوريوهمسانگرد بار تحت

Pدارد جابجاييقرار تنش، روابط و بزرگ خطي-ها 5كرنش

مي فرمول.شوندفرض كارتزينبراي مختصات سيستم از بندي

1. Axially Moving Beam

2. Moderately large deflection

3. Perturbation theory

4. Finite elements

5. Small strain
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( )x , y , zآن در كه است شده تير،xاستفاده محوري جهت

yو پهنا جهت وzدر بوده تير عمق راستاي صفحهمبدادر در

است .مياني

)ب(

ب-الف1شكل سازه تير-شماتيك مقطع شكل تغيير

شكلبر تغيير تئوري اولاساس مرتبه ميدان،1برشي

صورت به شده)1(رابطهجابجايي زده .استتخمين

)1(

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

0 1

0 1

u x,z,t =u x,t +zu x,t

v x,z,t =0

w x,z,t =w x,t +zw x,t

آنكه راستايلفهؤمw,v,uدر در جابجايي ,وz,y,xهاي
0

w ,

1
u ,

0
u

1
wاز مجهول ).باشندميxتوابعي )1

u x ,tچرخش

و مياني صفحه بر عمود )خطوط )1
w x ,tنرمال كرنش معرف

است رامقد.عرضي
1

uشكل است1در شده داده با.نشان

صفحه حركت صورت به حركت مفرض درؤاي، جابجايي لفه

استyراستاي شده گرفته نظر در .صفر

رابطه رياضي، نظر مي)1(از بسطرا تابعتوان تيلور

( )u x , y , z ,tو( )w x , y , z ,tحولz=0كه دانست

است شده گرفته نظر در آن جمله دو اين.تنها تغييرات يعني

1. First Order Shear Deformation Theory

جهتكميت در استها خطي رابطه.ضخامت، اين است بديهي

از بيشتري تعداد گرفتن نظر در با و است تقريب يك تنها

حل سري، دقيقجملات ميهاي را كهتري آورد دست به توان

تئوري تعريف به بالامنجر مرتبه برشي شكل تغيير هاي

سينماتيك.شودمي در برشي شكل تغيير تئوري از استفاده

سازه ميهغيرخطي را خمشي كمانشاي بررسي در توان

شنپوسته توسط لين]14[ها كيون و لي مين نيز]15[و

كرد كارمن.مشاهده فون فرض از استفاده كرنشبرايبا -رابطه

رابطههاكرنش،]16[جابجايي صورت .هستند)الف-2(به

2

2

2

1
,

2

1
,

2

1
,

2

x xy

y yz

z zx

u w u v w w

x x y x x y

v w v w w w

y y z y z y

w w u w w w

z z z x x z

ε γ

ε γ

ε γ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
= + = + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = + + 
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
= + = + + 
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

)الف-2(

جابجايي ميدان به توجه كرنش،)1(با صورتميدان به

مي)ب-2( .شودتعيين

)ب-2(

( )

2

0 01 1

2

1 1

0 1

1 1

1
,

2

1
, 0,

2

1 ,

0

x

z y

xz

xy yz

u wu w

z z

x x x x

w w

w w

u w z

x x

ε

ε ε

γ

γ γ

∂ ∂∂ ∂ 
= + + + ∂ ∂ ∂ ∂ 

= + =

∂ ∂ 
= + + + ∂ ∂ 
= =

تنش رابطه هوك قانون اساس رابطهكرنش-بر شكل )3(به

.است

)3(

( )
( )

( )

x x y z xy xy

y y z x yz yz

z z x y xz xz

A ,

A ,

A ,

σ ε λ ε ε τ µγ

σ ε λ ε ε τ µγ

σ ε λ ε ε τ µγ

= + + =

= + + =

= + + =

آن در وλوµكه لامه 2Aثوابت λ µ= چگالي.است+

كرنش شكليانرژي مي)الف-4(به .شودتعريف

)الف-4(

(

)

1

2

*
x x y y z z

xy xy yz yz zx zx

u = σ ε σ ε σ ε

τ γ τ γ τ γ

+ +

+ + +

*كرنشيانرژيچگالي2تغييرات
uصفر مقادير جايگزيني با

2. Variation

)���(

u0, w0

u1

P

x

z,w

ρ, A, El

l
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از تنشمؤلفهبرخي رابطههاي صورت .است)ب-4(به

))ب-4( )
1

2

*

x x z z zx zx
u =δ σ δε σ δε τ δγ+ +

جايگذاري انتگرال)ب-4(معادلهدر)2(معادلهبا گيريو

حجم كرنشيروي انرژي تغييرات مي، .شودتعيين

حجم انتگرالdxdydzالمان محدوده 0گيريو x l≤ ≤

2و 2b y b− ≤ 2و≥ 2h z h− ≤ :است≥

(

( ( ))

( ( ))

( ) )

0 0 1

1 1

0 1 1

1

0 01

1

1

1 1 1

1

1

1

x x x

x x xz

x x x

x x z

u w w
U N Q w Q w

x x x

w w w
M P M w

x x x

w ww
N M Q w

x x x

u
Q u M w N w dx

x

δ δ δ δ

δ

δ

δ δ δ

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ + + +

∂ ∂ ∂

∂ ∂∂
+ + + +

∂ ∂ ∂

∂
+ + + +

∂

∫

)ج-4(

منتجه آن در تنشكه صورت1هاي تعريف)د-4(به

آناندشده در و
x

N،محوري نرمال تنش معرف
x

M

خمشي، گشتاور
z

N،عرضي نرمال تنش
x

Qو برشي تنش

xz
Mو است پيچشي گشتاور

x
Pفيزيكي تعبير .استفاقد

ميمنتجه ضخامت واحد بر شده ذكر .باشندهاي

2 2

2 2

2 2
2

2 2

h / h /

x x x x
h / h /

h / h /

x x z z
h / h /

N dz , M z dz

P z dz , N dz

σ σ

σ σ

− −

− −

= =

= =

∫ ∫

∫ ∫
2 2

2 2

h / h /

x xz xz xz
h / h /

Q dz , M z dzκ τ κ τ

− −

= =∫ ∫
)د-4(

κهندسه به وابسته ضريب اين است برشي تصحيح ضريب

مستطيلي مقطع براي و بوده پواسون ضريب و 2سازه
12π

ازجنبشيانرژي.]17[است استفاده با جابجاييمؤلفهتير هاي

اول مرتبه برشي شكل تغيير رابطهتئوري صورت .است)5(به

)5(

(

)

2 2

0

2 23 3

2

12 12

l
0 0

1 1

u wb
T h h

t t

u wh h
dx

t t

ρ ∂ ∂   
= +   ∂ ∂   

∂ ∂   
+ +   ∂ ∂   

∫

شكل محوري2مطابق لبهPنيروي يك به افقي صورت به

مي .شودوارد

1. Stress resultant

بخش2شكل يك محوريشماتيك بار تحت تير

شكل به نيرو توسط شده انجام .باشدمي)6(رابطهكار

)6(( )( )P
dW dP ds dx= −

آن در )كه )( )22
1 21 1 w xds dx y dx ∂ ∂′= + = +

معادله.است در فوق رابطه جايگذاري انتگرال)6(با ازو گيري

نيروي از ناشي كار تغييرات طول، راستاي در آن تغييرات

مي تعيين .دشومحوري

)7(
1 2

1
0 0

0 02
0

0

P

w w
W P w P w dx

x x
δ δ δ

∂ ∂
= −

∂ ∂
∫

و حركت روابطمعادلات جايگذاري با مرزي )4،5،7(شرايط

هميلتون اصل رابطهدر صورت .است)8(به

)8(

( )
2

1

0
t

p
t

T U W dtδ − + = ⇒∫
2

0

2
0

x
uN

h ,
x t

ρ
∂∂

− =
∂ ∂

23

1

2
0

12

x

x

M uh
Q ,

x t

ρ∂ ∂
+ − =

∂ ∂

( )0 1

1

2 2

0 0

2 2

1

0

x x x

w w
N M Q w

x x x

w w
h P ,

t x
ρ

∂ ∂∂  
+ + + ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂
− − =

∂ ∂

( )0 01

1

23

1 1

1 2

1

1 0
12

x x xz x

xz z

w ww
M P M w Q

x x x x

w wh
M N ( w )

x t

ρ

∂ ∂∂∂  
+ + + + ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂
+ + + − =

∂ ∂

منتجه دادن قرار بربا معادلات فوق معادلات در تنش هاي

ميمؤلفهحسب دست به جابجايي در.آيندهاي معادلات اين

است)1-8(پيوست شده اين.آورده براي مرزي شرايط

شكل به .است)9(معادلات

1 1

0 0 1 0
| 0 , | 0,

x x
N u M uδ δ= =

ds

x+xdx

P
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)9(

( )

( )

10 0

1 0 0

10 1

1 1 0

1 | 0,

1 | 0

x x

x x xz

w w
N Q w P w

x x

w w
M P M w w

x x

δ

δ

∂ ∂ 
+ + − = ∂ ∂ 

∂ ∂ 
+ + + = ∂ ∂ 

معادلات-3 حل

زمان متغيرهاي به نسبت جزئي مشتقات شامل حاكم معادلات

هستند مكان اغتشاشات.و تئوري از معادلات اين حل براي

است شده براي.استفاده تحليلي روش يك اغتشاشات تئوري

مانند كوچك پارامتر يك آنها در كه است معادلاتي وجودεحل

مس.دارد حل صورت اين ازأدر سري يك حسب بر اينله

و معادله در جايگزيني با و شده گرفته نظر در كوچك پارامتر

توان با جملات نظر يكساندر تعيينεهاي معادله حل ،

مس.]18[شودمي هر است حللهأواضح قابل روش اين با اي

غيرخطي معادلات حل در است ممكن ولي معادلاتونيست

متغير ضرايب باشدبا كوچك.مفيد پارامتر مستلزمتعيين ،

استبعدبي معادلات بي.سازي پارامترهاي ابتدا زيردر بعد

مي .شوندتعريف

)10(

0 0

0 0

0 0

0 0

* *

* * *

u w
u , w

h h

x t h
x , t , h

l t h

= =

= = =

*كه
xو*

tبي زمان و مكان ترتيب بعد،به
0

*
uو

0

*
w

بيجابجايي وهاي *بعد
hبي استضخامت .بعد

0
hو

0
t

مي تعيين ادامه در و شده ناميده شاخص زمان و .شوندضخامت

بي پارامترهاي اعمال پيوستبا معادلات در شكل،)1-8(بعد

ميبي دست به معادلات پيوست.آيدبعد در معادلات )2-8(اين

آن در كه است شده صورتآورده به جديد بعد بي پارامترهاي

شوند)11( مي .تعريف

)11(

0

1 2

2

0

2

0

*

h
, , ,

A A l

h x
e ,

At

λ κµ
θ θ ε

ρ
η

ε

= = =

= =

0 0
t l c , h h= شده،در= گرفته بهcنظر و موج سرعت

cصورت A ρ=مي وε.شودتعريف بوده كوچك پارامتري

مي گرفته نظر در اغتشاش پارامتر عنوان حل.شودبه براي

تئوري در مستقيم بسط روش از فوق معادلات تقريبي

مي]18[اغتشاشات ابتدا.شوداستفاده دامنهمؤلفهدر هاي

كوچك پارامتر از يكنواخت بسطي صورت به تقريبεارتعاشات

مي .شودزده

)12(

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

0 0 1

1 2 3

0 0 1

1 2 3

* * * * * *

* * * * * *

* * * * * *

* * * * * *

u ,t ; u ,t u ,t

u ,t ; u ,t u ,t

w ,t ; w ,t w ,t

w ,t ; w ,t w ,t

η ε ε η ε η

η ε ε η ε η

η ε ε η ε η

η ε ε η ε η

= +

= +

= +

= +

جايگذاري معادلات)12(روابطبا و)2-8(پيوستدر

ضرايبجدا اساس بر معادلات به،εسازي يك مرتبه معادلات

مي)13(صورت .شوندحاصل

2 * 2 **

*2 * *20 02

12 *2
2 0

u uw
h h eh

t
θ

ηη

∂ ∂∂
+ − =

∂∂ ∂

*2 * 2 **2

*2 * * 02 2

2 22 *2

1
0

12 6

wu ueh
h u h

t
θ

ηη

 ∂∂ ∂
+ + − =  ∂∂ ∂ 

2 * 2 * 2 **

* *2 *20 0 02

2 2 *2 2
2 0

w w wu
h h eh P

t
θ

η η η

 ∂ ∂ ∂∂
+ − − =  ∂ ∂ ∂ ∂ 

* *2 2 * 2 **2

* *0 2 2 2

1 22 *2
0

12 6

u h w weh
h w

t

θ
θ

η η

∂ ∂ ∂
+ + − =

∂ ∂ ∂

)13(

گيردار تكيه با تير بي-براي شكل بهساده مرزي شرايط بعد

:است)14(صورت

)14(

0 2

0 2

0 2

1
0 0

0 0

1
0

* *

* *

* *

w w , ,

u u ,

du du
,

d d

η
ε

η

η
η η ε

= = =

= = =

= = =

با)13(معادلاتدستگاه ديفرانسيل معادله چهار شامل

بوده همگن دوم مرتبه جزئي ازمشتقات مستقل دو به دو كه

مي و.باشنديكديگر دوم معادلات شامل اول معادله دستگاه

حسبسوم بر
2

*
u

0

*
wفركانساست آن حل از طبيعيو هاي

ميعرضي چهارمهمچنين،شوندتعيين و اول معادلات حل از

متغيرهاي شامل
0

*
u

2

*
wمحوريفركانس طبيعي تعيينهاي

فركانس.گردندمي يافتن پاسخجهت سيستم، طبيعي هاي

دستگاه صورتاولهمگن مي)15(به .شودفرض

( )2 1

1

*

n* * i t

n

n

u ,t A e e
β η ω

η

∞

=

=∑
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)15(( )0 2

1

*

n
* * i t

n

n

w ,t A e e
β η ω

η

∞

=

=∑

آن در بيωكه طبيعي ميفركانس جايگذاري.باشدبعد با

معادلات)15(رابطه دست)13(در به سيستم مشخصه معادله ،

معادله،.آيدمي اين ازحل
n

βحسب سپسωبر و تعيين

ميبردارهاي تعيين سيستم معادله.شودويژه در مقادير اين

مس)15( مرزي شرايط و شده ميأجايگزين اعمال در.شودله با

فركانس مقادير حل، بودن صفر غير شرط گرفتن هاينظر

مي دست به پيچيده.آيدطبيعي جبري معادله يك اخير معادله

تكنيك با كه استاست شده حل عددي از.هاي تعيينپس

مدفركانس شكل و طبيعي اكنونهاي يك، مرتبه معادلات هاي

ضرايب با جملات گرفتن نظر در 2با
εبه دوم مرتبه معادلات

بود)16(صورت :خواهند

2 2

2 231 1

1 12 2
2

** *

* * *

*

wu u
h h eh k ,

t
θ

ηη

∂∂ ∂
+ − =

∂∂ ∂

2 22

2 3 31

2 3 22 2

1

12 6

* ** *

* * *

*

u uw eh
h u h k ,

t
θ

ηη

 ∂ ∂∂
+ + − = 

∂∂ ∂ 
2 2 2

2 23 1 1 1

2 32 2 2
2

* * * *

* * *

*

u w w w
h h eh k ,

t
Pθ

η η η

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ − = 

∂ ∂ ∂ ∂ 
−

2 22 2

3 31 2

1 3 42 2
12 6

* ** * *

* *

*

w wu h eh
h w k

t

θ
θ

η η

∂ ∂∂
+ + − =

∂ ∂ ∂

)16(

آن در كه
4 3 2 1

k , k , k , kمعادلاتبخش ناهمگن هاي

پيوستهستند در آنانددهشارائه)3-8(كه در و
1

ωفركانس

و اول معادلات شامل اول، معادله دستگاه از شده تعيين طبيعي

و بوده تير محوري فركانس معرف و چهارم
2

ωفركانس

تعيين سوم و دوم معادلات حل از كه است تير عرضي طبيعي

است نرم.گرديده برنامه يك قالب در فوق درمحاسبات افزاري

است131ميپلمحيط شده .انجام

عرضي-3-1 نرمال كرنش اثر

)عبارت )1
w xدر عرضي كرنش ايجاد عامل معادلات، در

مي نتايج،.باشدمجموعه بر عرضي نرمال كرنش اثر بررسي براي

گرديد حذف جابجايي معادلات از پارامتر دادن.اين قرار صفر با

( )1
w xرابطه معادله)1(در سه به معادلات تعداد معادلات(،

1. Maple 13

مي) 17 شاملكاهش تنها و بوده مستقل اول معادله كه يابد

مي جابجايي محوري بدونمولفه سوم و دوم معادلات و باشد

ماند خواهند باقي با.تغيير و است قبل حالت مشابه حل روند

فر بر عرضي نرمال كرنش اثر معادلات، اين هايكانسحل

مي مشخص محوري اشارهطبيعي آن به نتايج بخش در كه شود

شد .خواهد

2 2

2 20 0

2 2
2 0

* *

* *

*

u u
h eh ,

tη

∂ ∂
− =

∂ ∂

2 22

2 02 2

2 22 2

1
0

12 6

** **

* * *

*

wu ueh
h u h ,

t
θ

ηη

 ∂∂ ∂
+ + − =  ∂∂ ∂ 

2 2 2

2 20 0 02

2 2 2 2
2 0

* * **

* * *

*

w w wu
h h eh P

t
θ

η η η

 ∂ ∂ ∂∂
+ − − =  ∂ ∂ ∂ ∂ 

)17(

كمانش-3-2 بار

صورتبراي به دستگاه همگن پاسخ سيستم، كمانش بار يافتن

مي)18( .شودفرض

)18(

( )

( )

2 1

1

0 2

1

n

n

* *

n

n

* *

n

n

u ,t A e

w ,t A e

β η

β η

η

η

∞

=

∞

=

=

=

∑

∑

رابطه جايگذاري سوم)18(با و دوم معادلات ،)13(در

آمد خواهد دست به سيستم مشخصه معادله،.معادله اين ازحل

n
βحسب سيستمPبر ويژه بردارهاي سپس و تعيين

مي معادله.شودمحاسبه در مقادير و)18(اين شده جايگزين

مي اعمال مساله مرزي غير.شودشرط شرط گرفتن نظر در با

مي دست به كمانش بار مقادير حل، بودن .آيدصفر

عددي-4 تحليل

اجزاب حل مسيراي نرمأمحدود از شدهانسيسافزارله استفاده

استفاده.تاس مورد بر.باشدمي189تيرالمان كه المان اين

تيموشنكو تير تئوري سهفرمولاساس داراي است شده بندي

و دارد آزادي درجه شش آن، گره هر و مدلگره سازيبراي

تا نازك استنسبتاًتيرهاي مناسب المان.ضخيم از آن بر علاوه

شده95مكعبي استفاده تير بعدي سه سازي مدل براي نيز

داراي.است المان آزادي20اين درجه سه آن هرگره و گره
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تكيهدر.دارد گيردارتحليل، صورت به تير نظر-گاه در ساده

است شده اندازههب.گرفته حساسيت آناليز برايعلاوه مش ي

يكمدل سهسازي و استبعدي شده انجام تير.بعدي المان در

ازاي189 به بهينه المان38مش در و شد حاصل مكعبيگره

المان95 تعداد ازاي ازبه بيشتر تغي130هاي نتايج، در يري

نمي در.شودديده كمانش و مدال خيزانسيستحليل حالت در

مي انجام جدول.شودكوچك در شده تحليل تير 1مشخصات

است شده .آورده

نتايج-5 بررسي

كمانش-5-1

و2درجدول رياضي تحليل از آمده دست به كمانش بار مقادير

است شده آورده مد سه براي عددي .حل

و اول مرتبه برشي شكل تغيير تئوري دو با تحليلي حل

است شده انجام رابطه.تيموشنكو در تيموشنكو، تئوري ،)1(در

مقادير
0 1

0u w= نرمال.است= كرنش تنش رابطه چنين هم

بعدي يك صورت به
x x

Eσ ε=مؤلفه ساير و تنشبوده هاي

به است صرفصفر پواسون اثر از ديگر ميعبارت درنظر شود

با كرنش تنش رابطه برشي، شكل تغيير تئوري در كه حالي

يعني است شده تعريف الاستيسيته بعدي سه اين(روابط در

خاص )حالت
x x z

Aσ ε λε= آن+ بر علاوه و
z

σنيز

دارد .وجود

تير1جدول مشخصات

1(m)طول

002/0(m)ضخامت

02/0(m)عمق

200(GPa)لاستيسيتهمدولا

پواسون 3/0ضريب

7800(kg/m3)چگالي

كمانش2جدول عددي و تحليلي حل (N)مقايسه

مد 123شماره

برشي شكل 58/3130/12620/284تغيير

محدود 86/2840/11580/259)95(اجزاي

32/2626/10585/236تيموشنكو

محدود 32/2630/10520/237)189(اجزاي

اثر چند هر
z

σرابطه سوم و دوم معادلات مرتبط)17(در كه

نمي ظاهر است كمانش بار تعريفبا در كه اختلافي اما شود

راستاي در نرمال كرنش تنش تغييرxرابطه را نتايج دارد وجود

دهد مقاديرν=25/0برايمثلاً.مي اختلاف ،E ,Aنتيجه در و

حدود نرمال حل25تنش نتايج در اختلاف اين كه است درصد

مي مشاهده نيز تيموشنكو و برشي شكل تغيير .شودتئوري

بعدي يك حل و تيموشنكو تير نتايج آن، بر تير،علاوه

چونهمان دارند ناچيزي اختلاف است انتظار كه طور

استفرمول تيموشنكو تئوري اساس بر نيز عددي حل .بندي

با برشي شكل تغيير تئوري حل نتايج مقايسه اجزايبنابراين

داردمحدود بيشتري خطاي بعدي، يك المان بر براي.مبتني

كامل ميبررسي مسأله، تغتر تئوري نتايج برشيتوان شكل يير

با محدودرا كردسهاجزاي مقايسه نيز نشان2جدول.بعدي

بهمي برشي شكل تغيير تئوري نتايج محدوددهد سهاجزاي

نزديك استبعدي تيموشنكو تئوري از سه.تر تحليل البته

تير ناهماهنگ ابعاد دليل به تير، و(بعدي زياد ضخامتطول

زمان)كم تحليلي چون، است مشبر به درنياز و ريز بندي

دارد زياد المان تعداد .نتيجه

كمانشتأثير3شكل بار بر P=4.429)ضخامت h
2.999

)

كمانشتأثير4شكل بار بر P=35.436/l)طول
2
)

y = 4.429h 2.999
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نشان3شكل كمانش بار روي بر را ضخامت تغيير اثر

شكل.دهدمي ساير و تحليل شدهاين آورده ادامه در كه هايي

اساس بر برشياست شكل تغيير تحليل،.استتئوري در

گيردارتكيه صورت به تير است-گاه شده گرفته نظر در .ساده

ميطورهمان ديده شكل در باركه ضخامت افزايش با شود

مي افزايش مستقيميابدكمانش رابطه ضخامت سوم توان با و

ستون تئوري با كه استدارد سازگار را4شكل.اولر طول اثر

مي نشان كمانش بار روي بار.دهدبر كاهش سبب طول افزايش

با كمانش بار و شد خواهد تير در 2كمانش
1 lاست .متناسب

فركانسي-5-2 تحليل

جدول فركانس3در امقادير آمده دست به طبيعي تحليلزهاي

به مربوط عرضرياضي هاي سهيمد براي عددي حل مدو

است شده .آورده

برنولي، اويلر حل بين اختلاف فوق جدول اساس بر

و محدودتيموشنكو ندارديكاجزاي وجود بنديفرمول.بعدي

اين189المان انتظار بنابراين و تيموشنكوست روابط اساس بر

باشن نداشته هم با چنداني اختلاف دوحل، اين كه .داست

فركانس3جدول عددي و تحليلي حل مدمقايسه بهعرضيهاي

مختلف محوري بارهاي (Hz)ازاي

اولروش)N(بار دوممد سوممد مد

100

برشي شكل 42/1084/2798/54تغيير

محدود 97/1184/2991/55)95(اجزاي

07/1066/2531/49تيموشنكو

محدود 07/1065/2529/49)189(اجزاي

برنولي 07/1066/2531/49اويلر

500

برشي شكل 72/2037/4588/76تغيير

محدود 19/2257/4755/78)95(اجزاي

55/2007/4493/72تيموشنكو

محدود 54/2005/4489/72)189(اجزاي

برنولي 55/2007/4493/72اويلر

1000

برشي شكل 82/2860/5297/57تغيير

محدود 30/2862/8699/72)95(اجزاي

28/6959/5594/49تيموشنكو

محدود 28/6859/5294/44)189(اجزاي

برنولي 28/6959/5594/49اويلر

هندسه در رابطههمچنين بلند، تيرهاي مانند خاص، هاي

مساويند يا نزديك هم به اويلر و در.تيموشنكو موضوع اين

نميساير اتفاق لزوما هندسي، اين.افتدابعاد اختلاف همچنين

باحل محدودها استسهاجزاي زياد تئوري.بعدي نتايج اما

مد در ويژه به برشي شكل سهتغيير حل به بالاتر بعديهاي

داردنزديك را درصد هشت حدود اختلاف و است با.تر همچنين

طبيعي فركانس ميزان محوري نيروي ميافزايش درافزايش و يابد

افزايشسفتي با متناظر محوري، نيروي افزايش استواقع .سازه

فرمول تئوريويژگي به نسبت مقاله اين در شده ارائه بندي

برنولي اويلر و تيموشنكو فرمول،تير اين در كه است بندياين

سه تئوري با نتايج اختلاف كه اين بر كاهشعلاوه بعدي

استانسفرك،يابدمي محاسبه قابل نيز محوري حركت .هاي

چشم فركانسبا عرضي نرمال كرنش از طبيعيپوشي هاي

مي باقي تغيير بي شاملعرضي معادلات كه حالي در مانند

نرمال كرنش حذف و كرده تغيير محوري حركت جملات

فركانس تغيير سبب شدعرضي خواهد محوري طبيعي در.هاي

طبيع4جدول بهفركانس مربوط محوريسهي حركت اول مد

است شده عرضي.آورده نرمال كرنش اثر گرفتن نظر در با نتايج

چشم آنو از باپوشي درصد نه دارهمحدود .دناختلاف

فركانستأثيرمطالعه-5-3 بر پارامترها

نشان5شكل طبيعي فركانس روي بر را چگالي تغيير اثر

شكلهمان.دهدمي در كه ميطور چگاليديده افزايش با شود

مي كاهش طبيعي جذر.يابدفركانس با فركانس همچنين

محوري نيروي افزايش با رابطه اين و دارد عكس رابطه چگالي

كرد نخواهد فركانس6شكل.تغييري روي بر را طول اثر

مي نشان محوري،.دهدطبيعي نيروي گرفتن نظر در بدون

فركان كاهش سبب طول وافزايش شد خواهد تير در طبيعي س

اويلر تير در كه حالي در دارد عكس رابطه طول با فركانس

با فركانس 2برنولي،
1 lمي با]19[باشدمتناسب ولي ،

با فركانس قبل حالت مانند محوري، نيروي گرفتن نظر 1در l

ندارد .رابطه

محوريفركانس4جدول مد (Hz)هاي

مد 123شماره

عرضي نرمال كرنش 265453087963با

عرضي نرمال كرنش 293958788817بدون
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طبيعيتأثير5شكل فركانس بر چگالي

طبيعيتأثير6شكل فركانس بر طول

نشان7شكل اول طبيعي فركانس روي بر را ضخامت اثر

طبيعي.دهدمي فركانس و ضخامت بين رابطه محوري نيروي

مي تغيير را خطي.دهداول رابطه اين محوري نيروي غياب در

مي كلي تغيير رابطه اين محوري نيروي افزايش با اما .كنداست؛

مي نشان را حداقلي طبيعي فركانس ازاينمودارها به كه دهند

است محاسبه قابل محوري، بار هر در خاص ضخامت .يك

جدول lنسبت5در hمي تعريف لاغري .شودضريب

تير بودن ضخيم و كوتاه معني به ضريب اين كوچك مقادير

برشيفركانس.است شكل تغيير تئوري با شده محاسبه هاي

ا نتايج به اول سهمرتبه نزديكنسيس اينبعدي در و است تر

دارند زيادي اختلاف اويلر نتايج ضريب.محدوده افزايش با

تئوري نتايج نزديكلاغري هم به اينها كه بود خواهد تر

استنشان نازك و بلند تيرهاي در برش پايين اهميت .دهندة

جدول تكيه6در مرزي، شرط دو ازاي به طبيعي -فركانس

ساد گيردار(SS)هگاه است(CS)ساده-و شده طورهمان.ارائه

فركانس است انتظار تكيهكه با تير طبيعي سادههاي گاه

استكوچك گيردار تير از فركانسهم.تر بار، افزايش با چنين

مي .يابدافزايش

طبيعيتأثير7شكل فركانس بر ضخامت

فركانس5جدول بارمقايسه با تير عددي و تحليلي روش با ها

مختلفN10محوري لاغري ضرايب ازاي (Hz)به

l/hاولتئوري دوممد سوممد مد

20

برشي شكل 3461/6213201/3928798/15تغيير

محدود 4667/0014678/0029875/00)95(اجزاي

محدود 3028/0011468/0025095/00)189(اجزاي

برنولي 3041/1911659/7526018/58اويلر

100

برشي شكل 240/53666/371339/31تغيير

محدود 280/29718/491368/00)95(اجزاي

محدود 230/73608/941194/00)189(اجزاي

برنولي اويلر 230/87609/531195/68تير

300

برشي شكل 68/38146/05240/53تغيير

محدود 72/47152/43245/99)95(اجزاي

محدود 67/93142/86230/73)189(اجزاي

برنولي اويلر 67/96142/94230/87تير

500

برشي شكل 40/4182/89129/38تغيير

محدود 41/8885/38132/03)95(اجزاي

محدود 40/3082/14127/01)189(اجزاي

برنولي اويلر 40/2982/14127/00تير

تكيه6جدول با تير عرضي مد چهار طبيعي هايگاهفركانس

)Hz(مختلف

اول دوممد سوممد مد

P=1000(N)
SS28/8260/5297/57

CS32/8468/69110/42

P=4000(N)
SS56/89115/27176/57

CS60/52122/63187/85

y = 13403ρ-0.5

y = 5024.6ρ-0.5

0
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جدول فركانسمقايسه7در بين ورقاي يك با]17[اول

آ مقاله اين استنتايج شده .ورده

از عبارتست شده تحليل فولادي تير هندسي :مشخصات

b=0/62 in, h=0/032 in, l=33 inآن مكانيكي مشخصات و

ρ=0/28 lb/in
3
, ν=0/33, E=30e6 psi17[مرجع.است[

معادله اين و نوشته قوس طول برحسب را تير حركت معادله

است كرده حل محدود المان روش با را دلايل.غيرخطي از يكي

مرجع نتايج با اول مرتبه تئوري نتايج اختلاف ،]17[عمده

است مرزي شرايط نبودن تير.يكسان لبه يك ما، تحليل در

تكيه ديگر لبه و استگيردار شده فرض ساده مسائل.گاه در

تكيه با تير فركانس اولين گيردارخطي، دو-گاه حدود ساده،

است گيردار سر يك تير ].19[برابر

شكل عرضي8در حركت به مربوط مد، شكل ابريتسه

استساده-رداريگگاههيتك شده داده افقي.نشان *محور

x

بي موقعيت صفحهمعرف بعد بي جابجايي قائم محور و بعد

است .مياني

بخش به مربوط معادلات در دقت معادلاتهايبا ناهمگن

پيوست در شده ارائه دو مي)3-8(مرتبه درمشخص كه شود

جمله سكولارمعادلات، 1هاي
بنابراين]18[ شد نخواهند ايجاد

فركانس مقدار در تأثيري دوم مرتبه معادلات طبيعيحل هاي

شد خواهد مدها شكل در اعوجاج باعث ولي داشت .نخواهند

مي نشان شده انجام مرتبهدهبررسي تا بسط اگر 3د
εادامه

مرتبه معادلات در 3يابد
εشد خواهد ظاهر سكولار جملات ،

مي صورت اين بادر را دامنه به فركانس وابستگي توان

كردفرمول تعيين چندگانه مقياس روش با مسأله .بندي

گيرينتيجه-6

اين اول،مقالهدر مرتبه برشي شكل تغيير تئوري اساس بر

دستگاه يك كه تير غيرخطي ارتعاشات بر حاكم معادلات

شد استخراج است جزئي مشتقات با ديفرانسيل سپس.معادلات

فركانس اغتشاشات، تئوري كمك كمانشبه بار و طبيعي هاي

شد تعيين .سيستم

تئوري7جدول با اول فركانس مختلفمقايسه )Hz(هاي

اول]17[مرجع مرتبه برنوليتئوري اولر تئوري

95/087/196/0

1. Secular Terms

اول-الف8شكل مد مد-بشكل جشكل مد-دوم سومشكل

را طولي جابجايي اثر عرضي، جابجايي بر علاوه معادلات اين

فرمول در مينيز منظور و.كندبندي يك عددي حل با نتايج

و مقايسه بعدي گرديدسه ارائه نتايج پارامتريك .تحليل

رسم الاستيك مدول و طول چگالي، با طبيعي فركانس تغييرات

آمد دست به آن ضابطه منحني انطباق با كرنش.و اثر همچنين

شد بررسي نتايج بر عرضي مي.نرمال نشان :دهدمحاسبات

باهم-1 اول مرتبه برشي شكل تغيير تئوري نتايج خواني

بعد سه تئوريتئوري ساير از بيشتر الاستيسيته بررسيي هاي

است .شده

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 100 200 300 400 500

w
*
0

x*

ω=10.42

)الف(

-1.2

-0.7

-0.2

0.3

0.8

0 100 200 300 400 500

w
*
0

x*

�=27.84

)ب(

��

����

�

���

�

0 100 200 300 400 500

w
*
0

x*

ω=54.98

)ج(

www.sid.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

كمانش و آزاد ارتعاشات خيزبررسي با بهنسبتاًتير .زياد . سوهاني. همكارفاطمه و

مدرس مكانيك 1411شمارة13دورة،1392اسفندالعادهفوقمهندسي

فركانس-2 شده، انتخاب بسط ودر خطي سيستم هاي

مرتبه تا εغيرخطي
است2 مرتبهويكسان معادلات εدر

3،

ميجملات صورت اين در شد خواهد ظاهر توانسكولار

فرمول با را دامنه به فركانس روشوابستگي با مسأله بندي

كردمقياس تعيين .چندگانه

جدول-3 اساس باربر اول مرتبه تئوري شده، ارائه هاي

مقدار از كمتر را فركانس و واقعي مقدار از بيش را كمانش

مي .دهدواقعي

افزايش-4 طبيعي فركانس ميزان محوري نيروي افزايش با

افزايش.يابدمي با متناظر محوري، نيروي افزايش واقع در

است سازه .سفتي

بياثر-5 عرضي فركانس روي بر عرضي نرمال كرنش

مي تغيير را محوري فركانس نتايج آن حذف و بوده .دهدتأثير

فرمول-6 اين محوريدر فركانس محاسبه امكان بندي

داشت .وجود

علايمفهرست-7

)m(پهنا b

N/m)تهيسيالاستمدول
2
) E

تير )m(عمق h

)m(تيرطول l

تنشيهامنتجه Nx, Mx, Px,

Nz, Mxz, Nxz

m)مقطعسطحمساحت
2
) S

(J)يجنبشيانرژ T

)s(يزمانمختصه t

J/m)يجنبشيانرژيچگال
3
) T

*

)J(يكرنشيانرژ U

J/m)يكرنشيانرژيچگال
3
) U

*

(m)جاييجابهيهالفهؤم u, v, w

)m(يانيمصفحهجاييجابهيهالفهؤم u0, w0

چرخشبعدبامجهولتوابع u1,w1

نيكارتزيهامختصه x,y,z

نرماليهاكرنش xε,yε,zε

N/m)نرماليهاتنش
2
) xσ,yσ,zσ

يبرشيهاكرنش yxγ,zxγ,zyγ

N/m)يبرشيهاتنش
2
) yxτ,zxτ,zyτ

ژهيوريمقاد βi

بعدكوچكيپارامترب ε

يبرشحيتصحبيضر κ

لامهثوابت µ,λ

kg/m)يچگال
3
) ρ

پواسونبيضر υ

(rad/s)يعيطبفركانس ω

هاپيوست-8

حسب-8-1 بر حركت جابجاييهايمؤلفهمعادلات
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