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  احمد قاسمي قلعه بهمنو مرتضي رضواني  ايهاي مركب متعامد متقارن با استفاده از نظريه لايه اي در ورقهاي بين لايهتنش

  

  1، شماره 14، دوره 1393مهندسي مكانيك مدرس، فروردين   60
 

اولـين حـل   . ارائه شده اسـت ] 1[كارهاي انجام شده توسط كانت و سوميناتان
ارائـه شـد كـه آنهـا،     ] 2[اي توسط پـاپو و اونسـون  هاي بين لايهتقريبي تنش

ل را مـورد بررسـي قـرار    آاي در يك ورق مركب ايدههاي برشي بين لايهتنش
] 3[اي توسط پايپس و پاگـانو هاي بين لايهين تحليل كامل تنشنخست. دادند

هاي بين هاي تقريبي تحليلي استفاده شده براي تعيين تنشاز روش. ارائه شد
ــه ــيلاي ــالا   اي م ــه ب ــه مرتب ــتفاده از نظري ــه اس ــوان ب ــي  ]4[ت ــل تقريب ، ح

وانـگ  . اشاره نمود] 7[و روش اغتشاشات] 6[، روش لايه مرزي]5[الاستيسيته
-هاي لبـه ، تنش]5[مبتني بر فرمولاسيون ارائه شده در مرجع ] 8[كراسمن و

هاي متوازن متقارن تحت بارگذاري حرارتي را با اسـتفاده از  هاي آزاد در ورق
ا معرفي روش ب] 9[اسپيلكر و چائو. روش المان محدود مورد مطالعه قرار دادند
-طور كامل اعمـال مـي  هاي آزاد بهالمان محدود خاصي كه در آن شرايط لبه

هـاي متقـارن تحـت كـرنش طـولي      اي را در ورقهاي بـين لايـه  گرديد، تنش
و نظريـه   1تابع تنش لخنيسـكي ] 10[وانگ و چوي. يكنواخت محاسبه كردند

الاستيك غير ايزوتروپيك را براي بررسي منفرد بودن وضعيت تـنش در لايـه   
سـازي  اصـل كمينـه   براسـاس ] 11[لگيس و كاسـاپگلو . مرزي استفاده نمودند

، ورق مركب تحت بـار محـوري را مـورد    3و روش تعادل نيرويي 2انرژي مكمل
با رويكردي مشـابه كـار انجـام شـده در     ] 12[وبر و مورتون. بررسي قرار دادند

هاي متقارن تحـت  اي در چند لايه، تلاش كردند تا توزيع تنش بين لايه]11[
با استفاده از روش ] 13[و همكاران آلتوري. بارگذاري حرارتي را محاسبه كنند

اي را در يك چند لايه مركب تحت بارگذاري هاي بين لايهانرژي مكمل، تنش
اي توابع اساس بسط چند جملهبر] 14[يين. دست آوردندحرارتي به-مكانيكي

هـاي آزاد يـك   سازي انرژي مكمل، تنش در لبهتنش و با توجه به اصل كمينه
چو و . بارگذاري حرارتي غير يكنواخت را محاسبه كردچند لايه متقارن تحت 

اي را تحـت  هاي بين لايـه ، تنش4با استفاده از بسط روش كانترويچ] 15[كيم
هـاي  تحقيقات فراگيري در تـنش . دست آوردندحرارتي به-بارگذاري مكانيكي

ارائه شـده  ] 16[هاي چند لايه متعامد توسط طهاني و نثيراي در ورقبين لايه
هايي از مرتبه صفر در ورق، روابط الاستيسـيته  جاييها با فرض جابهآن. است

هاي متعامد عمـومي بـا طـول محـدود تحـت كشـش محـوري و        را براي ورق
 5ايدست آورده و بـا اسـتفاده از نظريـه لايـه    اي بههمچنين توزيع دماي لايه

نثيـر و  . كردنـد هاي آزاد ورق را محاسبه نزديكي لبه اي درهاي بين لايهتنش
جـايي بـراي يـك ورق    ترين شكل ميدان جابـه با استفاده از كلي] 17[بهرامي

رطـوبتي بـراي   -اي را تحت بارگذاري حرارتـي هاي بين لايهمركب بلند، تنش
آقايـان   .دست آوردنددار شبه متقارن بههاي متعامد، متقارن و زاويهگذاريلايه

ر شكل برشي مرتبـه اول بهبـود يافتـه و    با استفاده از نظريه تغيي ]18[يزداني
هاي كشـش  توزيع تنش را در ناحيه لايه مرزي تحت بارگذارياي، نظريه لايه

. دست آوردندگذاري عمومي بههايي با لايهمحوري، خمش و پيچش براي ورق
هـاي چنـدلاي   اي در پوسـته هاي بـين لايـه  با تعيين تنش] 19[ميري و نثير

هـاي آزاد را در بارگـذاري كششـي مـورد     اثـرات لبـه  اي شكل، مركب استوانه
اي را در هـاي بـين لايـه   ، تـنش ]20[نژاد و همكارانموسي. مطالعه قرار دادند

آنها همچنين با . دست آوردندهاي مركب متقارن تحت بارگذاري برشي بهورق
ارائه نظريه تغيير شكل برشي مرتبه اول بهبود يافته، ثابت مجهول تغيير شكل 

  .ورق مركب را با احراز شرايط مرزي تعيين نمودند كلي
هـاي مركـب   اي در ورقهاي بين لايههدف از تحقيق حاضر، تحليل تنش

                                                                                                                                      
1‐ Lekhnistskii stress function 
2‐ Principle of minimum complementary energy 
3‐ Balanced forced method 
4‐ Kantorovich method 
5‐ Layerwise theory 

تحت كرنش محوري يكنواخت و توزيع حرارت يكنواخـت در   6متعامد متقارن
تـرين شـكل ميـدان    براي ايـن منظـور بـا اسـتفاده از كلـي     . سراسر ورق است

دسـت آمـده اسـت، ميـدان     جـايي بـه  جابـه -كـرنش  جايي، كـه از روابـط   جابه
هـاي متعامـد متقـارن    اي و بـراي ورق جايي عمومي براساس نظريه لايـه  جابه

، معادلات 7سازي انرژي پتانسيلسپس به كمك اصل كمينه. شود استخراج مي
صـورت  دسـت آمـده و ايـن معـادلات بـه     اي بـه تعادل با استفاده از نظريه لايه

دسـت آمـده از   منظور اعتبارسنجي، نتايج بهدر نهايت به. شودتحليلي حل مي
افزار آباكوس و نيز حل تحليلي با نتايج حاصل از حل المان محدود توسط نرم

در اكثر مسائل مهندسي در . نتايج موجود در ساير مقالات مقايسه خواهد شد
ي هااين حوزه، دسترسي به حل تحليلي و دقيق الاستيسيته سه بعدي در لبه

-باشد و لذا روش ارائه شده در اين مقالـه مـي  پذير نميآزاد به سهولت امكان
هـاي بـين   تواند بدون هيچ قيدي تخمين قابل قبولي از رشـد و توزيـع تـنش   

 ].17،19[هاي آزاد داشته باشداي در لبهلايه

 جايي الاستيسيته ميدان جابه - 2

نظـر گرفتـه   در h و ضـخامت  2b، عـرض   2aيك چند لايه مركـب بـه طـول    
 .نشان داده شده است 1هندسه ورق و محورهاي مختصات در شكل . شود مي

اعمال شده و بـار حرارتـي    x=aو  x=aشود كه بار مكانيكي در فرض مي
بـا فـرض طـولاني بـودن     . صورت يكنواخت توزيع شده استدر سراسر ورق به

هـاي كـرنش   فه، با دور شدن كافي از دو انتهاي ورق مؤلxطول ورق در جهت 
  :توان نوشتلذا مي. خواهند شد zو  yفقط توابعي از 
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و  x ،yجايي در جهـات  هاي جابهترتيب مولفهبه ଷሺሻݑو  ଶሺሻݑ،  ଵሺሻݑكه در آن
z يك نقطه مادي دلخواه(x,y,z)  در لايهk جايي در  فرم كلي ميدان جابه. ام است

جـايي الاستيسـيته   جابـه - گيري متوالي از معادلات كرنشام كه با انتگرال kلايه 
  :آيد، مطابق زير خواهد شددست ميبه)) 1(معادلات دسته (

)2(  
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  هندسه ورق و دستگاه مختصات 1شكل 

                                                                                                                                      
6‐ Symmetric cross‐ply laminates 
7‐ Principle of minimum total potential energy 
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توصـيف كننـده تغييـر     ሺሻܹو  ሺሻ  ،ܸሺሻܷتوابع مجهول هاي نظيركه در آن ترم
 ሺ݆ܤهاي نظير ثوابـت مجهـول   شكل محلي در هر لايه و ترم ൌ 1,… ,6ሻ   معـرف

تحـت بارگـذاري كششـي اعمـال شـده، شـرايط       . باشندتغيير شكل كلي ورق مي
  :زير براي تغيير شكل هر لايه برقرار است 1فيزيكي ضد متقارن و متقارن

)3(  
,ݔଵሺሻሺݑ ,ݕ ሻݖ ൌ െݑଵሺሻሺെݔ,െݕ,  ሻݖ
,ݔଶሺሻሺݑ ,ݕ ሻݖ ൌ െݑଶሺሻሺെݔ,െݕ,  ሻݖ
,ݔଷሺሻሺݑ ,ݕ ሻݖ ൌ ,ݕെ,ݔଷሺሻሺെݑ  ሻݖ

 ସܤ، مقدار صفر براي ثوابت )2(در دسته معادلات ) 3(پس از جايگذاري روابط 
 بـا جايگـذاري عبـارت   . نتيجـه خواهـد شـد   ହܤ و ܷሺሻሺݕ, ሻݖ െ جـاي  بـه  ݕଷܤ

ܷሺሻሺݕ, ، متنـاظر بـا   ଷܤهاي شامل شود كه ترممشاهده مي) 2(در معادله  ሻݖ
بوده و هيچ كرنشي  zورق مركب حول محور  2نهايت كوچك صلبچرخش بي
بنابراين فرم عمومي ميـدان  . ها را حذف نمودتوان آنكنند و لذا ميايجاد نمي

  :صورت زير خواهد شدجايي بهجابه

)4(  

,ݔଵሺሻሺݑ ,ݕ ሻݖ ൌ ݖݔܤ  ݔଶܤ  ܷሺሻሺݕ,  ሻݖ
,ݔଶሺሻሺݑ ,ݕ ሻݖ ൌ െܤଵݖݔ  ܸሺሻሺݕ,  ሻݖ

,ݔଷሺሻሺݑ ,ݕ ሻݖ ൌ ݕݔଵܤ െ
1
2
ଶݔܤ ܹሺሻሺݕ,  ሻݖ

منظور محاسبه ميدان تنش در هر چند لايـه  جايي در اصل بهاين ميدان جابه
اما . شودهاي مكانيكي و حرارتي استفاده ميمركب دلخواه تحت تركيبي از بار

هاي متعامد متقارن تحت كـرنش محـوري مشـخص و    در اين مقاله، چند لايه
هـاي  لـذا بـراي ورق  . گيـرد بارگذاري حرارتي يكنواخت، مورد توجه قـرار مـي  

  :شوداعمال مي هاي زيرمتعامد محدوديت

)5(  
,ݔଵሺሻሺݑ ,ݕ ሻݖ ൌ ,ݔଵሺሻሺݑ െݕ,  ሻݖ
,ݔଶሺሻሺݑ ,ݕ ሻݖ ൌ െݑଶሺሻሺݔ, െݕ,  ሻݖ
,ݔଷሺሻሺݑ ,ݕ ሻݖ ൌ ,ݔଷሺሻሺݑ െݕ,  ሻݖ

,ݕሺሻሺܷشود نتيجه مي) 4(در دسته معادلات ) 5(جايگذاري روابط با  ሻݖ ൌ 0 
ଵܤ و ൌ همچنين در صورتي كه چند لايه مركب، متقارن نيز باشد با اعمال  .0

  :خواهيم داشت zشرط تقارن حول محور 

)6(  

ଵݑ
ሺሻሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ଵݑ

ሺேାଵିሻሺݔ, ,ݕ െݖሻ 
ଶݑ
ሺሻሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ଶݑ

ሺேାଵିሻሺݔ, ,ݕ െݖሻ 
ଷݑ
ሺሻሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ െݑଷ

ሺேାଵିሻሺݔ, ,ݕ െݖሻ 
; ݇ ൌ 1,… ,ܰ/2 

با اعمال شرايط مطرح شده در روابـط  . باشدها ميتعداد كل لايه ܰكه در آن 
ܤگيريم ، نتيجه مي)6( ൌ جـايي بـراي   در نتيجه فرم عمومي ميدان جابه. 0

  :صورت زير كاهش خواهد يافتهاي مركب متعامد متقارن بهورق

)7(  
,ݔଵሺݑ ,ݕ ሻݖ ൌ  ݔଶܤ
,ݔଶሺݑ ,ݕ ሻݖ ൌ ܸሺሻሺݕ,  ሻݖ
,ݔଷሺݑ ,ݕ ሻݖ ൌ ܹሺሻሺݕ,  ሻݖ

  ايجايي در نظريه لايهميدان جابه - 3
جـايي در يـك نقطـه    ترين شكل ميـدان جابـه  اي، عموميمطابق با نظريه لايه

  :باشدصورت زير ميدلخواه از ورق به

)8(  

,ݔଵሺݑ ,ݕ ሻݖ ൌ ܷሺݔ,  ሻݖሻ߶ሺݕ
,ݔଶሺݑ ,ݕ ሻݖ ൌ ܸሺݔ,  ሻݖሻ߶ሺݕ
,ݔଷሺݑ ,ݕ ሻݖ ൌ ܹሺݔ,  ሻݖሻ߶ሺݕ
; ݇ ൌ 1,2, . . . , ܰ  1 

ام و يـك تـابع    kمطابق با سطح  3تابع درونياب لاگرانژ كلي ሻݖሺ߶كه در آن 
صورت زيـر تعريـف   تابع درونياب لاگرانژ كلي به. باشدمي zپيوسته از مختصه 

  :شودمي

)9(  

߶ሺݖሻ ൌ ൞

0
߰ିଵ
ଶ ሺݖሻ
߰
ଵሺݖሻ
0

ݖ  ିଵݖ
ିଵݖ  ݖ  ݖ
ݖ  ݖ  ାଵݖ
ݖ  ାଵݖ

 

; ݇ ൌ 1,2, . . . , ܰ  1 
                                                                                                                                      
1‐ Antisymmetry and symmetry conditions 
2‐ Infinitesimal rigid‐body rotation 
3‐ Global lagrangian interpolation function 

߰كه 
ሺ݆ ൌ 1,2ሻ مربوط به گره  4تابع درونياب لاگرانژ موضعيj  ام از لايهk  ام

شود داراي تغييرات خطـي در جهـت ضـخامت در هـر لايـه      است و فرض مي
  :شودصورت زير تعريف مياين تابع به. عددي باشد

)10(  ߰
ଵ ൌ

ାଵݖ െ ݖ
݄

  , ߰
ଶ ൌ

ݖ െ ݖ
݄

 

هاي عددي درنظر گرفته شـده  نيز تعداد لايهN ام و kضخامت زير لايه  ݄كه 
منظـور همگرايـي   شايان ذكر است بـه . در كل ضخامت چند لايه مركب است

با مقايسه دسته . شودحل، هر لايه فيزيكي به چند زير لايه عددي تقسيم مي
متعامـد  هـاي  اي بـراي ورق جايي نظريـه لايـه  ميدان جابه) 8(و ) 7(معادلات 
  :شودسازي ميصورت زير سادهمتقارن به

)11(  

,ݔଵሺݑ ,ݕ ሻݖ ൌ  ݔଶܤ ؠ    ݔߝ
,ݔଶሺݑ ,ݕ ሻݖ ൌ ܸሺݕሻ߶ሺݖሻ 
,ݔଷሺݑ ,ݕ ሻݖ ൌ ܹሺݕሻ߶ሺݖሻ 
;  ݇ ൌ 1,2, . . . , ܰ  1 

ଶܤ، )11(در معادله  ൌ ߝ ൌ ഥܷ/ܽ  معرف كرنش محوري يكنواخت در جهـت ،
x ݑبوده وଵ  ،ݑଶ  ݑوଷ جايي در جهـات  جابه هايترتيب معرف مؤلفهبهx ،y  وz 

در چنـد لايـه تغيـر شـكل نيافتـه       (x,y,z)از يك نقطـه مـادي در مختصـات    
 همچنين . باشند مي ܹ و  ܸجـايي نقـاط قـرار    هاي جابهترتيب بيانگر مؤلفهبه

جـايي  با جايگذاري ميـدان جابـه  . باشدمي zو  yام در جهات  kگرفته در لايه 
، ))1(دسـته معـادلات   (جـايي الاستيسـيته   جابه-كرنشدر روابط خطي ) 11(

  :خواهيم داشت

)12(  

௫ߝ ൌ , ߝ ௬ߝ ൌ ܸ
 ߶ , ௭ߝ ൌ ܹ

݀߶
ݖ݀

 

௬௭ߛ ൌ ܸ
݀߶
ݖ݀

 ܹ
 ߶ , ௫௭ߛ ൌ ௫௬ߛ ൌ 0 

صورت مشتق معمولي نسبت به متغير دار بههاي پريمشايان ذكر است كه ترم
y شوندتعريف مي.  

  معادلات تعادل - 1- 3
سـازي مجمـوع   اي، از اصـل كمينـه  براي تعيين معادلات تعادل در نظريه لايه

  :شودانرژي پتانسيل استفاده مي
ߨߜ  )13( ൌ ݑߜ  ݒߜ ൌ නߪ ܸ݀ ߝߜ ൌ 0 

معرف منفي كار خارجي انجـام شـده    ݒو  5انرژي كرنشي كل ݑدر اين رابطه، 
ݒروي جسم است كه با توجه به شـرايط اعمـال بـار     ൌ پـس از  . باشـد مـي  0

، خـواهيم  )13(در معادله تغييراتي )) 12(روابط (هاي كرنش جايگذاري مؤلفه
  :داشت

)14(  

ߜ ܸ   
௬ܯ݀



ݕ݀
 െ ܳ௬ ൌ 0 

ߜ ܹ  : 
ܴ݀௬

ݕ݀
 െ ௭ܰ

 ൌ 0 

-بـه ) y=bو  y=b(هـاي آزاد ورق مركـب   تنش در لبههمچنين شرايط مرزي 
  :شودصورت زير استخراج مي

௬ܯ  )15(
 ൌ  ܴ௬ ൌ 0 

-صورت زير تعريف ميبه 6هاي تنش و ممان، منتجه)15(و ) 14(در معادلات 
  :شوند

)16(  

൫ ௭ܰ
 , ܳ௬൯ ൌ   න ൫ߪ௭ , ௬௭൯ߪ

݀߶
ݖ݀

ݖ݀ 

/ଶ

ି/ଶ

 

൫ܯ௬
 , ܴ௬൯ ൌ   න ൫ߪ௭ , ݖ݀ ௬௭൯ ߶ߪ

/ଶ

ି/ଶ

 

                                                                                                                                      
4‐ Local lagrangian interpolation function 
5‐Total strain energy 
6‐Stress and moment resultants 
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ام نسبت به دستگاه مختصـات ورق   kكرنش سه بعدي براي لايه -روابط تنش
  :باشدصورت زير ميمركب به

)17(  ሼߪሽሺሻ ൌ ሾܥҧሿሺሻ൫ሼߝሽ െ ሼߝሽሺ்ሻ൯
ሺሻ
 

ام  kدر لايـه   1ماتريس سفتي انتقال يافته در مختصات خارج از محور ҧሿܥሾكه 
هـاي تـنش از   با جايگـذاري مولفـه  . بردار كرنش حرارتي است ሽሺ்ሻߝሼبوده و 
هـاي  مولفـه  هاي تـنش و ممـان برحسـب   ، منتجه)16(در روابط ) 17(رابطه 
  :شوندصورت زير بيان ميجايي بهجابه

)18(  

൫ ௭ܰ
 ௬ܯ,

൯ ൌ ሺܣଵଷ
 , ଵଶܤ

 ሻߝ  ൫ܤଶଷ
, ଶଶܦ

൯ ܸ
  

൫ܣଷଷ
 , ଶଷܤ

൯ ܹ െ ൫ ௭ܰ
ሺ்ሻ,ܯ௬

ሺ்ሻ൯
 

൫ܳ௬ , ܴ௬൯ ൌ ൫ܣସସ
 , ସସܤ

൯ ܸ  ൫ܤସସ
, ସସܦ

൯ ܹ
  

  :شوندصورت زير تعريف ميبه) 18(هاي صلبيت استفاده شده در روابط ترم

)19(  

൫ܣ , ܤ ൯ ൌන ҧܥ
ሺሻ ൬

݀߶
ݖ݀

, ߶൰ ݖ݀ 

௭శభ

௭

ே

ୀଵ

 

ܣ
 ൌන ҧܥ

ሺሻ ݀߶
ݖ݀

݀߶
ݖ݀

ݖ݀ 

௭శభ

௭

ே

ୀଵ

 

ܤ
 ൌන ҧܥ

ሺሻ߶
݀߶
ݖ݀

ݖ݀ 

௭శభ

௭

ே

ୀଵ

 

ܦ
 ൌන ҧܥ

ሺሻ߶߶ ݖ݀

௭శభ

௭

ே

ୀଵ

 

  :شوندصورت زير تعريف ميبه) 18(هاي حرارتي در معالات همچنين منتجه

)20(  

൫ ௭ܰ
ሺ்ሻ,ܯ௬

ሺ்ሻ൯ ൌ

ே

ୀଵ

 

න ൬ܥҧଷ
ሺሻߙത

ሺሻ ݀߶
ݖ݀

, ഥଶܥ
ሺሻߙത

ሺሻ߶൰

ଷ

ୀଵ

௭శభ

௭

Δܶ݀ݖ 

ترتيب تغيير دما و ضرايب پخش حرارتي انتقـال  به തߙو  Δܶ، )20(در معادله 
) 18(در نهايت با جايگذاري روابط . باشنديافته در مختصات خارج از محور مي

دسـت  جـايي بـه  هـاي جابـه  ، معادلات تعادل برحسب مولفه)14(در معادلات 
  :آيند مي

)21(  
ߜ ܸ  ଶଶܦ


ܸ
" െ ସସܣ


ܸ  ൫ܤଶଷ

 െ ସସܤ
൯ ܹ

  ൌ 0 

ߜ ܹ  ൫ܤସସ
 െ ଶଷܤ

൯ ܸ
  ସସܦ


ܹ
" െ ଷଷܣ


ܹ ൌ ଵଷܣ

 ߝ െ ௭ܰ
ሺ்ሻ 

  حل تحليلي - 4
شود كه ورق مركب مستطيلي در معرض كرنش محـوري يكنواخـت   فرض مي

و يا در معـرض توزيـع دمـاي    ) x=aو  x=aدر (هاي ورق در هر يك از لبه ߝ
شـود توزيـع دمـا در سـطوح     فرض مي. قرار داشته باشد Δܶاي يكنواخت لايه

شود خواص مـادي  همچنين فرض مي. هاي مختلف پيوسته باشدمشترك لايه
 .با تغير دما، تغيير نكنندورق 

و x=a و x=aهـاي  ورق مركب داراي شرط مرزي كرنش يكنواخت در لبه
از ايـن رو  . باشـد مـي y=b و y=bهـاي  در لبـه )) 15(روابط (شرط مرزي آزاد 

هـاي ورق  توان با ارضاي شرايط مرزي در هر يـك از لبـه  را مي) 21(معادلات 
علـت وجـود مقـادير ويـژه     اما بايد توجه كرد كه به. صورت تحليلي حل كردبه

با استفاده از روش كارآمـد  . صفر تكراري، روش حل بسيار پيچيده خواهد بود
بـراي تسـهيل در   . ش حل ساده خواهد شـد ، رو]16[پيشنهاد شده در مرجع 

هاي ساختگي كوچكي بـه طـرف دوم معـادلات    طرح جواب اين معادلات، ترم
هاي معادله مشخصـه همگـي مجـزا و غيـر صـفر      شود تا ريشهاضافه مي) 21(

  :شوندصورت زير بازنويسي ميبه) 21(بنابراين معادلات . گردند
                                                                                                                                      
1‐Off‐axis or global coordinate system 

)22(  

ߜ ܸ  ଶଶܦ 


ܸ
" െ ସସܣ


ܸ  ൫ܤଶଷ

 െ ସସܤ
൯ ܹ

  ൌ ߙ ܸ 

ߜ ܹ    ൫ܤସସ
 െ ଶଷܤ

൯ ܸ
  ସସܦ


ܹ
" െ ଷଷܣ


ܹ

ൌ ଵଷܣ
 ߝ െ ௭ܰ

ሺ்ሻ  ߙ ܹ 

  :كه در آن

ߙ   )23( ൌ ߙ  න ߶ ߶ ݀ݖ

/ଶ

ି/ଶ

 

مقدار نسبتا ) 23(در معادله  ߙطوري كه مقدار يك مقدار دلخواه است به ߙ
ــادير عــددي صــلبيت  ــا مق ܣهــاي كــوچكي در مقايســه ب

 ሺݍ ൌ 33, 44ሻ 
، مقادير ويژه صـفر  )21(به طرف دوم معادلات  ߙبا اضافه كردن ]. 16[است

هـاي معمـول حـل معـادلات     تـوان از روش لـذا مـي  . شـوند تكراري حذف مي
  .تفاده كردديفرانسيل براي حل اين معادلات اس

ــادلات  ــده) 22(مع 2ሺܰ در بردارن  1ሻ  ــه دوم ــه ديفرانســيل مرتب معادل
براي تسهيل در حل اين سيستم معادلات، . وابسته به هم با ضرايب ثابت است

-متغيرهاي فضاي حالت بـه . شوداز رويكرد معادلات فضاي حالت استفاده مي
  :شوندصورت زير تعريف مي

)24(  ሼߟଵሽ ൌ ሼܸሽ , ሼߦଵሽ ൌ ሼܸ  ሽ ൌ ሼߟଵ
  ሽ 

ሼߦଶሽ ൌ ሼܹሽ , ሼߟଶሽ ൌ ሼܹ  ሽ ൌ ሼߦଶ
  ሽ 

  :كه در آن
)25(  ሼߟଵሽT ൌ ൣ ଵܸ, , ଶܸ , . . . , ேܸାଵ൧ 

-تعريف مي) 25(صورت مشابه رابطه بهଶሽߦሼ و ଵሽߦଶሽ ،ሼߟሼهاي همچنين متغير
، دو دسـتگاه معادلـه   )22(هاي حالـت در معـادلات   با جايگذاري متغير. شوند

  :آيددست ميديفرانسيل مرتبه اول معمولي مطابق زير به

)26(  ሼߦ ሽ ൌ ሾܣሿሼߟሽ 
ሼߟ ሽ ൌ ሾܤሿሼߦሽ  ሼܨሽ 

  :كه در روابط فوق
)27(  ሼߟሽT ൌ ሾሼߟଵሽT , ሼߟଶሽTሿ 

ሼߦሽT ൌ ሾሼߦଵሽT , ሼߦଶሽTሿ 
در ) 26(ظـاهر شـده در معادلـه     ሽܨሼو بـردار   ሿܤሾو  ሿܣሾهاي ضرايب ماتريس
  :كنيماكنون روابط زير را تعريف مي. آورده شده است) 7بخش (پيوست 

)28(  ሾܥሿሾܷሿ ൌ ሾܷሿሾ߉ଶሿ 

مـاتريس بردارهـاي    ሾܷሿماتريس قطري مقادير ويـژه و   ଶሿ߉ሾ، )28(در معادله 
ሿܥሾمتعلق به ماتريس ) ماتريس مودال(ويژه  ൌ ሾܣሿሾܤሿ در حالـت  . باشـند مي

مـاتريس  . تواننـد اعـداد مخـتلط باشـند    هاي ويژه ميكلي مقادير ويژه و بردار
  :شودصورت زير تعريف ميقطري مقادير ويژه به

)29(  ሾ߉ଶሿ ൌ ݀݅ܽ݃൫ߣଵ
ଶ, ଶߣ

ଶ, … , ଶሺேାଵሻߣ
ଶ ൯ 

  :آيددست ميصورت زير بهبه) 24(جواب عمومي معادله 

)30(  ሼߦሽ ൌ ሾܷሿሾcosh ሺݕߣሻሿሼܭሽ െ ሾܤሿିଵሼܨሽ 
ሼߟሽ ൌ ሾܣሿିଵሾܷሿሾΛሿሾsinhሺݕߣሻሿሼܭሽ 

  :شوندصورت زير تعريف ميبه ሻሿݕߣሾsinhሺو  ሻሿݕߣሾcoshሺكه در آن 

)31(  

ሾcosh ሺݕߣሻሿ

ൌ ݀݅ܽ݃ ቀcoshሺߣଵݕሻ , coshሺλଶyሻ , . . . , cosh ൫ߣଶሺேାଵሻݕ൯ቁ 
ሾsinhሺݕߣሻሿ

ൌ ݀݅ܽ݃ ቀsinhሺߣଵݕሻ, sinhሺߣଶݕሻ, . . . , sinh൫ߣଶሺேାଵሻݕ൯ቁ 

2ሺܰشامل  ሽܭሼ، بردار )30(كه در معادله   1ሻ گيـري مجهـول   ثابت انتگرال
دسـت  هاي ورق چنـد لايـه مركـب بـه    با ارضاي شرايط مرزي در لبهاست كه 

  .آيند مي

 هاي عدديمثال - 5

ሾ0هاي ورقهاي آزاد در لبه 2هاي خارج از صفحهدر اين قسمت توزيع تنش 90ሿ⁄
௦ 

                                                                                                                                      
2‐ Out‐of‐plane stresses 
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ሾ90و  0ሿ⁄
௦ صورت توزيع دمـاي  تحت كرنش محوري يكنواخت و يا بار حرارتي به
هـا داراي  شـود تمـام لايـه   همچنين فرض مـي . اي يكنواخت ارائه خواهد شدلايه

/ صورت مواد ارتوتروپيك همگـن از جـنس گرافيـت   بوده و به ݄ضخامت يكسان 
  ]:8[شوند درنظر گرفته مياپوكسي با خواص مكانيكي و فيزيكي زير 

)32(  

ଵܧ ൌ 137.9 GPa , 
ଶܧ ൌ ଷܧ ൌ 14.48 GPa , 
ଵଶߥ ൌ ଵଷߥ ൌ ଶଷߥ ൌ 0.21 , 
ଵଶܩ ൌ ଵଷܩ ൌ ଶଷܩ ൌ 5.86 GPa , 
ଵߙ ൌ 0.36 ൈ 10ି °Cିଵ , 
ଶߙ ൌ ଷߙ ൌ 28.8 ൈ 10ି °Cିଵ 

در جهـت   3عمـود بـر امتـداد اليـاف و      2در امتـداد اليـاف،    1كه زيرنـويس  
صـورت روابـط   انتخاب خـواص مكـانيكي بـه   . شودها استفاده ميضخامت لايه

انتخـاب  ] 16، 15، 9، 8[، براساس خواص مكانيكي ذكر شده در مراجع )32(
دست آمده از حل تحليلي و حل عددي گرديده است تا امكان مقايسه نتايج به

در تمـامي نتـايج   . المان محدود را با نتايج موجود در ساير مقالات فراهم كند
، همچنـين نسـبت   hو ضـخامت   2b، پهنـاي  2aبا طول  اهورقدست آمده، به

݄/2ܾ( 4پهنا به ضخامت  ൌ ݄/ܽ( 10و نسبت طول به ضـخامت  ) 4 ൌ 10  (
 mm 1همچنـين ضـخامت هـر لايـه فيزيكـي برابـر       . درنظر گرفته شده است

دسـت  شايان ذكر است براي پرهيز از حجيم شـدن نتـايج بـه   . شودمنظور مي
  .مطابق با فعاليت ساير محققين ارائه شده است اي از نتايج وآمده فقط پاره

  مطالعه همگرايي -1- 5
هـاي  هـاي آزاد ورق در نزديكي لبـه  ௭ߪدر اين آزمون، همگرايي تنش عمودي 

ሾ0 90ሿ⁄
௦  وሾ90 0ሿ⁄

௦ ߝ تحت كرنش محوري يكنواختتنش. شودبررسي مي-
گيري از معـادلات موضـعي تعـادل و    اي با استفاده از انتگرالهاي برون صفحه

عنوان تعداد در هر لايه فيزيكي كه به Pدرنظر گرفتن تعداد تقسيمات مختلف 
هـاي  علت طبيعت ورقبه .شود، محاسبه خواهند شدزيرلايه عددي منظور مي

  .در تمام نقاط ورق برابر صفر خواهد بود ௫௭ߪو ௫௬ߪ هاي مركب متعامد، تنش
 در محل برخورد سـطح آزاد و سـطح مشـترك    ௭ߪدي ، مقدار عد2شكل 

ازاي مقــادير را بــه) z=0(و محــل برخــورد ســطح آزاد و ســطح ميــاني  0/90
ሾ0هاي و براي ورق Pمختلف  90ሿ⁄

௦  وሾ90 0ሿ⁄
௦ بـا توجـه بـه    . دهـد نشان مي

ܲازاي به( Pبا افزايش  ௭ߪشكل در سطح مياني، مقدار تنش   ثابت بـاقي  ) 5
وابسـته بـه تعـداد     ௭ߪمقـدار   0/90ماند در حالي كـه در سـطح مشـترك    مي
علـت ايـن   . شـود طور پيوسته زياد مـي ، بهPهاي عددي بوده و با افزايش  لايه

در محل برخورد سطح آزاد و سطح مشترك  ௭ߪرفتار منفرد بودن مولفه تنش 
  .]10[باشدمي 0/90
  

 
  هايبراي ورق Pمقادير مختلفازاي به y=bدر  σهمگرايي تنش  2شكل 

ሾ0 90⁄ ሿୱ  وሾ90 0⁄ ሿୱ  

شود و استفاده مي) P=6(در اين مقاله، از شش لايه عددي در هر لايه فيزيكي 
  .در صورت استفاده از تعداد لايه عددي ديگر، تعداد تقسيمات ذكر خواهد شد

  روش المان محدود - 2- 5
افـزار المـان محـدود    منظور بررسي صحت نتايج ارائه شـده از نـرم  در ادامه به

هـاي  شايان ذكر است كه در ايـن قسـمت، از المـان   . شودآباكوس استفاده مي
C3D8R )بـراي  ) اي با انتگـرال كـاهش مرتبـه يافتـه    گره 8هاي مكعبي المان

هاي مكعبـي  المان( C3D8Tهاي بارگذاري كرنش محوري يكنواخت و از المان
اي بارگـذاري حرارتـي و بـا امكـان     بـر ) جايي به دمااي با وابستگي جابهگره 8

تعداد بهينه المـان  . هايي با جهت الياف مختلف استفاده شده استتعريف لايه
لايـه عـددي در هـر لايـه      6ازاي بـه (عـدد   15360بنـدي  در اين مدل مـش 

علـت تقـارن در   همچنين شـايان ذكـر اسـت بـه    . دست آمده استبه) فيزيكي
0(شود مساله، فقط ربع ورق مدل مي ൏ ݔ ൏ ܽ , 0 ൏ ݕ ൏ ܾ.(  

  بارگذاري كرنش محوري يكنواخت - 3- 5
هاي خارج از صفحه تنهـا تحـت كـرنش محـوري     در اين قسمت، توزيع تنش

بـراي  ] 16، 9، 8[بررسي شده و از نتايج ارائـه شـده در مقـالات    ߝ يكنواخت 
همچنين در هر قسمت نيز از نتايج حل المـان  . شودمقايسه نتايج استفاده مي

  .دست آمده استفاده خواهد شدبراي ارزيابي نتايج بهمحدود 
در راســتاي عــرض  (z=0)در ســطح ميــاني  ௭ߪ، توزيــع تــنش 3شــكل 

ሾ0هاي  ورق 90ሿ⁄
௦  وሾ90 0ሿ⁄

௦ شـود  همانطور كه مشاهده مي. دهدرا نشان مي
هاي آزاد، مقدار تنش نـاچيز بـوده و بـا نزديـك شـدن بـه       در نقاط دور از لبه

همچنـين نتـايج   . ر تنش با تغييـرات شـديدي همـراه اسـت    هاي آزاد مقدا لبه
  .دارند] 8[دست آمده تطابق خوبي با نتايج المان محدود و نتايج  به

ሾ0هاي ورق 0/90در سطح مشترك  ௭ߪ، توزيع تنش 4در شكل  90ሿ⁄
௦  و

ሾ90 0ሿ⁄
௦ شود كه با نزديك شدن بـه لبـه  مشاهده مي. نشان داده شده است-

هاي آزاد افزايش يافته چنانكه ماكزيمم مقدار آن در لبههاي آزاد مقدار تنش 
  .افتداتفاق مي

و در لايــه ) y=b(را در ســطح آزاد ௬௭ߪ ، تغييــرات تــنش برشــي 5شــكل 
ሾ0براي ورق °0فوقاني 90ሿ⁄

௦ هـاي عـددي مختلـف    ازاي تعداد لايهبهP   نشـان
در  ௬௭ߪهاي عـددي، مقـدار   شود كه با افزايش تعداد لايهمشاهده مي. دهدمي

سـمت  به) 90/0سطح مشترك (جز، در فصل مشترك لبه با سطح همه جا به
 Pتحت تاثير افزايش  90/0در سطح مشترك  ௬௭ߪكند اما مقدار صفر ميل مي

  .گيردقرار نمي
  

 
ሾ0هايورقبراي  )z=0(در سطح مياني  ௭ߪتوزيع تنش 3شكل  90⁄ ሿو  ࢙ሾ90 0⁄ ሿتحت  ࢙

  كرنش محوري يكنواخت
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ሾ0هايبراي ورق0/90 در سطح مشترك ௭ߪتوزيع تنش 4 شكل 90⁄ ሿو  ࢙ሾ90 0⁄ ሿ࢙ 

  تحت كرنش محوري يكنواخت

 
ሾ0براي ورق  °0در راستاي لبه آزاد لايه فوقاني  ௬௭ߪتوزيع تنش  5شكل  90⁄ ሿو  ࢙

  تحت كرنش محوري يكنواخت

 
ሾ90 در راستاي ضخامت براي ورق ௭ߪتوزيع تنش 6شكل  0⁄ ሿو تحت كرنش محوري ࢙

  يكنواخت

بـراي ورق  ) y=b(در راستاي ضـخامت در لبـه آزاد    ௭ߪتغييرات تنش عمودي 
ሾ90 0ሿ⁄

௦  شـود  همانطور كـه مشـاهده مـي   . ، نشان داده شده است6در شكل
و نتـايج عـددي   ] 16و  9[دست آمده تطابق خوبي بـا نتـايج   نتايج تحليلي به

اختلاف ناچيز مشـاهده شـده، مربـوط بـه     . حاصل از روش المان محدود دارد
و خطـاي   90/0،  0/90منفرد بودن مقدار تنش در نزديكي سـطح مشـترك   

هاي عددي، مقـدار  اگر چه با افزايش تعداد لايه. باشددر روش حل مي 1برشي
                                                                                                                                      
1‐ Truncation error 

يابد، امـا در مجمـوع نتـايج    افزايش مي 0/90ي سطح مشترك تنش در نزديك
نسـبت بـه    ௭ߪتوزيع تـنش  . حاصل شده در تطابق خوبي با يكديگر قرار دارند

در  ௭ߪسطح مياني ورق نيز متقارن بوده كـه مـاكزيمم مقـدار كششـي تـنش      
  .افتداتفاق مي 90/0و  0/90سطح مشترك 

  بارگذاري تغييرات دمايي يكنواخت -4- 5
ها فقط در معرض تغييـر دمـاي يكنواخـت    كنيم ورقدر اين قسمت فرض مي

شـود  هـا، فـرض مـي   منظور امكان مقايسه بـا سـاير فعاليـت   به. قرار دارند ܶ∆
∆ܶ ൌ 1 °C . و حل المـان  ] 15و  14[همچنين از نتايج ارائه شده در مقالات

  .محدود اباكوس براي مقايسه و ارزيابي نتايج استفاده خواهد شد
ሾ0هاي براي ورق 0/90در سطح مشترك  ௭ߪتوزيع تنش عمودي  90ሿ⁄

௦ 
ሾ90و  0ሿ⁄
௦  مشاهده مـي شـود كـه توزيـع     . ، نشان داده شده است7در شكل

هاي تحت كـرنش  براي ورق 4ها از لحاظ كيفي شبيه شكل تنش در اين ورق
شود كه توزيع تنش، تطابق بسيار خـوبي  همچنين مشاهده مي. محوري است

  .و همچنين حل المان محدود دارد] 14[يج مرجع با نتا
ሾ0هـاي  براي ورق 0/90در سطح مشترك  ௬௭ߪتوزيع تنش برشي  90ሿ⁄

௦ 
ሾ90و  0ሿ⁄
௦  نمودارهاي ارائـه شـده، تطـابق    . ، نشان داده شده است8در شكل

هـاي  دهد؛ هر چند با افزايش تعداد لايهخوبي ميان نتايج مختلف را نشان مي
حداكثر تنش برشي در نزديكي لبه آزاد افزايش و اختلاف نشـان  عددي مقدار 

  .هاي آزاد تصحيح خواهد شدداده شده در لبه
  

 
ሾ0هاي ورق براي0/90 در سطح مشترك ௭ߪتوزيع تنش 7شكل  90⁄ ሿو  ࢙ሾ90 0⁄ ሿ࢙ 

  ازاي تغيير دماي يكنواخت واحد به

 
ሾ0ورق هاي براي  0/90در سطح مشترك  ௬௭ߪتوزيع تنش  8شكل  90⁄ ሿو  ࢙ሾ90 0⁄ ሿ࢙ 

  در معرض تغيير دماي يكنواخت واحد
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ሾ90ورق  y=0.99bدر راستاي ضخامت در  ௭ߪتوزيع تنش  9شكل  0⁄ ሿدر معرض  ࢙

  تغيير دماي يكنواخت واحد

 
ሾ0ورق  °0در راستاي لبه آزاد لايه فوقاني  ௬௭ߪتوزيع تنش  10شكل  90⁄ ሿدر معرض  ࢙

  تغيير دماي يكنواخت واحد

از ) y=0.99b(در راستاي ضخامت در نزديكي لبه آزاد  ௭ߪتوزيع تنش عمودي 
ሾ0ورق  90ሿ⁄
௦  شـود كـه   خـاطر نشـان مـي   . ، نشان داده شده است9در شكل
جهت مقايسـه نتـايج بـا آنچـه توسـط سـاير محققـين ارائـه          y=0.99bمقدار 

دسـت  محدوديتي در بـه  اينظريه لايهگرديده، انتخاب شده است و حال آنكه 
هـاي  اگرچه با افـزايش تعـداد لايـه   . هاي آزاد نداردآوردن مقادير تنش در لبه

افزار عددي، خطاي برشي كاهش يافته و نتايج كار حاضر و نتايج حاصل از نرم
طـور كلـي   تطابق بيشتري خواهد يافت، ولي بـه ] 15[آباكوس با نتايج مرجع 

  .ي با يكديگر قرار دارندشود كه نتايج ارائه شده در تطابق خوبمشاهده مي
ሾ0ورق ) °0لايه (در لايه فوقاني  ௬௭ߪتوزيع تنش  90ሿ⁄

௦  در محل لبه آزاد
شود نتايج از لحاظ رفتاري بسيار مشاهده مي. شود، نشان داده مي10در شكل

  .براي ورق تحت كرنش محوري يكنواخت است 5شبيه نتايج شكل 
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اي در هـاي بـين لايـه   منظـور تعيـين تـنش   بـه  ايهنظريه لاي ـدر اين مقاله از 
هاي كرنش محوري يكنواخـت  هاي مركب متقارن متعامد تحت بارگذاري ورق

جهـت  . صورت تغيير دماي يكنواخـت، اسـتفاده شـد   و يا بارگذاري حرارتي به
اي در هاي بـين لايـه  ارزيابي نتايج چندين مثال عددي ارائه شد و توزيع تنش

همچنين از . دست آمدمتقارن متعامد و با چيدمان مختلف بههاي مركب ورق
هـاي عـددي   منظور تعيين تعداد تقسيمات و تعداد زيرلايهآزمون همگرايي به

دست آمده با نتايج با مقايسه نتايج به. مناسب در هر لايه فيزيكي استفاده شد
وس، ارائه شده توسط ساير محققين و همچنين نتايج حل المان محـدود آبـاك  

صحت و دقت نظريه و روش حل استفاده شده در تخمـين اثـرات سـه بعـدي     
مشاهده شد كه نتـايج ارائـه شـده در    . موضعي تنش، مورد ارزيابي قرار گرفت

دست آمده از مقـالات و نتـايج حاصـل از    اين تحقيق، تطابق خوبي با نتايج به
ز تنش بـالاي  دست آمده وجود تمركدر كليه نتايج به. حل المان محدود دارد

هاي آزاد كه عامل ايجاد تخريب جدايش اي در موقعيت لبههاي بين لايهتنش
  .اي است، ملاحظه گرديدبين لايه

  پيوست - 7
صـورت  آمده است، به) 26(كه در معادلات  {F}و بردار  [B]، [A]هاي ماتريس

  :شوندزير تعريف مي
ሾܣሿ ൌ 

ሾܽଵሿ ሾܽଶሿ
ሾ0ሿ ሾܫሿ

൨ 

ሾܤሿ ൌ 
ሾܫሿ ሾ0ሿ
ሾܾଵሿ ሾܾଶሿ

൨ 

ሼܨሽ ൌ ൜
ሼ0ሽ
ሼܿሽ

ൠ 

) ماتريس واحـد (ترتيب ماتريس صفر و ماتريس هماني به ሿܫሾو  ሾ0ሿكه در آن 
ضـرايب ديگـر   . باشدعضو مي N+1بردار صفر با  {0}و  (N+1)×(N+1)با ابعاد 
  :شودصورت زير تعريف ميهاي فوق بهماتريس

ሾܽଵሿ ൌ ଶଶܦൣ
൧

ିଵ
൫ൣܣସସ

 ൧  ሾߙሿ൯ 

ሾܽଶሿ ൌ ଶଶܦൣ
൧

ିଵ
൫ൣܤସସ

൧ െ ଶଷܤൣ
൧൯ 

ሾܾଵሿ ൌ ସସܦൣ
൧

ିଵ
൫ൣܤଶଷ

൧ െ ସସܤൣ
൧൯ 

ሾܾଶሿ ൌ ସସܦൣ
൧

ିଵ
൫ൣܣଷଷ

 ൧  ሾߙሿ൯ 

ሼܿሽ ൌ ସସܦൣ
൧

ିଵ
൫ሼܣଵଷ

 ሽߝ െ ൛ ௭ܰ
ሺ்ሻൟ൯ 
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