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در اين زمينه كتاب ]. 2[مورد بار متحرك به مطالعه و بررسي پرداخته است
بار   جامعي توسط فريبا نوشته شده كه تمامي كارهاي موجود در زمينه

بندي در عمدتا دو دسته]. 3[دهدمتحرك را تا زمان خودش پوشش مي
بدون داشتن اثرات (بار متحرك : مسائل بارگذاري متحرك وجود دارد

نظر كرد حرك صرفتوان از اينرسي بار متزماني مي. و جرم متحرك) اينرسي
تحليل مسايل بار . كه جرم بار متحرك نسبت به جرم كلي تير ناچيز باشد

تر بوده و توسط بسياري از محققان بررسي شده متحرك نسبتا ساده
توان از راه تحليلي به پاسخ دقيق دست در اين نوع مسايل، مي]. 5،4[است
ادلات حاكم بر در مسايل جرم متحرك با احتساب اينرسي بار، مع. يافت

تر شده و به جز در موارد خاص مانند طناب بدون حركت تير بسيار پيچيده
  ]. 7،6[صورت دقيق حل كردها را بهتوان آنجرم، نمي

هاي تحليلي، عددي و تجربي صورت گرفته تاكنون، بسياري از بررسي
مربوط به پاسخ ديناميكي تير فلزي همسانگرد تحت بارگذاري جرم متحرك 

با وجود تحقيقات فراوان روي مسئله بارگذاري  ].9،8[مربوط بوده است
صورت جدي براي مواد متحرك براي مواد همسانگرد، هنوز اين مسئله به

-كديور و محب. كامپوزيتي و خصوصا ساندويچي مورد بحث قرار نگرفته است
اس هاي كامپوزيتي تحت بار متحرك را براسپاسخ ديناميكي چندلايه ]10[پور

هاي كلاسيك، مرتبه اول و مرتبه بالاي برشي، به روش المان محدود تئوري
به بررسي ارتعاشات اتفاقي تير كامپوزيتي  ]11[زيبده و ابوهلال. بررسي كردند

به بررسي  ]12[پور و همكارانمحب. تحت بار متحرك تصادفي پرداختند
، با ]13[كايا. تندالمان محدود تير كامپوزيتي تحت بار متحرك نوساني پرداخ

كامپوزيتي تحت بار   معرفي نوع جديدي از المان، پاسخ ديناميكي تير چندلايه
در اين . متحرك را براساس تئوري مرتبه اول برشي مورد بررسي قرار داد

المان، براي هر لايه يك درجه آزاديِ دوراني درنظر گرفته است كه نياز به 
طولي و عرضي را از بين برده تخصيص يك درجه آزادي بيشتر در جهت 

پاسخ ديناميكي تير ساندويچي تحت بار متحرك ] 14[اخيرا، ميسيورك. است
را توسط شيوه رياضي جديدي حل نموده و قسمت حل ) بدون اينرسي(

  . دست آورده استصورت حل دقيق بهخصوصي پاسخ را به
جانبي  در مقاله حاضر، تاثير پارامترهاي مختلف ازجمله ضخامت و سفتي

ها، سرعت بارگذاري و اينرسي هسته، ضريب لاغري تير، چينش الياف در رويه
ساندويچي مركب تحت بارگذاري  جرم متحرك بر روي پاسخ ديناميكي تير

دليل ضخامت هسته، اينرسي دوراني و تغيير به. شودجرم متحرك بررسي مي
دويچي خواهد شكل برشي جانبي تاثير بسزايي در پاسخ ديناميكي تير سان

با . شودلذا براي اين بررسي از تئوري تيموشنكو استفاده مي .داشت
صورت كارگيري روش انرژي و اصل هاميلتون، معادلات حاكم بر مسئله به به

، 1سپس توسط روش آناليز مودال. آينددست ميمعادلات ديفرانسيل جزئي به
اتريسي استخراج صورت ممعادلات ديفرانسيل معمولي حاكم بر مسئله به

كوتاي مرتبه -منظور حل معادلات ديفرانسيل از روش عددي رانگبه. شود مي
نتايج حاصل از كار حاضر، در مسايل ارتعاش آزاد  .چهار استفاده شده است

تير ساندويچي و همچنين پاسخ ديناميكي تير فلزي و چندلايه كامپوزيتي 
د در ادبيات موضوع تحت بارگذاري جرم و بار متحرك با نتايج موجو

در ادامه، نتايج جديدي براي پاسخ ديناميكي تير . گذاري گرديده است صحه
همچنين تاثير . ساندويچي تحت اثر نيرو و جرم متحرك ارائه گرديده است

هاي زير و فراتر از سرعت بحراني مورد اينرسي جرم متحرك در سرعت
خامت و سفتي جانبي نشان داده خواهد شد كه ض. بررسي قرار گرفته است

                                                                                                                                      
1‐ Modal superposition 

همچنين اثر . هسته تاثير بسزايي در ضريب تقويت و سرعت بحراني دارد
هاي زير و فراتر از سرعت بحراني متفاوت اينرسي جرم متحرك در سرعت

در ضمن ضريب تقويت بار در طول تير ثابت نبوده و در انتهاي تير . است
  . تري نسب به ابتداي تير استداراي مقادير بزرگ

 فرمول نويسي رياضي - 2

، جرم متمركزي را در نظر بگيريد كه روي سطح تير حركت 1مطابق شكل 
  . كنددر تير استهلاكي وجود ندارد و جرم با سرعت ثابت حركت مي. كندمي

  

  
  هاي ساده تحت جرم متحركگاهتير ساندويچي داراي تكيه 1شكل 

  ]:15[صورت زير استتيموشنكو بهجايي در تئوري ميدان جابه
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  :دست آوردن روابط حاكم بر مسئله، از اصل هاميلتون استفاده شده است
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/در روابط فوق  , /w d dt w d dx   وM,V  به ترتيب جرم و سرعت افقي
و استفاده از ) 1(جايي با جايگذاري ميدان جابه. باشندبارگذاري متحرك مي

و پس ) 3(كرنش در روابط - جايي و روابط ساختاري تنشجابه- كرنشروابط 
گيري جزء به جزء و انجام يك سري عمليات جبري، معادلات حاكم از انتگرال

  :شوندصورت زير حاصل ميبر خمش ديناميكي تير و شرايط مرزي آن به
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در پيوست درج  I1,I3هاي اينرسي انو مم A11,B11,D11,E11پارامترهاي سفتي 
نيروي كريوليس است كه نقش  2MVwبالا، عبارت  در معادله . اندشده

2MV.كندكننده را براي سيستم ايفا ميمستهلك w   نيروي گريز از مركز
Mwدهد و نهايتا عبارت است كه تا حدودي سفتي خمشي تير را كاهش مي

  . حاصل از نيروي اينرسي جرم متحرك در راستاي عمودي است
  ]:5[صورت زير فرض كردتوان بهجايي عمودي تير را ميدر آناليز مودال، جابه
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مود   شماره nطول تير و  Lتعداد مودهاي درنظر گرفته شده،  Nكه در آن 
 ,sin(nx/L)مختصات تعميم يافته و  Wn(t),n(t)همچنين . مورد نظر است

cos(nx/L) باشندهاي ساده مي گاه مودهاي نرمال تير با تكيه .  
و ضرب كردن طرفين رابطه دوم ) 4(در معادلات ) 5(جايگزيني روابط 

 sin(ix/L)در  (in) از خاصيت گيري روي طول تير و استفاده و انتگرال
يك معادله ديفرانسيل معمولي در حوزه  مودهاي نرمال، منجر به  1متعامدبودن

  :شودزمان مي
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توان دو معادله كوپل بالا را به دو معادله با استفاده از روش اوپراتور، مي
  :تبديل نمود W,ديفرانسيل مجزا برحسب 

)7(  

4 3 2

4 3 24 3 2

1 0 5

( ) ( ) ( )
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dt dt dt
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A A A t
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
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با ضرايب متغير با ) 7(حل معادله . اندفوق در پيوست ضميمه شده  ضرايب معادله
]. 3[هاي عددي استفاده شودپذير نبوده و بايد از روشصورت تحليلي امكانزمان به

شرايط اوليه . كوتاي مرتبه چهار استفاده شده است- بدين منظور از روش رانگ
  :صورت زير درنظر گرفته شده استبراي حل معادله ديفراسيل بالا به

)8(         0 0 0 0 0        

  بحث و بررسي نتايج - 3
  اعتبارسنجي نتايج - 1- 3

دست آمده از نتايج حاصل از كار حاضر و نتايج به  در اين بخش، با مقايسه

                                                                                                                                      
1‐ Orthogonallity 

براي . شودارائه شده پرداخته ميكارهاي محققين سابق، به اعتبارسنجي مدل 
 .گيرداين منظور، ابتدا فركانس طبيعي تير ساندويچي مورد بررسي قرار مي

ذكر اين نكته ضروري است كه اثر فركانس طبيعي در پاسخ ديناميكي تير 
فركانس طبيعي تير ساندويچي . شودساندويچي تحت جرم متحرك ديده مي

  :شودمحاسبه ميصورت زير طبق تئوري تيموشنكو به

)9(  

2
2 2 0 4

Timoshenko
4

4

2n
B B B B

B


  
  

نتايج حاصل از كار حاضر با . انددر پيوست ضميمه شده B0,B2,B4پارامترهاي 
، كه براساس روش المان محدود سفتي ]16[نتايج موجود در كار خليلي

  . شوداست، مقايسه مي 2ديناميكي بهبوديافته
محاسبه پاسخ ديناميكي تير سپس نتايج حاصل از مقاله حاضر در 

آلومينيومي تحت جرم متحرك با نتايج تجربي موجود در كار آقاي بيللو و 
در ادامه، پاسخ ديناميكي تير چندلايه . شودگذاري ميصحه] 17[همكاران

حاصل از كار حاضر با نتايج ) بدون اينرسي(كامپوزيتي تحت بار متحرك 
در . شودمقايسه مي] 13[و كايا] 10[المان محدود موجود در كار كديور

هاي مختلف مقاله ارائه مشخصات مادي مورد استفاده در قسمت 1جدول 
  . شده است

هاي با رويه ، فركانس طبيعي پايه براي تير ساندويچي 2در جدول 
گاه ساده گاهي مختلف از جمله دو سر تكيهآلومينيومي براي شرايط تكيه

)SS(گاه گيردار ، دو سر تكيه)CC ( و يك سر گيردار)CF (ارائه شده است. 
در ] 16[خوبي با نتايج مرجع شود كه نتايج حاصل از كار حاضر بهملاحظه مي
  . تطابق است

  مشخصات مادي استفاده شده در مقاله 1جدول 
  مرجع  مشخصات شماره

1  
3

914.4, 25.4, 0.4572, 12.7(mm)

68900, 82.68(MPa)

2680, 32.8(kg/m )

f c

f c

f c

L b h h

E G

 

   

 

 

 
  ]16[خليلي

2  
3

711.2, 25.4, 0.4572, 12.7 (mm)

68900, 82.68(MPa)

2680, 32.8 (kg/m )

f c

f c

f c

L b h h

E G

 

   

 

 

 
  ]16[خليلي

3  
3

1218.7, 25.4, 0.4062, 6.35(mm)

68,900, 68.9(MPa)

2687.3, 119.7(kg/m )

f c

f c

f c

L b h h

E G

 

   

 

 

 
  ]16[خليلي

4  
21053 (mm), 162.6 (Nm ),

1.847 (kg/m), 1(kg)
eq

eq

L EI

m M

 

 
  ]17[بيللو 

5  
11 22 12

* 3
12

144.8, 9.65, 4140(MPa)

0.3(0.25) , 1389.23 (kg/m )

10.16, 0.635, 0.635(cm)

E E G

L b H

 

  

 

  

  ]10[كديور 

6  11 22 12 12

11 22 12 12
3

0.2, 0.4(m)

39, 8.66, 3.8(GPa), 0.28

3.74, 0.172, 0.202(GPa), 0.229

2100, 160(kg/m )

f f f f

c c c c

f c

b H

E E G

E E G





 

 

   

   

 

تحقيق حاضر 

  گاهي مختلفبراي شرايط تكيه [Al/core/Al]تير ساندويچي ) هرتز(فركانس طبيعي  2جدول
  ]16[خليلي  كار حاضر  داده  گاهيتكيه شرايط

  12/57  27/58  1 دو سر ساده
  74/33  32/34  2  يك سر گيردار
  61/34  43/35  3  دو سر گيردار

                                                                                                                                      
2‐ Improved dynamic stiffness method 
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گاهي ساده با شرايط تكيه 6061، پاسخ ديناميكي تير آلومينيومي 2در شكل 
تحت ] 17[طبق كار حاضر با نتايج تجربي حاصل از كار آقاي بيللو و همكاران

 1بارگذاري جرم متحرك  kg هاي و سرعتV=6.92,  7.59  m/s  مورد مقايسه
در شكل، نمودار پاسخ ديناميكي برحسب زمان در نقطه . قرار گرفته است

x=7L/16 د كه نتايج حاصل از شوملاحظه مي. از ابتداي تير ترسيم شده است
  . باشدمي] 17[كار حاضر با دقت خوبي در مطابقت با نتايج تجربي مرجع 

كامپوزيتي با چيدمان   ، ضريب تقويت ديناميكي تير چندلايه3در شكل 
 .P=4(تحت بارگذاري بار متحرك  ]S90/0[الياف  45  N ( برحسب سرعت

/(بعد شده بارگذاري بي crV C ( ضريب تقويت . ترسيم شده است
به خيز استاتيكي تير   صورت نسبت حداكثر خيز ديناميكيديناميكي به

)DMF=wd/ws (شودتعريف مي .  
1مقدار سرعت بحراني  / 637.7m/scrC L   تير ]. 13,10[است

و نسبت طول به  5شماره  ساده، مشخصات مادي گاهيداراي شرايط تكيه
/(ضخامت  13.6L H  (نتايج براساس كار حاضر با نتايج المان محدود . است

  . مقايسه شده است] 13[و كايا] 10[موجود در كديور
  

  

  
پاسخ ديناميكي برحسب زمان تير آلومينيومي طبق كار حاضر و نتايج تجربي  2شكل 

  ]17[بيللو

  
  براي نقطه مياني تير كامپوزيتي ضريب تقويت ديناميكي 3شكل 

شود كه احتساب اينرسي دوراني و تغيير شكل برشي تاثير بزرگي مشاهده مي
دست  مطابق شكل، نتايج به. دست آمده دارددر محاسبه ضريب تقويت به

دست آمده توسط مراجع هاي بهآمده از كار حاضر در تطابق خوبي با داده
  . باشدمي] 13[و ] 10[

  نتايج تحقيق حاضر -2- 3
در اين قسمت، نتايج بررسي مربوط به پاسخ ديناميكي تير ساندويچي مركب 

بدين منظور از مشخصات مادي  .شودتحت بارگذاري جرم متحرك ارائه مي
هاي چندلايه كامپوزيتي و هسته از تير داراي رويه. شوداستفاده مي 6شماره 

  . است [//core//]صورتجنس چوب بالسا به
، مقادير فركانس طبيعي تير ساندويچي مركب با شرايط 3در جدول 

-در اين جدول، تاثير چينش الياف در رويه .گاهي مختلف ارائه شده استتكيه
مطابق . روي فركانس طبيعي بررسي شده است) L/H(ها و ضريب لاغري 

ثير گاهي تاها و شرايط تكيهجدول، ضريب لاغري، چيدمان الياف در رويه
  . بسزايي در فركانس طبيعي تير ساندويچي دارد

روي ) Ec(و سفتي جانبي هسته  ) hc(، تاثير ضخامت هسته 4در شكل 
 90/0/هسته/0/90[فركانس طبيعي پايه تير ساندويچي  گاه ساده و با تكيه]

افزايش ضخامت هسته دو . نمايش داده شده است) L/H=10(ضريب لاغري 
از يك طرف باعث افزايش سفتي . ساندويچي داردتاثير متضاد روي تير 

مطابق شكل، تا زماني كه . شودخمشي و از طرفي باعث افزايش جرم سازه مي
دهد، تاثير هسته تقريبا نود درصد كل ضخامت تير ساندويچي را تشكيل 

 .باشدافزايش سفتي خمشي بيشتر از تاثير افزايش جرم در تير ساندويچي مي
ين رفتار در بررسي پاسخ ديناميكي تير ساندويچي تحت جرم رود اانتظار مي

، )Ec(همچنين، با افزايش سفتي جانبي هسته . متحرك نيز مشاهده شود
  . يابدفركانس طبيعي تير ساندويچي همواره افزايش مي

ها، ضريب لاغري و شرايط تير ساندويچي با چينش) هرتز(فركانس طبيعي  3جدول 
  گاهي مختلفتكيه

  گاهيشرايط تكيه  L/H  چينش
CF SS CC 

  ] 0/0/هسته/ 0/0[
10  20/24 50/63  97/128 

20  24/6  19/17  62/37  
100  25/0  70/0  60/1  

  ] 90/0/هسته/ 0/90 [
10  14/20  12/53  73/108  
20  18/5  29/14  36/31  
100  20/0  59/0  32/1  

  ] 0/90/هسته/ 90/0[
10  26/19  05/51  17/105 

20  94/4  65/13  04/30  
100  19/0  55/0  27/1  

  ] 90/90/هسته/ 90/90[
10  73/13  86/36  46/77  
20  50/3  70/9  51/21  
100  14/0  39/0  88/0  

  

] 90/0/هسته/ 0/90[، خيز ديناميكي نقطه مياني تيرساندويچي 5در شكل 
 V=50در طول زمان عبور جرم متحرك از روي تير در سرعت بارگذاري  m/s 

براي نمايش تاثير ضخامت تير بر پاسخ ديناميكي، نتايج . نشان داده شده است
فركانس نوسانات . براي سه ضريب لاغري متفاوت نشان داده شده است

موجود در پاسخ ديناميكي برابر فركانس طبيعي تير ساندويچي در ضريب 
  . باشدلاغري مربوطه مي
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بر روي ضريب ) 
 V=50ري  m/s 

ثر خيز ديناميكي 
بر  4كه در شكل 
 .شود مشاهده مي

تاثير . يابدش مي
، بيشتر از تاثير 

تر پيچيدهمقداري 
ت ديناميكي ابتدا 
مودار، در محدوده 

توان از  دارد، مي
نظر كرد، اما صرف

 تقويت ديناميكي 

] 90/0/هسته/90/
 )x=3L/4 ( نشان

بدون احتساب (ك 
سرعت . شده است

سرعتي است كه 
  ]. 13[ است

تقويت ديناميكي 
ف در انتهاي تير 

همچنين، .  است
تري نسبت به ك

قاط انتهايي تير، 
. ر متحرك دارند

V/ دهدروي مي .
سرعت بحراني را 
عت بحراني مقدار 

در نمودار ) Ec(ه 
 داده شده است 

اندويچي ي تير س

در حداكثر ضريب 
با افزايش . شودي

فتي جانبي هسته 
 و سرعت بحراني 

شود، اما تاثير  ي مي
 6ي همانند شكل 

   
رم متحرك و بار 

اين بررسي در . ت
تلف صورت گرفته 
ر ي، از ضريب تاثي

صورت نسبت ف به

حسن بي

)Ec( سفتي هسته 
در سرعت بارگذار
ميكي همان حداكث

رفتاري ك. شده است
نيز  6مودار شكل 

 و جرم تير افزايش
 hc/H<0.9 ،باشد
  . ت

قويت ديناميكي م
اكثر ضريب تقويت

مطابق نم. ته است
اين محدوده قرار

ديناميكي صتقويت 
ث افزايش ضريب 

/0[تير ساندويچي 
x= ( و انتهايي تير

گذاري بار متحرك
ارائه ش) ينرسي بار

 Ccr. د شده است

 با پريود اصلي تير 
ك داراي ضريب ت

اين اختلاف .ك است
سي جرم متحرك

ي تير مقادير كوچك
يل است كه در نق
 كوپل شدن با با

Ccr=0.6/قريبا در 

در برخي مقالات، س
شود كه سرعده مي

سفتي جانبي هسته
ت بارگذاري نشان

ت براي نقطه مياني

h (تاثير چنداني د
 سرعت بحراني مي

اما، تغيير سف.  است
 ضريب ديناميكي

زايش سرعت بحراني
تر بوده و رفتارييده

. جددا افزايشي است
تحت بارگذاري جر
بار، نشان شده است
هاي بارگذاري مخت

براي اين بررسي). ت
اينرسي طبق تعريف

و ) hc(مت هسته 
د] 90/0/هسته/ 9

ضريب تقويت دينام
بعد شستاتيكي بي

نم ده شده بود، در
ته، سفتي خمشي
 تير، تا زماني كه
سخ ديناميكي است
 هسته بر ضريب تق
جانبي هسته، حدا
 مجددا افزايش يافت
 سفتي هسته در ا
ه بر روي ضريب ت

فزايش سفتي باعث

 تقويت ديناميكي ت
x=L( مياني ،)=L/2

حالت بارگراي دو 
با احتساب اي(رك 
1 /crC L بعدبي

وي طول تير برابر 
تحت جرم متحرك
 تحت بار متحرك
 پديده تاثير اينرس
يناميكي در ابتداي
ين امر به اين دلي
صت بيشتري براي
ضريب ديناميكي تق

د. نام دارد Vcrني 
ما در شكل مشاهد

 
و س) hc(ضخامت 

ي برحسب سرعت
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  حسن بيگلري و ميلاد آزور  ديناميكي تير ساندويچي مركب تيموشنكو تحت بارگذاري جرم متحرك-بررسي تاثير پارامترهاي هسته در پاسخ الاستو

 

  69  2شماره  ،14، دوره 1393ارديبهشت مهندسي مكانيك مدرس، 
 

  . تر از نقاط ابتدايي تير استثابت نيست و در نقاط انتهايي تير بزرگ
ته در كار حاضر مقايسه نتايج حاصل از بررسي بسيار مهم صورت گرف

اغماض از ( متحرك بارو  )درنظرگيري اينرسي بار( تحليل جرم متحرك
ها نشان داد كه خيز ديناميكي تير تحت جرم بررسي. باشدمي) اينرسي بار

تواند بيشتر و يا كمتر از خيز متحرك، بسته به سرعت بارگذاري، مي
 M/mاين اختلاف با افزايش نسبت . ديناميكي تير تحت بار متحرك باشد

  . يابدافزايش مي

  ها پيوست- 5
  :به شرح زير است) 4(هاي موجود در رابطه ثابت
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ثوابت ماتريس سفتي هر لايه و  Q11,Q55مختصات بالا و پايين هر لايه، 

=5/6 باشدضريب تصحيح برشي در تئوري تيموشنكو مي .  
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