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 Analytical and finite element models predict the elastic modulus of CNT-polymer nanocomposites 
greater than experimental results. This paper presents a theoretical full continuum model to 
define the upper and lower thresholds with small variations for elastic modulus in polymer 
nanocomposites, which the experimental results always place between these thresholds. For this 
purpose, the governing elasticity equations in polar coordinates have been solved for 
nanocomposite representative volume element (RVE) with shear-lag model by assuming perfect 
bond condition between CNT and matrix. In addition, the nanocomposite elastic modulus in 
perfect bond and debonding conditions between nanotube and matrix is calculated using finite 
element method in ANSYS software which confirms the accuracy of theoretical results. Also the 
obtained analytical and FEM results are compared with available experimental results, which 
indicates that the value of experimental results is always between the upper and lower thresholds 
of analytical and FEM results. 
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  مقدمه - 1
به دلیل دارا  1990هاي اولیه دهه  ر سالاز زمان ابداع د یکربن يها نانولوله

اي چون اندازه کوچک، چگالی کم، سفتی و  العاده بودن خواص مکانیکی فوق
بسیار عالی همواره مورد استحکام بالا و همچنین خواص حرارتی و الکتریکی 

است و در کاربردهاي مختلفی مورد  گران بوده  توجه محققان و پژوهش
یکی از کاربردهاي مهم این مواد، استفاده ]. 1[است  استفاده قرار گرفته 

هایی  ویژه کامپوزیت هاي جدید و به کننده در ساخت کامپوزیت عنوان تقویت به

. شود هاي پلیمري گفته می نانوکامپوزیتها  با زمینه پلیمري است که به آن
ویژه  اي در صنایع گوناگون و به ها به صورت فزاینده امروزه نانوکامپوزیت

اي  استفاده در قطعات سازه توان به هوافضا کاربرد دارد که از آن جمله می
همچنین . هواپیما، ترمز هواپیما و قطعات کامپوزیتی کابین هواپیما اشاره کرد

هاي زمینه سرامیکی به دلیل دارا بودن خواص حرارتی  مپوزیتاز نانوکا
ها و قطعات توربین استفاده  عنوان محافظ حرارتی در موشک مناسب به

خواص مکانیکی  نییدر مورد تع یعیوس قاتیتحقتاکنون ]. 2[شود  می
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 مختلفهاي  ی به روشکربن يها شده با نانو لوله تیتقوهاي  نانوکامپوزیت
با استفاده از روابط تئوري . است  گرفتهی و عددي صورت لیتحل آزمایشگاهی،

هاي پلیمري اثبات شده است که  براي نانوکامپوزیت 1افتادگی برشی عقب
کنندگی  نسبت طول به قطر نانولوله پارامتري تأثیرگذار در میزان تقویت

ه یکی از نکات کلیدي که مانع استفاد]. 3[نانولوله درون نانوکامپوزیت است 
شود،  ها می هاي کربنی در کامپوزیت کامل از خواص استثنایی نانولوله

پراکندگی ناهمگن این مواد درون زمینه است و به همین دلیل بیشتر نتایج 
. با نتایج آزمایشگاهی تطبیق ندارند هاي مایکرومکانیکال آمده از روش دست به

هاي  با عکس شود که در مورد زمینه پلیمري این ناهمگنی بیشتر هم می
اثر پراکندگی نانولوله . گرفته شده با میکروسکوپ الکترونی قابل تأیید است

درون زمینه بر سفتی نانوکامپوزیت با استفاده از یک مدل مایکرومکانیک 
هاي پیشین به  جدید بررسی شده که نتایج این روش در مقایسه با روش

هاي  رفتار کششی نانولوله ].4[تر است  نتیجه آزمایشاتی که انجام شده نزدیک
خطی  کربنی در یک زمینه پلیمري با استفاده از مدل المان محدود غیر

ها و زمینه پلیمري است که توسط یک فاز میانی  بعدي که شامل نانولوله سه
اند، بررسی و مقدار مدول الاستیک و مدول برشی به صورت  به هم متصل شده

شده با  ن مدول الاستیک پلیمر تقویتهمچنی ].5[تر محاسبه شده است  دقیق
و ناحیه فاز واسط ) لوله قطر و طول نانو(نانولوله کربنی با در نظر گرفتن ابعاد 

تساي و کویان محاسبه شده است که مطابقت  -و با استفاده از رابطه هالپین
تأثیر تغییر ضخامت فاز واسط بر ]. 6[ مناسبی با نتایج آزمایشگاهی دارد

ک نانوکامپوزیت با استفاده از روش اجزاي محدود براي یک مدول الاستی
است  هاي مختلف بررسی شده  المان حجمی از نانوکامپوزیت با نسبت منظري

اند که  و با نتایج تئوري قانون اختلاط در حوزه میکرومکانیک مقایسه شده
دهد با افزایش نسبت منظري عملکرد اتصالات بهتر شده و نتایج به  نشان می

کرومکانیک المان یما با استفاده از مدل]. 7[شوند  گرا میانون اختلاط همق
 تک جداره کربنی نانولوله کامپوزیت تقویت شده با مدول یانگ، محدود

ساختار اتمی خود مدل  براساسکننده  در این مدل تقویت .محاسبه شده است
که  دشو پیوسته مدل می که زمینه به صورت یک ماده نیمه شود در حالی می

پیوسته از المان فنر با ساختار و رفتار مجزا  سازي این بخش نیمه جهت مدل
لوله و زمینه را با خاصیت متغیر  است تا انتقال نیروي بین نانو  دهشاستفاده 
مدل ارائه شذه به صورت عددي نیز تحلیل  .سازي کند خود شبیه فتیبودن س

دست  لف سفتی المان فنر بهشده و نتایج قابل قبولی براساس مقادیر مخت
با توجه به مشاهدات صورت گرفته توسط تست مکانیکی و ]. 8[ است آمده 

کنندگی نانولوله با افزایش  میکروسکوپ الکترونی مشخص شده که تقویت
یابد، این در حالی است که اگر از یک  سفتی ماده زمینه به تدریج کاهش می

کنندگی نانولوله به  ود اثر تقویتزمینه نرم در ساخت کامپوزیت استفاده ش
هاي مایکرومکانیکال و  مدل]. 9[ کند گونه قابل توجهی افزایش پیدا می

ها را بیش از مقدار واقعی که از طریق  محاسباتی مدول الاستیک نانوکامپوزیت
کنند زیرا بسیاري از  آید، محاسبه می دست می هاي آزمایشگاهی به تست

ها لحاظ گیرد در این مدل یش مورد توجه قرار میفاکتورهایی که در آزما
بیشتر از % 85روش المان محدود گاه مدول الاستیک را به میزان . نشده است

که اتصال کامل بین  کند، البته با فرض این روش آزمایشگاهی محاسبه می
ولی وقتی مدول الاستیک با فرض عدم اتصال کامل  نانولوله و زمینه برقرار است؛

کننده محاسبه شود، نتایج روش المان محدود به نتایج  زمینه و تقویتبین 
اساس اصلاحات پیشنهاد شده در روش المان  بر. تر است آزمایشگاهی نزدیک

الاستیک توان مدول  است، می محدود که بر پایه مشاهدات آزمایشگاهی ارائه شده 
                                                                                                                                           
1- Shear lag theory 

  ].10[ حاسبه کردها را با دقت بیشتري بدون انجام آزمایش م نانوکامپوزیت
قابل  يها شرفتیپ ریاخ يها المان محدود ارائه شده در سال يها مدل
اما  ؛است داشتهها تینانو کامپوز کیمدول الاست نییرا در تع يا ملاحظه

 نیا لیدل. اند در بر نداشته یچندان قابل قبول جیهمچنان نتا حلیلیت يها  مدل
 تیکامپوز نانو لیدر تحل کیکرومکانیما يها از استفاده مدل یتوان ناش یامر را م

کننده  تیتقو ها تیکامپوز نیا ییدر واقع در مدل نانو. دانست یدر ابعاد مولکول
اما  ؛شود یمدل م) کربن يها از مولکول وستهیپ هم به يا شبکه( یصورت مولکول هب

فته در نظر گر پیوسته ماده کیصورت  همدل نشده و ب مولکولیبه صورت  نهیزم
هاي تئوري بعضاً تفاوت آشکاري با مقادیر  همچنین نتایج مدل .شود یم

آزمایشگاهی دارد که این امر به دلیل وجود نواقصی مانند عدم اتصال کامل 
ها درون  لولهمتفاوت و توزیع ناهمگن نانوراستاي کننده،  زمینه به تقویت

هاي آزمایشگاهی و  نهکامپوزیت، وجود فاز واسط بین نانولوله و رزین در نمو
هاي  هاي ساخته شده براي انجام تست وجود ترك و خلل و فرج در نانوکامپوزیت
  .است هاي تحلیلی در نظر گرفته نشده  آزمایشگاهی است که این نواقص در مدل

باند بالا و  کی نییجهت تع ي تمام پیوستهمدل تئور کمقاله ی نیا در
هاي پلیمري ارائه  کامپوزیتبراي نانو تهیسیلاستکم از مدول ا راتییبا تغ نییپا

محدوده قرار  نیهمواره در ای شگاهیآزما جینتااي که  است، به گونه شده 
کننده   براي این کار نخست با فرض اتصال کامل بین زمینه و تقویت .رندیگ

کامپوزیت در کننده در نانو معادلات الاستیسیته حاکم بر رفتار زمینه تقویت
افتادگی برشی براي یک المان  اي با استفاده از تئوري عقبتصات استوانهمخ

دست آمده براي  به هاي حل شده و سپس با توجه به ثابت RVE(2(حجمی 
کامپوزیت محاسبه شده جایی مقدار مدول الاستیک نانو بهمعادلات تنش و جا

با ایجاد یک سپس . که این مقدار همان باند بالا براي مدول الاستیک است
نقصان در مدل بالا که همان گسستگی بین نانو لوله و زمینه در انتهاي نانو 
لوله و در سطح اتصال بین نانو لوله و زمینه است، دوباره معادلات با استفاده 

افزار انسیس و با اضافه کردن پارامتر  سازي المان محدود با نرم از مدل
الاستیک در این حالت محاسبه  حل شده و مدول) ζ )1≤ ζ ≤0گسستگی 

همچنین . شده که این مقدار همان باند پایین براي مدول الاستیک است
ها مقدار تر شدن باند پایین مدول الاستیک براي نانوکامپوزیت جهت دقیق

اي که در آن نانو لوله کربنی دیگر اثري در تقویت نانوکامپوزیت  ζپارامتر 
شود با استفاده از به ماده زمینه تبدیل مینداشته و درعمل نانوکامپوزیت 

براي اطمینان از صحت نتایج حاصل از روش . دست آمده استروش بالا به
افزار انسیس براي حالت هاي مورد بررسی در نرم تحلیلی، کلیه نانوکامپوزیت

. سازي و مقادیر مدول الاستیک محاسبه و مقایسه شده استاتصال کامل مدل
هاي تحلیلی و المان محدود با نتایج  ا نتایج حاصل از مدلهمچنین در انته

آزمایشگاهی در دسترس نیز مقایسه شده و پیشنهاداتی جهت چگونگی 
براي حصول بهترین نتیجه نزدیک به نتایج  ζانتخاب پارامتر گسستگی 
 .آزمایشگاهی ارائه شده است

  افتادگی برشیتئوري عقب - 2
توسط کاکس براي بررسی و  1952در سال افتادگی برشی ابتدا تئوري عقب

کننده از طریق اینترفیس  تخمین میزان تنش انتقال یافته از زمینه به تقویت
توسط مک کارتنی و  1992و سپس در سال ] 11[ ها ارائه شد در کامپوزیت

 توسط نیرن در قالب روابط الاستیسیته خطی توضیح داده شد 1997در سال 
ها  این روابط را به طور مستقیم براي نانوکامپوزیتتوان  ولی نمی ؛]12،13[

ها در این معادلات در نظر  مورد استفاده قرار داد زیرا باید ساختار اتمی نانولوله
                                                                                                                                           
2- Representative volume element 
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عنوان یک عضو  ترتیب که نانو لوله کربنی داراي کلاهک بهبدین. گرفته شود
طول پیوسته است و داراي همان قطر و که  کننده موثر مجزا با یک تقویت

مدول الاستیک تقویت کننده موثر براي نانولوله . نانولوله است، جایگزین شود
است؛ بنابراین با استفاده از این  کربنی تک جداره توسط لاي محاسبه شده

روابط تئوري عقب افتادگی برشی را براي یک المان  2005روش لاي در سال 
د که این روابط به ارائه کر 1حجمی از نانوکامپوزیت با شرط کرنش همسان

  ].14و3[ اندها در ادامه آورده شده همراه اثبات آن
دست آوردن میدان تنش در نانوکامپوزیت براي محاسبه مدول  هجهت ب

گرفته شده،  در نظر 1از آن مانند شکل  الاستیک ابتدا یک المان حجمی
زي کننده مجا افتادگی برشی و تکنیک تقویت سپس با استفاده از تئوري عقب

جهت حل مسأله به کمک . پرداخته شده است به بررسی و تحلیل معادلات
را به صورت  1شکل  کننده مجازي، تک سلولی از المان حجمی تکنیک تقویت

  .شود تقسیم می IIو  Iبه دو ناحیه  2در نظر گرفته و مطابق شکل  بعدي دو
با که شبیه یک کامپوزیت  Iمسأله براي ناحیه بر این اساس راه حل 

در . گرفته استکننده ممتد پیوسته است پایه حل کل کامپوزیت قرار  تقویت
از جنس زمینه است، با استفاده از روابط حاصل از کاملاً که  IIواقع حل ناحیه 

که بخشی از زمینه این ناحیه که در امتداد  و با فرض این Iحل ناحیه 
ي با خواص زمینه قلمداد کننده مجاز عنوان تقویت کننده واقعی است به تقویت

سپس با اعمال شرایط مرزي مناسب مانند . دست خواهد آمد هشود، بمی
و ابتداي تقویت  Iکننده ناحیه  هاي محوري و برشی انتهاي تقویت برابري تنش

وجود آمده از حل هر ناحیه را  ههاي بتوان ثابت می IIکننده مجازي ناحیه 
تنش محوري و دیگر پارامترها را در هر دو دست آورده و توابع تنش برشی،  هب

  .دکرکننده و در کلیه نقاط تک سلول محاسبه  فاز زمینه و تقویت
جایی  معادلات حاکم بر مساله در حالت تقارن محوري و بر حسب جابه

  ]:15[ اند ارائه شده) 2(و ) 1(در مختصات قطبی در روابط 
ߪ߲  )1(

ݎ߲
+ 	
߲߬௭
ݖ߲

+ 	
1
ݎ
ߪ)	 − (ఏఏߪ = 0 

)2(  ߲߬௭
ݎ߲

+ 	
௭௭ߪ߲
ݖ߲

+
1
ݎ
	߬௭ = 0 

  :اند ارائه شده) 4(و ) 3(جایی در روابط  جابه -روابط کرنش
ߝ  )ج- الف 3( = 	 డ௨

డ
ఏఏߝ , = 	 ௨


௭௭ߝ , = 	 డௐ

డ௭
 

௭ߛ  )4( = ൬
ݑ߲
ݖ߲

+ 	
߲ܹ
ݎ߲

൰ 

  :اند ارائه شده) 8(تا ) 5(معادلات ساختاري در مختصات قطبی در روابط 
ߝ  )5( = 	

1
ܧ
	൫	ߪ − ఏఏߪ)ߥ	 +  ௭௭)൯ߪ

ఏఏߝ  )6( = 	
1
ܧ
	൫	ߪఏఏ − ௭௭ߪ)ߥ	 +  )൯ߪ	

௭௭ߝ  )7( = 	
1
ܧ
	൫	ߪ௭௭ − ߪ)ߥ +  ఏఏ)൯ߪ	

௭ߛ  )8( = 	
߬௭
ܩ

 

که ) 2(ابتدا از رابطه  Iهاي محوري و برشی در ناحیه  براي محاسبه تنش
کننده مؤثر   براي تقویت ܽتا  0 از است، نسبت به  zمعادله تعادل در جهت 

  :شود انتگرال گرفته می

)9(  
1
ଶܽߨ

න
௭௭ߪ߲



ݖ߲




ݎ݀(ݎߨ2) +

1
ଶܽߨ

න
1
ݎ




	
߲
ݎ߲
	൫߬ݎ௭

 ൯(2ݎߨ)݀ݎ = 0 

 :است  ارائه شده) 10(کننده در رابطه  متوسط تنش محوري در مقطع تقویت

௭௭ߪ  )10(
തതതത(ݖ) ≡ 	

1
ଶܽߨ

	න ௭௭ߪ





,ݎ)  ݎ݀(ݎߨ2)(ݖ

  :دهد را نتیجه می )11(، رابطه )9(در رابطه ) 10(استفاده از رابطه 

                                                                                                                                           
1- Isostrain  

  
  المان حجمی نانوکامپوزیت 1شکل 

  
  II و Iبندي تک سلول نانوکامپوزیت به دو ناحیه  تقسیم 2شکل 

௭௭ߪ݀  )11(
തതതത

ݖ݀
= 	−

2
ܽ
	߬  

௭௭ߪترتیب رابطه بین بدین
തതതത  ߬و افتادگی برشی محاسبه  موسوم به معادله عقب

کننده  تنش برشی در سطح اتصال بین تقویت ߬ر این رابطه شده است، که د
، روابط مربوط ݎبا اعمال فرض عدم وابستگی تنش محوري به  .و زمینه است

 ߬و  ݎکننده به صورت توابعی از  به توزیع تنش برشی در زمینه و تقویت
௭߬براي تعیین . آیند دست می به

 حسب  برτi  شود فرض می) 12(رابطه:  

௭௭ߪ߲  )12(


ݖ߲
	=  (ݖ)݂	

 تا  0از  ݎگیري نسبت به  و انتگرال) 2(در رابطه ) 12(با قرار دادن رابطه 
  :آید دست می به) 13(رابطه 

)13(  ߬௭
 = 	

ݎ
ܽ
	߬  

ي از گیر ، با انتگرال߬حسب  دست آوردن تنش محوري در زمینه بر براي به
  :شود نتیجه می) 14(رابطه ، ܾتا  ܽاز   حسب بر) 2(رابطه 

௭௭തതതതߪ݀  )14(
ݖ݀

= 	
2ܽ

ܾଶ −	ܽଶ
	߬  

) 15(مقدار متوسط تنش محوري در مقطع زمینه از رابطه ) 14(در رابطه 
  :آید دست می به

(ݖ)௭௭തതതതߪ  )15( ≡ 	
1

ଶܾ)ߨ − ܽଶ)
	න ௭௭ߪ




,ݎ)  ݎ݀(ݎߨ2)(ݖ

 :شود نتیجه می) 16(براي تنش برشی در زمینه مانند حالت پیش، رابطه 

)16(  ߬௭ = 	
ܽ

ܾଶ −	ܽଶ
	ቆ
ܾଶ

ݎ
− ߬	ቇݎ	  
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 ]:3،14،16[شود  فرض می) 17(کننده رابطه  سپس براي زمینه و تقویت

)17(  ฬ
ݑ߲
ݖ߲
ฬ 	≪ 	 ฬ

ݓ߲
ݎ߲
ฬ 

 :دهد را نتیجه می) 19(و ) 18(، روابط )8(و ) 4(به همراه روابط ) 17(رابطه 

)18(  ߬௭
 = 	 	ܩ

ݓ߲

ݎ߲
 

)19(  ߬௭ = 	 	ܩ
ݓ߲

ݎ߲
 

 حسب گیري بر و انتگرال) 19(و ) 16(با ترکیب روابط  ߬دست آوردن  براي به
 :آید دست می به) 20(رابطه  ܾتا  ܽاز  ݎ

)20(  ߬	(ݖ) = 	 ܩ 	
ܾଶ −	ܽଶ

ܽ
	

1

ܾଶln 

−	 ଵ

ଶ
	(ܾଶ −	ܽଶ)

ݓ)	  (ݓ	−

   ):20(در رابطه 
ݓ 	≡ ݎ|ݓ	 = ݓ,	ܾ 	≡ ݎ|ݓ	 = ܽ 

 :شود نتیجه می) 21(، رابطه )16(ابطه در ر) 20(از رابطه  ߬با قرار دادن 

)21(  ߬௭ = ܩ	 	
ݓ) (ݓ	−

ܾଶln 

−	ଵ

ଶ
	(ܾଶ −	ܽଶ)

	ቆ
ܾଶ

ݎ
−  ቇݎ	

 ݎتا  ܽاز  ݎ حسب گیري بر و انتگرال) 19(در رابطه ) 21(با قرار دادن رابطه 
 :آید دست می به) 22(ه صورت رابطه جایی محوري در زمینه ب مولفه جابه

,ݎ)ݓ  )22( (ݖ = ݓ + 	
ܾଶln 


−	ଵ

ଶ
ଶݎ)	 −	ܽଶ)

ܾଶln 

−	ଵ

ଶ
	(ܾଶ −	ܽଶ)

ݓ)  (ݓ	−

) 23(کننده رابطه  ، در هر دو ناحیۀ زمینه و تقویت௭௭ߪدست آوردن  براي به
 ]:3،14،16[ه است فرض شد

ߪ  )23( + ఏఏߪ	 	≪  ௭௭ߪ	

  :شوند نتیجه می) 25(و ) 24(، روابط )23(و ) 7(، )ج3(سپس از روابط 
௭௭ߪ  )24(

 = 	 ܧ 	
ݓ߲

ݖ߲
 

௭௭ߪ  )25( = 	 ܧ 	
ݓ߲

ݖ߲
 

  :شود نتیجه می) 26(، رابطه )25(در رابطه ) 22(با استفاده از رابطه 

௭௭ߪ  )26( = ߪ + 	
ܾଶln 


−	ଵ

ଶ
ଶݎ)	 −	ܽଶ)

ܾଶln 

−	ଵ

ଶ
	(ܾଶ −	ܽଶ)

ݎ|௭௭ߪ	)	 = ܾ  (ߪ	−

ݎ 1تنش محوري در ناحیه بین وجهی ߪکه در این رابطه = براي  .است ܽ
ݎري در بدست آوردن تنش محو = به  ݖمعادله تعادل نیروها در جهت  ܾ

  :شود نوشته می) 27(صورت رابطه 

ߪଶܾߨ  )27( = 	න ௭௭ߪ
 (2




ݎ݀	(ݎߨ + 	න ௭௭ߪ




 ݎ݀(ݎߨ2)

௭௭ߪبا قراردادن روابط 
  ߪو௭௭  شود نتیجه می) 28(، رابطه )27(در رابطه:  

)28(  

௭௭ߪ = 	 ߪ + 	
ܾଶln 


−	ଵ

ଶ
	(ܾଶ −	ܽଶ)

ܾସln 

− ଵ

ସ
	(ܾଶ −	ܽଶ)	(3ܾଶ −	ܽଶ)

	ቂܾଶߪ − ܽଶ	ߪ௭௭
തതതത

− 	(ܾଶ − ܽଶ)ߪ൧ 

௭௭ߪمعادله تغییرات 
തതതത  به ) 25(و ) 20(، )11(با استفاده از روابط  ݖنسبت به

  :آید دست می به) 29(صورت رابطه 

)29(  

௭௭ߪ݀
തതതത

ݖ݀
= 	−2	

ܧ
2(1 + (ߴ 	

ܾଶ − ܽଶ

ܽଶ
	

1

ܾଶln 

−	ଵ

ଶ
	(ܾଶ −	ܽଶ)

 

ݓ)  (ݓ	−
صورت رابطه  ، معادله دیفرانسیلی به)29(از رابطه  ݖگیري نسبت به  با مشتق

௭௭ߪبراي ) 30(
തതതത آید دست می به:  

݀ଶߪ௭௭
തതതത

ଶݖ݀
	= 	−

1
1 + ߴ

	
ܾଶ − ܽଶ

ܽଶ
	

1

ܾସln 

− ଵ

ସ
	(ܾଶ −	ܽଶ)	(3ܾଶ −	ܽଶ)

 

)30(  ቂܾଶߪ − 	ܽଶ	ߪ௭௭
തതതത − (ܾଶ − ܽଶ)ߪቃ 

                                                                                                                                           
1- Interface 

کننده و با فرض کرنش همسان در  مل بین زمینه و تقویتدر حالت اتصال کا
	ݎ =   :شود نتیجه می) 31(رابطه  ܽ	

௭௭ߝ  )31( = 	 ௭௭ߝ
  

توان با دقت  که قطر نانولوله بسیار کوچک است؛ بنابراین می با توجه به این
௭௭ߪخوبی 

 ,ݎ) ௭௭ߪرا با مقدار متوسط آن  (ݖ
തതതത  کرد در نتیجه رابطه جایگزین

  :شود نوشته می) 32(به صورت رابطه ) 31(

ߪ  )32( = 	
ܧ
ܧ
௭௭ߪ	

തതതത 

  :شود نتیجه می) 33(، رابطه )30(در ) 32(با قرار دادن رابطه 

)33(  
ௗమఙ

തതതതത

ௗ௭మ
− ௭௭ߪଶߙ

തതതത = 	− ఈమ	ோమ

మା	ಶಶ
(మିమ)

 ߪ	

  :شود نوشته می) 34(به صورت رابطه  ߙضریب  )33(که در رابطه 

ଶߙ  )34( = 	
1

1 + ߴ
	
ܾଶ − ܽଶ

ܽଶ
	

ܽଶ + 	ா
ா

(ܾଶ − ܽଶ)

ܾସln 

− ଵ

ସ
	(ܾଶ −	ܽଶ)	(3ܾଶ −	ܽଶ)

 

) 35(به صورت رابطه  )34(دیفرانسیل ارائه شده در رابطه  جواب کلی معادله
  :است

)35(  
௭௭ߪ
തതതത = ఈ௭݁ܣ + ఈ௭ି݁ܤ	 + 	

	ܾଶ

ܽଶ + 	ா
ா

(ܾଶ −	ܽଶ)
 ߪ	

هایی هستند که با اعمال شرایط مرزي محاسبه  ثابت ܤو  ܣ، )35(در رابطه
براي تنش ) 11(و قرار دادن آن در رابطه ) 35(طه با استفاده از راب. شوند می

  :شود نتیجه می) 36(برشی در ناحیه بین وجهی رابطه 
)36(  ߬ 	= 	−

ܽ
2
ఈ௭݁ܣ	)	ߙ	 −  (ఈ௭ି݁ܤ	

کننده  ها نیاز به حل معادلات با استفاده از تکنیک تقویت براي تعیین ثابت
در ناحیه  المان حجمیجود در انتهاي دو استوانه مو. است IIمجازي در ناحیۀ 

II عنوان دو سیلندر کامپوزیتی در نظر گرفت که داراي  توان به را می
کننده مؤثر هستند، ولی مدول الاستیک و  کننده مجازي با قطر تقویت تقویت

توان از معادلات  در نتیجه می. ها مربوط به ماده زمینه است نسبت پواسون آن
با  IIهاي محوري و برشی در ناحیه  در تعیین تنش Iحیه دست آمده براي نا به

با قرار دادن ) 35(بنابراین در معادله . استفاده کرد ܧجاي  به ܧقرار دادن 
ܧ 	= 	   :آید دست می به) 37(رابطه  ܧ

௭௭ߪ  )37(
തതതതതത 	= ఈ௭݁ܥ	 	+ 	ఈ௭ି݁ܦ	 +  ߪ	

با مساوي قرار  ߙبیانگر تقویت کننده مجازي است و  ݂݉، )37(در رابطه 
  :آید دست می به) 38(به صورت رابطه ) 34(در رابطه  ܧبا  ܧدادن 

ଶߙ  )38( = 	
1

1 + ߴ
	
ܾଶ − ܽଶ

ܽଶ
	

ܾଶ

ܾସln 

− ଵ

ସ
	(ܾଶ −	ܽଶ)	(3ܾଶ −	ܽଶ)

 

  :شود نتیجه می) 39(کننده مجازي رابطه  تقویتبراي تنش برشی در چنین هم
)39(  ߬௭

 = 	−
ݎ
2
ఈ௭݁ܥ)ߙ	 −  (ఈ௭ି݁ܦ	

	ݖ( المان حجمیشرایط مرزي در دو انتهاي  = ) 41(و ) 40(در روابط ) 	ܮ±	
  :اند ارائه شده

௭௭ߪ  )40( =  ߪ	

)41(  ߬௭ = 0 

کننده موثر در  هاي محوري و برشی در انتهاي تقویت شرط مرزي برابري تنش
	II )zکننده مجازي در ناحیه  و ابتداي تقویت Iناحیه  = 	l	 ( به صورت روابط

  :شود نوشته می) 43(و ) 42(
௭௭ߪ  )42(

 =  ௭௭ߪ

)43(  ߬௭
 = 	 ߬௭  

  :دهد را نتیجه می) 44(، رابطه )39(در رابطه ) 41(استفاده از رابطه 
ܥ  )44( = ܦ = 0 
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نتیجه ) 46(و ) 45(، روابط )39(و ) 37(ها در روابط  با جایگذاري این ثابت
  :شود می

௭௭ߪ  )45(
തതതതതത =  ߪ	

)46(  ߬௭
 = 0 

به  ܤو  ܣهاي  ثابت) 42(رابطه در ) 45(و ) 35(گذاري روابط  جايسپس با 
  :اند محاسبه شده) 47(صورت رابطه 

)47(  
	ܣ = 	ܤ	 = 	

ߪ
2 cosh(݈ߙ)

	1 −
	ܾଶ

ܽଶ + 	 ா
ா

(ܾଶ − ܽଶ)
	 

، معادلات تنش محوري و برشی در دو فاز زمینه ܤو  ܣهاي  ثابتبا استفاده از 
کننده و همچنین تنش برشی در ناحیه بین وجهی براي  و تقویت

  .شوند ها به راحتی محاسبه می انوکامپوزیتن

  محاسبه مدول الاستیک در حالت اتصال کامل دو فاز -2-1
جایی محوري نانوکامپوزیت  در این قسمت براي محاسبه مدول الاستیک، جابه

,	ݎبه صورت تابعی از  در حالت اتصال کامل بین نانولوله و زمینه محاسبه  ݖ
 IIو  I به جهت سادگی کار، ابتدا جابجایی محوري در هر دو ناحیه. خواهد شد

دست آمده و سپس با جمع مقادیر  طور مجزا به به 2نشان داده شده در شکل 
با توجه به این نکته  .جایی کل نانوکامپوزیت محاسبه خواهد شد حاصل، جابه

یکسان نیست، بنابراین  المان حجمیجایی محوري در کل مقطع  ه جابهک
جایی محوري در  وسیله متوسط جابه به المان حجمیمدول الاستیک محوري 

ݖ = جایی  مقدار متوسط جابه. آید دست می به ߪو در اثر وارد شدن تنش  ܮ
	ݖمحوري در  =   :آید دست می به) 48(از رابطه  Iبراي ناحیه  ݈	

	ݓ  )48( = 	
2
ܾଶ
	(න ݎ





න
௭௭ߪ


ܧ
ݎ݀ݖ݀	





+ 	න නݎ
௭௭ߪ

ܧ
(	ݎ݀ݖ݀	








 

تنش محوري در زمینه است، اما با توجه به معادله تعادل  ௭௭ߪ، )48(در رابطه 
تفاده از معادله آمده است نیازي به اس) 49(نیروها در تک سلول که در رابطه 

  ]:16[نیست  ݓبراي محاسبه ) 48(در رابطه  ௭௭ߪ

)49(  2න ݎ



௭௭ߪ
 ݎ	݀ + 	2න ݎ




	ݎ௭௭݀ߪ = 	 ܾଶߪ 

  :شود نتیجه می) 50(، رابطه )49(و ) 48(با ترکیب روابط 

	ݓ  )50( = 	
݈ߪ
ܧ

+ 	
ܽଶ

ܾଶ
	ቆ

1
ܧ
−	

1
ܧ

ቇන ௭௭ߪ
 ݖ݀	




 

فقط به  Iدر ناحیه  ݓجایی  مشخص است مقدار جابه) 50(طور که از رابطه  همان
௭௭ߪ
 ߪبه جاي ) 35(گذاري رابطه  وابسته است، بنابراین با جاي௭௭

  50(در رابطه( ،
  :آید دست می هب) 51(کننده به صورت رابطه  جایی در تقویت مقدار متوسط جابه

)51(  

ݓ = 	
݈ߪ
ܧ

+ 	
ܽଶ

ܾଶ
	ቆ

1
ܧ
−	

1
ܧ

ቇ	ቈ
ܣ
ߙ

(݁ఈ −	݁ିఈ)

+ 	
	ܾଶܧ

ܽଶܧ + 	(ܾଶ − ܽଶ)ܧ
 ߪ	

	ݖ( IIجایی در ناحیه  مقدار متوسط جابهبه صورت مشابه  = به صورت )  ܮ	
  :آید دست می به) 52(رابطه 

′ݓ  )52( = 	
1
ܧ

	න ݖ݀ߪ = 	
ܮ) − ߪ(݈	

ܧ




 

جایی محوري در کل تک سلول از جمع  مقدار متوسط جابهدر نتیجه 
  :آید دست می به) 53(به صورت رابطه  IIو  Iناحیه هاي  جایی جابه

)53(  

்ݓ = ݓ + ᇱݓ	 = 	
ܮߪ
ܧ

+ 	
ܽଶ

ܾଶ
	ቆ

1
ܧ
−	

1
ܧ

ቇ	ቈ
ܣ
ߙ

(݁ఈ −	 	݁ିఈ)

+ 	
	ܾଶܧ

ܽଶܧ + 	(ܾଶ − ܽଶ)ܧ
 ߪ	

بر کل طول تک ) 53(دست آمده از رابطه  جایی کل به جابهحال با تقسیم 
  :شود محاسبه می) 54(سلول، مقدار کرنش نانوکامپوزیت به صورت رابطه 

 
  ]17[گانه تک سلول با در نظر گرفتن پارامتر گسستگی بین دو فاز  واحی سهن 3 شکل

 
  ]18[سلول نانوکامپوزیت  براي مدل المان محدود تک شرایط مرزي 4شکل 

ߝ  )54( = 	
்ݓ

ܮ
 

دست آمده و همچنین تنش وارد شده  در نهایت با استفاده از مقدار کرنش به
نوکامپوزیت در حالت اتصال کامل دو فاز ، مدول الاستیک نا المان حجمیبه 

آید که این مقدار همان باند بالا براي مدول  دست می به) 55(از رابطه 
  :الاستیک است

ܧ  )55( = 	
ߪܮ
்ݓ

 

  محاسبه مدول الاستیک در حالت گسستگی بین دو فاز -2-2
ها و  تنشافتادگی برشی، وضعیت  در این قسمت با استفاده از تئوري عقب

ها براي حالتی که بین دو فاز گسستگی وجود داشته باشد، بررسی  کرنش
تقسیم شده و  3براي این منظور زمینه به سه بخش مطابق شکل . خواهد شد

مدول الاستیک نانوکامپوزیت با  )ζ )1≤ ζ ≤0با اعمال پارامتر گسستگی 
براي این کار . ودش افزار انسیس محاسبه می استفاده از مدل المان محدود نرم

که داراي خاصیت تقارن محوري که براي افزار انسیس  نرم 183از المان پلین 
شرایط مرزي مورد . کننده استفاده شده است هر دو قسمت زمینه و تقویت

همچنین براي اطمینان  .اند نشان داده شده 4استفاده براي این مدل در شکل 
کامل دو فاز از نتایج مدل المان  از صحت نتایج روش تحلیلی در حالت اتصال

  .محدود استفاده شده است
فقط قسمت انتهایی  ζ= 0شود در  مشاهده می 3طور که در شکل  همان

ݖکننده در  تقویت =  ζاز زمینه جدا شده است و با بیشتر شدن مقدار  ݈
، ζ= 1کند و در نهایت در  گسستگی بر ناحیه بین وجهی گسترش پیدا می

 .شوند زمینه به طور کامل از یکدیگر جدا می کننده و تقویت
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کرنش نانوکامپوزیت با یک درصد وزنی نانولوله کربنی  -نمودار تنش 5شکل 
  ]19[جداره جهت مقایسه نتایج تحلیلی، آزمایشگاهی و المان محدود  تک

 
جداره  کرنش نانوکامپوزیت با یک درصد وزنی نانولوله کربنی تک-نمودار تنش 6شکل 

  ]19[الت برابري مدول الاستیک تئوري و آزمایشگاهی در ح

  مشخصات نانولوله و زمینه سازنده نانوکامپوزیت 1جدول 
  چگالی

)g/cm3( ν E (GPa) 2a (nm) نوع ماده 

20/1  [4] 3/0  تک جداره نانولوله کربنی 359/1]3[ 779] 3[ [4] 
]20 [16/1  ]20 [35/0   ]21[ D-230اپون اپوکسی و جفمین  _ 84/2] 19[ 

 درصد وزنی نانولوله 1مدول الاستیک نانوکامپوزیت با  2جدول 
 یک درصد وزنی نانولوله کربنی تک جداره/  828اپون 

 )انسیس(المان محدود 
(GPa) 

 تحلیلی
(GPa) 

  آزمایشگاهی
(GPa) 

 نانوکامپوزیت مدول الاستیک

 اتصال کامل دو فاز 94/2] 19[ 323/3 576/3
 =5/0ζین دو فاز گسستگی ب _ _ 991/2
 = 75/0ζگسستگی بحرانی  _ _ 852/2

  درصد وزنی نانولوله 4مدول الاستیک نانوکامپوزیت با  3جدول
 چهار درصد وزنی نانولوله کربنی تک جداره/  828اپون 

 )انسیس(المان محدود 
(GPa) 

 تحلیلی
(GPa) 

  آزمایشگاهی
(GPa) 

 مدول الاستیک نانوکامپوزیت

 اتصال کامل دو فاز 18/3] 19[ 99/3 708/4
 =	46/0ζگسستگی بین دو فاز  _ _ 382/3
 =	75/0ζگسستگی بحرانی  _ _ 846/2

  بررسی مدول الاستیک نانوکامپوزیت با زمینه اپون اپوکسی - 3
 اپوکسی در این قسمت مدول الاستیک نانوکامپوزیت پلیمري با زمینه اپون

در دو حالت   جداره است، درصد وزنی نانولوله کربنی تک 4و 1که حاوي 
اتصال کامل بین دو فاز و گسستگی بین دو فاز با استفاده از روابط ارائه شده 

سپس اعداد . هاي پیش و مدل المان محدود محاسبه شده است در قسمت
دست آمده از روش تحلیلی با نتایج آزمایشگاهی ارائه شده توسط یانگ  به
دول الاستیک این نوع نانوکامپوزیت جهت محاسبه م. اند مقایسه شده] 19[

ابتدا باید خواص مکانیکی و مشخصات ابعادي نانولوله و زمینه و را داشته 
 .ارائه شده است 1که این مشخصات در جدول . باشیم

هاي ساخته شده براي آزمایش میزان نانولوله موجود در  در نانوکامپوزیت
صورتی که در روابط  شود، در نانوکامپوزیت توسط درصد وزنی مشخص می

تعیین  )ܸ(تحلیلی میزان نانو لوله موجود در نانوکامپوزیت با درصد حجمی 
است درصد  شود؛ بنابراین با استفاده از رابطه زیر که توسط گازمن ارائه شده  می

  ]:4[شود  وزنی نانو لوله موجود در نانوکامپوزیت به درصد حجمی تبدیل می

)56(  ܸ 	= 	 ܹߩ
ܹߩ + (1 − ܹ)ߩ

 

، 1با توجه به رابطه بالا و مشخصات ارائه شده براي نانولوله و زمینه در جدول 
درصد حجمی براي نانوکامپوزیت با یک درصد وزنی نانولوله تک جداره برابر 

نسبت طول به قطر نانولوله براي این نانوکامپوزیت . شود درصد می 96/0با 
برابر با 


= به  المان حجمیدر نظر گرفته شده است و نسبت شعاع  15

ܾنانولوله،  = مدول الاستیک نانوکامپوزیت با زمینه اپون ]. 3[است  5ܽ
 .است ارائه شده  2درصد وزنی نانولوله کربنی در جدول 1اپوکسی و 

ول شود که مقدار مد مشاهده می 2با توجه به اعداد ارائه شده در جدول 
الاستیک نانوکامپوزیت در حالت اتصال کامل دو فاز که با حل تحلیلی 

اند بیشتر از مدول  دست آمده معادلات الاستیسیته و روش المان محدود به
دلیل بدان و این ) باند بالاي مدول الاستیک(الاستیک آزمایشگاهی است 

اي تئوري ه هاي آزمایشگاهی در مدل است که نواقص موجود در ساختار نمونه
با در نظر گرفتن این نواقص به صورت گسستگی بین دو فاز . لحاظ نشده است

در انتهاي نانولوله و همچنین در ناحیه بین وجهی مقدار مدول الاستیک 
، مقدار مدول الاستیک = 5/0ζکند تا در  روش المان محدود کاهش پیدا می

با ایجاد گسستگی . وندش آزمایشگاهی و المان محدود تقریباً با هم برابر می
با وجود اتصال جزیی بین نانولوله و  = 75/0ζبیشتر بین دو فاز در نقطه 

زمینه، مدول الاستیک نانوکامپوزیت تقریباً با مدول الاستیک زمینه در حالت 
این وضعیت به ). باند پایین مدول الاستیک(شود  گسستگی بحرانی برابر می

کرنش -ه شده است و نمودار تنشنشان داد 6و  5هاي  خوبی در شکل
کرنش تحلیلی و المان محدود در حالت اتصال  - آزمایشگاهی بین نمودار تنش

 .قرار دارد) باند پایین(و حالت گسستگی بحرانی ) باند بالا(کامل دو فاز 
درصد وزنی  4، درصد حجمی براي نانوکامپوزیت با )56(با استفاده از رابطه 

نسبت طول به قطر نانولوله براي این . درصد است 873/3با  نانولوله تک جداره برابر
نانوکامپوزیت مانند حالت پیش برابر با 


= ܾاست و  15 = در نظر گرفته  3ܽ

با توجه به فرضیات بالا مدول الاستیک نانوکامپوزیت با زمینه اپون . شده است
 .استارائه شده  3درصد وزنی نانولوله کربنی در جدول  4اپوکسی و 

کرنش حاصل از نتایج آزمایشگاهی، تحلیلی و المان محدود  -نمودار تنش
ارائه شده  8و  7هاي  هاي مختلف در شکل براي این نانوکامپوزیت در حالت

کرنش -شود که نمودار تنش به خوبی مشاهده می 7در شکل . است
کرنش تحلیلی در حالت اتصال کامل دو فاز - آزمایشگاهی بین نمودار تنش

  .قرار دارد) باند پایین( = 75/0ζو نمودار المان محدود در ) باند بالا(
کرنش المان محدود بر نمودار  - نمودار تنش =46/0ζهمچنین در 

شود که نشانه برابر بودن مدول الاستیک در این حالت  آزمایشگاهی منطبق می
ود که ش مشاهده می 3و  2با توجه به نتایج مدل المان محدود در جداول . است

دست آمده از این روش کمی بیشتر از مدول الاستیک  مقدار مدول الاستیک به
محاسبه شده به روش تحلیلی است و این به دلیل فرضیاتی مانند متوسط گرفتن 

డ௨) (17(کننده و استفاده از رابطه  تنش محوري تقویت
డ௭
≅   . است) 0
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جداره  د وزنی نانولوله کربنی تکدرص 4کرنش نانوکامپوزیت با -نمودار تنش 7شکل 

  ]19[جهت مقایسه نتایج تحلیلی، آزمایشگاهی و المان محدود 

  
جداره  درصد وزنی نانولوله کربنی تک 4کرنش نانوکامپوزیت با -نمودار تنش 8شکل 

  ]19[در حالت برابري مدول الاستیک تئوري و آزمایشگاهی 

  
 در تک سلول نانوکامپوزیت Aناحیه  9شکل 

  
 4براي نانوکامپوزیت با  Aدر ناحیه  ζ حسب تغییرتغییرات تنش محوري بر 10شکل 

  جداره درصد وزنی نانولوله کربنی تک

افزار انسیس بدون در نظر گرفتن این فرضیات مساله را حل  که نرم در حالی
کرنش المان محدود در - نمودار تنش 8کند و به همین دلیل در شکل  می
46/0ζ =  نمودار آزمایشگاهی منطبق نیستکاملاً بر.  

  
براي نانوکامپوزیت با  Aدر ناحیه  ζتغییرات تنش وان میسز بر حسب تغییر  11شکل 

  جداره درصد وزنی نانولوله کربنی تک 4

دست  مشاهده شد، مقدار مدول الاستیک به 3و  2طور که در جداول  همان
وکامپوزیت با روش نان المان حجمیآمده از حل معادلات الاستیسیته براي 

افتادگی برشی همواره بیشتر از مدول الاستیک حاصل از انجام آزمایش  عقب
تر کردن مدول الاستیک تحلیلی به مقادیر آزمایشگاهی  براي نزدیک. است

در مدل  ζهاي آزمایشگاهی را با پارامتر گسستگی   نواقص موجود در مدل
براي گسستگی بین دو فاز  المان محدود وارد کرده و مقدار مدول الاستیک

بر تنش محوري و وان  ζدر ادامه به بررسی اثر افزایش . محاسبه شده است
. پرداخته شده است ߪبراي مقادیر مختلف تنش ) Aناحیه (میسز در زمینه 

که این ناحیه نقش  است و به دلیل این نشان داده شده  9در شکل  Aناحیه 
 .شود ن بررسی در نظر گرفته میکلیدي در انتقال بار دارد، براي ای

براي  Aدر ناحیه  ζحسب تغییر  نمودار تغییرات تنش محوري بر
جداره  درصد وزنی نانولوله کربنی تک 4نانوکامپوزیت با زمینه اپون اپوکسی و 

شود که  مشاهده می 10با توجه به نمودار شکل . ارائه شده است 10در شکل 
 =ζ 5/0تا  =ζ 0از ) تنش فشاري(نمودار تنش محوري در مقادیر منفی 

پس از این نقطه که در آن مدول الاستیک . صورت خط راست ادامه دارد به
شوند، نمودار به سمت صفر نزدیک شده  آزمایشگاهی با هم برابر میتئوري و 

با شیب زیادي به مقدار تنش  مقدار آن مثبت شده و سپس =ζ 62/0و در 
نو لوله در تحمل تنش نقشی نداشته و کل ناشود و  نزدیک می ߪاعمال شده 

وان میسز نیز همین مطلب نمودار تغییرات تنش . شود تنش به زمینه وارد می
به صورت  = ζ 5/0مقدار تنش تا  11کند زیرا با توجه به شکل  را تأیید می

نقطه برابري مدول تئوري و (خط راست با مقدار تقریباً ثابت است 
یابد تا در حالت  مقدار تنش به تدریج افزایش میو پس از آن ) آزمایشگاهی

  .شود گسستگی کامل با مقدار تنش وارد شده به انتهاي تک سلول برابر 
شود با تحلیل نمودار تغییرات تنش محوري و  طور که مشاهده میهمان

توان با دقت خوبی  وان میسز بر حسب افزایش گسستگی در زمینه می
گسستگی بحرانی  ߞتیک تئوري و آزمایشگاهی و برابري مدول الاس ߞمحدوده 

این روش در صورت در دسترس نبودن اطلاعات آزمایشگاهی . را تعیین کرد
گشاي محققان در تعیین محدوده  تواند راه هاي جدید می براي نانوکامپوزیت

  .ها باشد مدول الاستیک واقعی نانوکامپوزیت

  نتیجه گیري - 4
انجام این تحقیق ارائه یک مدل تمام پیوسته طور که گفته شد هدف از  همان

جهت تعیین یک باند بالا و پایین با تغییرات کم براي مدول الاستیک 
اي که نتایج  شده با نانولوله کربنی است به گونه نانوکامپوزیت پلیمري تقویت

براي رسیدن به این هدف . آزمایشگاهی همواره در این بازه قرار بگیرد
ته حاکم براي المان حجمی نانوکامپوزیت با استفاده از معادلات الاستیسی
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  وسفیمهدي مندعلی و محمودرضا ی  هاي کربنی به روش تحلیلی شده با نانولوله هاي پلیمري تقویت تعیین محدوده مدول الاستیک نانوکامپوزیت

 

  59  7، شماره 14، دوره 1393مهندسی مکانیک مدرس، مهر 
 

افتادگی برشی حل شد و معادلات تنش محوري و برشی در دو  تئوري عقب
دست آمد و سپس با استفاده از این معادلات،  کننده به فاز زمینه و تقویت

جایی محوري کل المان حجمی و مدول الاستیک نانوکامپوزیت در حالت  جابه
پس از محاسبه مدول الاستیک در این حالت . ل دو فاز محاسبه شداتصال کام

هاي آزمایشگاهی به معادلات تئوري  با وارد کردن اثر نواقص موجود در نمونه
که بیانگر ) ζ )1≤ ζ ≤0افتادگی برشی با استفاده از پارامتر گسستگی  عقب

محدود وجود گسستگی در ناحیه بین وجهی است و با استفاده از مدل المان 
. افزار انسیس، مدول الاستیک با وجود گسستگی بین دو فاز محاسبه شد نرم

هاي بالا با نتایج آزمایشگاهی  دست آمده با روش سپس مدول الاستیک به
 4و 1که حاوي  اپوکسی موجود براي نانوکامپوزیت پلیمري با زمینه اپون

نتایج مهم حاصل جداره است، مقایسه شده که  درصد وزنی نانولوله کربنی تک
  :ها عبارتند از از این بررسی

افتادگی برشی در حالت اتصال کامل بین  معادلات تحلیلی تئوري عقب. 1
نانولوله و زمینه همواره مقدار مدول الاستیک را بیشتر از نتایج آزمایشگاهی 

کنند که این مقدار همان باند بالا براي مدول الاستیک  محاسبه می
  .نانوکامپوزیت است

گسستگی بحرانی دو فاز که با استفاده از  ζمقدار مدول الاستیک متناظر با . 2
شود همواره کمتر از نتایج آزمایشگاهی است  روش المان محدود محاسبه می

  .که این مقدار همان باند پایین براي مدول الاستیک نانوکامپوزیت است
زیت پلیمري با استفاده یک باند بالا و پایین براي مدول الاستیک نانوکامپو. 3

از روش تحلیلی و المان محدود محاسبه شد و نشان داده شد که نتایج 
  .آزمایشگاهی همواره در این محدوده قرار دارند

باتوجه به وقت گیر و هزینه بر بودن انجام آزمایش براي تعیین مدول . 4
یک با هاي جدید محققین به دنبال یافتن مدول الاست الاستیک نانوکامپوزیت

بر تعیین محدوده مدول  علاوه. باشند می هاي تحلیلی استفاده از روش
ها با روش تحلیلی و المان محدود در این تحقیق،  الاستیک نانوکامپوزیت

نشان داده شد که با تحلیل و بررسی تغییرات تنش محوري و وان میسز بر 
که نقش  المان حجمیبراي زمینه و نانولوله در نقاطی از  ζحسب تغییر 

برابري مقادیر مدول الاستیک  ζتوان محدوده  یم اساسی در انتقال بار دارند،
تئوري و آزمایشگاهی را با دقت خوبی بدون انجام آزمایش تعیین کرد و 

اساس آن مقدار مدول الاستیک را با استفاده از روابط و روش المان محدود  بر
  .محاسبه کرد

 ها نشانه علایم و - 5
  مفهرست علائ

ܽ  )nm( شعاع نانولوله

ܾ  )nm( شعاع المان حجمی

ܧ  )Pa( دول الاستیکم

ܧ  )Pa(مدول الاستیک نانولوله 
ܧ  )Pa(مدول الاستیک زمینه 

ܩ  مدول برشی

	ܩ  مدول برشی نانولوله
	ܩ  مدول برشی زمینه

ܮ  )nm( نصف طول المان حجمی

݈  )nm( نصف طول نانولوله

ݑ  )m(جایی شعاعی  جابهمولفه 

ݓ  جایی محوري جابهمولفه 

′ݓ  )II )mجایی محوري در ناحیه  متوسط جابه

ݓ  )m(جایی محوري نانولوله  جابه

ݓ  )m(جایی محوري زمینه  جابه

்ݓ  )m( سلول ي کل تکجایی محور جابه

  علایم یونانی
ߪ  )Pa(المان حجمی  تنش اعمالی به انتهاي

ߥ  نسبت پواسون

௭௭ߪ  )Pa( متوسط تنش محوري در نانو لوله
തതതത

௭௭തതതതߪ  )Pa(متوسط تنش محوري در زمینه 

εrr  مولفه کرنش شعاعی

Pa(  σrr( مولفه تنش شعاعی

௭ߛ  مولفه کرنش برشی
௭௭ߝ  کرنش محوريمولفه 
ఏఏߝ  یه ايکرنش زاومولفه 

ߪ  )Pa(تنش محوري در اینترفیس 

௭௭ߪ  )Pa(مولفه تنش محوري در تقویت کننده مجازي 


௭௭ߪ  )Pa(مولفه تنش محوري در زمینه 

ఏఏߪ  )Pa( ايمولفه تنش زاویه
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