
www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

  
 76-68ص  ص ،7شماره  ،14، دوره 1393مهر  ،مهندسی مکانیک مدرس مجله

                

    

  ماهنامه علمی پژوهشی  

  مدرس  مکانیک مهندسی 
mme.modares.ac.ir 

  
    
    
    
    

                  

 

  
 :Please cite this article using  :براي ارجاع به این مقاله از عبارت ذیل استفاده نمایید

M. Gomroki, M. Abedini, H. Salarieh, A. Meghdari, Identification of Lorenz chaotic system based on synchronization using fractional order calculus, Modares Mechanical 
Engineering, Vol. 14, No. 7, pp. 68-76, 2014 (In Persian) 

 سازي با استفاده از محاسبات مرتبه کسري بر اساس همزمان» لورنز«شناسایی سیستم آشوبناك 

  4، علی مقداري*3، حسن سالاریه2، محمد عابدینی1مهدي گمرکی

  مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی شریف، تهران ،کارشناسی ارشد -1
  دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی شریف، تهران ،دانشجوي دکترا -2
  دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی شریف، تهران ،دانشیار -3
  دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی شریف، تهران ،استاد -4
  salarieh@sharif.edu، 11155-9567تهران، صندوق پستی  *

  چکیده    اطلاعات مقاله
  مقاله پژوهشی کامل

  1392 دي 07: دریافت
  1392بهمن  09: پذیرش

  1393مرداد  10: ارائه در سایت

 شده استفادهروش . هاي مرتبه کسري است سازي با استفاده از روش در این مقاله هدف شناسایی پارامترهاي سیستم آشوبناك بر اساس همزمان  
سازي یکسان، بر اساس معیار پایداري لیاپانوف به دست آمده و سپس با استفاده از دینامیک مرتبه کسري، روش کنترلی مورد نظر  براي همزمان

نوف قوانین به همین منظور به کمک یک تابع لیاپانوف پیشنهادي و بر اساس معیارهاي پایدارسازي مجانبی تئوري لیاپا. بهبود بخشیده شده است
ارائه شده است » لورنز«روش موجود براي سیستم آشوبناك . گرددگردد استخراج میتطبیق مناسب که منجر به شناسایی پارامترهاي نامعلوم می

ها  ر روي آن، بشده دادهسپس نتایج به دست آمده نشان . اند و از آنجایی که هدف شناسایی سیستم بوده، در آن تمام پارامترها نامعلوم فرض شده
بحث شده است و مشاهده شده که استفاده از محاسبات مرتبه کسري در کاهش نوسانات و سرعت همگرایی پارامتر مورد نظر تأثیرگذار بوده 

مرتبه  و نشان داده شده، قانون تطبیقدر انتها نیز پایداري سیستم با استفاده از قانون تطبیق مرتبه کسري مورد بررسی قرار گرفته است . است
تري در ها هم رفتار مناسبکند، همچنان که شبیه سازيزمان سازي و قوانین تطبیق خدشه دار نمیکسري پیشنهادي پایداري مجانبی را در هم

  .دهدزمان سازي نشان میتخمین و هم

  :کلید واژگان
  هاي یکسان سازي سیستم همزمان

  شناسایی پارامتر
  محاسبات و دینامیک مرتبه کسري

  کنترل تطبیقی
  کنترل مدل مرجع
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 In this paper the goal is to identify the parameters of the Lorenz chaotic system, based on 
synchronization of identical systems using fractional calculus. The method which is used for 
synchronization is come from Lyapunov stability theorem and then by using fractional dynamics, 
control laws are improved. To this end, a Lyapunov function is presented and based on the 
Lyapunov stability theory and asymptotic stability criteria, some adaptation laws to estimate 
unknown parameters of the system are proposed. The introduced method is applied to the Lorenz 
chaotic system and since the goal is identification, all the parameters of the system are taken 
unknown. Using invariant set theory, it is proved that the parameter estimation errors converge 
to zero. Then the results of numerical simulations are shown and discussed and it is observed that 
fractional calculus has an essential effect on reducing fluctuations and settling time of the 
parameters convergence. At the end, the stability of the system by using fractional adaptation law 
is discussed. It is shown that the asymptotic stability of the synchronization error dynamics is 
proved using the fractional adaptation law, and this is confirmed through simulation. 
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 مقدمه - 1
هاي غیرخطی تحت شرایط  اي است که در بسیاري از سیستم آشوب پدیده

هاي آشوبناك حساسیت  مشخصه سیستم نیتر مهم. کندخاصی بروز پیدا می
ها به  این مشخصه باعث شبیه شدن رفتار این سیستم. به شرایط اولیه است

هاي  ها در گروه سیستم ولی در واقع این سیستم. شود هاي تصادفی می سیستم
هاي آشوبناك زیادي وجود دارند  در واقعیت، مدل. شوند می يبند طبقهیقینی 

بینی آب و هوا اشاره  هاي موجود براي پیش وان به مدلت ها می که از جمله آن

وي براي ]. 1[ها براي اولین بار توسط ادوارد لورنز معرفی شدند  این مدل. کرد
اي به نام آشوب را معرفی کرد و اثر حساسیت به شرایط اولیه  اولین بار پدیده

معناست حساسیت به شرایط اولیه به این . ها مشاهده نمود را در این سیستم
که اگر سیستم مورد نظر از دو شرط اولیه به اندازه دلخواه نزدیک به هم 

هاي سیستم در این دو حالت پس از گذشت مدتی به  شروع به کار کند، پاسخ
در . گویند می 1به این نما، نماي لیاپانوف. گیرند صورت نمایی از هم فاصله می

                                                                                                                                           
1- Lyapunov exponent 
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یک سیستم، وجود نماي  هاي پی بردن به وجود آشوب در واقع یکی از راه
هاي دو  ها این است که پاسخ نکته مهم در واگرایی پاسخ. لیاپانوف مثبت است

  .مانند شوند و در محدوده خاصی از فضا باقی می کران نمی سیستم، بی
در عمل همه یا بعضی از پارامترهاي موجود در یک سیستم معلوم 

شوبناك با توجه به رفتار مشخص نبودن پارامترها در یک سیستم آ. باشند نمی
تر در مورد آن صحبت شد، مشکلات زیادي براي کار با آن  آن که پیش

هاي مختلفی براي شناسایی  از این رو روش. آورد سیستم به وجود می
هاي  توان به روش پارامترهاي یک سیستم وجود دارد که از آن جمله می

، ]4[نترل مقاوم ، ک]3[، کنترل تطبیقی ]2[هاي عصبی  مبتنی بر شبکه
ها که  در برخی از روش. و غیره اشاره کرد] 5[کمترین مربعات بازگشتی 

هدف نهایی کنترل سیستم است، پیدا کردن مقدار صحیح پارامترها مهم 
شود ولی در برخی  می کاربرده بهنبوده و فقط روشی براي تخمین پارامترها 

ترها مهم بوده و بنابراین به مقادیر صحیح پارام شده ارائههاي  دیگر تخمین
کنند،  نشان دادن این موضوع که تخمین پارامترها به مقادیر صحیح میل می

  .استضروري 
در اصطلاح . استبه معنی یکسان کردن فاز دو سیستم  1سازيهمزمان

شود و هدف این است که گفته می 3و پاسخ 2به این دو سیستم، گرداننده
. مسیرهاي حل سیستم گرداننده را دنبال کنندمسیرهاي حل سیستم پاسخ، 

هاي آشوبناك نیز کاربرد دارد و بسیار مورد مطالعه  سازي در سیستمهمزمان
اشاره ] 9[توان به کار پکورا و کارول در این زمینه می]. 8-6[قرار گرفته است 

هاي  سازي سیستمبه عنوان آغازي بر همزمان 1990کرد که در سال 
  .شد آشوبناك ارائه

هاي آشوبناك به  سازي در سیستمبندي، همزمان بر اساس یک نوع طبقه
دسته نخست آن است که دو سیستم یکسان باشند . شود دو دسته تقسیم می
در ]. 10[شود شناخته می 4هاي یکسانسازي سیستمو با عنوان همزمان

 5هاي غیریکسان سازي سیستمدسته دوم دو سیستم متفاوت بوده و همزمان
شود و مطلوب این است که با اعمال کنترل، سیستم پاسخ رفتار  نامیده می

  ].11[سیستم گرداننده را پیروي کند 
بندي فوق خارج است،  سازي که از طبقه یکی دیگر از انواع همزمان

تواند مانند  سازي می این نوع همزمان]. 12،11[6سازي با بهره است همزمان
از . انجام پذیرد] 12[و غیر یکسان ] 11[سان بندي قبل به دو صورت یک طبقه

  ].13[اشاره کرد  7سازي با تأخیر توان به همزمان سازي می انواع دیگر همزمان
ساله دارد و با کارهاي  300اي حدود  محاسبات مرتبه کسري تاریخچه

هرچند در آن زمان زیاد مورد استقبال . و سایرین آغاز شد 9، ریمان8لایبنیتز
از جمله . هاي اخیر کاربردهاي زیادي پیدا کرده است ولی در سال قرار نگرفت

هاي تعلیق و مواد ویسکوالاستیک اشاره کرد  سازي سیستم توان به مدل می
همچنین محاسبات مرتبه کسري به حوزه کنترل هم وارد شده ]. 14-17[

  .و مزایایی را در آن به وجود آورده است] 21-18[است 
سازي که هم از سرعت قابل قبولی برخوردار باشد  نارائه روشی در همزما

از . و هم کیفیت پاسخ گذراي مناسبی داشته باشد، داراي اهمیت زیادي است
هایی مبتنی بر  این رو در این مقاله سعی شده است با استفاده از روش

                                                                                                                                           
1- Synchronization 
2- Drive 
3- Response 
4- Identical 
5- Non-identical 
6- Projective synchronization 
7- Lag synchronization 
8- Leibniz 
9- Riemann 

محاسبات مرتبه کسري، به شناسایی پارامترهاي سیستم آشوبناك بر اساس 
استفاده از محاسبات مرتبه کسري، پارامترهاي . اخته شودسازي پرد همزمان

این پارامترهاي اضافی به عنوان ابزاري . دهد جدیدي در اختیار طراح قرار می
شوند  سازي می در دست طراح، موجب به دست آمدن نتایج بهتري از همزمان

 این است که با استفاده از روش ارائه شده مقالههمچنین هدف این ]. 20-22[
این کاربرد همان شناسایی . سازي ارائه کرد بتوان کاربرد جدیدي براي همزمان

مشابه با ) سیستم پاسخ(توان یک سیستم  براي این منظور می. هاست سیستم
که در واقعیت در حال کار است را در کامپیوتر ) سیستم گرداننده(سیستمی 

سیستم، به در نظر گرفت و با نامعلوم فرض کردن پارامترهاي هر دو 
. ها پرداخت سازي دو سیستم و پیدا کردن پارامترهاي نامعلوم آن همزمان
سازي یکسان بوده قوانین  در این مورد از نوع همزمان کاررفته بهسازي  همزمان

اي انتخاب شوند تا همگرایی پارامترها به مقادیر صحیح  تطبیق باید به گونه
ر واقع هدف شناسایی سیستم سازي د در این نوع از همزمان. تضمین شود

  .استبوده و در نتیجه اثبات همگرایی پارامترها به مقادیر صحیح الزامی 
] 10[توان به مقاله یانگ  سازي یکسان می به عنوان مثالی از نوع همزمان

در این مقاله براي کنترل از پسخوراند یک فاز استفاده شده است . اشاره کرد
پارامترهاي  کاربردي نیست زیرا عملاًمقاله در این  شده استفادهروش ولی 

در قوانین تطبیق  به عبارت دیگر،. سیستم گرداننده معلوم فرض شده است
 ي واقعیمربوط به تخمین پارامترهاي سیستم پاسخ، از مقادیر پارامترها

اي به این موضوع که تخمین  همچنین در این مقاله اشاره. استفاده شده است
  .شود، نشده است ها به مقادیر صحیح می گرایی آنپارامترها باعث هم

 ی به این صورتاقداماتمقالات قبلی ارائه شده در  هاي براي بهبود روش
در ابتدا پارامترهاي هر دو سیستم گرداننده و پاسخ نامعلوم : شده استانجام 

قوانین تطبیق مناسب براي  ،سپس با توجه به این موضوع. فرض شده است
طوري که همگرایی به ؛ بدست آمده استرهاي هر دو سیستم تخمین پارامت

استفاده از یک  لازم به ذکر است .پارامترها به مقادیر صحیح تضمین شود
که بتواند همگرایی پارامترها به سازي یکسان  براي همزمان یکنترلسیگنال 

به علاوه . مشاهده نشده استپیشین، در مقالات مقادیر صحیح را تضمین کند 
بهبود روش کنترلی با استفاده از محاسبات مرتبه کسري که منجر به تولید 

  .هاي مقاله حاضر است از نوآوريشود،  می 10یک سیستم غیرمتناسب
. در ادامه این مقاله، ابتدا بعضی از مفاهیم و تعاریف اولیه آورده شده است

 سازي یکسان آن با و همزمان» لورنز«سپس به معرفی سیستم آشوبناك 
در این قسمت فقط از پسخوراند . وجود پارامترهاي معلوم پرداخته شده است

در قسمت . سازي استفاده شده است یکی از متغیرهاي حالت براي همزمان
و قوانین تطبیق براي تخمین  شده گرفتهبعد پارامترها نامعلوم در نظر 

انون کنترلی ق. اند ها به مقادیر صحیح به دست آمده پارامترها و میل کردن آن
یافته شده در قسمت قبل، در این قسمت هم مورد استفاده قرار گرفته است 

سپس . آید با این تفاوت که بهره کنترلی آن به صورت تطبیقی به دست می
این قوانین تطبیق، با استفاده از محاسبات مرتبه کسري بهبود بخشیده شده و 

م پایداري سیستم مرتبه در آخر ه. سازي نشان داده شده است نتایج شبیه
و  قرارگرفتهکسري که از نوع غیرخطی و غیرمتناسب است، مورد بررسی 

  .ی براي پایداري آن ارائه شده استحلیلت

 مفاهیم اولیه و تعاریف - 2
 عملگر. باشند مرتبه صحیح می افتهی میتعممشتق و انتگرال مرتبه کسري، فرم 

௧బܦبه طور کلی با نماد گیر در محاسبات مرتبه کسري  مشتق- انتگرال ௧
ఈ نشان

                                                                                                                                           
10- Incommensurate 
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پرداخته  عملگرهاي متداول این  در ادامه به بیان یکی از تعریف. شود داده می
  .شود می

تعریف ) 1(طبق رابطه  1مشتق و انتگرال مرتبه کسري کاپوتو. 1تعریف 
 ]:23[شود  می

)1( 

 
 

   
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1nکه در آن  n  و .  استتابع گاما :  1

0

x tx t e dt


   .  

تعریف  )2(رابطه کسري به صورت  مرتبهسیستم دینامیکی . 2تعریف 
  :شود می

)2(         1

0 0
, , , , nC C

t t t tF t y t D y t D y t g t    

1که در آن 2 n     و توابع 1, , , nF t y yوg(t)  توابع حقیقی ،
به صورت فضاي حالت هم تواند  میین سیستم دینامیکی ا. باشند معلوم می

 :داریم) 3(طبق رابطه . نشان داده شود

)3(  
 

 
0 1 2
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,1,2که در آن براي ,i n ،0 1i  همچنین سیستم خطی . باشند می
 :داریم) 4(طبق رابطه  .استصورت این مرتبه کسري به 

)4(  

1

0

2

0

0

1 11 12 1 1 1

2 21 22 2 2 2

1 2
n

C
t t n
C

t t n

C
n n nn n nt t n

D x a a a x x
D x a a a x x

A

a a a x xD x







                                          

     


 

 »لورنز«سیستم آشوبناك  - 3
سیستم آشوبناکی که به عنوان سیستم گرداننده مورد استفاده قرار گرفته 

معادله دینامیکی این سیستم مطابق . است» لورنز«است، سیستم آشوبناك 
  :]1[ است )5(رابطه 

)5(  

1 2 1

2 1 2 1 3

3 1 2 3

( )x a x x
x bx x x x
x x x cx

 
   
  





 

,10که در آن پارامترهاي سیستم به صورت  28 , 8.3a b c  باشند می.  
سازي مورد نیاز براي شناسایی سیستم از نوع  از آنجایی که همزمان

سازي یکسان است، سیستم پاسخ هم مانند سیستم گرداننده در نظر  همزمان
  .خواهد بود )6(رابطه بنابراین سیستم گرداننده به صورت  ؛شود گرفته می

)6(  

( )+
+

+

y a y y u
y by y y y u
y y y cy u







 

  

 





1 2 1 1

2 1 2 1 3 2

3 1 2 3 3

 

uکه در آن u u1 2 3, سازي سیستم  کنترلرهایی هستند که براي همزمان ,
  .روند پاسخ به کار می

به ترتیب حد بالا براي  B3وB2، فرض کنید که)5(براي سیستم . 1قضیه 
xمتغیرهاي حالت xو 2 2 براي. در این سیستم هستند3

2 /4 0B ac  ، 
2کنترلر با) 6( سیستم 2 2 2( )u k y x   1و 3 0u u  تواند با سیستم  می

                                                                                                                                           
1- Caputo 

همزمان شود و نقطه تعادل صفر براي دینامیک خطاي سیستم) 5(
( ; 1,2,3)i i ie y x i    به صورت مجانبی فراگیر پایدار است با این شرط

  ):7(طبق رابطه  که

)7(  

2 1 2

2
3

1

2
3

2 2
2

max( , )

( )min 1 0
4

( )
min 1 0

4

k g g

a b Bg
a

c a b B
g

ac B













  
   

 
  

   
 

 

ز منظور ا min .


داخل پرانتز به ازاي در عبارت فوق، کمینه عبارت  

2است به شرطی که ߣتغییرات
2 /4 0B ac   برقرار باشد.  

  :است )8(رابطه صورت  به) 6(از ) 5(دینامیک خطا با کم کردن رابطه : اثبات

)8(  

( )e a e e u
e be e e e x e x e u
e ce e e x e x e u






  

     

     





1 2 1 1

2 1 2 1 3 1 3 3 1 2

3 3 1 2 2 1 1 2 3

 

  :شود تعریف می )9(رابطه  صورت تابع لیاپانوف در اینجا به

)9(   ( )V t λe e e  2 2 2
1 1 2 3

1
2

 

  :خواهیم داشترا ) 10(رابطه گیري از تابع لیاپانوف بر حسب زمان  با مشتق

)10(  

( )
( )
( )
( )

( )
( )

V t λe e e e e e
λe ae ae u
e be e e e x e x e u
e ce e e x e x e u
λae e ce e e λa b x

e e x λe u e u e u

  

  

     

     

      

   

   1 1 1 2 2 3 3

1 2 1 1

2 1 2 1 3 1 3 3 1 2

3 3 1 2 2 1 1 2 3
2 2 2
1 2 3 1 2 3

1 3 2 1 1 2 2 3 3

 

uجایگذاري با u 1 3 uو 0 k e 2 2   .رسیم می )11( رابطه درمعادلات بالابه2

)11(  

( )
( )
( )
( )

( )
( )

V t λe e e e e e
λe ae ae u
e be e e e x e x e u
e ce e e x e x e u
λae e ce e e λa b x

e e x λe u e u e u

  

  

     

     

      

   

   1 1 1 2 2 3 3

1 2 1 1

2 1 2 1 3 1 3 3 1 2

3 3 1 2 2 1 1 2 3
2 2 2
1 2 3 1 2 3

1 3 2 1 1 2 2 3 3

 

  ):12(طبق رابطه  که

)12(  

3 2

3
2

2

1

2

3

( )
2 2

( )P 1 0
2

0
2

a b B Ba

a b B k

B c

e
e e

e






    
 
 
     

 
 

 
 
 
 

  
 
 

 

2و رابطه )7(در صورتی که شرایط موجود در رابطه 
2 / 4 0λ B ac   برقرار

)و بنابراین است نیمع مثبت P باشند، ماتریس )<01V t  و نقطه تعادل مبدأ
  .سازي نقطه پایدار مجانبی فراگیر خواهد بود براي خطاي همزمان

 سازي تطبیقی همزمان - 4
در واقعیـت همـه یـا بعضـی از      معمـولاً اشـاره شـد،    تـر  شیپ ـکه  طور همان

از ایـن رو  . باشند میبوده و یا داراي عدم قطعیت پارامترهاي سیستم نامعلوم 
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بـه  . شـود  هاي تطبیقی استفاده می براي شناسایی پارامترهاي نامعلوم از روش
هاي گرداننده و پاسخ نامعلوم در نظر گرفته  این ترتیب که پارامترهاي سیستم

 یروزرسـان  بـه شود و پارامترهاي سیستم پاسخ با استفاده از قوانین تطبیق  می
  :است )13(طه راب براي این منظور سیستم پاسخ به صورت. شوند می

)13(  

1 2 1 1

2 1 2 1 3 2

3 1 2 3 3

( )r

r

r

y a y y u
y b y y y y u
y y y c y u

  
    
   





 

,در این سیستم، پارامترهاي ,r r ra b c شوند نامشخص در نظر گرفته می.  
 سیستم. را در نظر بگیرید 1در قضیه  ذکرشدههمه فرضیات . 2قضیه 

)با کنترلر) 13( ), 2 2 2 2 1 3 0u k y x u u     تواند با سیستم نشان  می
همزمان شود که در نتیجه نقطه تعادل صفر از ) 5(داده شده در معادله 

به ) 14( در شده نوشتهدینامیک خطاي سیستم با استفاده از قانون تطبیق 
طور مجانبی و فراگیر پایدار خواهد بود و همگرایی پارامترها نیز حاصل 

  :داریم) 14(طبق رابطه  .شود می

)14(  

1 2 1 1

1 2

3 3
˙

2
2 2

a

b

c

e e y e y
e y e
e y e

k e

   

 











 

شود و براي سیستم جدید به  دینامیک خطا مطابق قبل تعریف می: اثبات
  :است )15(رابطه صورت 

)15(  

( ) ( )1 2 1 2 1 1

2 1 2 1 3 1 3 3 1 1 2

3 3 1 2 2 1 1 2 3 3

a

b

c

e a e e e y y u
e be e e e y e y e e y u
e ce e e y e y e e y u

    

      

   



   









 

a این رابطهدر  re a a  براي. خطاي تخمین پارامتر است,b ce e به  هم
  .همین صورت است

  :قابل تعریف است )16(رابطه اکنون تابع لیاپانوف جدید به صورت 

)16(     ( ) ( )
2* 2 2 2

2 1 2 2
1 1
2 2a b cV t V t e e e k k       

*تخمین بهره کنترلی است و 2kکه
1 ( )V t  مشتق . است )9(به فرم معادله

*زمانی
1 ( )V t  عبارت است از )17(طبق رابطه:  

)17(  

*( )
( )
( )
( )

1 1 1 2 2 3 3

1 2 1 2 1 1

2 1 2 1 3 1 3 3 1 1 2

3 3 1 2 2 1 1 2 3 3

a a

b

c

V t λe e e e e e
λe ae ae e y e y u
e be e e e y e y e e y u
e ce e e y e y e e y u

  

    

      

      

   

 

  :است) 18(رابطه صورت  به) 16(بنابراین مشتق زمانی تابع لیاپانوف 

)18(  *
22 1 2 2( ) ( ) ( )ka a b b c cV t V t e e e e e e k k     


      
1که شود دوباره فرض می 3 0u u  2و 2 2u k e   ، با جایگذاري رابطه

  :آید به دست می) 19(

)19(  

2 2 2
2 1 2 2 3

1 2 3 1 3 2

1 2 1 1 1 2

2
23 3 2 2 2

( ) (1 )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )(k )

a a b b

c c

V t ae k e ce
e e a b x e e x
e e y e y e e y e e

e e y e k k e




 

    

   

    

     












 

  ):20(طبق رابطه  بنابراین

)20(  

2 1 1 2 1 1

1 2 3 3

2
22 2 2

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )(k )

a a

b b c c

V t V t e e y e y e
e y e e e e y e

k k e

    

    

  


  
 

 

 

)که در آن )1
TV t e Pe  داده شده  نشان) 11( رابطه که در طور همان

  :آید بدست می) 21(، رابطه )20( در) 14(با جایگذاري قوانین تطبیق . است
)21(  ( ) ( ) ( )2 1 2 0TV t V t e Pe V t        

  :گردد به صورت زیر ارائه می 1براي ادامه روند اثبات، لم 
نقطه تعادل صفر براي . را در نظر بگیرید 1همه فرضیات قضیه . 1لم 

کنترلر  و) 14(استفاده از قوانین تطبیق  با) 15(دینامیک خطاي سیستم 
2ݑ = −෤݇2݁2 به صورت مجانبی فراگیر پایدار است.  

رابطه فرم  بهتواند  یک ماتریس متقارن مثبت معین است که می P :اثبات
  .نوشته شود) 22(
)22(  ( ) ( ) ( )2 1 2 0TV t V t e Pe V t        

  ):23(طبق رابطه  بنابراین
)23(  ( ) ( ) ( )2

TV t Se Se   
  :)24(طبق رابطه  با در نظر گرفتن انتگرال .استیک ماتریس ثابت غیر تکین  S که

)24(   ( ) ( )2 2 2
0

0I V t dt V V


       

)نامثبت است لذا 2Vبا توجه به این موضوع که )2V t  کاهشی است و از
)آنجایی که )2V t مثبت است؛ در نتیجه( )2V   در  ܫمحدود بوده و انتگرال

  :را داریم) 25(، رابطه )23( رابطه بنابراین با توجه به. محدوداست) 24(رابطه 

)25(  ( ) ( )
0

TSe Se dt I


  

  :گفت) 26(طبق رابطه  توان که در نتیجه می
)26(    2Se L  

منفی نیمه معین است، همه خطاها و  2Vو این که )21( رابطه با توجه به
بنابراین مشتقات زمانی موجود در . تخمین پارامترها محدود خواهند بود

و محدود) 15(دینامیک خطاي سیستم  خواهند بود  d Se
Se

dt
   نیز

  .ماند محدود می
  :را داریم) 27(رابطه  ]25[اکنون با استفاده از لم باربالات 

)27(   lim =0
t

Se t


 

  :گفت) 28(طبق رابطه  توان غیر تکین است، می ܵاین موضوع که  با توجه به
)28(   lim =0

t
e t


 

  .شود بنابراین اثبات لم تکمیل می
2اکنون اگر معادله 0V   پاسخ مجاز، پاسخ، تنها 1، طبق لم شودحل

 =0e  دانستن این  و) 15(با اعمال این پاسخ به سیستم . خواهد بود
که) 28(رابطه موضوع از   0e  ،  بدست خواهد آمد) 29(رابطه:  

)29(  ( )= ( )= ( )=0a b ce e e    
، مبدأ براي ]24[هاي ناورداي لاسال  سپس با استفاده از قضیه مجموعه

  .هم به صورت مجانبی فراگیر پایدار خواهد بود با) 15( و) 14(سیستم 
که در کامپیوتر ساخته  مجازي ، سیستم2بنابراین با توجه به قضیه 

شود، با پارامترهاي  و به عنوان سیستم پاسخ در نظر گرفته می) 13( شود می
,نامشخص ,r r ra b c 5(رابطه تواند با سیستم حقیقی نشان داده شده در  می (

گیري همه متغیرهاي حالت و با استفاده از پسخوراند برگرفته از تنها  با اندازه
دهد که خطاها به  نشان می 2قضیه . یکی از متغیرهاي حالت، همزمان شود

زم لا. کنند صورت مجانبی به صفر و پارامترها نیز به مقادیر حقیقی میل می
سازي و  شبیه ،به ذکر است که کنترلر و تمامی قوانین تطبیق نیز در کامپیوتر

  .شوند ساخته می
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  هاي مختلفߙبا ) 31(پاسخ پله واحد سیستم  1شکل 

 
 rbوraيتخمین پارامترها 2شکل 

 قانون تطبیق مرتبه کسري - 5
اشاره شد، با استفاده از محاسبات مرتبه کسري  تر پیشبا توجه به آن چه 

بنابراین  ؛سازي و همگرایی پارامترها را افزایش داد توان سرعت همزمان می
طبق  را) 14(تر سیستم قوانین تطبیق موجود در رابطه  براي شناسایی سریع

  :تغییر خواهند نمود) 30(رابطه 

)30(  

1

2

3

4

0 1 2 1 1

0 1 2

0 3 3

2
0 2 2

αC
t a
αC
t b
αC
t c
αC
t

D e λe y λe y
D e y e
D e y e
D k e

  

 





 

4i,...,1که در آن براي ،0 1iα  توان انتظار داشت که  می. باشند می
از یک مانند یک سیستم میرا عمل  تر کوچکسیستم دینامیکی با مرتبه کسري 

سازي مورد نظر، با قوانین تطبیق فوق پایدار باقی  ، لذا همزمان]26،25[کند  می
با این حال بررسی پایداري . تر و با نوسانات کمتر انجام شود ماند و سریع خواهد

  .آورده شده است 7تر در بخش  این سیستم به صورت دقیق
  :را در نظر بگیرید )31(براي نمونه سیستم 

)31(  ( ) 1
1

1 αG s
s s 

 
 

براي  1در شکل . شود به عنوان مرتبه مشتق سیستم شناخته می ߙکه در آن
همانطور که . هاي مختلف، پاسخ پله واحد این سیستم رسم شده استߙ

0.75 شود، در مشاهده می  رفتار سیستم با استکه کوچکتر از یک ،
  .میرایی بیشتري ملاحظه شده است

به شدت  ܿشود، همگرایی پارامتر  می طور که در بخش بعد مشاهده همان
3نوسانی بوده و بنابراین فقط از 0.7α  شود و سایر قوانین به  استفاده می

  .مانند صورت مرتبه صحیح باقی می

 سازي عددي شبیه - 6
براي نشان دادن تأثیر و مزایاي قانون تطبیق مرتبه کسري، در این بخش به 

مقایسه دو روش مرتبه کسري و مرتبه صحیح پرداخته  سازي عددي و شبیه
هاي معادلات دیفرانسیل از مرتبه کسري  براي حل کردن دستگاه. شده است

گام . استفاده شده است] 27[بینی و تصحیح  ، از روش پیش)30( و) 13(، )5(
، شده اشارهروش . در نظر گرفته شده است 001/0زمانی در این روش برابر با 

 4مرتبه  1کوتا-ادلات دیفرانسیل از مرتبه صحیح مانند روش رانگبراي مع
 اند شده نوشتهافزار متلب  ها توسط کدهایی که در نرم سازي شبیه. کند عمل می

) 30( رابطهدر قسمت مرتبه کسري براي قوانین موجود در . انجام شده است
3از مقدار تنها 0.7α  معادلات به صورت مرتبه صحیح و سایر  شده استفاده

و به  cدهد تخمین پارامتر  ها نشان می سازي زیرا شبیه. اند شده گرفتهدر نظر 
داراي نوسانات شدید است و براي جلوگیري از این  3eتبع آن خطاي

ها، دینامیک قانون تطبیق مربوطه، به صورت مرتبه کسري در نظر  نوسان
توان سایر قوانین تطبیق را نیز به  لازم به ذکر است می. است گرفته شده

صورت مرتبه کسري و حتی با مرتبه مشتق متفاوت در نظر گرفت، گرچه 
  .چندانی در بهبود نتایج نخواهد داشت ریتأث

درصد خطا نسبت به مقادیر 10پارامترها با براي به دست آوردن نتایج، 
2ܤ مقادیر  .اند شده گرفتهواقعی کمتر در نظر  = 28, 3ܤ = اختیار شده و 48

,10، پارامترها به صورت)5(در معادله  28, 8/3a b c   اولیه  طیشرا و
صورت به 0 10,10,25 Tx  13(همچنین براي معادلات . اند شده  انتخاب( 

به ترتیب مقادیر )30( و 0 0,0,15 Ty ،(0) 13ra  ، ܾ(0)ݎ =  و 25
(0)ݎܿ =  )7(با استفاده از رابطه  .اند شده گرفتهبه عنوان شرط اولیه در نظر  3

سیستم با این  که يطوربه (و در نظر گرفتن تخمینی از پارامترهاي سیستم 
درصد کمتر از مقادیر 10پارامترها همچنان آشوبناك بماند به طور مثال 

5.93λدر. بهره را حدس زدتوان شرط اولیه  می) واقعی خود ،1 52.2g  
26.7λو در ،2 157.4g   بدست آمده است و مقدار شرط اولیه بهره با

෤݇2(0)توجه به آن،  =   .انتخاب شده است 162
شود، مقادیر  لازم به ذکر است همانطور که در این رابطه دیده می

و در ادامه سیستم  دارند ریتأثپارامترها در محاسبه حد پایین بهره کنترلی 
  .بهره را به مقدار مناسب میل خواهد داد خود خودبهتطبیقی، 

 ݎܿتخمین پارامتر  3و در شکل  rbو raتخمین پارامترهاي 2در شکل 
شود، پارامترها به مقدار صحیح  همانطور که مشاهده می. اند نشان داده شده
با استفاده از روابط مرتبه  ݎܿهمچنین تخمین پارامتر . اند خود میل کرده

صحیح داراي نوسانات زیادي است ولی در صورت استفاده از قوانین تطبیق 
و تخمین مورد  اند افتهی کاهشمرتبه کسري، این نوسانات به طرز چشمگیري 

در واقع زمان نشست . تري به مقدار صحیح میل کرده است نظر در زمان کوتاه
این مقدار در حالت  1/0تبه کسري، حدود با استفاده از قوانین تطبیق مر

به علاوه استفاده از دینامیک مرتبه . استاستفاده از روابط مرتبه صحیح 
نه تنها تأثیر منفی بر تخمین سایر پارامترها  ݎܿکسري در تخمین پارامتر 

 .باعث کاهش نوسانات هم شده است ݎܾنداشته است، بلکه در تخمین 

                                                                                                                                           
1- Runge-Kutta 
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 ݎܿ تخمین پارامتر 3شکل 

 
 سازي فازهاي اول و دوم خطاي همزمان 4شکل 

 
 سازي فاز سوم خطاي همزمان 5شکل 

سازي براي فازهاي اول و دوم سیستم و در شکل  خطاي همزمان 4در شکل 
همانطور . سازي براي فاز سوم سیستم نشان داده شده است خطاي همزمان 5

به صحیح و کسري به شود، این خطاها براي هر دو حالت مرت که مشاهده می
به طور مستقیم روي  ݎܿولی با توجه به این که تخمین پارامتر . اند صفر رسیده

شود که این خطا در حالت مرتبه صحیح،  گذارد، مشاهده می فاز سوم تأثیر می
نوسانات زیادي دارد و در حالت مرتبه کسري علاوه بر این که نوسانات 

همچنین مانند قبل . یار کوچک شده است، زمان نشست هم بساند افتهی کاهش
دینامیک مرتبه کسري باعث بهبود وضعیت در دو فاز دیگر هم شده است و 

 .نوسانات در این دو فاز هم کاهش یافته است
آید، نشان  نیز بهره کنترلی که به صورت تطبیقی به دست می 6در شکل 

کسري بهره  شود، در حالت مرتبه همانطور که ملاحظه می. داده شده است
دهد در این حالت انرژي کنترلی کمتري  کنترلی کوچکتر بوده که نشان می

  .سازي دو سیستم مورد نیاز است براي همزمان
همانطور که . نشان داده شده است شده استفادهقانون کنترلی  7در شکل 

. شود سازي می هاي قبل اشاره شد، این کنترلر در کامپیوتر شبیه در بخش
براي . نگرانی بابت زیاد بودن دامنه این کنترلر در ابتدا وجود نداردبنابراین 

نمایش داده شده  شده بزرگبهتر نشان دادن جزئیات، در قسمت پایین، شکل 
 100واحد زمانی، دامنه کنترلی به زیر  02/0در این شکل در کمتر از . است

این دامنه همچنین در حالت مرتبه کسري با کمترین نوسانات . رسد واحد می
حال آن که در حالت مرتبه صحیح نوسانات بسیار بیشتر . رسد به صفر می

  .رسد واحد می 150بوده و دامنه دوباره به حدود 

 گیري نتیجه - 7
پرداخته شده » لورنز«در این مقاله به شناسایی پارامترهاي سیستم آشوبناك 

تم آشوبناك سازي یکسان دو سیس روش مورد استفاده بر اساس همزمان. است
سازي  با استفاده از پسخوراند فقط یکی از متغیرهاي حالت، همزمان. است
که تخمین پارامترها به  شده انتخاباي  و قوانین تطبیق به گونه شده انجام

  . مقدار صحیح خود میل کند
  

 
  بهره کنترلی 6شکل 

 
  قانون کنترلی 7شکل 
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همچنین نشان . در نتیجه هدف اصلی که شناسایی سیستم بود، به دست آمد
داده شده است که تغییر دینامیک یکی از قوانین تطبیق به مرتبه کسري، 

حالت مرتبه صحیح  1/0حدود  را تا rcزمان نشست براي تخمین پارامتر
سازي  در نتیجه زمان نشست در صفر شدن خطاي همزمان. ه استدادکاهش 

همچنین با استفاده از قوانین . فاز سوم هم به همین اندازه کاهش یافته است
و بهره کنترلی  افتهی کاهشتطبیق مرتبه کسري، نوسانات به طرز چشمگیري 

  .هم کمتر از بهره کنترلی با قوانین تطبیق مرتبه صحیح به دست آمده است
براي ] 10[حالت مرتبه صحیح در واقع بهبود روش ارائه شده در مقاله 

عملی و است که در آن قوانین تطبیق به صورت » لو«آشوبناك  سیستم فوق
  .اند دهدست نیامبه سازي  قابل پیاده

تطبیق  نیقوان از استفاده بادرانتها و در پیوست، براي پایداري سیستم 
دهددرصورت استفاده ازاین  ست که نشان میمرتبه کسري بحثی انجام شده ا

 .ماند پایداري سیستم باقی می همچنان ،قوانین
براي به دست آوردن کنترلروقوانین  شده انجاملازم به ذکراست مباحث 

 وآشوبناك دیگر نیز بوده  هاي آشوبناك یا فوق  به سیستم اعمال  قابل ،تطبیق
 )12( رابطه در Pودن ماتریس کافی است شرایط لازم براي مثبت معین ب فقط
 درتابع لیاپانوف  مشتق دری هم که مواقع در. به دست آیند )7( رابطه مانند
سازي ظاهرشودکه نتوان آنرا  ي همزمانخطا ازهاي بالاتري  مرتبه )11( رابطه

به حالت مجانبی محلی  قضیه ،ها نظر از آن باصرف نوشت، دوبه فرم درجه 
  .دهد تغییرصورت می

 بررسی پایداري سیستم در حالت مرتبه کسري: پیوست - 8
هاي قبل اشاره شد، براي بهبود شرایط همگرایی  همانطور که در بخش

 )32(رابطه به صورت  ܿپارامترها، قانون تطبیق مربوط به تخمین پارامتر 
  .تغییر کرد

)32(  3
0 3 3

αC
t cD e y e  

  .بازنویسی کرد )33(رابطه را به صورت ) 20(توان رابطه  بنابراین می

)33(  

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( ) (3 3

2 1 1 2 1 1
˙

2
21 2 2 2 2

0 3 3 0 )

a a

b b
α αC C

c t c c c t c

V t V t e λe y λe y e

e y e e k k k e
e D e e y e e D e

   

    

   

  

 


 

  .آید درمی )34(رابطه ، رابطه بالا به صورت )14(با جایگذاري قوانین تطبیق 

)34(  
( ) ( ) ( )

(

3

3

2 1 0

0 )

αC
c c t c

αT C
c c t c

V t V t e e D e
e Pe e e D e
  

   

  
  

شود، در سمت راست این عبارت علاوه بر آنچه در  همانطور که مشاهده می
در صورتی که این . وجود دارد، جمله دیگري اضافه شده است) 21(رابطه 

شود ولی در صورتی  جمله منفی باشد، پایداري سیستم مورد نظر تضمین می
. ر بگذاردتأثی (ݐ)2ܸ̇تواند در علامت کلی  که این جمله اضافه مثبت شود، می

شود، در ادامه نشان داده  (ݐ)2ܸ̇اگر این تأثیر باعث مثبت شدن علامت 
شوند که این  محدود می کرانشود که خطاهاي سیستم از بالا به یک  می

  .کند به سمت صفر میل مینیز خود  کران،
لازم به ذکر است که مثبت شدن مشتق یک تابع لیاپانوف به معناي 

دهد که پایداري سیستم با استفاده  و فقط نشان میناپایداري سیستم نیست 
براي آن که از مثبت بودن مشتق . اثبات نیست از تابع لیاپانوف مورد نظر قابل

گیري کرد، لازم است نشان  تابع لیاپانوف بتوان ناپایداري سیستم را نتیجه
) یا نقطه تعادل(از فضا که شامل مبدأ  يا داده شود که این مشتق در دامنه

  .است، مثبت است

بنابراین در ادامه به بررسی علامت جمله دوم در سمت راست رابطه 
شود تا به وسیله آن پایداري سیستم با استفاده از قوانین  پرداخته می) 34(

براي این منظور از تعریف مشتق کاپوتو . تطبیق مرتبه کسري نیز اثبات شود
  .در حالت مرتبه کسري استفاده شده است

)بارتع. 2لم  )w τ در نظر بگیرید )35(رابطه  را مطابق:  

)35(  ( )
( )( ) ( )( )

1 1
1 1β αw τ

β t τ α t τ
 

   Γ Γ
  

0 که در آن < ߙ < ߚ < 0در صورتی که . 1 ≤ ߬ ≤ ߚو  ݐ → ؛ آنگاه1
( )w τ همواره منفی و نزولی خواهد بود.  
)گیري از مشتق با. اثبات )w τ نسبت بهτ 36(طبق رابطه(:  

)36(  

( )=
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 1

1 1

2

1 1
1 1

1 1

β α

α β

α β

dw τ β α
dτ β t τ α t τ

β α t τ α β t τ
β α t τ
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0با توجه به مثبت بودن عبارت مخرج و اینکه  < ߙ < ߚ < ، واضح است 1
0*که عبارت صورت براي τ τ  37(طبق رابطه  که در آن(،  

)37(  
( )
( )

1

* 1
1

β αα ατ t
β β

 
    

Γ
Γ

 

ߚهمواره منفی خواهد بود و زمانی که  → لذا . کند میل می ݐبه  τ*مقدار 1
ߚزمانی که  (߬)ݓ → 0در بازه  1 ≤ ߬ ≤   .نزولی است ݐ
  :داریم) 38(طبق رابطه . شود بازنویسی می مجدداً(߬)ݓحال 

)38(  
( )( ) ( )( )( )=
( )( ) ( )( )
1 1

1 1

α β

α β
α t τ β t τw τ
α t τ β t τ

    
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Γ Γ
Γ Γ

 

مشخص است که براي  مجدداًمخرج این عبارت همواره مقداري مثبت دارد و 
0 < ߙ < ߚ < ߚو  1 → منفی و  (߬)ݓلذا . عبارت صورت منفی است 1

  .نزولی است
߬در ضمن باید توجه داشت که علاوه بر شرایط لم در صورتی که  → ، ݐ

  .کند به منفی بینهایت میل می (߬)ݓعبارت 
)عبارت. گزاره )3

0
αC

c c t ce e D e  کند  اي رفتار می به گونه )34(در رابطه
که پایداري مجانبی سیستم کنترل شده با استفاده از قانون تطبیق مرتبه 

  .باقی خواهد ماند شده نیتضمکسري، 
଴஼ܦبا  ܿ̇݁ شده اشارهدر صورتی که در عبارت . اثبات ௧

ఉ݁௖  که  شودجایگزین
ߚدر آن  →   :گفت) 39(ن طبق رابطه توا می، 1

)39(  
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تعریف شده  )35( رابطه به عنوان یک تابع وزن بوده و در (߬)ݓکه در آن 
  .استمنفی و نزولی  2است و با توجه به لم 

  :تعریف شده است) 40(در رابطه  iIو iAدر ادامه براي راحتی کار دو متغیر

)40(   

( ) ( )

( )= ( ) ( );
1

1

, ; 1,...,

, ,

i

i

θ

i i
θ

i c c i i

I A t τ w τ dτ i N

A τ τ e τ e τ τ θ θ




 

  




 

0ߠکه در آن  = ܰߠ، 0 = 1−݅ߠ]هاي  و بازه ݐ , شوند  اي انتخاب می به گونه [݅ߠ
,߬)݅ܣها  که در آن   :داریم) 41(طبق رابطه  همچنین. دهد تغییر علامت نمی (߬
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)41(  
( ) ( ) ( )

10

t N

c c i
i

I e t e τ w τ dτ I


    
  

   

پیوستگی وجود  (߬)ܿ̇݁و  (߬)ܿ݁هاي  با توجه به این موضوع که در سیگنال
,߬)݅ܣدارد، در هر تغییر علامت  تغییر  (߬)ܿ̇݁یا  (߬)ܿ݁تنها یکی از عبارات  (߬

توان نتیجه گرفت در صورتی که در بازه  بنابراین می. دهند علامت می
2−݅ߠ] , ,߬)1−݅ܣ، علامت [1−݅ߠ ت بوده باشد، سیستم به سمت ناپایداري مثب (߬
دهد و در  تغییر علامت می (߬)ܿ̇݁فقط  1−݅ߠکند و در نتیجه در  حرکت می

,߬)1−݅ܣصورتی که علامت  منفی بوده باشد، با توجه به این که خطا به  (߬
  .دهد تغییر علامت می (߬)ܿ݁فقط  1−݅ߠرود، در  سمت صفر می

ܰحال در نظر بگیرید که  =   :آید در این صورت دو حالت به وجود می. باشد 1
,ݐ)1ܣاگر  - 1   :مثبت باشد (߬

  :نوشترا ) 42(رابطه توان  می 2با توجه به نتیجه لم 
ܫ )42( < 0 

 (ݐ)2ܸ̇در این صورت . زیرا انتگرال یک عبارت منفی همواره منفی خواهد بود
ماند و خطاي تخمین پارامترها و خطاي  منفی باقی می )34(در رابطه 

,0]سازي فازهاي مختلف در بازه  همزمان   .شود به صفر نزدیک می [1ߠ
,ݐ)1ܣاگر  - 2   :منفی باشد (߬

 )34(در رابطه  (ݐ)2ܸ̇مثبت خواهد شد و آنگاه در صورتی که  ܫدر این صورت 
ولی در صورتی که . دده منفی باقی بماند، حالتی مشابه قسمت قبل رخ می

  :داریم) 43(طبق رابطه  مثبت شود (ݐ)2ܸ̇

)43( 
(ݐ)2ܸ̇ = −݁ܶܲ݁+݁ܿ(݁̇ܿ − 0ܦ

ܥ
ݐ
0<(3݁ܿߙ

⇒ ݁ܶܲ݁ < |݁ܿ(݁̇ܿ − 0ܦ
ܥ

ݐ
|(3݁ܿߙ  

دار شده  سازي از بالا کران دهد خطاي همزماندر حقیقت نشان می) 43(عبارت 
، خود به سمت صفر ذکرشدهاین کران در شرایط  داده خواهد شداما نشان  ؛است

,ݐ)1ܣاز آنجایی . کندمیل می ߬) = به سمت صفر  |ܿ݁|منفی است،  (߬)ܿ̇݁(ݐ)ܿ݁
یک  ܲبا توجه به این که . کند به صفر میل می ݁ܲܶ݁کند و در نتیجه  میل می

حال . کند به صفر میل می ݁که بردار  شود ماتریس مثبت معین است، نتیجه می
همگرایی  2یه ناورداهاي لاسل و مشابه قسمت پایانی اثبات قضیه ضبا استفاده از ق

شود و در نتیجه سیستم با استفاده از  پارامترها به مقادیر صحیح هم اثبات می
  .دینامیک مرتبه کسري و در یک بازه، پایدار مجانبی باقی خواهد ماند

,0]بازه  پس در همه حالات در تک ,ݐ)1ܣ، در صورتی که علامت [1ߠ ߬) 
سازي فازها به صفر  تغییر نکند، خطاي تخمین پارامترها و خطاي همزمان

  .شود نزدیک می
سازي و تخمین  در صورتی که پیش از صفر شدن خطاهاي همزمان

,߬)1ܣپارامترها، علامت  ܰتغییر کند، با فرض  1ߠدر  (߬ =   :داریم 2
,߬)1ܣدر صورتی که  تغییر علامت  (߬)ܿ̇݁مثبت باشد، از قبل داریم که  (߬

,߬)2ܣبنابراین . دهد می مثبت خواهد شد؛ همچنین  2ܫمنفی و در نتیجه  (߬
,ݐ)1ܣ در این صورت حالتی مشابه . منفی باقی خواهند ماند 1ܫمثبت و  (߬

ܰدر قسمت  2حالت  = ,ݐ)1ܣآید که در آن  پیش می 1 به این  .منفی بود (߬
را مثبت  )34(در رابطه  (ݐ)2ܸ̇مثبت شود و بتواند علامت  ܫترتیب که اگر 

  :گفت) 44(توان طبق رابطه  میکند، 

)44( 

(ݐ)2ܸ̇ =  ܫ+݁ܲܶ݁−
= −>ଶܫ+ଵܫ+்݁ܲ݁−  ଶ>0ܫ+்݁ܲ݁

⇒ ்݁ܲ݁ < |ଶܫ| = |݁௖(ݐ)න ݁̇௖(߬).ݓ(߬)݀߬
௧

ఏభ
| 

,ݐ)2ܣکه با استدلالی مشابه قبل و با توجه به آن که  منفی است، پایداري  (߬
در رابطه  (ݐ)2ܸ̇شود و در غیر این صورت با منفی باقی ماندن  حاصل می

  .ماند ، سیستم پایدار باقی می)34(

,߬)1ܣحال در صورتی که  تغییر  (߬)ܿ݁منفی باشد، با توجه به این که  (߬
,ݐ)2ܣعلاوه بر این که  دهد، علامت می منفی خواهند شد،  2ܫمثبت و  (߬

,ݐ)1ܣعلامت  . شود نیز منفی می 1ܫنیز به مثبت تغییر خواهد کرد و علامت  (߬
در  1شود، حالتی مشابه حالت  منفی می ܫدر این صورت با توجه با اینکه 

ܰقسمت  = ,ݐ)1ܣآید که در آن  به وجود می 1 راین مثبت بود و بناب (߬
ܰپایداري سیستم براي حالت  =   .شود نیز تضمین می 2

ܰحال با فرض  =   :داریم 3
,߬)1ܣاگر  ,−1ߠ)1ܣ کند و تغییر می (߬)ܿ݁علامت  1ߠمنفی باشد، در  (߬ و (߬
,߬)2ܣ کند و در  تغییر می (߬)ܿ̇݁علامت  2ߠبنابراین در . شوند هر دو مثبت می (߬

,ݐ)1ܣنتیجه  ,ݐ)2ܣمثبت و  (߬ ,ݐ)3ܣنیز مثبت و  (߬ . منفی خواهد شد (߬
مثبت خواهد شد و از آنجایی که فقط در  3ܫنیز منفی و  2ܫمنفی،  1ܫبنابراین 

وجود دارد و در این  )34(در رابطه  (ݐ)2ܸ̇بازه آخر امکان مثبت شدن علامت 
,ݐ)3ܣبازه    :نوشت )45(طبق رابطه  توان منفی است، می (߬

)45( 

(ݐ)2ܸ̇ =  ܫ+݁ܲܶ݁−
=  ଷܫ+ଶܫ+ଵܫ+்݁ܲ݁−
<  ଷ>0ܫ+்݁ܲ݁−

⇒ ்݁ܲ݁ < |ଷܫ| = |݁௖(ݐ)න ݁̇௖(߬).ݓ(߬)݀߬
௧

ఏమ
| 

ܰکه با استدلالی مشابه حالت دوم در  = توان ادعا کرد، سیستم پایدار  می 1
  .خواهد شد

,߬)1ܣاگر  ، فقط 1ߠدر  (߬)ܿ̇݁مثبت باشد، با توجه به تغییر علامت  (߬
,߬)2ܣ ، علاوه بر این (߬)ܿ݁با توجه به تغییر علامت  2ߠشود و در  منفی می (߬

,ݐ)3ܣکه  ,ݐ)1ܣمثبت خواهد شد؛  (߬ ,ݐ)2ܣمنفی و  (߬ نیز مثبت  (߬
از آنجایی . نیز منفی خواهند شد 3ܫمنفی و  2ܫمثبت، 1ܫ در نتیجه . شوند می
,߬)1ܣکه  ولی با . توان از استدلالی مشابه قبل استفاده کرد منفی بود، نمی (߬

,߬)1ܣاول آن که . توان پایداري سیستم را توجیه کرد توجه به دو نکته می ߬) 
 (߬)ܿ̇݁و  (߬)ܿ݁پس با توجه به پیوستگی در . تغییر علامت داده است 1ߠدر 
تواند ناپایدار  بازه آخر نمیهاي قبل از  توان نتیجه گرفت که سیستم در بازه می

߬دوم این که با توجه به این موضوع که وقتی . شود → و در واقع در بازه  ݐ
,߬)݅ܣآخر تغییر علامت  کند؛  به سمت منفی بینهایت میل می (߬)ݓ، (߬

ها غالب خواهد بود و  توان نتیجه گرفت که علامت بازه آخر بر دیگر بازه می
سیستم براساس علامت همین بازه بررسی شود که فقط کافی است پایداري 

ܰبررسی آن به صورت کامل مشابه حالتی است که  = توان  بنابراین می. بود 1
ܰداري سیستم در حالت یادعا کرد پا =   .شود هم توجیه می 3

هم  ܰهاي  به سایر حالت اعمال قابلاستدلال موجود در آخرین قسمت 
  .اي ارائه شده در حالات قبلی هم ندارده و همچنین تضادي با استدلال است

توان ادعا کرد که پایداري مجانبی  ها می با توجه به همین استدلال
سیستم کنترل شده با استفاده از قانون تطبیق مرتبه کسري، در صورتی که 

  .باز هم افزایش یابد، قابل توجیه خواهد بود ܰمقدار 
سیستم در حالت مرتبه با توجه به این که در روند بررسی پایداري 

هاي  و پیوستگی سیگنال ܲکسري، به غیر از مثبت معین بودن ماتریس 
توان  ، استفاده دیگري از مدل سیستم نشده است؛ می)(߬)ܿ̇݁و(߬)ܿ݁ (سیستم 

هاي دیگر و فقط با شرط مثبت  از این استدلال براي بررسی پایداري سیستم
هاي سیستم استفاده کرد و  الو پیوستگی سیگن ܲمعین بودن ماتریس 
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