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ردي  سوم مرتبه برشی شکل تغییر محلی غیر تئوري اساس مستطیلی، بر نانو صفحات ارتعاشات آزاد روي بر کوچک مقیاس اثرات مقاله، این در  
بعد شده و با استفاده از تابع  به منظور حل دقیق معادلات حرکت، ابتدا معادلات بی. و با استفاده از یک روش دقیق تحلیلی بررسی شده است

نهایتاً، معادلات جدیدي بر حسب یکسري توابع پتانسیل بدست آمده که بصورت دقیق و تحلیلی قابل حل . اند کوپله شده کمکی از یکدیگر دي
در حل معادلات فوق، از شرایط مرزي لوي استفاده شده که بر اساس . آید دست میهاي طبیعی براي مسأله ب باشند و به این ترتیب فرکانس می

به منظور تأیید صحت . تواند ترکیبی از شرایط مرزي ساده، گیردار یا آزاد باشد آن، دو لبه نانو صفحه داراي شرایط مرزي ساده و دو لبه دیگر می
براي ارائه نتایج بیشتر، اثرات شرایط مرزي، مقادیر . تقریبی مقایسه شده است هاي عددي و روش حل حاضر، نتایج بدست آمده با دیگر روش

 تواند می حاضر مطالعه. مختلف پارامتر غیر محلی، نسبت طول به عرض و نسبت ضخامت به طول بر نسبت فرکانسی نانوورق بررسی شده است
 کامپوزیتی هاي سازه بصورت گرافیت و لایه مانند گرافن چند نانو، یاسمق ضخیم در مانند صفحه سازهاي دینامیکی و استاتیکی تحلیل به منظور
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 In this paper, exact closed-form solutions in explicit forms are presented to investigate small scale 
effects on the transverse vibration behavior of Lévy-type rectangular nanoplates based on the 
Reddy’s nonlocal third-order shear deformation plate theory. Two other edges may be restrained 
by different combinations of free, simply supported, or clamped boundary conditions. Hamilton’s 
principle is used to derive the nonlocal equations of motion and natural boundary conditions of 
the nanoplate. Two comparison studies with analytical and numerical techniques reported in 
literature are carried out to demonstrate the high accuracy of the present new formulation. 
Comprehensive benchmark results with considering the small scale effects on frequency ratios 
and non-dimensional fundamental natural frequencies of rectangular nanoplates with different 
combinations of boundary conditions are tabulated for various values of nonlocal parameters, 
aspect ratios and thickness to length ratios. Due to the inherent features of the present exact 
closed-form solution, the present findings will be a useful benchmark for evaluating the accuracy 
of other analytical and numerical methods, which will be developed by researchers in the future. 
Also, the present study may be useful for static and dynamic analysis of thicker nano scale plate-
like structures, multi-layer graphene and graphite as composite or sandwich structures. 
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  مقدمه - 1

، به دلیل داشتن خواص ]1[بعدي  ترین سازه دو ، نازك)گرافیت(گرافن 
مورد  ]5[و حرارتی  ]4[، اپتیکی ]3[، مکانیکی ]2[منحصر بفرد الکتریکی 

هاي مکانیکی اخیر نشان  آزمایش. ته استتوجه بسیاري از محققان قرار گرف
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، ]6[تراپاسکال  1اي برابر با  دادند که گرافن با داشتن مدول الاستیسیته
گرافن بهترین . شده است اي است که تاکنون شناخته ترین ماده مستحکم

مکانیکی مانند - الکترو- هاي نانو گزینه براي طراحی و توسعه سیستم
، سنسورهاي فشار ]8[هاي خورشیدي  ، سلول]7[ترانزیستورهاي سرعت بالا 

  .باشد می ]10[ها  و باتري ]9[
رد یا بصورت چندلایه وجود داشته تواند بصورت یک لایه منف گرافن می

هاي گرافن  هاي چندلایه، نیروي ضعیف واندروالسی بین لایه در گرافن. باشد
وجود داشته و این نیروي ضعیف سبب در کنار یکدیگر قرار گرفتن آنها 

هاي چندلایه، اثر  و استاتیکی گرافن هاي دینامیکی در تحلیل. شود می
هاي گرافن به دو صورت مورد توجه قرار  پیوندهاي واندروالسی بین لایه

هاي گرافن نسبت به  در حالت اول، فرض شده است که لایه. گرفته است
یکدیگر صرفاً جابجایی عرضی نسبی داشته و بر اساس آن پیوندهاي 

کششی مدل شده و اثر آن در معادلات -واندروالسی بصورت اثر فشاري
در حالت دوم فرض شده است که . ]14-11[حرکت لحاظ شده است 

هاي گرافن همواره در فاصله عرضی نسبی ثابتی از یکدیگر قرار داشته و  لایه
در این حالت به دلیل . اي دارند فقط قابلیت جابجایی نسبی درون صفحه

هاي گرافن و لغزش آنها بر روي  اي نسبی لایه هجابجایی درون صفح
هاي واندروالسی بصورت مولفه برش مدل شده و اثر آن در  یکدیگر، پیوند

  .]15[معادلات حرکت در نظر گرفته شده است 
از تئوري ) تک لایه و چندلایه(ها  در بیشتر مراجع، براي تحلیل گرافن

در این تئوري، که توسط . استفاده شده است ]16،17[الاستیسیته غیر محلی 
 میدان از تابعی عنوان به از جسم طهنق یک در ارینگن پیشنهاد شده، تنش

هاي انجام گرفته  از پژوهش .شود گرفته می نظر در جسم تمام نقاط در کرنش
هاي چندلایه تحت شرایط  توان به بررسی ارتعاشات گرافن در این زمینه می

در این پژوهش، هر . اشاره نمود ]11[مرزي مختلف توسط انصاري و همکاران 
لایه گرافن بر اساس تئوري میندلین مدل شده و اثر پیوندهاي واندروالسی 

نهایتاً . کششی در معادلات حرکت لحاظ شده است-بصورت ترم فشاري
حل شده و  1معادلات حرکت به روش عددي مربعات دیفرانسیلی توسعه یافته

 ]18[ر پژوهش مشابه دیگري د. اند هاي طبیعی استخراج شده فرکانس
هاي چندلایه توسط روش اجزاء محدود بدست  هاي طبیعی گرافن فرکانس

ها از  منظور تحلیل گرافن شود که به معدود مقالاتی یافت می. آمده است
بررسی . استفاده شده باشد) تئوري مرتبه سوم برشی(تئوري مرتبه بالاتر 

هاي طبیعی نانو صفحه مستطیلی با  اثرات پارامتر غیرمحلی روي فرکانس
و بررسی کمانش ورق گرافن  ]19[شرایط مرزي ساده توسط ردي و آقابابایی 

انجام  هاي از پژوهش ]20[تک لایه با استفاده از روش ناویر توسط پرادهان 
از ادبیات تحقیق مشخص . باشد گرفته بر اساس تئوري مرتبه سوم برشی می

هاي عددي مانند روش المان محدود  تایج از روشاست که براي استخراج ن
ام .کیو.و روش دي ]22[، روش گالرکین ]21[، روش تفاضل محدود ]18[
چنین شرایط مرزي مورد مطالعه در مراجع،  هم. استفاده شده است ]23،24[

ه و شرایط مرزي ساده بوده و در اندك مواردي ترکیبی از شرایط مرزي ساد
  .شود مشاهده می ]24،25[گیردار 

شاید یکی از دلایل توجه اندك پژوهشگران به استفاده از تئوري مرتبه 
اما وقتی گرافن . باشد ها می ها، نازك بودن آن سوم برشی براي تحلیل گرافن

هاي کامپوزیتی مورد نظر  توان آنها را از دیدگاه سازه چندلایه مدنظر باشد می
قرار داد و با در نظر گرفتن خواص معادل، بصورت یک سازه همگن آن را 

  . تحلیل نمود
                                                                                                                                           
1. Generalized Differential Quadrature Method (GDQ) 

  
  شماتیک صفحه مستطیل شکل با شرایط مرزي لوي 1شکل 

حال، گرافن چندلایه، بصورت ماده همگن و با خواص معادل است که براي 
هاي مرتبه بالاتر ناگزیر  دینامیکی آن، استفاده از تئوري تحلیل استاتیکی و

مورد استفاده قرار  ]13[همکارانش  و ایده بیان شده، توسط چاندرا. باشد می
دولایه، بصورت تیر همگن و با خواص معادل هاي  گرفته است که در آن، گرافن
  .و نتایج قابل قبولی حاصل شده استاند   گرفته مدل شده و مورد تحلیل قرار

هاي مستطیل شکل بر  هدف اصلی مقاله، تحلیل ارتعاشات آزاد نانو ورق
باشد که بدین  اساس تئوري غیرمحلی تغییر شکل برشی مرتبه سوم ردي می

منظور از روش حل تحلیلی دقیق ارائه شده براي صفحات ماکرو توسط 
 مرزي شرایط و حرکت معادلات. استفاده شده است ]28-26[نویسنده 

و نانو ورق، داراي شرایط   استخراج شده هامیلتون اصل طبیعی، با استفاده از
 در برشی تنش و کوچک مقیاس اثر بررسی مطالعه، این. باشند مرزي لوي می

براي ارائه نتایج بیشتر، اثرات  .سازد می پذیر امکان نانو صفحه را ضخامت
شرایط مرزي، مقادیر مختلف پارامتر غیر محلی، نسبت طول به عرض و 

  .نسبت ضخامت به طول بر فرکانس طبیعی نانوورق بررسی شده است

  شرح مسأله - 2
  هندسه مسأله -2-1

 و b عرض ،a طول به مسطح و دهمسانگر ضخیم، مستطیلی نانو صفحه
 امتداد در روبرو لبه براي دو). 1 شکل( است شده گرفته نظر در h ضخامت

گاهی ساده در نظر  شرایط تکیه) x1 = a و x1 = 0 هاي لبه امتداد در(  x2 محور
 یا ساده آزاد، تواند ترکیبی از شرایط مرزي گرفته شده، و دو لبه دیگر می

 به یابی دست براي) x1 ،x2 ،x3( دکارتی مختصات تگاهدس. داشته باشد گیردار
 در ،x2 و x1 محورهاي که شده است گرفته نظر در صورتی ریاضی، به روابط
  .باشد گرفته قرار تغییر شکل از قبل )تار خنثی(ضخامت نانو صفحه  وسط

  فرضیات تئوري مرتبه سوم برشی -2-2
 سوم، مرتبه برشی شکل رتغیی تئوري در صفحه نانو جایی جابه هاي میدان
باشد و بصورت روابط  می عرضی شکل تغییر و ضخامت از درجه سوم تابعی

  .شوند تعریف می) 1(
1 1 2 3 1 2 3 1 1 2

3
3 1 2

1 1 22
1

4
3  

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , )  ( , , )

u x x x t u x x t x ψ x x t

x w x x tψ x x t
h x

 

 
      

2 1 2 3 1 2 3 1 1 2
3
3 1 2

2 1 22
2

4
-

 3

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , )  ( , , )

u x x x t ν x x t x ψ x x t

x w x x t
ψ x x t

xh

 

 
     

3 1 2 3 1 2( , , , ) ( , , )u x x x t w x x t  )1( 

x2 

x3 

x1 

b a 

h 

  شرایط مرزي دلخواه

  شرایط مرزي دلخواه

  شرایط مرزي
  ساده

  شرایط مرزي
  ساده
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، x1صفحه در راستاي محورهاي  وسط به ترتیب جابجایی w و u، ν آن در که
x2  وx3، ψ1 و ψ2 صفحه بر وسط عمود نرمال چرخش دهنده نشان ترتیب به 

 روابط هوك، قانون مبناي بر .باشد می زمان t و ،x1 و x2 محورهاي حول
  .شوند می تعریف )2(رابطه  بصورت تنش-جابجایی

,1 ,2
11

,1 ,1
22

12 ,2 ,12

23
2 ,213

1 ,1

1,1 2,2

2,2 1,1

3 1,2 2,1

1 ( )
21

1 ( )
2

1 ( )
2

1  ( )
2

0
0
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)2(  

  .باشد می ونپواس نسبت υ و الاستیسیته یانگ مدول E ،)2(در معادله 

  حرکت معادلات -2-3
 بر اساس) 3روابط (حرکت غیرمحلی  معادلات همیلتون، اصل از استفاده با

  .است آمده بدست ]19[مرجع  در مورد استفاده روش

 261 4
1 2 1 2

1 2 1

41
3

NN I wI u I
x x xh

 
  

      
   

  
 )الف -3(

  2
  -
 

262 4
1 2 2

2 1 2

41
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NN I wI v I
x x xh
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1 2 1 2
2
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22 2

61 2
2 2 2

1 21 2
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6 62 2 2
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4  1
3

M pM p RQ
x x x xh h

I wI v I
xh

 

   
     

    
 

     
 

   
 )ه -3(

روابط  صورتب) Ii )i=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 اینرسی و Ni، Mi، Pi، Qi، Ri متغیرهاي
  :اند شده تعریف )5(و ) 4(

0.5 2 3 4 6
1 2 3 4 5 7 3 3 3 3 3 30.5

( , , , , , ) (1, , , , , ) ;
h

h
I I I I I I x x x x x dx


 

 

0 5
3

3 3 3
0 5

1 1 2 6
.

.
( , , ) ( , , ) ; ( ,  ,  )

b
i i i i

b
N M P σ x x dx i


   

0 5 2
1 1 5 3 3

0 5
1

.

.
( , ) ( , ) ,

h

h
Q R σ x dx




   

0 5
2

2 2 4 3 3
0 5

1
.

.
( , ) σ ( , ) ,

h

h
Q R x dx




   

)5( 11 1 22 2 23 4 13 5 12 6; ; ; ;σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ    
در ) μ(یرمحلی مشخص است پارامتر غ) 3(هاي  همان طور که از معادله 

مقدار پارامتر غیرمحلی، یک عدد ثابت و . معادلات حرکت ظاهر شده است
ها، و  ها و لایه گاهی، عدد مد، تعداد دیواره مشخصی نبوده و به شرایط تکیه

تا به امروز، منابع اندکی وجود دارد . همچنین به ماهیت حرکت بستگی دارد
منابع موجود . ]31- 23،29[باشد  که مقدار دقیق این پارامتر را گزارش کرده

هاي کنند تا منحنیدر این زمینه براي بدست آوردن این پارامتر پیشنهاد می
براي ساختارهاي  2یط پیوسته غیرمحلی و دینامیک شبکهمکانیک مح 1انتشار

چنین نشان داده شده است که  هم. کریستالی نانومواد با یکدیگر مقایسه شوند
نانومترمربع  4تا  0مقدار قابل قبول و منطقی براي پارامتر غیرمحلی، بین بازه 

ز در نظر به همین دلیل در این پژوهش، مقدار این پارامتر در این با. باشد می
  .]31-23،29[گرفته شده است 

) 6(، به صورت معادلات x1هاي موازي با محور  شرایط مرزي براي لبه
  .اند تعریف شده

2 0ψ  6  یا   62
4 0

3
,M P

h
   

2 0ψ  2  یا   22
4- 0

3
,M P

h
  

2 0, ,w  2  یا  0P   

)6(  

0w یا  

  

6 2
2 22 2

1 2

3 3
2

2

4 4 (2 )
3

4 1  0
315 252

P PQ R
h h x x

wh h
x

  

 
  

 


  




 

له، ارتعاشات آزاد خارج از صفحه نانو صفحه مستطیلی از آنجا که در این مقا
) 1( رابطه در ν و u اولیه اي درون صفحه هاي جایی شود از جابه بررسی می

با  )ب -3(و ) الف -3(معادلات  بین از طرفی، رابطه. نظر شده است صرف
ଶܫ فرض با) ج تا ه -3( معادلات = ଶ̅ܫ = ସܫ =  با ه،نتیج در. رود می بین از 0

 هوك، قانون از استفاده با و) ج تا ه -3( رابطه در) 5( و) 4( روابط جایگذاري
  .آیند بدست می )7(حرکت  معادلات

     

     

2 2
1 1 11 2 12 1

2
1 1 3 1 5 12 2

68 1- 68 1 16-
210 210 105

16 1 4- 1 -
5 3

, , ,

, ,

ν ν
D ψ ψ ψ w

ν
ψ w μ I ψ I w

h h

 
   


  

     
 
 

 

 

                                                                                                                                           
1. Dispersion curves 
2. Lattice dynamics 

)4(  2 2 4 5 5 7 3 3 5 72 2 2 4
4 4 8 16

3 3 3 9
; ;I I I I I I I I I I

h h h h
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2 2
2 2 2 22

2
1 11 2 12 3 2 5 22

68 1- 16 1- 16- -
210 1055

68 41 1 -
210 3

ν ν
D ψ ψ w w

h

ν ψ ψ μ I ψ I w
h


  


         
  

 

, ,

, , ,

 

     

   

2 2
1 1 2 2 1 1 2 22

4
2 27 5

1 1 1 2 22 2

16 116
105 5

4 4
1

21 3 3

, , , ,

, ,

ν
D ψ ψ ψ ψ w

h

I Iw μ I w w ψ ψ
h h

 
    


  

            
  

 

)7( 
 .شود ص میمشخ )8(معادله  بصورت و بوده لاپلاس عملگر دهنده نشان ∇2 که

2 2 4 4 4
2 4

2 2 4 2 2 4
1 2 1 1 2 2

2;
x x x x x x
    

      
     

 
)8( 

3 212 1( )D Eh υ  به 3 یا 2 ،1 از پس کاما. باشد می سختی خمشی 
و جامعیت  سهولت براي .دهد می نشان را x3 و x1، x2 به نسبت مشتق ترتیب
  .اند شده معرفی) 9(بعدي بصورت روابط  بدون متغیرهاي بیشتر،

)9(  

1 2
1 2 1 1 2 2

2
2

; ; ; ; ; ;

;

x x b hX X
a a a a

ww
aa

     




     

 
  

و  w ،1ψشود که متغیرهاي  براي تحلیل ارتعاشات آزاد نانو ورق، فرض می

2ψبصورت هارمونیک نسبت به زمان تغییر نمایند ،.  

1 1 2 1 1 2 2 1 2 2 1 2( , , ) ( , ) ; ( , , ) ( , )i t i tX X t x x e x x t x x e        

1 2
1 2

( , )( , , ) i tw x xw x x t e
a




 

در فضاي الاستیسیته  ضخیم نانو صفحه بعد حرکت بدون معادله سه اً،نهایت
  .آیند بدست می) 10(معادلات  صورت به غیرمحلی

     

   

2 2 2
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1 1 ,12

2 2 2
2

1,11 2,12 ,1
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 )الف-10(

     

   

-

-

-

2 2 2
2

2 2 ,22

2 2 2
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2,22 1,12 .2

2 2 2 2
2 ,2

68 1 16 117
210 315 5
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17 4  
315 315

w

w
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 )ب - 10(

 

     

 

2 2 2 2 2 2
2 4

1,1 2,2

2 2 2
1,1 2,22 2

2 2 2 2
2 2

1,1 2,2

16 4
105 315 21 252

16 1 16 1
  +

5 5

4  
252 315

w

w

w w

      

 
   

 

     

   
           

   
  

     
 

     

  

  

     )ج - 10(

 دقیق حل روش - 2-4
و  x1به ترتیب نسبت به ) ب - 10(و ) الف - 10(با مشتق گرفتن از معادلات 

x2،  شود حاصل می) 11(و سپس ترکیب آنها، معادله جدیدي بصورت معادله.  

 

     

-

- -

2 2 2
2 4

1,1 2,2

2 2 2
2 2

1,1 2,22 2

68 17 16
105 315 105

16 1 16 1 4
5 5 315
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)11(   
2 2 2 2

2
11 2 2

17 4-
315 315, ,
τ β τ βψ ψ w     

تعریف ) 12(بصورت روابط  L2و  L1و دو اپراتور لاپلاس  φحال، تابع پتانسیل 
  .شوند می

1  )الف - 12( 1 2 2, ,ψ ψ    

  )ب - 12(
 - 17

315

2 2 2 2 2
2

1 2

16 168 17
105 315 5

v
L     


 

     
 

 

  )ج - 12(
 2 2 2 2 2

2
2 2

16 116 4 4
105 315 5 315

v
L     


 

     
 

 

) ب - 12(، معادلات )11(و ) ج - 10(در معادلات ) 12(با جایگذاري معادلات 
  .بازنویسی نمود) 13(توان بصورت معادلات  را می) ج -12(و 

  )الف - 13(
 -

2 2 2
4

1

2 2
2

2

16 4(f )
105 315

16 1 4
3155

L w

v
w

  

 


 
    
 

 
    
 




 

  )ب - 13(
 

2 2 2
4 2

2

2 2
2 2 2

2

1(f )
21 252

16 1
2525

L w w

v
w

  


  


 
     
 

 
     
 

 



 

 φ پتانسیل تابع ،)ب - 13( در معادله) الف -13( معادله و با جایگذاري
  .آید می بدست) 14(بصورت معادله 

4 2
1 2 3e w e w e w        )14( 

  :که
2 2 2 2 2 2

1 3

2 2 2 2 4

2

12 85; ;
4032 1 336( 1)

4032( 1) 1020
4032(1 )

e e

e

     
 

     


   
        

  




 

 -13( روابط از هاستفاد با )15( معادله ریاضی، عملیات انجام یکسري از پس
  .آید می بدست) 14( و) ب -13(، )الف

6 4 2
1 2 3 0w a w a w a w         

 
)15( 

  :عبارتند از a3و  a1 ،a2که ضرایب 

    
 

 
    

  
 

2 2 2 2

1 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 4 2 2 4

2 2 4

3 2 2 2 2

2 2520 1 510

12

( 12) 12

120 504 1 17 17280 504

60 1008 1 17

12

a

a

a

    

   



      

       

   

   


  







 

         

  

 
 

  .تعریف شده است) 16(، رابطه )15( معادله حل براي
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1 2 3w W W W  
 

)16(  
  .برقرارند) 17(که در آن روابط 

2 2
1 1 1 0,W W   2 2

2 2 2 0,W W    
2 2

3 3 3 0,W W    )17( 
2
1α ،2

2α 2و
3α شوند و بصورت روابط زیر داده میبوده ) 18(هاي معادله  ریشه:  

3 2
1 2 3 0y a y a y a     )18( 

 - -
1 2

2 2 23 3
1 1 2 1

1 2 2 3 2 2
6

a a a A A
A


 
   
 
   

    - - -
2

2 2 23
2 1 2 1

1 2 2 3 3 4 2 1 3
12

i i a a a A i A
A


 
   
 
   

    - - -
2

2 2 23
3 1 2 1

1 2 2 3 3 4 2 1 3
12

i i a a a A i i A
A


 
     
 
   

1 3
3 3 2 2 3

1 2 1 3 1 1 2 3 1 29 2 27 (2 9 27 ) 4( 3 )A a a a a a a a a a a          
 

 2ψو  1متغیرهاي  ،)10( در معادلات) 16( و) 14( معادلات جایگذاري با
 .شوند بیان می) 19(بصورت معادلات 

1 1 11 2 2 1 3 3 1 4 2, , , ,ψ C W C W C W W     )الف - 19( 

2 1 1,2 2 2,2 3 3,2 4,1C W C W C W W      )ب- 19( 
  :که در آن روابط زیر برقرارند

  
   

2 2 2 4 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 4

2 2 2 24 504 1

6 168 17 6 1008 17

i i i
i

i

B
C

         

       

    


    
 

 
  

2 4 4 2 2 2 2

2 2 2 2 2 4

17(1 ) 1020 12
1344( 1)

4032 1 1020

i i

i

B        


      

    

    

 

  :چنین هم. i=1,2,3و 
2 4

2 2 2
4 4 4 4 2

17 1008(1 )0;
102(1 )

W W    
 

 
   


 

)20( 
 )16( معادلات براي جواب مجموعه یک متغیرها، جداسازي روش استفاده از با
  .آید بدست می) 21(صورت معادلات  به) 19(و 

W1=[A1Sinh( 1ξ X2)+A2Cosh( 1ξ X2)]×Sin( 1 X1) 

+[B1Sinh( 1ξ X2)+B2Cosh( 1ξ X2)]×Cos( 1θ X1); 
W2=[A3Sinh( 2ξ X2)+A4Cosh( 2ξ X2)]×Sin( 2θ X1) 
+[B3Sinh( 2ξ X2)+B4Cosh( 2ξ X2)]×Cos( 2θ X1); 
W3=[A5Sin( 3ξ X2)+A6Cos( 3ξ X2)]Sin( 3θ X1) 
+[B5Sin( 3ξ X2)+B6Cos( 3ξ X2)]Cos( 3θ X1); 
W4=[A7Sinh( 4ξ X2)+A8Cosh( 4ξ X2)]×Sin( 4θ X1) 

)21(  +[B7Sinh( 4ξ X2)+B8Cosh( 4ξ X2)]×Cos( 4θ X1); 

 :که
2 2 2 2 2
1 1 1 1 10 0α ξ θ ξ θ   ; ,  2 2 2 2 2

2 2 2 2 20 0α ξ θ ξ θ   ; ,  

2 2 2 2 2
3 3 3 3 30 0α ξ θ ξ θ   ; ,  2 2 2 2 2

4 4 4 4 40 0α ξ θ ξ θ   ; ,  

 توان می را مرزي شرایط غیرمحلی صفحات، اساس تئوري مرتبه سوم برشی بر

 بعد بدون معادلات صورت ، بهx1 محور لبه، به عنوان مثال براي یک براي
 :آورد دست به )22(
  ساده -

1 2 20, 0, 0, 0w M P       )الف - 22( 
 گیردار 

1 ,2 20, 0, 0, 0w w         )ب - 22( 
 آزاد -

2 2 6 6

2 2 2 4
62

2 2
2 1

2
2

40; 0; 0;
3

8 84 ( )
3(1 ) 3 6(1 )

4 1  +( ) 0
315 252

M P M P

pPQ R
v x x v

w
x

   



   


   

   


 



   

  



 

 )ج - 22(
 :هاي زیر برقرارند ، رابطه)22(در روابط 

61 2 1 2
1 2 6 1 23

61 2 1 2
1 2 6 1 22 1 2 5 3 3

; ; ; ;
12 12

; ; ; ;
12 12

aMaM aM Q QM M M Q Q
D D Gh GhGh

aPaP aP R RP P P R R
h D h D Gh Gh Gh

    

    

   

    
 

2 1( )G E υ  است برشی مدول.  

  لوي نوع حل -2-5
 داراي شرایط صفحه، یک مقابل در لبه دو طور که پیشتر بیان شد اگر همان
 هاي اندیس تغییر با. شود می نامیده لوي صفحه از نوع باشند، دهسا گاهی تکیه

 به x1=1 و x1=0 هاي لبه براي مختلف مرزي شرایط ،)21(معادلات  در 2 و 1
  .آید می دست

 به x1=1و x1=0 در راستاي نانو صفحه مرزي که شرایط ،1شکل  به توجه با
، روابط ساده 21ت و اعمال آن بر معادلا در نظر گرفته شده است ساده صورت
  .آیند بدست می) 23(شده 

W1=[A1Sinh ( 1ξ X2)+A2Cosh( 1ξ X2)]×Sin( 1 X1);  
W2=[A3Sinh ( 2ξ X2)+A4Cosh( 2ξ X2)]×Sin( 2θ X1);  
W3=[A5Sin ( 3ξ X2)+A6Cos( 3ξ X2)]×Sin( 3θ X1);  
W4=[A7Sinh( 4ξ X2)+A8Cosh( 4ξ X2)]×Sin( 4θ X1);  

1 2 3 4 ; 1,2,3, ...m m          )23( 
 هاي لبه امتداد در) 22 روابط( مرزي شرط سه در )23( روابط جایگذاري با

x2=0 و x2=ƞ، هر به ازاي هشت مرتبه مشخصه دترمینان m آید می بدست .
 مشخصه معادلات تحلیلی فرم ضرایب، سازي دترمینان ساده و بسط از پس
  .آید می دست به صراحت به مرزي شرایط از یک هر براي

  جتحلیل نتای - 3
 باشد، از آنجا که روش مورد استفاده در این مقاله یک روش تحلیلی دقیق می

 شرایط مرزي با لوي مستطیلی نانو صفحات فرکانس طبیعی محاسبه دقیق
در این  .است پذیر امکان آسانی به) C( گیردار و) S( ساده ،)F( آزاد مختلف،
 به ضخامت بتنس ،)a/b( ابعاد نسبت مختلف مقادیر به ازاي نتایج بخش،
 و بعد بی فرکانس طبیعی و بصورت) μ( محلی غیر پارامتر و) h/L( طول

 صورت به بعد فرکانس بدون پارامتر. اند شده ارائه نسبت فرکانس طبیعی
2β ωa ρh D آید توسط رابطه زیر بدست می نسبت فرکانس طبیعی و:  
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(ܴܨ)نسبت	فرکانس =
پارامتر	فرکانس	غیرمحلی

پارامتر	فرکانس	محلی
=
୬୪ߚ

ୡ୪ߚ
 

اي است که  نشان دهنده نانو صفحه SCSF اختصار و به عنوان مثال، براي
 ساده، ترتیب داراي شرایط مرزي به آن x1=b و ،x2=x1=0، x1=a هاي لبه

  .باشد می آزاد و ساده گیردار،

  اعتبارسنجی نتایج -3-1
ست آمده از روش حل دقیق، نتایج حاضر به منظور تأیید نتایج بد بخش، این در

 ذکر مقدمه در پیشتر که طور همان .با نتایج موجود در مراجع مقایسه شده است
 هاي تئوري اساس بر نانو صفحات تحلیل ارتعاشات آزاد براي کمی مراجع شد،

 از در بسیاري که است ضروري نیز نکته اشاره به این. دارد وجود صفحه مختلف
 ها لبه تمام آن در که ناویر مرزي شرایط با نانو صفحات تحلیل به منابع این

 کمی تعداد در که حالی در باشند توجه شده است، داراي شرایط مرزي ساده می
  .است شده مشاهده ساده و گیردار مرزي شرایط از ترکیبی موارد، از

نانو صفحه مربعی با شرایط  فرکانسی نسبت و فرکانس پارامترهاي
 غیرمحلی، پارامتر مختلف مقادیر به ازاي 2 و 1 جداول در ،SSSS گاهی تکیه

 )h/a=10/0، 05/0(طول  به ضخامت نسبت و) a/b=5/0، 0/1(ابعاد  نسبت
مراجع  در شده گزارش نتایج که داشت توجه باید. است شده داده

ها و  روش بر مبتنی ترتیب و به نانو صفحه یک ناویر حل توسط ]19،24،32[
 از. است آمده بدست گالرکین ام و.کیو.هاي مرتبه سوم برشی، دي تئوري
بدست آمده با روش  نتایج بین توان می را خوبی بسیار مطابقت 2 و 1 جداول

از . نمود مشاهده ]19،24،32[حل دقیق و نتایج گزارش شده در مراجع 
  :توان اشاره نمود جداول فوق، به نکات زیر می

 )b/a(نسبت ابعاد  ،)h/a(طول  به ضخامت نسبت مقادیر تمام براي) الف
مبناي  بر شده ارائه دقیق حل توسط آمده دست به نتایج غیرمحلی، پارامتر و

 ناویر حل توسط آمده دست به مقادیر از کمتر تئوري مرتبه سوم برشی،
  ).1 جدول( باشد می ]19[مرتبه سوم برشی  تئوري
 از کمتر وم برشی،مبناي تئوري مرتبه س بر آمده بدست دقیق نتایج) ب
و مرجع ) 2 جدول() ام.کیو.روش دي( ]24[مرجع  توسط شده گزارش مقادیر

 پارامتر مقادیر تمام به ترتیب به ازاي )2 جدول() روش گالرکین( ]32[
از طرفی، به . باشد می تر غیرمحلی و به ازاي پارامتر غیرمحلی با مقادیر کوچک

با نتایج روش  دقیق ارائه شده نتایج غیرمحلی با مقادیر بیشتر، پارامتر ازاي
  .هستند یکسان) 2 جدول(گالرکین 

  معیار نتایج -3-2
 براي زیر جدید نتایج شده، ارائه دقیق حل بالاي دقت و صحت تایید از پس

 توان می لوي را نوع شکل مستطیل ضخیم نانو صفحات ارتعاشات آزاد تحلیل
  .داد قرار استفاده مورد آینده تحقیقات براي معیار یک عنوان به

، تغییرات نسبت فرکانسی با پارامتر غیرمحلی براي شرایط 2در شکل 
مشخص است که پارامتر  2از شکل . مختلف نانوصفحه رسم شده استمرزي 

 است معنی بدان غیرمحلی، اثري کاهشی بر روي نسبت فرکانسی دارد و این
از طرفی این اثر  .کنند پذیرتر می ها را انعطاف غیرمحلی، سازه اثرات که

هایی که داراي شرایط مرزي مقیدتر باشند بیشتر  کاهشی، براي نانوصفحه
 کمترین و بیشترین اثر کاهشی پارامتر غیرمحلی، به دیگر، عبارت به. ستا

  .باشد می SCSC و SFSF براي نانوصفحه با شرایط مرزي ترتیب
، تغییرات نسبت فرکانسی نانوصفحه داراي شرایط مرزي 3در شکل 

SCSC از . بعد و به ازاي مودهاي مختلف رسم شده است با پارامتر غیرمحلی بی
خص است که اثر کاهشی پارامتر غیرمحلی، در مودهاي بالاتر مش 3شکل 

  .یابد شود و نرخ تاثیر آن با افزایش مود کاهش می بیشتر می

بعد به ازاي مقادیر  تغییرات نسبت فرکانسی با پارامتر غیرمحلی بی
از این شکل نیز مشخص . رسم شده است 4مختلف نسبت ابعاد در شکل 

اد، اثر کاهشی پارامتر غیرمحلی بر روي نسبت است که با افزایش نسبت ابع
  .شود تر می شود و نرخ تاثیر آن با افزایش نسبت ابعاد، کم فرکانسی بیشتر می

با نسبت ضخامت  SCSC، تغییرات نسبت فرکانسی نانوصفحه 5در شکل 
بعد نشان داده شده  به طول و به ازاي مقادیر مختلف پارامتر غیرمحلی بی

 روي غیرمحلی پارامتر گیري نمود که اثر توان نتیجه می 5از شکل . است
  .باشد نانوصفحه می (h/L) طول به ضخامت نسبت از مستقل فرکانسی، نسبت

2β(بعد  فرکانس طبیعی پایه بی 1جدول  ωa ρh / D ( نانو صفحهSSSS 
)a=10(nm), E=30×106 (Pa), ν=0.3(.  

a/b h/a  μ  خطا   فرکانس  روش حل(%)  

0/1  

10/0  

  ]19[ناویر   0
  دقیق

1678/19  
0653/19  

53/0  

1  
  ]19[ناویر 

  دقیق
5073/17  
4231/17  48/0  

2  
  ]19[ناویر 

  دقیق
2157/16  
1432/16  

45/0  

3  
  ]19[ناویر 

  دقیق
1907/15  
1094/15  

54/0  

05/0  

  ]19[ناویر   0
  دقیق

6695/19  
5625/19  

55/0  

1  
  ]19[ناویر 

  دقیق
9412/17  
8774/17  36/0  

2  
  ]19[ناویر 

  دقیق
6244/16  
5642/16  

36/0  

3  
  ]19[ناویر 

  دقیق
5545/15  
5034/15  

33/0  

5/0  

10/0  

0  
  ]19[ناویر 

  دقیق
1157/12  
0675/12  

40/0  

  ]19[ناویر   1
  دقیق

4187/11  
3856/11  

30/0  

2  
  ]19[ناویر 

  دقیق
8447/10  
8076/10  30/0  

3  
  ]19[ناویر 

  دقیق
3526/10  
3095/10  

42/0  

05/0  

0  
  ]19[ناویر 

  دقیق
3445/12  
2675/12  

63/0  

  ]19[ناویر   1
  دقیق

6042/11  
5743/11  

26/0  

2  
  ]19[ناویر 

  دقیق
0281/11  
9867/10  38/0  

3  
  ]19[ناویر 

  دقیق
5343/10  
4804/10  

53/0  

  .براي پارامترهاي غیرمحلی مختلف SSSSنسبت فرکانس صفحه نانو  2جدول 

µ (nm)2  دقیق  ]32[گالرکین   ]24[ام .کیو.دي  
0  0000/1  0000/1  0000/1  
1  9139/0  9139/0  9138/0  
2  8468/0  8467/0  8467/0  
3  7926/0  7925/0  7925/0  
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مختلف  مرزي شرایط براي) μ( پارامتر غیرمحلی با فرکانسی نسبت تغییرات 2شکل 

)τ = 0.1 ،η = 1(.  

  
 μ/a√ بعد بی غیرمحلی پارامتر با SCSC فرکانسی نانوصفحه نسبت تغییرات 3شکل 

  .)η=1, τ=0.1(مختلف  به ازاي مودهاي

  
 μ/a√ بعد بی غیرمحلی پارامتر با SCSCفرکانسی نانوصفحه  نسبت تغییرات 4شکل 

  )τ=0.1( به ازاي نسبت ابعاد مختلف

  
به  )h/a(با نسبت ضخامت به طول  SCSCفرکانسی نانوصفحه  نسبت تغییرات 5شکل 

  .)η=1, m=1, n=1(بعد  بی غیرمحلی مقادیر مختلف پارامتر ازاي

  
 مرزي مختلف سه شرایط براي نسبت ابعاد با فرکانسی نسبت تغییرات 6شکل 

),τ=0.1 0.2a .(  

، تغییرات نسبت فرکانسی با نسبت ابعاد فقط براي سه 6در انتها و در شکل 
، SSSSهاي  ه دلیل نزدیک بودن منحنیب( SFSFو  SSSS ،SCSCشرط مرزي 

SCSC ،SSSC ،SSSF  وSCSF (توان  می 6از شکل . نشان داده شده است
گیري نمود که اثر کاهشی پارامتر غیرمحلی بر روي نسبت فرکانسی  نتیجه

با ) SCSFو  SSSC ،SSSFچنین  و هم( SSSS ،SCSCنانوصفحه با شرایط مرزي 
د در حالیکه اثر متفاوتی براي نانوصفحه با شو افزایش نسبت ابعاد بیشتر می

، با SFSFبراي نانوصفحه با شرایط مرزي . شود مشاهده می SFSFشرایط مرزي 
افزایش نسبت ابعاد اثر کاهشی پارامتر غیرمحلی بر روي نسبت فرکانسی 

  .یابد کاهش می
توان این گونه  مشاهده شده است را می 6تا  2هاي  رفتاري که در شکل

نمود که در نظر گرفتن اثر پارامتر غیرمحلی در معادلات حرکت یک تفسیر 
سازه معادل است با در نظر گرفتن تأثیر نیروي بر هم کنش داخلی سازه بر 

حال، هر چه مقدار بیشتري براي . ]33[رفتار استاتیکی و دینامیکی آن 
پارامتر غیر محلی در نظر گرفته شود متعاقبا نیروي برهم کنش درونی 
بیشتري براي سازه درنظر گرفته شده و این عامل سبب کاهش بیشتر 

از طرفی، در نظر گرفتن . شود فرکانس طبیعی یا بارهاي کمانشی بحرانی می
تر در حضور پارامتر غیرمحلی، به افزایش نیروي برهم  گاهی سخت هشرایط تکی

کنش درونی کمک کرده که نتیجه آن نیز تاثیر کاهشی بیشتر بر روي 
این رفتار در مودهاي بالاتر . باشد هاي طبیعی یا بارهاي کمانشی می فرکانس

ست نکته آخري که باید به آن اشاره نمود این ا. باشد ارتعاشی نیز صادق می
هایی که  هایی از سازه که شرط مرزي آزاد دارد نسبت به لبه که اگر طول لبه

شود که  دارد بزرگتر باشد مشاهده می اي غیر از شرط مرزي آزاد شرط مرزي
فرکانس طبیعی روند افزایشی داشته که این به دلیل کاهش نیروي برهم 

  .باشد کنش درونی سازه می

  گیري نتیجه - 4
 نانو مستطیلی صفحات ارتعاشات آزاد بر کوچک مقیاس ثراتا مقاله، این در

 شکل تغییر تئوري چارچوب در بسته فرم دقیق حل از استفاده با لوي نوع
 عنوان به. گرفته است قرار بررسی مورد صفحات غیرمحلی سوم مرتبه برشی
 مدول و ضخامت توان با چند لایه را می ورق گرافن یک تقریب، ترین ساده
بنابراین استفاده از تئوري تغییر شکل برشی مرتبه . دل در نظر گرفتمعا یانگ

بالاتر صفحه، تئوري ردي، براي تحلیل رفتار استاتیکی و دینامیکی ورق 
نتایج این پژوهش . رسد گرافن چندلایه با خواص معادل منطقی بنظر می

نشان داد که روش حل دقیق فرم بسته ارائه شده براي صفحات ماکرو، در 
مشاهده شده است با افزایش نسبت ابعاد . باشد وزه نانو نیز معتبر میح
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 اثر کاهشی ،SSSF و SSSS، SCSC، SSSC، SFSC مرزي شرایط نانوصفحه با
براي نانو  که حالی در یابد می افزایش فرکانسی نسبت روي محلی غیر پارامتر

سبت ، پارامتر غیرمحلی اثري افزایشی بر نSFSFصفحه با شرایط مرزي 
باشد این  از آنجا که نتایج ارائه شده در این مقاله دقیق می. فرکانسی دارد

تواند مرجع مناسبی براي مقایسه نتایج سایر پژوهشگران که از  پژوهش می
نمایند باشد و بتوان از نتایج این  هاي عددي و نیمه تحلیلی استفاده می روش

  .شتري استفاده نمودها با اطمینان بی هاي نانوسازه مقاله در طراحی

  فهرست علایم - 5
μ   پارامتر غیرمحلی)nm2(  
β بعد پارامتر فرکانس بی  
σ  تنش )Pa(  
u  صفحه میانی در راستاي  اي جایی درون صفحهجابهx )m(  
ui اي در راستاي جایی درون صفحهجابه x )m(  
v اي صفحه میانی در راستاي  جایی درون صفحهجابهy )m(  

w بعد در راستاي  جایی عرضی بیجابهz  
w جایی عرضی در راستاي جابهz )m(  
iψ بعد نسبت به صفحه میانی چرخش بی  
iψ  چرخش نسبت به صفحه میانی  
t زمان )s(  

D   سختی خمشی نانوورق)Pa.m3(  
h  ضخامت نانوورق )m(  
υ  ضریب پواسون  
ζ  بعدضریب غیرمحلی بی  
b  راستاي  عرض نانوورقy )m(  

  عملگر لاپلاسین ଶߘ
ε  کرنش  

W  بعد متغیرهاي کمکی بر حسب جابجایی بی  
Xi بعد دستگاه کارتزین مختصات بی  
xi مختصات دستگاه کارتزین  
E  مدول الاستیسیته )Pa(  
G   مدول برشی الاستیسیته)Pa(  
τ  ضخامت به طول نسبت  
η  نسبت طول به عرض  
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