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گاه بررسی شده است. اي با چند تکیهالمان تفاضلات مربعی، ارتعاشات عرضی محور چندپلهدر این پژوهش با استفاده از روش 
ها، هر گاهسازي تکیهسازي از مدل تیر تیموشنکو استفاده شده است. با هدف جامعیت بخشیدن به مدلمنظور افزایش دقت مدلبه

فنر پیچشی که دو به دو در دو صفحۀ عمود بر راستاي محور اند؛ دو فنر طولی و دوسازي شدهها توسط چهار فنر مدلیک از آن
ها و همچنین شرایط مرزي استخراج شده و با استفاده گاهدار و تکیهکنند. معادلات حاکم، شرایط سازگاري در مقاطع پلهعمل می

عتبار روش از طریق مقایسۀ نتایج با اند. پس از حل معادلات، ابتدا همگرایی و اسازي و حل شدهقوانین روش تفاضلات مربعی معادل
زنی بر حسب سرعت دوران محور(منحنی کمپبل) اند؛ سپس منحنی تغییرات فرکانس حرکت لنگشده بررسی شدهحل دقیق ارائه

هاي براي یک مثال رسم شده است. مزیت اصلی روش استفاده شده سرعت بالاي آن به دلیل حجم کمتر محاسبات در مقایسه حل
هاي دلیل حجم بالاي محاسبات در تحلیلگاه که بهدار و تکیهویژه براي محورهاي داراي تعداد زیاد مقطع پلهباشد؛ بهدقیق می

باشند.ها غیرقابل حل میدقیق ارائه شده عملاَ توسط این تحلیل
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	 In	 this	 paper,	 differential	 quadrature	 element	 method	 (DQEM)	 is	 used	 to	 analyze	 the	 free	
transverse	vibration	of	multi-stepped	rotors	resting	on	multiple	bearings.	In	order	to	increase	the	
accuracy	of	 the	model, Timoshenko	beam	 theory	 is	 used;	also	 in	order	 to	generalization	of	 the	
modeling	of	 the	bearings,	each	bearing	 is	replaced	with	 four	springs;	 two	 translational	and	 two	
rotational	acting	on	two	perpendicular	directions.	Governing	equations,	compatibility	conditions	
at	the	each	step	and	each	bearing	and	external	boundary	conditions	are	derived	and	formulated	
by	the	differential	quadrature	rules.	First,	convergence	and	versatility	of	the	proposed	method	are	
tested by	the	presented	exact	solutions.	Then,	the	Campbell	diagram	is	derived	for	a	desired case	
study	 and	 variation	 of	 natural	 frequencies	 is	 investigated	 versus	 angular	 velocity	 of	 spin.	The	
most advantage	of	 the	proposed	method	 is	being	 less	 time-consuming	 in	 comparison	with	 the	
other	methods,	especially	for	cases	with	high	number	of	steps	and	bearings	which	are	unsolvable	
by	exact	methods.	
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مقدمه-1
هاي بحرانی و شکل مودهاي محورهاي دوار هاي طبیعی، سرعتفرکانس

باشند. از هاي مهمی در طراحی و تحلیل ارتعاشات اجباري محورها میجنبه
ها، توان به محورهاي دوار، توربیناربردهاي مبحث دینامیک محورها میک

فضا اشاره نمود. براي تیرهاي -ها و تجهیزات مورد استفاده در صنایع هواپمپ
باشد ولی براي تیرهاي برنولی داراي دقت مناسبی می- بلند مدل تیر اویلر

ی اثرات تغییر شکل کوتاه این تئوري دقت لازم را ندارد زیرا در چنین تیرهای

نظر نخواهند بود؛ با در نظر گرفتن این دو برشی و اینرسی دورانی قابل صرف
ي است. نکتهنام مدل تیر تیموشنکو معرفی شدهتري بهعامل مدل کامل

هاي صورت دلیل تقریبدیگري که باید به آن اشاره نمود این است که به
سازي اثر ژیروسکوپی در تیرهاي برنولی قادر به مدل-گرفته مدل تیر اویلر

راحتی نمایان که این اثر در مدل تیر تیموشنکو بهباشد؛ در حالیدوار نمی
].1[خواهد شد
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هاي بحرانی محورها ] اثر تغییر شکل برشی را روي سرعت2گریبوس [
] معادلات حاکم بر ارتعاشات عرضی در دو 3بررسی نمود. چوي و همکاران [

یچشی یک محور با ممان اینرسی نامشابه در دو صفحه صفحه و ارتعاشات پ
هاي بحرانی تحت نیروي محوري فشاري را مورد بررسی قرار دادند. سرعت

هاي صلب زنی و شکل مودهاي محور رایلی نامتقارن یکنواخت با دیسکلنگ
] 5] بررسی شد. سینگ و جو [4هاي ایزوتروپیک توسط جی و لی [گاهو تکیه

هاي کامپوزیتی را مورد بررسی قرار میراي سیلندر استوآنارتعاشات آزاد
] ] روي ارتعاشات آزاد و اجباري محور رایلی 6دادند. استورلا و آرجنتو 

هاي تیر و پوسته و در نظر ویسکوالاستیک متمرکز شدند. بر اساس تئوري
] ] ارتعاشات میراي آزاد و پایداري 7گرفتن میرایی داخلی، ملانسون و زو 

] 8ها با شرایط مرزي عمومی را مورد بررسی قرار دادند. جون و کیم [محور
ها محور ارتعاشات خمشی محور تحت کوپل پیچشی ثابت را تحلیل کردند؛ آن

را بر اساس تئوري تیر تیموشنکو مدل کردند و اثر ژیروسکوپی را در نظر 
- حیگاه توسط متکیه-گرفتند. تحلیل دینامیکی المان محدود سیستم محور

] 	ها مدل الاستودینامیک حرکت جفت] انجام گرفت. آن9الدین و خولیف 

شدة خمشی و پیچشی را با در نظر گرفتن اثر ژیروسکوپی براي محور دوار 
اي شکل توسط کیم و استخراج نمودند. تحلیل ارتعاشات محور کامپوزیتی گوه

[10همکاران [ ارتعاشات ] بر روي تحلیل11] ارائه شد. کارونندیران و زو 
هاي ارتجاعی متمرکز شدند. تحلیل ارتعاشات آزاد و اجباري گاهمحور با تکیه
هاي الاستیک توسط شبانه و زو گاهدیسک واقع شده روي تکیه- سیستم محور

	] انجام گرفت.12[
راستا هاي ناهم] ارتعاشات محور کامپوزیتی با لایه13المهدي و قادرلب [

. معادلات حاکم بر ارتعاشات محور تیموشنکو با را مورد بررسی قرار دادند
] استخراج شدند. 14هاي دورانی نابرابر در دو راستا توسط رافا و واتا [اینرسی

] ] پاسخ دینامیکی یک 15با استفاده از مدل تیر تیموشنکو، گو و چنگ 
قرار هاي متمرکز را مورد بررسیاسپیندل با سرعت خیلی بالا، حامل جرم

هاي آن را مورد ] تاثیر چرخش محور بر فرکانس16هزاد و بسطامی [دادند. ب
هاي طبیعی را با در نظر گرفتن اثر ها فرکانسبررسی قرار دادند. آن

] ] 17ژیروسکوپی، نیروي محوري و اثر پواسون بررسی کردند. شئو و یانگ 
تحلیل ارتعاشات آزاد محور رایلی را براي شش شرط مرزي معمول ارائه 

دست آوردند. با هاي متناظر را بههاي طبیعی و شکل مودد و فرکانسکردن
[هدف تحلیل ارتعاشات جفت ] 18شدة خمشی و پیچشی، بنرجی و سو 

ماتریس سفتی دینامیکی تیر کامپوزیتی دوار را استخراج نمودند. با استفاده از 
] ارتعاشات آزاد محور با 19هاي چندگانه، حسینی و خادم [روش مقیاس

هاي ساده را با در نظر گفتن عوامل غیرخطی موجود در انحنا و گاهتکیه
اي، دانشجو بعدي لایهاینرسی مورد مطالعه قرار دادند. با استفاده از تئوري سه

] اي کامپوزیتی دوار با تقویت ] ارتعاشات پوستۀ استوانه20و همکاران 
ی را تحلیل و هاي متعامد تحت بار محوري یکنواخت و فشار داخلکننده

[بررسی کردند. ارژنگ ] با استفاده از روش بدون المان 21پی و همکاران 
را مورد بررسی قرار FGMاي گالرکین ارتعاشات پوستۀ استوانه-محلی پتروف

دادند.
1972هاي عددي است که در سال روش تفاضلات مربعی یکی از روش

و روث گسترش داده ] و توسط بلمن22توسط بلمن و همکاران ارائه شد [
]. پس از آن محققان زیادي از این روش براي حل مسائل گوناگون 23شد[

توان به برت و همکاران اشاره کرد مهندسی استفاده کردند که از آن جمله می
سزایی در گسترش این روش و استفاده از آن در تحلیل سازه که تاثیر به

] با استفاده از این 30[]. همچنین حسینی هاشمی و خرمی29- 24داشتند[
را بررسی کردند.FGMاي نسبتا ضخیم روش ارتعاشات آزاد پوستۀ استوانه

بر اساس روش تفاضلات مربعی و با هدف گسترش روش براي تحلیل 
سازي هاي محلی هستند، روش المان مربعمسائلی که داراي ناپیوستگی

خصوص تحلیل قیقات بهدیفرانسیلی ایجاد شد. این روش نیز در بسیاري از تح
] سهم زیادي در گسترش 34- 31]. چن [37- 31کار گرفته شد[ارتعاشات به

اي هاي دایرهاین روش داشت؛ وي از این روش براي تحلیل ارتعاشات ورق
]، ارتعاشات تیرهاي غیرمنشوري ضخیم بر روي بستر الاستیک 31ضخیم [

انحنادار ضخیم هاي] و ارتعاشات در صفحه و خارج از صفحۀ تیر32[
] با استفاده از این روش حل 35زاده و همکاران [] استفاده نمود. ملک33،34[

نیمه تحلیلی براي ارتعاشات ورق ضخیم با دو لبۀ رو در روي ساده ارائه 
] با استفاده از روش المان تفاضلات 38-36نمودند. اخیرا ترابی و همکاران [

عاشات تیرهاي تیموشنکو غیریکنواخت مربعی مسائل مختلفی را در زمینۀ ارت
توان به ارتعاشات تیر با چندین جرم اند که از آن جمله میبررسی نموده

و ارتعاشات تیر با ]37[]، ارتعاشات پرة چرخان با چندین ترك 36متمرکز [
] اشاره نمود.38چندین ترك تحت شرایط مرزي مختلف [

ی مناسب براي تحلیل که روش المان تفاضلات مربعی روشاز آنجایی
باشد، در این پژوهش با استفاده از این مسائل داراي ناپیوستگی محلی می

گاه بررسی شده است. اي با چند تکیهروش ارتعاشات عرضی محور چندپله
همگرایی و اعتبار روش از طریق مقایسۀ نتایج با حل دقیق ارائه شده، بررسی 

زنی بر حسب سرعت رکت لنگاند و سپس منحنی تغییرات فرکانس حشده
دوران محور( منحنی کمپبل) براي چند مثال مختلف رسم شده است.

روش تفاضلات مربعی-2
اي را در تابع از هر مرتبهیک بر اساس روش تفاضلات مربعی، مشتقات 

توان بر حسب مقادیر تابع در تمامی بازه به می، x=xiاي دلخواه مانندنقطه
:کردبازنویسی )1شده در معادلۀ (دادهنشان شکل 
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ترین نکات در همگرایی مسئله مسئله، علاوه بر تعداد نقاط، یکی از مهم
چگونگی توزیع نقاط در دامنۀ حل آن است. بهترین نوع توزیع نقاطی که 

باشد که براي بازة لوباتو می- گوس- تاکنون ارائه شده است، توزیع چبیشف
:شود) محاسبه می4از معادلۀ (] 1-0[
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	ايتحلیل ارتعاشات محور چندپله-3
معادلات حاکم- 3-1

اي با نشان داده شده است، یک محور چند پله1گونه که در شکل همان
(چندین تکیه ) معادلات حاکم بر 5گاه در نظر گرفته شده است. معادلۀ 
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جایی و ترتیب جابهبهφy(z,t)و ux(z,t) ،uy(z,t) ،φx(z,t)که در این رابطه 
ترتیب بهGو Ω ،ρ ،Eباشند. میyو xشیب ناشی از خمش در راستاهاي 

باشند. سرعت دوران محور، چگالی، مدول الاستیک و مدول برشی می
باشد که تابعی از ضریب اصلاح توزیع تنش برشی در مقطع میkهمچنین 

، A(z) ،Ix(z)]؛ در این رابطه 39هندسۀ سطح مقطع و ضریب پواسون است [
Iy(z) وIp(z)ترتیب مساحت، ممان اینرسی حول محورهاي بهx وy و ممان

باشند. اینرسی دورانی می
صورت زیربه) 6با در نظر گرفتن معادلۀ (
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توان ) را براي محوري با سطح مقطع یکنواخت می7الف) و (-5روابط (
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) بیان نمود:9صورت معادلۀ (توان به) را می8ام معادلۀ (mتیر براي زیر

)9(

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

j

j

j
j

jj
W

j

é ù¶ ¶ ¶
ê ú- + =

¶ ¶ ¶ê úë û
é ù¶ ¶¶
ê ú+ - =

¶ ¶ ¶ê úë û
é ù¶¶
ê ú- +

¶ ¶ê úë û

¶¶
- - =

¶ ¶

¶

2 2

2 2

2 2

2 2

2

2

2

2

2

, , ,
0,

, ,,
0,

,,
,

,,
2 0,

m m m
y m x m x m

m m
m m

m mm
y m y mx m

m m
m m

mm
m y mx m

m m x m
m

mm
y mx m

m m

m

z t u z t u z t
kGA ρA

z z t

u z t u z tz t
kGA ρA

z z t

u z tz t
EI kGA z t

z z

z tz t
ρI ρ I

t t

EI
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

j

j j
W

é ù¶
ê ú- -

¶ ¶ê úë û

¶ ¶
- + =

¶ ¶

2

2

2

, ,
,

, ,
2 0

m m
my m x m

m y m
m

m m
y m x m

m m

z t u z t
kGA z t

z z

z t z t
ρI ρ I

t t
	

جایی و شیب هاي جابهبا استفاده از روش جداسازي متغیرها، مولفه
از مکان در تابعی از زمان در ضرب توابعیصورت حاصلتوان بهخمشی را می

) بیان نمود.10صورت رابطه (نظر گرفت و به
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زنی فرکانس طبیعی ارتعاشات محور در حرکت لنگωکه در این رابطه 
(10باشد. با جایگذاري معادلۀ (آزاد می )، دستگاه معادلات 9) در معادلۀ 

آید:دست می) به11معادلۀ (شده در دیفرانسیل ارائه 
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گاهدار با چندین تکیهمحور پله	1شکل 

اند:) تعریف شده12که پارامترهاي بدون بعد این رابطه در معادلۀ (
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سازي در نمایش معادلات در شکل منظور سادهدر این پژوهش به
) 13هاي ضرایب وزنی اصلاح شده بر اساس معادلۀ (تفاضلات مربعی، ماتریس

اند:تعریف شده
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حال با اعمال قوانین روش تفاضلات مربعی، دستگاه معادلات دیفرانسیل 
) بازنویسی نمود:14شده در معادلۀ (به شکل جبري ارائه توان ) را می11(
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(تواند به شکل ماتریسی ارائه) نیز می14معادلۀ ( ) 15شده در رابطه 
نوشته شود:
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) 16(هاي مربوط به هر زیرتیر بر اساس معادلۀ که در این رابطه ماتریس
اند:تعریف شده
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):17شده در معادلۀ (حال با تعریف بردارهاي ستونی به شکل نشان داده
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(توان به شکل فشردة ارائه ) را می15معادلۀ( ) بیان 18شده در معادلۀ 
نمود:

)18([ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }lg l+ + =2 0K w C w M w 	

هاي مربوط به سفتی، اثر ژیروسکوپی و جرم که در این رابطه ماتریس
اند:) تعریف شده19ترتیب در معادلۀ (به
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(لازم به نشان دهندة ماتریس صفر 	[0])،19ذکر است که در معادلۀ 
ر هم قرار ) از کنا19هاي داخلی استفاده شده در معادلۀ (باشد و ماتریسمی

(دادن ماتریس دست صورت قطري به) به15هاي تعریف شده در معادلۀ 
است.) ارائه شده20ها در معادلۀ (عنوان نمونه یکی از این ماتریسآیند. بهمی
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سازگاريشرایط- 3-2
یک ناپیوستگی در پارامترهاي (z=zc)اي به مختصات فرض کنید در نقطه

دار باشد، شرایط محور ایجاد شده باشد. اگر این ناپیوستگی یک مقطع پله
جایی، شیب خمشی، هاي جابهصورت پیوستگی مولفهتوان بهسازگاري را می

بیان کرد.)21شکل رابطه (گشتاور خمشی و نیروي برشی در نظر گرفت و به
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همچنین اگر ناپیوستگی در اثر وجود یک یاتاقان ایجاد شده باشد، 
جایی و شیب خمشی و هاي جابهصورت پیوستگی مولفهشرایط سازگاري به

باشد که این معادلات را ناپیوستگی گشتاور خمشی و نیروي برشی می
) بیان کرد:22صورت معادلۀ (توان بهمی
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باشد گاه میامین تکیهmنشان دهندة سفتی Kکه در این رابطه 
کار براي فنر پیچشی بهrبراي فنر طولی و زیرنویس lکه زیرنویس طوريبه

نیز نشان دهندة مختصۀ مربوط به فنر yو xهاي اند. همچنین زیرنویسرفته

برشی و گشتاور خمشی در تئوري تیر هستند. با استفاده از تعاریف نیروي 
) بیان نمود:23توان مطابق با معادلۀ () را می22) و (21تیموشنکو، معادلات (
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ترتیب نشان دهندة مقدار سطح مقطع و به+Iو-A- ،A+،Iکه در این رابطه
نشان دهندة Iو Aدار بوده و همچنین اینرسی دورانی در دو طرف مقطع پله

) در 23باشند. معادلۀ (ها میگاهمساحت و ممان اینرسی تیر در محل تکیه
) بیان خواهند شد:24شکل تفاضلات دیفرانسیلی مطابق با معادلۀ (
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) تعریف 25صورت معادلۀ (ها بهگاهکه در این رابطه سفتی بدون بعد تکیه
شده است:
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) 26صورت معادلۀ (توان در روش تفاضلات مربعی به) را می24معادلۀ (
بیان نمود:

)26(

[ ] { }
{ }

[ ] { }
{ }

[ ]
{ }
{ }

[ ]
{ }
{ }

[ ]
{ }
{ }

[ ]
{ }
{ }

+ +

+ +

+ +

ì ü ì üQ Yì ü ì üï ï ï ï= =í ý í ý í ý í ý
î þ î þQ Yï ï ï ïî þ î þ

ì ü ì ü ì üï ï ï ï- =í ý í ý í ý
î þï ï ï ïî þ î þ

ì ü ì üQ ì üï ï ï ï+ =í ý í ý í ý
î þQï ï ï ïî þ î þ

Y

Y

(

( 1) ( 1)

( 1)

) ( )
( ) ( )

( 1)

( 1)

( ) ( )
( ) ( )

( 1

( ) ( )
( ) ( )

)

0 0
, ,

0 0

0
,

0

0
0

m m

m m

m m
m m

m m
m m

m m

m

m m

m

U

U

V

V

t s

p r

q r

	

(الف) ارائه هاي موجودکه تعریف ماتریس در این رابطه در پیوست 
اند. با ترکیب معادلات نوشته شده براي تمامی زیرتیرها و استفاده از شده

(بردارهاي ستونی تعریف  شده در معادلۀ )، روابط ارائه 17شده در معادلۀ 
آمد:دست خواهند) به27(

)27(
[ ]{ } { } [ ]{ } [ ]{ } { }
[ ]{ } { } [ ]{ } [ ]{ } { }

Q = - =
Y = + Q =

Y0 , 0 ,
0 , 0

T P U R
S Q V R

	

باشد.می(n)[t]تا (1)[t]شامل [T]عنوان نمونه ماتریس که در این رابطه به
) به 27)، معادلۀ (17با استفاده از بردار ستونی تعریف شده در معادلۀ (

) نوشته خواهد شد:28شکل معادلۀ (

)28([ ]{ } { }= 0J w 	

: آیددست می) به29شده در این رابطه، از معادلۀ (که ماتریس معرفی 

)29(
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مرزيشرایط- 3-3
) شرایط مرزي را بیان 30، معادلۀ (1براي محور نشان داده شده در شکل 

کند:می
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باشد. گاه مینشان دهندة سفتی فنرهاي تکیهKدر این رابطه 
) داشته 22تعریفی مشابه با تعریف ارائه شده براي معادلۀ (lو rهاي زیرنویس

گاه سمت چپ و راست ترتیب نشان دهندة تکیهبهRو Lهايو بالانویس
باشند. با استفاده از تعاریف نیروي برشی و گشتاور خمشی در تئوري محور می

) بیان نمود:31توان به شکل معادلۀ () را می30تیر تیموشنکو، معادلۀ (
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(گاهکه در این رابطه سفتی تکیه بعد ) بدون 32ها بر اساس معادلۀ 
اند:شده

)32(

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

+

+

+

+

= =

= =

= =

= =

l l

1

l l

1 1

r r

1 1

r r

1 1

, ,

, ,

, ,

K K

K K
G

K K

K , K

L R
L Rx x

lx lx
1 n

L R
L Ry y

ly ly
n

L R
L Rx x

rx rx
n

L R
L Ry y

ry ry
n

K L K L

K L K L

K L K L
EI EI

K L K

kA G kGA

kA kGA

L
EI EI

	

() را می31معادلۀ( ) 33توان در روش تفاضلات مربعی به شکل معادلۀ 
نمود:
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اند. با هاي موجود در این رابطه در پیوست (ب) ارائه شدهتعریف ماتریسکه 
دست ) به34)، معادلۀ (17شده در معادلۀ (استفاده از بردارهاي ستونی تعریف 

:آیدمی

)34([ ]{ } { }= 0L w 	

آید: دست می) به35)، از معادلۀ (34شده در رابطه (ماتریس معرفی

)35(

[ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

é ù-
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú
ê úë û

0 0
0 0
0 0 0
0 0 0 e

L

b a
c a

d
	

حاکممعادلاتبرمرزيشرایطوسازگاريروابطاعمال- 3-4
بر اساس قواعد حاکم بر روش المان تفاضلات مربعی، ابتدا باید نقاط حل 

، نقاط مشترك بین زیرتیرها در محل b{w}مسئله به سه دستۀ نقاط مرزي 
این تقسیم بندي در رابطه تقسیم نمود،d{w}و نقاط دامنه c{w}ناپیوستگی 

].40) نشان داده شده است[36(
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) 18با حذف معادلات حاکم در نقاط مرزي و نقاط ناپیوستگی، معادلۀ (
]:40بیان نمود[)37توان به شکل معادلۀ (را می

)37({ } { } { }lg lé ùé ù é ù+ + =ë û ë ûë û
2 0K w C w M w 	

ها نشان دهندة ماتریس که در این رابطه علامت بار روي ماتریس
(34)، (28باشد. روابط (غیرمربعی متناظر می توان به شکل ) را می37) و 

) تفکیک نمود:38معادلۀ (

الف)- 38(
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}ب)- 38( } { } { } { }+ + =é ù é ù é ùë û ë û ë ûd d b b c c
0J w J w J w 	

}ج)- 38( } { } { } { }+ + =é ù é ù é ùë û ë û ë ûd d b b c c
0L w L w L w 	

را به b{w}و c{w}توان ج) می-38ب) و (- 38زمان معادلات (با حل هم
محاسبه نمود:d{w}) بر حسب 39شکل معادلۀ (

)39({ } { } { } { }= =é ù é ùë û ë ûc bc d b d
w S w w S w 	

آیند:میدست) به40شده در این رابطه از معادلۀ (هاي معرفی ماتریس
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(39با جایگذاري معادلۀ ( دست ) به41الف)، معادلۀ (- 38) در معادلۀ 
خواهد آمد:
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(هاي معرفی که در این رابطه نیز ماتریس کار ) به42شده در معادلۀ 
اند:رفته
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باشد. با تعریف ) یک معادلۀ مقدار ویژة غیر استاندارد می41معادلۀ (
):43شده در معادلۀ (بردار ارائه 
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(مسئلۀ مقدار ویژة استاندارد نشان داده  دست ) به44شده در معادلۀ 
خواهدآمد:

)44([ ]{ } [ ]{ }l=1 2F w F w 	

اند:) معرفی شده45شده در معادلۀ (ماتریس ارئه در این رابطه دو
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به ترتیب نشان دهندة Iو [0]ذکر است که در معادلۀ اخیرلازم به
هاي ) فرکانس44باشند. با استفاده از معادلۀ (ماتریس صفر و همانی می

دست مودها بهدست خواهند آمد؛ همچنین شکل طبیعی و شکل مودها به
) تکمیل خواهند شد. در این پژوهش معیار همگرایی 39آمده توسط معادلۀ (

- ) در نظر گرفته شده46براي تعیین تعداد نقاط مورد نیاز به شکل معادلۀ (
است:
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نتایج عددي-4
مربعی، در این ها به روش المان تفاضلات پس از استخراج معادلات و حل آن

شود. قبل از بیان نتایج بهتر است قسمت به بررسی نتایج عددي پرداخته می
به این نکته اشاره شود که در هنگام نوسان روتور، دو حرکت چرخش محور با 

دهند. در رخ میωزنی محور با فرکانس و حرکت لنگΩاي سرعت زاویه
یشرو و فرکانس متناظر جهت باشند حرکت را پصورتی که این دو حرکت هم

را فرکانس پیشرو گویند و در صورتی که این دو حرکت مختلف الجهت باشند 
گویند. در این تحقیق حرکت را پسرو و فرکانس متناظر را فرکانس پسرو می

است.ها بررسی شدههر دو فرکانس استخراج و تغییرات آن
کنواخت با شده ابتدا یک محور یمنظور بررسی صحت تحلیل ارائهبه

گاه مشابه در دو انتها در نظر ) را با دو تکیه=s=5γ	r=05/0,	,03/0(مشخصات
جایی ها در هر دو جهت داراي سفتی جابهگاهبگیرید. فرض کنید که این تکیه

).=0Krx=Kryها برابر با صفر باشد (بوده و سفتی پیچشی آنKlx=Kly=Kبرابر با 
بدون بعد چهار فرکانس اول پیشرو و پسرو را بر حسب مقادیر مقادیر 

دهد گونه که این جدول نشان میهماناند. ارائه شده1در جدول Kمختلف 
باشد که دلیل این مقدار هر فرکانس پسرو از فرکانس پیشرو متناظر کمتر می

دلیل دهد که بهپدیده اثر ژیروسکوپی است. این جدول همچنین نشان می
هاي پسرو و پیشرو تمامی فرکانسKفزایش سفتی سیستم، با افزایش مقدار ا

شوند که همان فرکانس حرکت افزایش یافته و به مقدار مشخصی همگرا می
هاي سینوسی به سادگی از زنی محور یکنواخت بوده که با استفاده از مودلنگ

]:1د[باشن) قابل محاسبه می47شده در معادلۀ (تساوي دقیق ارائه 
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گونه که در جدول باشد. همانشمارة مود میnو =i2	-1که در این رابطه 
اند.دست آمدهنشان داده شده است، نتایج با دقت قابل قبولی به1

منظور بررسی بیشتر دقت تحلیل ارائه شده، محور تیموشنکوي نشان به
صورت شود. خواص مادة محور نیز بهگرفته میدر نظر 2داده شده در شکل 

شود:زیر در نظر گرفته می
E= 8/205 GPa; υ=0/3; ρ=7800	kg/m3; k=6(1+υ)2 /(7+12υ+4υ2);	

Krx=Kry=0; Klx=Kly=105;	

براي 2مقادیر بدون بعد چهار فرکانس اول پیشرو و پسرو در جدول 
] 8ارائه شده در مرجع [مقادیر مختلف سرعت دوران محور محاسبه و با نتایج 

سازي دلیل مدلذکر است که در مرجع مذکور بهاند. لازم بهمقایسه شده
برنولی، مقادیر - شرایط پیوستگی و شرایط مرزي بر اساس مدل تیر اویلر

فرکانس طبیعی در این مرجع کمی بیشتر از مقادیر محاسبه شده در پژوهش 

دلیل اثر نشان داده شده است، بهگونه که در این جدول باشد. همانحاضر می
باشد؛ ژیروسکوپی مقدار هر فرکانس پسرو از فرکانس پیشرو متناظر کمتر می

هاي پیشرو افزایش یافته و همچنین با افزایش سرعت دوران فرکانس
یابند که دلیل این پدیده نیز افزایش اثر هاي پسرو کاهش میفرکانس

ژیروسکوپی است.
است، یک محور 	شده	نشان داده3در شکل حال همانند آنچه که 

شده 	هایی با سفتی ارائهگاه) را با تکیه=r=05/0s	,03/0اي(تیموشنکوي دو پله
در نظر بگیرید.3در جدول 

زنی محور دیاگرام کمپبل ، براي چهار مود اول حرکت لنگ4در شکل 
است. پیشرو (خط) و فرکانس پسرو (خط با دایره) رسم شده حاوي فرکانس

گونه که در این شکل نشان داده شده است، براي محور ساکن مقادیر همان
باشند ولی با چرخش محور و فرکانس پیشرو و پسرو با یکدیگر برابر می

هاي پسرو هاي پیشرو افزایش یافته و فرکانسافزایش سرعت دورانی فرکانس
یابند.کاهش می

	هاي سادهگاهاي با تکیهپلهمحور چند2شکل 
هاگاه) بر حسب مقادیر مختلف سفتی تکیه=s=5γ	r=05/0,	,03/0مقادیر بدون بعد چهار فرکانس اول پیشرو و پسرو براي یک محور یکنواخت (1جدول 

	فرکانس پسروفرکانس پیشرو	
Kl1	l2	l3	l4	l1	l2	l3	l4

10704/9625/36845/75432/122622/9357/36392/75852/121
20728/9944/36186/77207/126644/9666/36701/76564/125
50742/9135/37977/77386/128658/9851/36471/77701/127
100746/9199/37238/78093/129663/9913/36725/77392/128
500750/9250/37445/78649/129666/9963/36927/77937/128

105751/9263/37497/78788/129667/9975/36977/78072/129
751/9*263/37*521/78*316/129*	667/9*976/36*78.002*600/128*

هاي سادهگاه) براي محور مشابه با تکیه47آمده از معادلۀ (دستنتایج دقیق به*

	2دار نشان داده شده در شکل پسرو براي یک محور پلهمقادیر بدون بعد چهار فرکانس اول پیشرو و 	2جدول 
فرکانس طبیعی (دور بر دقیقه)

سرعت دوران محور
)دقیقهبردور(

	چهارممود	سومموددوممود	اولمود

پیشروفرکانسپسروفرکانسپیشروفرکانسپسروفرکانسپیشروفرکانسپسروفرکانسپیشروفرکانسپسروفرکانس

5000
37/1451894/1455238/6096063/611144/1285803/1288812309835/231461
9/16099*4/16141*5/66144*8/66347*	6144549*2/144865*6/251706*8/252327*

10000
1/1450125/1457033/6088382/611911/1284301/1290329/2307438/231700
1/16079*3/16162*	1/66043*6/66449*	144392*	1/14523*251395.4*1/252639*

15000
85/1448358/1458733/6080606/612691/1282801291838/2305041/231940
4/16058*1/16183*8/65941*5/66551*5/144234*2/145181*1/251085*5/252950*

20000
62/1446692/1460438/6072935/613462/1281301/1293348/2302655/232179
7/16037*9/16203*6/65840*6/66653*	1/144077*3/145339*250775*4/253262*

	]8هاي ساده [گاهنتایج دقیق براي محور مشابه با تکیه*
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گاهاي با دو تکیهمحور دوپله3شکل 
3شده در شکل محور نشان دادههاي گاهسفتی تکیه3جدول 

lxKlyKrxKryKگاهبعد تکیهموقعیت بدون

1/01001005050
12002002020

دهندة نیمساز ربع اول رسم شده است؛ این خط نشان 4همچنین در شکل 
زنی و فرکانس چرخش از نظر اندازه با یکدیگر حالتی است که فرکانس لنگ

)، تقاطع این خط با دیاگرام کمپل بیانگر حالت 1زنی همگامبرابر شوند (لنگ
باشد که باید از رسیدن محور به این نقاط پرهیز شود. لازمتشدید می

5ظر در شکل ، شکل مودهاي متنا=200γذکر است که براي حالتی که به
اند.رسم شده

3شده در شکل دیاگرام کمپبل براي مود اول محور نشان دادهالف- 4شکل 

3شده در شکل دیاگرام کمپبل براي مود دوم محور نشان دادهب- 4شکل 

3شده در شکل دیاگرام کمپبل براي مود سوم محور نشان دادهج- 4شکل 
																																																																																																																																											
1.	Synchronous	Whirling	

3شده در شکل دیاگرام کمپبل براي مود چهارم محور نشان دادهد- 4شکل 

گیرينتیجه-5
گاه با استفاده از روش المان اي با چند تکیهارتعاشات عرضی محور چندپله

تفاضلات مربعی بررسی شد. معادلات حاکم، شرایط سازگاري در مقاطع 
شده و با استفاده قوانین ها و همچنین شرایط مرزي استخراج گاهدار و تکیهپله

سازي و حل شدند. مقایسۀ نتایج با نتایج دقیق روش تفاضلات مربعی معادل
شده در سایر مراجع همگرایی و اعتبار روش استفاده شده را تایید کرد. ارائه

زنی بر حسب سرعت دوران سپس منحنی تغییرات فرکانس حرکت لنگ
یم شد. نتایج عددي نشان محور(منحنی کمپبل) براي یک مثال خاص ترس

هاي پسرو و پیشرو ها تمامی فرکانسگاهدادند که با افزایش مقدار سفتی تکیه

=γ	200	شکل مود متناظر با فرکانس اول پیشرو به ازايالف-5شکل 

=γ	200	شکل مود متناظر با فرکانس اول پسرو به ازايب-5شکل 
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=γ	200	شکل مود متناظر با فرکانس دوم پیشرو به ازايج-5شکل 

=γ	200	شکل مود متناظر با فرکانس دوم پسرو به ازايد-5شکل 

=γ	200	شکل مود متناظر با فرکانس سوم پیشرو به ازايه-5شکل 

عددينتایجهمچنینشوند¬میهمگرامشخصیمقداربهویافتهافزایش
یکدیگرباپسرووپیشروفرکانسمقادیرساکنمحوربرايکهدادندنشان
سرعتافزایشباهمچنینوایجادومحورچرخشباولیباشند¬میبرابر

ویافتهافزایشپیشروهاي¬فرکانسژیروسکوپیاثرافزایشودورانی
یکمقداراستممکنکهحديتایابند¬میکاهشپسروهايفرکانس
	.شودترکوچکتر،پایینموددرپیشروفرکانسازمودیکدرپسروفرکانس

=γ	200	شکل مود متناظر با فرکانس سوم پسرو به ازايو-5شکل 

=γ	200	شکل مود متناظر با فرکانس چهارم پیشرو به ازايز-5شکل 

=γ	200	شکل مود متناظر با فرکانس چهارم پسرو به ازايك-5شکل 

پیوست الف- 6
(شکل  ) بیان شد. 26ماتریسی روابط مربوط به شرایط سازگاري در معادلۀ 

دار به شکل معادلۀ هاي معرفی شده در این رابطه براي یک مقطع پلهماتریس
باشند:) می1- (الف
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(الفگاه این ماتریسهمچنین براي یک تکیه ) 2-ها به شکل معادلۀ 
شد:تعریف خواهند
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پیوست ب-7
است؛ )ارائه شده33شکل ماتریسی روابط مربوط به شرایط مرزي در معادلۀ(

هاي معرفی شده در این رابطه به شکل معادلۀ هاي غیرصفر ماتریسدرایه
) خواهند بود:1-(ب
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