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هاي مختلف قفل شدن انجام سازي سینماتیکی مسیر، در فضاي مفصلی روبات دو بازویۀ موازي در پیکربنديدر این مقاله بهینه
هاي پیکربندي یک مسیر در نظر گرفته شده است. پاسخ بهینه مسیر هر یک از مفاصل، با مینیمم هر یک از حالتشده است. براي

هاي مختلف پیکربندي، کردن یک تابع هدف در کل مسیر محاسبه شده است. با توجه به تعداد افزونگی درجه آزادي در حالت
تفاده از اصل مینیمم سازي پونتریگن و تعیین نوع شرایط اولیه حاکم بر اي از متغیرها در نظر گرفته شده و با اسحدس اولیه

ي به دست آمده، براي هر یک از مفاصل سیستم، حدس اولیه اصلاح شده و جواب بهینه به دست آمده است. با توجه به جواب بهینه
عملکرد بهینه به دست آمده است. هاي پیکربندي، اندیس مسیر بهینه نیز به دست آمده است. همچنین در هر یک از حالت

.همچنین معادلات سینماتیک مستقیم به عنوان قیدهاي مسئله در نظر گرفته شده است

کلید واژگان:
هاي بادامکیموازي با قفلهدو بازوی

سازي سینماتیکیبهینه
افزونگی درجه آزادي
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	 Kinematic	 trajectory	optimization	of	 the	 dual-arm	 cam-lock	 parallel	 robot	 in	 the	 different	 lock	
configuration	has	been	done	in	this	paper. A	different	path	has	been	considered	for	each	of	 lock	
configuration.	The	optimal	trajectory	of	each	joint	has	been	calculated	by	minimizing	an	objective	
function	 in	 whole	 trajectory.	 According	 to	 the	 number	 of	 redundancy	 in	 the	 different	
configurations,	an	 initial	 guess	of	 the	variables	have	 been	 considered.	Then	 the	 initial	 guesses	
have	 been	modified	 and	 optimum	 results	 have	 been	 obtained	 by	 using	 Pontryagin’s	minimum	
principles	and	determining	the	governing	initial	condition	on	the	system.	According	to	the	optimal	
joint	 variable,	 optimal	 trajectory	 has	 been	 obtained	 for	 each	 of	 the	 joints.	 In	 all	 of	 the	
configurations,	 optimal	 performance	 index	 has	 been	 achieved.	 	 Also	 the	 direct	 kinematic	
equations	have	been	considered	as	the	constraints	of	the	system.	
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مقدمه-1
هاي بادامکی، یک بازوي مکانیکی با قابلیت روبات دو بازویه موازي با قفل

توانند پیکربندي، تشکیل شده از دو بازوي موازي همکار است. بازوها می
برخی از درجات آزادي خود را با قفل کردن به یکدیگر از دست بدهند. در 

یزم، عناصر اساساً تصویر آینه یکدیگر هستند. بدنه روبات توسط این مکان
اند که اي ساخته شدهها به گونهتعدادي بادامک ساخته شده است. این بادامک

. به دلیل اینکه بادامکدر صورت نیاز می ها توانند به یکدیگر قفل شوند 
فضاي قابلیت قفل شدن در هم را دارند، درجه آزادي، درجه استحکام، و

هاي مختلفی تواند پیکربنديکاري روبات تغییر خواهند کرد. بنابراین می
داشته باشد. در واقع هنگامی که بازوها در بخشی از زنجیره مکانیکی یکدیگر 

شود و به همان نسبت از شوند، برخی درجات آزادي روبات حذف میقفل می
اعث مصرف کمتر شود. این موضوع بعملگرهاي مکانیکی روبات کاسته می

انرژي در انجام ماموریتها و همچنین صلبیت بالاتر مکانیزم و در نتیجه دقت 
دسترسی بهتر خواهد شد. لکن بسته به مسیر حرکتی مورد نظر باید تمام 

پذیر هستند جداگانه بررسی هاي قفل شوندگی روبات که امکانپیکربندي
	ي شود.گیرشده و با توجه به مقدار انرژي مصرفی تصمیم

هاي موازي کارایی بسیار خوبی از نظر دقت، استحکام، و توانایی روبات
هاي همکار محبوبیت روز افزونی در براي حمل بارهاي بزرگ را دارند. روبات
ها در زمینه توان به کاربردهاي آنصنعت ماشین ابزار دارند. همچنین می

سازهاي پرواز اشاره کرد.نجوم و شبیه
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هاي توان به عنوان رباتهاي بادامکی را مییه موازي با قفلربات دو بازو
گذاري همکاري بین بازوها براي انجام یک همکار نیز نام برد. دلیل این اسم

باشد که یک مبحث جدیدي در زمینه علم رباتیک کار به صورت مشترك می
لحاظ توان به انجام کارهایی که بهها میهاي این رباتشده است. از توانایی

پیچیدگی، کارایی و یا دقت از عهده یک ربات خارج است اشاره کرد. با توجه 
باشند، ها داراي نامعینی استاتیکی و دینامیکی میبه این که این سیستم

سازند.ها را با مشکلاتی همراه میکارگیري این سیستمبه
هاي اخیر، کارهاي زیادي از قبیل بررسی سینماتیکی، بررسیدر دهه

هاي همکار انجام شده سازي مسیر، بر روي رباتدینامیکی، کنترل و بهینه
گیري از یک ربات موازي ] یک توسعه چشم1است. سراکین و همکارانش[

ها این توسعه را بر روي اند. آنجدید با دو درجه آزادي فعال ارائه نموده
ن و سازي فضاي کاري و میدان نیرو نشان دادند.همچنین گوسلیبهینه

هاي موازي معلق ] یک روشی براي تولید مسیر براي مکانیزم2همکارانش[
ها یک ربات دو درجه آزادي توسط کابل ارائه کردند. براي این منظور آن

] روشی براي تولید 3اي را مورد بررسی قرار دادند. لیو و همکارانش[صفحه
ها پیشنهاد مسیر براي انگشتان یک ربات، بر اساس پیکربندي کنترل نقطه

کردند. از این روش براي بسته بندي صنعتی استفاده کردند. مینگ و 
موازي هیبریدي با -] هدفی براي تولید مسیر ربات هاي سریال4همکارانش [

اند.افزونگی درجه آزادي با بررسی بهترین عملکرد براي سفتی ارائه کرده
ژاکوبین ] با استفاده از شبه معکوس ماتریس5،6ویتنی و لجیس[

مفاصل، معادلات سینماتیک معکوس در سطح سرعت مفاصل را به دست 
هاي محدود به عنوان اي] از چندجمله7اند. یوچی یاما و همکارانش[آورده

تقریبی از زوایاي مفاصل و تعیین ضرایب مجهول آن به وسیله اعداد تصادفی 
شرایط اولیه ] براي تقریب مسیر با 8اند. ناکورگا و ین[استفاده کرده

ها و تعداد محدودي از جملات سري فوریه اينامشخص، از مجموع چندجمله
اسپیلاین Bیابی هاي درون] از تکنیک9اند. کیو و ازاکی[استفاده کرده

هاي اند. سپس استفاده از تکنیکیکنواخت براي حل مسئله استفاده کرده
] براي حل 10[سازي مورد توجه واقع شد. بر همین اساس چانگبهینه

معادلات، یک اندیس تعریف کرد و آن را هم زمان با قید معادلات سینماتیک، 
بهینه کرد. با توجه به نظریه حساب تغییرات و با به دست آوردن معادلات 
دیفرانسیل مرتبه اول، به دست آوردن مقدار بهینه براي اندیس مورد نظر 

]. اندیس مورد نظر 13-11شود[تبدیل به حل یک مسئله شرط مرزي می
تواند سینماتیکی یا دینامیکی باشد. در صورتی که پارامترهاي وابسته به می

دست آوردن مقادیر بهینه از روابط اندیس، سینماتیکی باشند و براي به
شود. اگر پارامترهاي سینماتیکی استفاده شود، اندیس سینماتیکی نامیده می

گشتاور) باشند اندیس دینامیکی نامیده وابسته به اندیس، دینامیکی(نیرو و 
شود.می

] هاي ] با معرفی روبات دو بازویه موازي با قفل14اسگویی و همکاران 
بادامکی به ارائه روشی جهت یافتن پیکره بهینه آن در حالت استاتیکی براي 

اي از فضاي کاري و در راستاي از پیش تعریف اعمال نیروي حداکثر در نقطه
ختند. اي پرداشده

هاي در این مقاله هدف بررسی سینماتیکی  ربات دو بازویه موازي با قفل
باشد. این ربات داراي چهار هاي مختلف قفل شدن میبادامکی، در پیکربندي

حالت براي قفل شدن است. با توجه به اینکه این روبات در هر یک از لینک 
انند با یک دیگر قفل توها میهاي بادامکی است لذا لینکهایش داراي قفل
	هاي مختلفی داشته باشند.شده و پیکربندي

پیکربندي بدون قفل 1حالت اول، پیکربندي بدون قفل است. شکل 
دهد. پیکربندي بازوها با قفل اول را نشان می2دهد.  شکل بازوها را نشان می

در شوند. هاي اول هر کدام از بازوها با هم قفل میدر این حالت فقط لینک
شوند هاي سوم و چهارم هر یک از بازوها با همدیگر قفل میحالت سوم، لینک

نشان 3شود. این پیکربندي در شکل و این پیکربندي قفل دوم نامیده می
داده شده است. حالت چهارم به این صورت است که لینک هاي اول و دوم هر 

شود. میده میشوند و این حالت، قفل سوم نایک از بازوها با هم قفل می
دهد.پیکربندي بازوها با قفل سوم را نشان می4شکل

سینماتیک مستقیم و ماتریس ژاکوبین بازوها-2

دهد.روبات دو بازویه موازي را با پارامترهاي مختلف آن نشان می5شکل 
با توجه به پیکربندي ربات، روابط سینماتیک مستقیم براي هر یک از 

شود.) نوشته می1صورت رابطه (بازوهاي راست و چپ، به 

)1(

ଵݔ = ݈ோଵܥோଵ + ݈ோଶܥோଵଶ + ݈ோଷܥோଵଶଷ + ݈ோସܥோଵଶଷସ	

					= ݈௅ଵܥ௅ଵ + ݈௅ଶܥ௅ଵଶ + ݈௅ଷܥ௅ଵଶଷ + ݈௅ସܥ௅ଵଶଷସ

ଶݔ = ݈ோଵ ோܵଵ + ݈ோଶܵோଵଶ + ݈ோଷܵோଵଶଷ + ݈ோସܵோଵଶଷସ	

					= ݈௅ଵ ௅ܵଵ + ݈௅ଶܵ௅ଵଶ + ݈௅ଷܵ௅ଵଶଷ + ݈௅ସܵ௅ଵଶଷସ

پیکربندي بدون قفل بازوها1شکل

پیکربندي بازوها با قفل اول2شکل
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پیکربندي بازوها با قفل دوم3شکل

پیکربندي بازوها با قفل سوم4شکل

پارامترهاي مربوط به بازوهاي روبات5شکل

) به صورت زیر بیان 1در صورتی که متغیرهاي استفاده شده در رابطه (
شوند:می

ோଵଶଷସܥ = cos(ߠோଵ + ோଶߠ + ோଷߠ + (ோସߠ

ܵோଵଶଷସ = sin(ߠோଵ + ோଶߠ + ோଷߠ + (ோସߠ

௅ଵଶଷସܥ = cos(ߠ௅ଵ + ௅ଶߠ + ௅ଷߠ + (௅ସߠ

ܵ௅ଵଶଷସ = sin(ߠ௅ଵ + ௅ଶߠ + ௅ଷߠ + (௅ସߠ

لی متغیر فضاي مفصnبازوي مکانیکی را با تعداد 
ߠ = ଵߠ] , ଶߠ , … . ௡ߠ , ]୘ وmݎمتغیر فضاي کاري = ,ଵݔ] ,ଶݔ ௠]୘ݔ…

شود، یک نمایش داده میJبگیرید، ماتریس ژاکوبین که با حرف در نظر
از فضاي مفصلی (ߠ̇)بعديnماتریس انتقال خطی است که یک بردار سرعت 

نگارد، که به صورت از فضاي کاري می(ݎ̇)بعدي mرا بر یک بردار سرعت 
شود.) بیان می2رابطه (

ݎ̇)2( = ߠ̇ܬ
شود. در بیشتر به صورت ماتریسی نیز نوشته می) با جزئیات 2رابطه (

) داریم:3رابطه (

)3(
⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ଵݔ̇
.ଶݔ̇
.
.
⎦௠ݔ̇
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
߲ ଵ݂

ଵߠ߲
߲ ଶ݂

.ଵߠ߲
..

߲ ௠݂

ଵߠ߲

						

߲ ଵ݂

ଶߠ߲
				 . . .

߲ ଶ݂

ଶߠ߲
				 . . .
.

											. . ..
߲ ௠݂

ଶߠ߲
				 . . .

					

߲ ଵ݂

௡ߠ߲
߲ ଶ݂

.௡ߠ߲
..

߲ ௠݂

⎦௡ߠ߲
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

		

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
ଵߠ̇⎡
.ଶߠ̇
.
.
⎦௡ߠ̇
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

(به طوري که ) به صورت زیر بیان 3متغیرهاي استفاده شده در رابطه 
شوند:می

௜ݔ = ௜݂(ߠଵ ଶߠ, , . . . ,(௡ߠ, ݅ = 1,2, . . . ,݉

سازيمدل-3
طرح مسئله- 3-1

ߠ	بردارهاي ∈ ܴ௡و	ݎ ∈ ܴ௠ به ترتیب، نشان دهنده متغیرهاي فضاي
݊باشند. به ازا مفصلی و متغیرهاي فضاي کاري می > سیستم داراي ݉

در فضاي مفاصل (ݐ)ߠ	افزونگی درجه آزادي است. هدف پیدا کردن مسیر
شروع به حرکت نماید، (଴ݐ)ܺ	است، به طوري که مجري نهایی از مختصات 

نشان دهنده زمان ଴ݐبرسد. (௙ݐ)ܺ		را طی نماید و به مختصات(	ݐ)ܺ	مسیر
است.نشان دهنده زمان نهایی ௙ݐ		اولیه و  

	شود.) بیان می4معادله سینماتیکی بازوها توسط رابطه (
(ݐ)ݎ)4( = (ߠ)݂

) نسبت به زمان مشتق گرفته شود، معادله به 4در صورتی که از رابطه (
شود.) بازنویسی می5فرم دیفرانسیلی در آمده و به صورت رابطه (

(ݐ)ݎ̇)5( = 																																																							ߠ̇(ߠ)ܬ
(ߠ)ܬ	که ∈ ܴ௠×௡ نشان دهنده ماتریس ژاکوبین است. فرم کلی جواب

	) نشان داده شده است.6) در رابطه (5براي رابطه (
ߠ̇)6( = (ݐ)ݎ̇#ܬ + ௡ܫ) − 																																			ݕ(ܬ#ܬ

(ߠ)#ܬدر رابطه بالا،  ∈ ܴ௡×௠ نشان دهنده معکوس ضعیف ماتریس 	
∋ژاکوبین و ܴ௡×௡ܫ௡ .هاي در حالت#ܬنشان دهنده ماتریس همانی است

	شود.) محاسبه می7غیر تکین به صورت رابطه (
#ܬ)7( = ்ܬଵି(ܬ்ܬ)
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ݕ ∈ ܴ௡) )  جواب 6یک بردار کاملاً اختیاري است. جمله اول معادله 
) است که از مکمل متعامد فضاي پوچ ماتریس ژاکوبین 5خصوصی معادله (

) نشان دهنده جواب عمومی معادله 6استخراج شده است. جمله دوم معادله (
௡ܫ)باشد که ) می5( − ، در فضاي پوچ ݕرا توسط بردار اختیاري (ܬ#ܬ

نگارد. در حقیقت این جواب عمومی نشان دهنده قابلیت افزونگی ن میبیژاکو
هاي متفاوتی براي تواند جوابباشد و همچنین میدرجات آزادي سیستم می

سازي یک اندیس را  براي یک تولید کند. قابلیت فوق اجازه بهینه(ݐ)ߠ̇
	دهد. عملیات مشخص می
هینه همانند اصل مینیمم هاي کنترل بتواند از طریق روشاین مسئله می

سازي پونتریگن، مورد بحث قرار گیرد.

اصل مینیمم سازي پونتریگن- 3-2
	) مفروض است:8سیستم دینامیکی در رابطه (

ݔ̇)8( = (ݑ,ݔ)݂
ݔدر صورتی که  ∈ ܴ௡ ݑمتغیرهاي حالت و ∈ ܴ௠ متغیرهاي ورودي

نسبت به زمان است. هدف مسئله کنترل ݔنشان دهنده مشتق ݔ̇هستند. 
଴ݐ	در بازه (ݐ)ݑبهینه، یافتن  ≤ ݐ ≤ باشد که متغیرهاي حالت را از می௙ݐ

انتقال دهد به صورتی که 	௙൯ݐ൫ݔمقادیر نهایی به(଴ݐ)ݔیک مقادیر اولیه 
:عملکرد	)، تابع9کل مسیر، طبق رابطه (

ܫܲ)9( = න ଴݂(ݑ,ݔ	)݀ݐ
௧೑

௧బ
	زد.را بهینه سا

ߣهمیلتونین سیستم، با در نظر گرفتن بردار الحاقی  ∈ ܴ௡ با رابطه ،
شود:) بیان می10(
,ߣ)ܪ)10( (ݑ,ݔ = − ଴݂ + ்݂ߣ

଴ݐ، مسئله کنترل بهینه براي بازه زمانی ∗ݑ ≤ ݐ ≤ خواهد بود در ௙ݐ
)  برقرار باشند.14تا () 11صورتی که روابط (

(ݐ)∗ݔ̇)11( = ቆ
(∗ݑ,∗ݔ,∗ߣ)ܪ߲

ߣ߲ ቇ
்

(ݐ)∗ߣ̇)12( = −ቆ
(∗ݑ,∗ݔ,∗ߣ)ܪ߲

ݔ߲ ቇ
்

(∗ݑ,∗ݔ,∗ߣ)ܪ߲)13(
ݑ߲ = 0

(∗ݑ,∗ݔ,∗ߣ)ܪ)14( ≤ (ݑ,∗ݔ,∗ߣ)ܪ
باشند. روابط بالا ترکیبی از معادلات جبري و معادلات دیفرانسیل می

(	mبنابراین با حل  و سپس با (ݐ)∗ݑ)، و محاسبه 13عدد معادله جبري 
(11جایگذاري در رابطه ( قابل محاسبه خواهد (ݐ)∗ݔ̇) ، مسیر بهینه 12) و 
هاي لازم براي مینیمم کردن همیلتونین سیستم بود. روابط بالا شرط

، خطی یا ݑ)، فقط در شرایطی که همیلتونین، نسبت به 13باشند. رابطه (می
درجه دو باشد، داراي حل تحلیلی است، در غیر این صورت، در هر مرحله باید 

شود که محاسبات گیري عددي حل شود. این امر منجر میبه صورت انتگرال
العاده سنگین شوند.فوق

مسئله کنترل بهینه براي افزونگی درجه ) 9) و (8)، (6با توجه به روابط (
شود:) در نظر گرفته می17) و (16آزادي، به صورت روابط (

ߠ̇)15( = (ݕ,ߠ)݂

ܫܲ)16( = න ଴݂(ݕ,ߠ	)݀ݐ
௧೑

௧బ

) 17) به صورت رابطه (16متغیر استفاده شده در رابطه (در صورتی که 
شود:بیان می

)17(଴݂ = ்ߠ̇ ߠ̇
، باعث آسان شدن محاسبات همیلتونین ଴݂در اندیس عملکرد بالا، 

و )16(کند. در واقع با تعریف معادلات شود و وجود جواب را تضمین میمی
انرژي کینتیکی مصرفی اي به دست خواهد آمد که مسیر بهینه به گونه)17(

توسط عملگرهاي روبات بر روي آن مسیر حداقل شوند. 
باشد و همچنین با در می	ߠ̇با توجه به اینکه اندیس عملکرد بر حسب 

به صورت درجه دو ظاهر شده است، در آن ݕنظر گرفتن این موضوع که 
به ݕ) منجر به جواب تحلیلی براي 13که حل معادله (شودگرفته مینتیجه 

شود (پیوست را ) بیان می18شود که به صورت رابطه (صورت بسته می
ببینید):

ݕ)18( = −
1
2

௡ܫ) − ߣ(ܬ#ܬ

)، 15دهد که ورودي بهینه معادله (ترم سمت راست معادله بالا نشان می
.نیمی از طرح متعامد بردار الحاقی بر فضاي افزونگی درجه آزادي است

) تا 11() و با توجه به معادلات 15(در معادله )18(با جایگذاري معادله 
شوند:) ساده می21) و (20)، (19)، نهایتاً معادلات به شکل روابط (14(
ߠ̇)19( = ݂

ߣ̇)20( = ൬
߲݂
൰ߠ߲

்

(2݂ − (ߣ

)21(݂ = (ݐ)ݎ̇#ܬ +
1
2

௡ܫ) − ߣ(ܬ#ܬ

شرایط مرزي حاکم بر سیستم- 3-3
معادله دیفرانسیل مرتبه اول هستند ݊داراي 20و 19هر کدام از معادلات 

معادله دیفرانسیل مرتبه اول است. بنابراین 2݊که در مجموع سیستم داراي 
شرط اولیه باید تعیین گردد. 2݊براي به دست آوردن حل بهینه سیستم، 

ݐدر لحظه )22(رابطه  = برقرار باشد:باید ଴ݐ
(଴ݐ)ݎ)22( = ݂൫ߠ(ݐ଴)൯

ݐکند. در لحظه شرط را تعیین می݉		معادله بالا تعداد  = در انتهاي ௙ݐ
به صورت آزاد است، ولی با ௙ߠمسیر به دلیل وجود افزونگی درجه آزادي، 

توجه به معلوم بودن زمان خاتمه مسیر و همچنین با توجه به معادلات حاکم 
نامند ا زمان معلوم میبر سیستم این نوع مسائل را ، مسئله حالت نهایی آزاد ب

) برقرار است:23که در این موارد رابطه (

௙൯ݐ൫ߣ)23( = 0

از دو رابطه اخیر در مجموع کند.شرط را تعیین می݊تعداد 23رابطه 
݊تعداد  + ݊گردد. تعداد شرط معلوم می݉ − ماند شرط دیگر باقی می݉

بر دسته معادلات سینماتیک مستقیم در ߣکه براي تعیین آن از شرط تعامد 
شود:) بیان می24شود. این شرط بر اساس رابطه(ابتداي مسیر استفاده می

)24(൛ܫ௡ − (଴ݐ)ߣ	൯ൟ(଴ݐ)ߠ൫ܬ൯(଴ݐ)ߠ൫#ܬ = 0

݊تعداد 24رابطه  − شرط 2݊کند و در مجموع شرط را تعیین می݉
گردد. با توجه به شرایط گیري تعیین میاولیه لازم در دو انتهاي بازه انتگرال

گیري،  تعیین مسیر بهینه نیاز به حل مسئله مرزي موجود در دو بازه انتگرال
شرط مرزي دو طرفه خواهد داشت. روش شلیک از جمله حل این نوع مسائل 

آید.به شمار می
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روش شلیک-4

روش شلیک روشی براي حل مسئله مقدار مرزي توسط در تحلیل عددي، 
کاهش آن در جوابی از مسئله مقدار اولیه است. پروسه حل در روش شلیک 

گیري در اي در یک بازه انتگرالباشد که در ابتدا فرض اولیهبه این صورت می
شود تا شرایط مرزي در یک بازه کامل شود. سپس نظر گرفته می

آیند. شود و مقادیر در طرف دیگر بازه به دست مییگیري انجام مانتگرال
- مقادیر به دست آمده در طرف دیگر بازه با شرایط مرزي موجود مقایسه می

گیري دوباره انجام شود . در صورت بروز خطا فرض اولیه اصلاح شده و انتگرال
شود. این کار تا زمانی که خطا صفر شود و مسئله به جواب واقعی خود می

شود. شود تکرار میهمگرا
شرط اولیه لازم در دو انتهاي بازه 2݊همان طور که قبلاً نیز اشاره شد، 

ݐشرط در ݊ها، تعداد گیري معلوم است که از این شرطانتگرال = و ଴ݐ
ݐشرط در ݊تعداد  = ݐباشند. بنابراین باید در می௙ݐ = فرض ݊، تعداد ଴ݐ

گیري را انجام داد تا مقادیر در طرف دیگر بازه، اولیه در نظر گرفت و انتگرال
ݐیعنی در   = شرط ݊به دست آیند. سپس مقادیر به دست آمده را با ௙ݐ

(଴ݐ)ݎشرط (଴ݐ)ߠموجود مقایسه کرد. با توجه به اینکه  = ݂൫ߠ(ݐ଴)൯ را

௙൯ݐ൫ݎتواند شرط نیز می௙൯ݐ൫ߠکند، بر این اساس ارضا می = ݂ ቀߠ൫ݐ௙൯ቁ
) را به جاي 22(وجه به این نکته، در صورتی که اگر معادله را ارضا کند. با ت

ݐدر نظر گرفته شود، تعداد شرایط مرزي معلوم در ௙ݐدر ଴ݐ = در ௙ݐ
݊مجموع  ݊می شود و فقط ݉+ شود. این امر باعث فرض انجام می݉−

شود تا حجم محاسبات کاهش یافته و سرعت همگرایی به جواب واقعی می
د. افزایش یاب

شود:) بیان می25در نهایت، شرایط مرزي موجود مطابق روابط (

)25(

(଴ݐ)ݎ = ݂൫ߠ(ݐ଴)൯	

݁ = ൛ܫ௡ − (଴ݐ)ߣ	൯ൟ(଴ݐ)ߠ൫ܬ൯(଴ݐ)ߠ൫#ܬ

௙൯ݐ൫ߣ = 0
ݐبا توجه به شرایط مرزي موجود در  = گیري به صورت ، انتگرال௙ݐ

ݐدر ߣو  ߠگیرد و مقادیر پسرو انجام می = آیند. اگر شرط به دست می଴ݐ
هاي اولیه باید طوري تصحیح شوند که تعامد در ابتداي بازه برقرار نبود، فرض

݁و هشرط تعامد برقرار شد = شود. 0
به عنوان بردار فرضی اولیه در نظر گرفته شود، براي تصحیح ܵاگر بردار 

݁این بردار در هر تکرار به ازاي  ≠ شود. طبق یاز بسط تیلور استفاده م0
) داریم:26رابطه (

)26(ܵ௡ାଵ = ܵ௡ − ൬
߲݁
߲ܵ൰

ିଵ

ቤ
௡
	݁௡

26تا زمانی که دقت مورد نظر ارضا نشود، توسط رابطه بازگشتی ܵبردار
شود.تصحیح می

مسئله نمونه-5

هدف مسئله بررسی و به دست آوردن مسیر بهینه براي روبات دو بازویه 
	است.هاي مختلف پیکربنديموازي در حالت

پیکربندي بدون قفل- 5-1
باشند. تعداد ها با یکدیگر قفل نمیکدام از لینکدر این پیکربندي هیچ

باشد که از رابطه گروبلر محاسبه درجات آزادي در این پیکربندي شش می
(متغیرهاي فضاي کاري) در صفحه، شده است. موقعیت مجري نهایی 

(ݐ)ݎ	 = (ݐ)ݔ] باشد. بنابراین در این پیکربندي، روبات داراي می୘[(ݐ)ݕ
݊ − ݉ = 6− 2 = باشد. با توجه به تعداد افزونگی درجه آزادي می4

مؤلفه 4، داراي ܵسازي، بردار افزونگی درجه آزادي، براي حل مسئله بهینه
فرض اولیه باید در نظر گرفته شود. 4خواهد بود. بدین ترتیب که 

در ௅ଶߠ،و ௅ଵߠ،ோଶߠ،ோଵߠه در این حالت، هاي در نظر گرفته شدفرض
ݐلحظه  = ها، از طریق روابط باشد. با در نظر گرفتن این فرضمی௙ݐ

سینماتیک معکوس بقیه متغیرهاي فضاي مفصلی بر اساس متغیرهاي فرضی 
شود و سازي مسیر بر همین اساس شروع میآیند. پروسه بهینهبه دست می

شوند و دوباره مقادیر اصلاح شده فرضی اصلاح میدر هر گام متغیرهاي
گیرند و مقادیر جدیدي از دیگر ها در روابط سینماتیک معکوس قرار میفرض

آیند. این کار تا زمان رسیدن به دقت متغیرهاي فضاي مفصلی به دست می
کند.مورد نظر ادامه پیدا می

سازي پیکربندي بدون قفلنتایج بهینه-1- 5-1
سازي براي یک مسیر مورد نظر انجام شده مطالب ذکر شده، بهینهبر اساس 

شود را طی )  بیان می27که توسط رابطه (،ܣ	است. مجري نهایی، باید مسیر
کند:

(ݐ)ݎ)27( = ൤(ݐ)ݔ
൨(ݐ)ݕ = ൥

0.5
1
4

[1− ൩[(ݐߨ)ݏ݋ܿ

ݐبدین ترتیب که،  ∈ [0,1].
، پیکربندي بهینه بازوها، مسیر بهینه مفاصل بازوهاي 15تا 6هاي شکل

دهد. جدول سمت راست و چپ، و مقادیر بهینه اندیس عملکرد را نشان می
، مقادیر ܵسازي را که شامل متغیرهاي حدسی اولیه بردار ، جزئیات بهینه1

دقت مورد نظر هاي تکرار شده براي رسیدن به بهینه به دست آمده، تعداد گام
ݐو مقدار بهینه اندیس عملکرد است در  = دهد.نشان می௙ݐ

پیکربندي روبات با قفل اول- 5-2
هاي اول هر کدام از همان طور که قبلاً نیز اشاره شد در این پیکربندي لینک

و ோଵߠ	شوند. در این حالت متغیرهاي فضاي مفصلی بازوها بر یکدیگر قفل می
πداراي مقادیر ثابتی با مقدار ௅ଵߠ تعداد درجات آزادي در این باشند. می⁄	2

است.چهار	پیکربندي
با توجه به متغیرهاي فضاي کاري روبات، در این پیکربندي بازوها 

݊	داراي −݉ = 4− 2 = باشد. لازم است که افزونگی درجه آزادي می2
به ௅ଵߠو ோଵߠدو فرض اولیه در نظر گرفته شود. براي این حالت ܵ	براي بردار

شوند. بقیه متغیرها از طریق روابط هاي اولیه در نظر گرفته میعنوان فرض
سینماتیک معکوس به دست آمده و پروسه حل مسئله کنترل بهینه شروع 

شود.می

پیکربندي بدون قفل6شکل
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نسبت به زمانோଵߠمسیر بهینه 7شکل

نسبت به زمانோଶߠمسیر بهینه 8شکل

نسبت به زمانோଷߠمسیر بهینه 9شکل

نسبت به زمانோସߠمسیر بهینه 10شکل

نسبت به زمان௅ଵߠمسیر بهینه 11شکل

نسبت به زمان௅ଶߠمسیر بهینه 12شکل

نسبت به زمان௅ଷߠمسیر بهینه 13شکل

نسبت به زمان௅ସߠمسیر بهینه 14شکل

اندیس عملکرد بهینه نسبت به زمان15شکل

سازي براي پیکربندي با قفل اولنتایج بهینه-1- 5-2
که براي پیکربندي بدون قفل در نظر گرفته شده بود، به دلیل اینکه ، Aمسیر

خارج از فضاي کاري روبات است، براي این پیکربندي مجاز نیست. بنابراین 
مسیر دیگري در نظر گرفته شده است. در این حالت، مجري نهایی باید 

شود را طی کند:) بیان می28که توسط رابطه (،B	مسیر

(ݐ)ݎ)28( = ൤(ݐ)ݔ
൨(ݐ)ݕ = ൤0.25 + 0.15[1− [(ݐߨ)ݏ݋ܿ

(ݐ)ݔ1.5 ൨

ݐکه در صورتی ∈ [0,1].
، پیکربندي بهینه بازوها، مسیر بهینه مفاصل بازوهاي 23تا 16هاي شکل
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پیکربندي با قفل اول16شکل

نسبت به زمانோଶߠمسیر بهینه 17شکل

نسبت به زمانோଷߠمسیر بهینه 18شکل

نسبت به زمانோସߠمسیر بهینه 19شکل

نسبت به زمان௅ଶߠمسیر بهینه 20شکل

نسبت به زمان௅ଷߠمسیر بهینه 21شکل

نسبت به زمان௅ସߠمسیر بهینه 22شکل

اندیس عملکرد بهینه نسبت به زمان23شکل

دهد. جدولدیس عملکرد را نشان میسمت راست و چپ، و مقادیر بهینه ان
، مقادیر ܵسازي را که شامل متغیرهاي حدسی اولیه بردار ، جزئیات بهینه1

هاي تکرار شده براي رسیدن به دقت مورد نظر بهینه به دست آمده، تعداد گام
ݐو مقدار بهینه اندیس عملکرد است در  = نشان می دهد.௙ݐ

پیکربندي روبات با قفل دوم- 5-3
هاي سوم و چهارم باشد که لینکاي میحالت پیکربندي در این حالت به گونه

ோସߠشوند. در این حالت دیگر قفل میهر یک از بازوها با یک = ௅ସߠ = 0
باشند. تعداد درجات آزادي در این پیکربندي سه است.  در این حالت، می

݊	روبات داراي −݉ = 3− 2 = باشد. با توجه افزونگی درجه آزادي می1
به تعداد افزونگی درجه آزادي، تنها لازم است که یک فرض اولیه در نظر 

شود به عنوان فرض اولیه در نظر گرفته میோଵߠر گرفته شود. بدین منظو
سپس مقادیر متغیرهاي مفصلی بهینه توسط روابط سینماتیک معکوس به 

آیند.دست می

سازي براي پیکربندي با قفل دومنتایج بهینه-1- 5-3
، در این پیکربندي نیز خارج از فضاي کاري روبات A	با توجه به اینکه مسیر 

در بازه Bاست براي حل مسئله کنترل بهینه براي این پیکربندي مسیر 
ݐ	زمانی ∈ شود.نظر گرفته می[0,1]
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، پیکربندي بهینه بازوها، مسیر بهینه مفاصل 31تا 24هاي شکل
دهد. میبازوهاي سمت راست و چپ، و مقادیر بهینه اندیس عملکرد را نشان

، ܵسازي را که شامل متغیرهاي حدسی اولیه بردار ، جزئیات بهینه1جدول 
هاي تکرار شده براي رسیدن به دقت مقادیر بهینه به دست آمده، تعداد گام

ݐمورد نظر و مقدار بهینه اندیس عملکرد است در  = دهد.نشان می௙ݐ

پیکربندي با قفل سوم- 5-4
هاي اول و باشد. در این حالت لینکآخرین حالت، پیکربندي با قفل سوم می

شوند. در این پیکربندي دوم هر کدام از بازوها با یکدیگر قفل می
ோଵߠ = ௅ଵߠ = π 2⁄ , ோଶߠ = ௅ଶߠ = باشند. تعداد درجات آزادي در می0

پیکربندي با قفل دوم24شکل

نسبت به زمانோଵߠمسیر بهینه 25شکل

نسبت به زمانோଶߠمسیر بهینه 26شکل

نسبت به زمانோଷߠمسیر بهینه 27شکل

نسبت به زمان௅ଵߠمسیر بهینه 28شکل

نسبت به زمان௅ଶߠمسیر بهینه 29شکل

نسبت به زمان௅ଷߠمسیر بهینه 30شکل

اندیس عملکرد بهینه نسبت به زمان31شکل

݊باشد. به این ترتیب، این پیکربندي دو می −݉ = 2 − 2 = 0 ،
بنابراین، در این حالت سیستم داراي افزونگی درجه آزادي نیست لذا نیازي 

باشد.به حل مسئله کنترل بهینه در این حالت نمی

سازي براي پیکربندي با قفل سومنتایج بهینه-1- 5-4
باشند. براي این ، خارج از فضاي کاري روبات با این پیکربندي میAمسیر

، را Bشود. مجري نهایی روبات باید مسیر در نظر گرفته میBحالت نیز مسیر 
ݐ	در بازه زمانی ∈ طی کند.[0,1]
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، پیکربندي بهینه بازوها، مسیر بهینه مفاصل 37تا 32هاي شکل
دهد. اندیس عملکرد را نشان میبازوهاي سمت راست و چپ، و مقادیر بهینه

دهد.، مقادیر نهایی متغیرهاي فضاي مفصلی را نشان می1جدول 

گیرينتیجه- 6

سازي سینماتیکی مسیر براي روبات دو بازویه موازي با در این مقاله، بهینه
هاي بادامکی با در نظر گرفتن افزونگی درجه آزادي انجام شده است. قفل

هاي مختلف قفل شدن، مورد بررسی قرار گرفت. روابط مسئله پیکربندي
مفصل، ݊عداد سازي سینماتیکی با افزونگی درجه آزادي براي روبات با تبهینه

سازي بهن به دست آمد. عمل بهینهبا استفاده از اصل مینیمم سازي پونتریگ

پیکربندي با قفل سوم32شکل

نسبت به زمانோଷߠمسیر بهینه 33شکل

نسبت به زمانோସߠمسیر بهینه 34شکل

نسبت به زمان௅ଷߠمسیر بهینه 35شکل

نسبت به زمان௅ସߠمسیر بهینه 36شکل

اندیس عملکرد بهینه نسبت به زمان37شکل

هاي مختلفسازي براي پیکربنديجزئیات بهینه1جدول

اندیس سینماتیکی انجام شد. براي حل مسئلههمراه بهینه کردن یک 
گیري عددي به صورت پسرو انجام شد. براي این منظور سازي، انتگرالبهینه

بادرنظر گرفتن شرایط مرزي دوطرفه، از روش شلیک استفاده شد. نتایج 
	هاي پیکربندي به دست آمد.سازي به صورت عددي براي همه حالتبهینه

هستند که در صورت جدا پذیري اندیس نتایج نشانگر این موضوع
تواند به صورت مجزا حل شود.سینماتیکی، مسئله طراحی مسیر بهینه می

	قفل سوم	قفل دوم	قفل اول	بدون قفل	پیکربندي
ோଵ௙ߠ
(Rad)	

	حدسی
2/0 	-	-	-	

ோଶ௙ߠ
(Rad)	

	حدسی
4/0 	5/0 	3/0 	-	

௅ଵ௙ߠ
(Rad)	

	حدسی
5/1 	-	-	-	

௅ଶ௙ߠ
(Rad)

	حدسی
09/0- 	02/0 	-	-	

> ‖݁‖	01/0 	01/0 	01/0 	-	
	-	6	8	9	تعداد تکرار

ோଵ௙ߠ
(Rad)	

	بهینه
012/0- 	-	152/0- 	-	

ோଶ௙ߠ
(Rad)	

	بهینه
0174/0 	137/1- 	-	-	

௅ଵ௙ߠ
(Rad)	

	بهینه
8133/2 	-	-	-	

௅ଶ௙ߠ
(Rad)	

	بهینه
597/2- 	897/0- 	-	-	

ቀRadଶ secൗ ቁ	

PI	بهینه
145/0 	05/2 	1/1 	33/0 	
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پیوست-7

) 29توان در رابطه (به صورت خطی است میyبر حسب 6از آنجا که معادله 
	نوشت:

ߠ̇)29( = ݂ = ܿ + ݕܤ
) داریم:30که طبق رابطه (

ܤ)30( = ௡ܫ) − (ܬ#ܬ
଴݂براي = ்ߠ̇ ) خواهیم داشت:31در رابطه (13) از معادله 29رابطه (ߠ̇

)31(

ܪ߲
ݕ߲ = 2ቆ

ߠ߲̇
ቇݕ߲

்

ߠ̇ + ൬
߲݂
൰ݕ߲

்

ߣ

							= ܿ)்ܤ2 + (ݕܤ + ߣ்ܤ = 0
شود:به شکل زیر نوشته می)32،معادله (yبا حل معادله فوق بر حسب 

ݕ)32( = ்ܤ#(ܤ்ܤ)− ൬ܿ +
1
2 ൰ߣ

و همچنین شبه معکوس یک ماتریس، خواص زیر در Bاز تعریف ماتریس 
) برقرار هستند:33رابطه (

)33(

ܤܤ = ܤ
்ܤ = ܤ
#ܤ = ܤ
ܿܤ = 0

- ) ساده می34قانون کنترلی به شکل رابطه (32در33با جایگذاري معادله 
شود.

ݕ)34( = −
1
2

௡ܫ) − ߣ(ܬ#ܬ
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