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ارتعاشات غیرخطی صفحات مدرج تابعی با بستر الاستیک، در معرض نیروهاي ناپایداري استاتیکی/دینامیکی ودر این مقاله
- هاي بزرگ ونتئوري کلاسیک صفحات و با بکارگیري تئوري تغییرشکلر اساس اي مطالعه شده است. بصفحه-هارمونیک درون

اصل همیلتون، معادلات دیفرانسیل جزئی و غیرخطی حاکم بر صفحه استخراج شده است. با در نظر گرفتن شش شکل کارمن و
مود ارتعاشی و با اعمال روش گالرکین، معادلات غیرخطی حاکم به معادلات دیفرانسیل غیرخطی ماتیو تبدیل شده است. با 

ا افزایش پارامترهاي بستر الاستیک، فرکانس طبیعی و نیروي بحرانی کمانش استخراج نواحی ناپایدار دینامیکی، نشان داده شد که ب
دهد. سپس با بکارگیري روش اغتشاشات، معادلات پاسخ هاي تحریک بالاتر رخ مییابد و ناپایداري دینامیکی در فرکانسافزایش می

ورت گرفت و شرایط وجود و عدم وجود استخراج شد و آنالیز تشدید پارامتریک سیستم صدر شرایط پایافرکانسی سیستم 
ماندگار بررسی و تحلیل شد و نشان داده شد که تغییرات پارامترهاي مسأله، تأثیر متفاوتی بر پاسخ ) تشدید(هاي غیربدیهی جواب

، دامنه نیروي گذارند. در این راستا، با ارائه نتایج عددي تأثیر پارامترهاي مختلف مسأله، شامل: فرکانس تحریکخطی صفحه میغیر
تحریک، پارامترهاي سفتی بستر الاستیک و پارامتر میرائی بر رفتاردینامیکی غیرخطی صفحه مطالعه شد و نشان داده شد که 

گذارد.هاي مشخصه تشدید صفحه میاي بر منحنیحضور بستر الاستیک، تأثیر عمده

کلید واژگان:
دینامیکیناپایداري

پاسترناكالاستیکبستر
اغتشاشاتروش

دوشاخگی
فرکانسیپاسخ

Static/dynamic	instability	and	nonlinear	vibrations	of	FG	plates	resting	on	
elastic	foundation	under	parametric	forcing	excitation	

Mousa	Rezaee*,	Reza	Jahangiri	

Department	of	Mechanical	Engineering,	University	of	Tabriz,	Tabriz,	Iran	
*	P.O.B.	51665-315	Tabriz,	Iran, m_rezaee@tabrizu.ac.ir	

ARTICLE	INFORMATION	 	 ABSTRACT	
Original	Research	Paper	
Received	10	February	2014	
Accepted	27	April	2014	
Available	Online	08	October	2014	
	

	 In	 this	study,	static/dynamic	 instability	and	nonlinear	vibrations	of	FG	plates	resting	on	elastic	
foundation	under	parametric	forcing	excitation	are	investigated.	Based	on	CPT,	applying	the	von-
Karman	 nonlinear	 strain–displacement	 relation	 and	 the	 Hamilton’s	 principle,	 the	 governing	
nonlinear	coupled	partial	differential	equations	are	derived.	By	considering	six	vibration	modes,	
the	 Galerkin’s	 procedure	 is	 used	 to	 reduce	 the	 equations	 of	 motion	 to	 nonlinear	 Mathieu	
equations.	 In	 the	absence	of	elastic	 foundation,	 the	validity	of	 the	 formulation	 for	analyzing	 the	
static	buckling,	dynamic	 instability	 and	 nonlinear	deflection	 is	accomplished	by	 comparing	 the	
results with	 those	of	 the	 literature.	Then,	 in	 the	presence	of	 the	 foundation	and	by	deriving	 the	
regions	of	dynamic	instability,	it	is	shown	that	as	the	parameters	of	the	foundation	increases,	the	
natural	 frequency	and	 the	 critical	 buckling	 load	 increase	and	 the	dynamic	 instability	occurs	at	
higher	excitation	frequencies.	The	frequency	response	equations	in	the	steady-state	condition	are 	
derived	by	applying	the	multiple	scales	method,	and	the	parametric	resonance	is	analyzed.	Then	
the	 conditions	 of	 existence	 and	 stability	 of	 nontrivial	 solutions	 are	 discussed.	 Moreover,	 the	
effects	 of	 the	 system	 parameters,	 including	 excitation	 frequency,	 amplitude	 of	 excitation,	
foundation	parameters	and	damping,	on	the	nonlinear	dynamics	of	the	FG	plate	are	investigated.	
Also,	 it	 is	 shown	 that	 the	 presence	 of	 the	 foundation	 has	 a	 considerable	 influence	 on	 the	
resonance	characteristic	curves.	
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مقدمه-1
اي که عملکرد امروزه آلیاژهاي فلزي افق جدیدي در ساخت مواد پیشرفته

بهینه تحت شرایط مکانیکی و حرارتی مختلف و در کاربردهاي متنوع از قبیل 

هاي هاي پیشرانش هواپیماها، پوشش حفاظتی پرهصنایع فضایی، سیستم
ی از هاي فضایتوربین و غیره دارند، باز کرده است. براي مثال در شاتل

هاي سرامیکی جهت حفاظت حرارتی در مقابل هاي حاوي کاشیکامپوزیت
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شود. اما وجود گرماي ایجاد شده در حین ورود به اتمسفر زمین استفاده می
تغییرات ناگهانی در ترکیب و خواص مواد از یک لایه به لایه دیگر که تحت 

اي پسماند و هباشد، منجر به تمرکز شدید تنش موضعی، تنشاثر تنش می
شود. در صورتی که که با شدگی میاي و نهایتاً ترك و جداتورق بین لایه

انتقال تدریجی خواص از یک ماده به ماده دیگر، تمرکز تنش به میزان قابل 
1984ایده اصلی مواد تابعی براي اولین بار در سال .یابدتوجهی کاهش می

ملی هوا و فضاي ژاپن در منطقه ] در آزمایشگاه 1توسط نینو و همکارانش [
مواد مقاوم در معرض دماهاي بسیار بالا مطرح شد. سندایی جهت تولید

داراي ساختار تدریجی از خواص 1ترین نوع مواد مدرج تابعیشناخته شده
سرامیکی به خواص فلزي هستند که علاوه بر دارا بودن ماهیت کامپوزیتی، 

لکتریکی بالا، سختی و استحکام بالا، خواص مطلوب فلزات از قبیل هدایت ا
ها همانند سبکی و مقاومت حرارتی زیاد در دماهاي خواص مطلوب سرامیک

هایی تحت تأثیر بالا را نیز دارا هستند. علاوه بر بارهاي حرارتی، چنین سازه
گیرند که ممکن است در بازه وسیعی از هاي مکانیکی متغیر نیز قرار میبار

ل شوند که تحت شرایط خاصی ممکن است به تشدید سازه ها، اعمافرکانس
باشد 2ايمنجر شود. حال اگر بارگذاري به صورت نیروي فشاري درون صفحه

پدیده تشدید پارامتریک ممکن است حتی در بارهاي کمتر از بار بحرانی 
رو مطالعه رفتار دینامیکی صفحات تابعی تحت باعث ناپایداري شود. از این

	خوردار است.رمونیک از اهمیت خاصی برهاي هابار
] ] با استفاده از روش دیفرانسیل 2در این راستا، لانهه و همکارانش 

-ترمو- مربعات نواحی ناپایداري دینامیکی صفحات تابعی تحت بارهاي آیرو
الاستیک استخراج کردند و اثرات شاخص کسر حجمی صفحه، تغییرات دما، 

ودینامیکی، ضخامت و نسبت ابعاد را بر اي بارهاي آیرصفحه-نیروي درون
] 3روي محدوده ناپایداري دینامیکی بررسی کردند. کومار پاندا و همکارش [

هاي برشی مرتبه بالاي صفحات کمانش نیز با استفاده از تئوري تغییرشکل
-استاتیکی صفحات مستطیلی شکل تحت تأثیر نیروهاي غیریکنواخت درون

ن دادند که با افزایش درجه غیریکنواختی توزیع اي بررسی کردند و نشاصفحه
گاهی، براي رسیدن به همگرائی لازم در محاسبه بار نیرو و درجه قیود تکیه

هاي بیشتري در جهت نیرو براي توصیف کمانش، بایستی از تعداد نیم موج
مکان عرضی نقاط صفحه استفاده کرد. در تحقیق دیگري راماچاندرا و تغییر

اي صفحه-ناپایداري دینامیکی صفحات تحت نیروهاي درون] 4همکارش [
غیرهارمونیک و غیریکنواخت بررسی کردند و نشان دادند که نوع شرایط 

اي تأثیر چشمگیري روي صفحه- مرزي و نحوه تغییرات زمانی نیروي درون
[مرز ناحیه ناپایداري می هاي خطینگی] با در نظر گرفتن غیر5گذارد. کیم 

هاي بزرگ صفحات، نشان داد که به هنگام تحریک یرشکلناشی از تغی
هاي پارامتریک و چندگانه صفحه، وابستگی زمانی و غیریکنواختی بارگذاري

تواند بر روي فرکانس تشدید تأثیر بسزائی داشته باشد. هاي صفحه میلبه
] نیز با در نظرگرفتن درجات آزادي بالا و با در 6جانی و همکارش [اخیراً علی

هاي هاي برشی مرتبه بالا و غیرخطینگینظر گرفتن تئوري تغییرشکل
هندسی صفحات، ناپایداري پارامتریک صفحات را مورد مطالعه قرار دادند و 
اثرات شاخص کسر حجمی صفحات تابعی، دامنه نیروي تحریک و گرادیان 

هاي استاتیکی و دینامیکیدمائی در جهت ضخامت را بر روي شروع ناپایداري
بررسی کردند.

از طرف دیگر اخیراً استفاده از صفحات تابعی در کاربردهاي صنعتی و 
هاي ساندویچی به صورت چشمگیري گسترش اي سازهبویژه پوشش رویه

																																																																																																																																											
1-	Functionally	Graded	Material	
2-	In-Plane	Force	

توان پوشش رویه را به صورت صفحه یافته است. در برخی از این کاربردها می
[تابعی با بستر الاستیک مدل ررسی و مطالعه ]. از این رو ب7سازي کرد 

مشخصات ناپایداري استاتیکی، دینامیکی و ارتعاشات غیرخطی صفحات تابعی 
با بستر الاستیک، به عنوان زمینه مطالعاتی جالب مورد توجه قرار گرفته 

] پاسخ دینامیکی غیرخطی صفحات 8است. در این زمینه ونگ و همکارش [
هاي را در حضور محیطتابعی، - ايساندویچی با بستر الاستیک و پوشش ورقه

هاي اولیه تأثیر حرارتی بررسی کردند و نشان دادند که سفتی بستر و تنش
گذارد. لایه و ساندویچی تابعی میبسزائی بر رفتار دینامیکی صفحه تابعی تک

] هاي برشی مرتبه ] نیز با استفاده از تئوري تغییرشکل9تینح و همکارانش 
ضخیم با بستر الاستیک ناهمگن را مطالعه اول، ارتعاشات صفحات کامپوزیتی 

] هاي ] اثرات بارگذاري10کردند. در تحقیق دیگري، بافرانی و همکارش 
اي بر ارتعاشات غیرخطی صفحات با بستر الاستیک را بررسی صفحه-درون

کردند و نشان دادند که کاهش/افزایش فرکانس طبیعی صفحات مستطیلی به 
اي بستگی دارد و با صفحه-اعمال نیروي درونگاهی و نحوه نوع شرایط تکیه

افزایش ثابت سفتی بستر وینکلر، نیروي متناظر با حالت کمانش افزایش یافته 
دهد. و با افزایش نسبت ابعاد، کمانش صفحه در شکل مودهاي بالاتر رخ می

آنها همچنین نشان دادند که تأثیر پارامترهاي بستر پاسترناك بر فرکانس 
باشد. راتب بیشتر از پارامترهاي وینکلر میطبیعی، به م

در برخی از کاربردها، در زمینه تحریکات پارامتریک نیروئی صفحات، 
خطی هندسی با وجود بستر الاستیک ضروري است از این استفاده از مدل غیر

رو شناخت رفتار و خصوصیات ارتعاشات غیرخطی صفحات با بستر الاستیک 
به حال تحقیقات متعددي در زمینه ارتعاشات غیرخطی ناپذیر است. تا اجتناب

و پارامتریک صفحات همگن/تابعی صورت گرفته است. براي مثال هائو و 
خطی صفحه مستطیلی با شرایط ] براي اولین بار دینامیک غیر11همکارانش [

اي در گاهی ساده در معرض بارهاي عرضی و نیروهاي درون صفحهتکیه
مرور و مطالعه کردند و رفتار غیرخطی صفحه تحت هاي حرارتی را محیط
هاي داخلی و پارامتریک را مورد بررسی قرار دادند. در تحقیق دیگري تشدید

] رفتار غیرخطی یک صفحه نازك مستطیلی تحت بارگذاري 12هگازي [
اي با کوپلینگ دو مود اول را مطالعه کرد و نشان داد صفحهعرضی و درون

وبناك صفحه در مود اول کاملاً با رفتار آن در مود دوم که ماهیت حرکات آش
] ارتعاشات غیرخطی و دینامیک 13متفاوت است. زنگ و همکارانش [

ارتوتروپیک مستطیلی تحت تحریک بارهاي عرضی و FGآشوبناك صفحه 
اي هارمونیک را مطالعه کردند. آنها با استفاده از تقریب گالرکین، درون صفحه

-ر سیستم را کاهش مرتبه داده و با بکارگیري الگوریتم رانگمعادلات حاکم ب
مسأله را 3گیهاي آشوبناك و دوشاخهکوتا و تحت تحریکات تشدیدي، پاسخ

به صورت عددي بررسی کردند و نشان دادند که تحت تحریک اجباري 
] 14ریبرو [	دهد.عرضی، صفحه ممکن است رفتار آشوبناك از خود نشان 

ت تحت اعمال بارهاي هارمونیک عرضی و حرارتی را بررسی نوسانات صفحا
هاي عددي، فرکانس تحریک بارهاي عرضی را در سازيکرد. او در شبیه

نزدیکی اولین فرکانس طبیعی سازه در نظر گرفت و نشان داد که تحریک 
تواند باعث هاي مختلف همزمان با افزایش دما میها و میراییسازه تحت دامنه

پریودیک هارمونیک و حتی غیراهیت نوسانات از هارمونیک به غیرتغییر م
نوسانات ماهیت چند هارمونیکی یا غیرپریودیک نشان داد که وقتی	شود. او

شود و داشته باشند، اثرات مودهاي بالاتر بر رفتار سازه بسیار چشمگیر می
افزایش ضخامت صفحه سبب کوچک شدن محدوده رفتار غیرپریودیک 

FG] ارتعاشات و پایداري صفحات 15د. در تحقیق دیگري، هو و زنگ [شومی

																																																																																																																																											
3-	Bifurcation
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تحت تحریکات پارامتریک نیروئی را بررسی کردند. آنها حالات وجود و عدم 
وجود تشدید در محدوده فرکانس تحریک سیستم را تحلیل کردند و نشان 

تواند از وقوع پدیده تشدید جلوگیري کند. دادند که افزایش میرائی می
هاي پیشین تاکنون رفتار دهد که در پژوهشها نشان میبررسی

با بستر الاستیک از نوع پاسترناك تحت FGدینامیکی و غیرخطی صفحات 
هاي پارامتریک به صورت جامع مورد مطالعه قرار نگرفته است. اما با تشدید

هاي فضائی، مکانیکی،توجه به اینکه در بعضی از کاربردها، بویژه در سازه
[هسته حضور بستر الاستیک تأثیر عمده بر رفتار 	]16،17اي و دریائی 

رو بررسی ناپایداري دینامیکی و رفتار دینامیکی صفحات دارند از این
باشد. ستیک حائز اهمیت میغیرخطی صفحات تابعی واقع بر بستر الا

در این تحقیق تحلیل ناپایداري استاتیکی/دینامیکی و ارتعاشات 
-تحت تحریک نیروي هارمونیک درونFGپارامتریک صفحه مستطیلی 

اي در حضور بستر الاستیک پاسترناك مطالعه شده و رفتار دینامیکی و صفحه
گاهی ساده متحرك بررسی شده است. غیرخطی صفحه تابعی با شرایط تکیه

اي و دورانی و اثر نیروهاي صفحه- هاي دروناز تأثیر اینرسینظر با صرف
برشی، معادله دیفرانسیل جزئی و غیرخطی حاکم بر ارتعاشات عرضی صفحه 
با وجود بستر الاستیک استخراج شد و اثرات ناشی از وجود بستر الاستیک بر 

رينواحی ناپایداري دینامیکی مسأله مورد بررسی قرار گرفت. همچنین ناپایدا
با 	استاتیکی صفحه تابعی در عدم حضور و حضور بستر پاسترناك مطالعه شد.

-اعمال روش اغتشاشات، معادله غیرخطی حاکم حل شده و معادلات دامنه
پاسخ فرکانسی سیستم در شرایط ماندگار بدست آمده است. سپس 

هاي مسأله تشدید و دوشاخگی بر حسب پارامتر-هاي مشخصه دامنهمنحنی
رایط ماندگار بدست آمد و پایداري سیستم مورد مطالعه قرار گرفت. با در ش

آنالیز تشدید پارامتریک، تأثیر هر یک از پارامترها بویژه مشخصات فیزیکی 
	بستر الاستیک بر پاسخ غیرخطی سیستم مورد بررسی قرار گرفت. 

مسألهفرمولبندي-2
با چهار hت و ضخامb، عرض aمستطیلی به طول FGصفحه 1در شکل 

گاه ساده نشان داده شده است. مطابق این شکل، دستگاه مختصات تکیه
در نظر گرفته شده است. FGمنطبق بر صفحه میانی صفحه Oxyzدکارتی 

( , , )U V W و( , , )u v wهاي تغییرمکان نقطه دهنده مؤلفهبه ترتیب نشان
اي در روي صفحه میانی در امتداد دلخواهی در داخل صفحه و نقطه

xو =0xدر لبه FGهستند. صفحه  zو x ،yمحورهاي  a= تحت تأثیر
0اي به صورت نیروي درون صفحه 1( ) ( cos )xx x xN t N N tW= - قرار دارد که +

دهنده فرکانس تحریک هارمونیک بار محوري است.نشانΩدر آن 
شود که بستر الاستیک ساختار پیوسته داشته و در حین تغییر فرض می

کند. رابطه بین بار و شکل صفحه، بستر تماس خود را با صفحه حفظ می
]:18شود [) فرض می1(جابجائی بستر الاستیک به صورت

)1(= - Ñ 2
1 2( , , ) ( , , )eq K w x y t K w x y t

Ñ) 1در رابطه ( =¶ ¶ +¶ ¶2 2 2 2 2/ /x y و( , , )w x y tدهنده خیز نشان
صفحه تابعی است.

eq نشان دهنده نیروي وارد بر واحد سطح صفحه بوده و

1K2نشان دهنده پارامتر سفتی وینکلر وK ثابتی است که نشان دهنده
	سترناك است.سفتی برشی بستر پا

روي بستر الاستیک پاسترناك و در FGشماتیک هندسی صفحه 1شکل 
.معرض بارهاي مکانیکی

خواص مواد-3
مورد نظر از دو جزء سرامیکی و فلزي تشکیل شده است، طوریکه FGصفحه 

خواص ماده در امتداد ضخامت صفحه به صورت پیوسته و تدریجی از خواص 
سرامیکی در سطح %100فلزي در سطح تحتانی صفحه به خواص 100%

توزیع خواص ماده در راستاي ضخامت از کند. با فرض اینکه فوقانی تغییر می
(قانون اخت توان ) را می2لاط خطی کسر حجمی مواد تبعیت کند، رابطه 

نوشت:
)2(= +( ) ( )m m c cP P V z P V z

و mP) 2در رابطه (
cP به ترتیب نشان دهنده خواص فلزي و سرامیکی، و

mV و
cVدهنده کسر حجمی جزءهاي فلزي و سرامیکی در سطوح نشان

تحتانی و فوقانی صفحه هستند. با استفاده از قانون توزیع توانی، کسر حجمی 
) بیان 4،3از ضخامت صفحه به صورت روابط (جزء سرامیکی در هر نقطه

	]:19شود [می

یک عدد حقیقی نامنفی بوده و مشخص کننده شاخص کسر nکه در آن 
باشد و نحوه توزیع جزء سرامیکی در امتداد ضخامت حجمی سرامیک می

توان توزیع خواص کند. بنابراین با توجه به روابط فوق، میصفحه را بیان می
و جرم n، نسبت پواسون Eقبیل مدول یانگ تأثیرپذیر مواد مدرج تابعی از 

) بیان کرد:7- 5در امتداد ضخامت صفحه را به صورت روابط (rواحد حجم 

)5(( )( ) ( )c m c mE z E E V z E= - +

)6(( )= - +( ) ( )c m c mz V zn n n n

)7(( )r r r r= - +( ) ( )c m c mz V z

استخراج معادلات غیرخطی حرکت-4
)1بر اساس تئوري کلاسیک صفحات )CPLT میدان جابجائی نقاط داخل ،

) بیان کرد:8توان به شکل رابطه (صفحه مستطیلی را می

)8(
,

,

( , , , ) ( , , )
( , , , ) ( , , )
( , , , ) ( , , ) 0

x

y

U x y z t u x y t
V x y z t v x y t z
W x y z t w x y t

w
w=

ì üì ü ì ü
ï ï ï ï ï ï-í ý í ý í ý
ï ï ï ï ï ï
î þ î þ î þ

																																																																																																																																											
1- Classic	Plate	Theory

)3(æ ö
= + £ £ ¥ç ÷
è ø

1( ) ,		0
2

n

c
zV z n
h

)4(+ =( ) ( ) 1m cV z V z
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)که در آن  , , )u v wمکان نقاط روي صفحه هاي تغییرنشان دهنده مؤلفه
)میانی  0)z=هاي در دستگاه مختصات دکارتی هسند. با استفاده از مؤلفه

هاي کرنش و تغییر)، روابط بین مؤلفه8کارمن و رابطه (-کرنش غیرخطی ون
]:19یان کرد [توان به صورت زیر بمکان مربوط به نقاط داخل صفحه را می

)9(

2
2

2

2
2

2

2

1( )
2

1( )
2

2

xx

yy

xy

wu w
xx x

v w wz
x y x

wu u w w
x yx x x y

e

e

e

ì ü ì ü¶¶ ¶ -+ï ï ï ï¶¶ ¶ï ï ï ïì ü
ï ï ï ïï ï
ï ï ï ïï ï ¶ ¶ ¶ï ï ï ï ï ï= + + -í ý í ý í ý

¶ ¶ ¶ï ï ï ï ï ï
ï ï ï ï ï ï
ï ï ï ï ï ïî þ ¶¶ ¶ ¶ ¶ï ï ï ï-+ +ï ï ï ï¶ ¶¶ ¶ ¶ ¶ î þî þ

غشائی و جمله دوم هاي کرنشجمله اول در رابطه فوق در برگیرنده مؤلفه
1خمشی است. از طرف دیگر، روابط متشکلههاي کرنشنشان دهنده مؤلفه

کرنش مربوط به صفحات مدرج تابعی با خواص تقارن ایزوتروپیکی به -تنش
شود:) بیان می10شکل رابطه (

)10(

11 12

21 22

66

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

0 ( )
0

xx xx

yy yy

xy xy

Q z Q z

Q z Q z

Q z

s e

s e

s e

ì ü ì üé ù
ï ï ï ïê ú
ï ï ï ïê úï ï ï ïê ú=í ý í ýê úï ï ï ïê úï ï ï ïê úï ï ï ïë ûî þ î þ

)هاي که در آن مؤلفه )ijQ zهاي سفتی صفحهبیانگر ثابتFG	 بوده و از روابط
آیند:) بدست می11(

= = =
+-11 22 662

( ) ( )( ) ( ) ,		 ( )
2(1 ( ))1 ( )

E z E zQ z Q z Q z
zz nn

)11(= =12 21 11( ) ( ) ( ) ( )Q z Q z z Q zn

) (9با جایگذاري میدان کرنش  ) و با استفاده از رابطه 10) در روابط تنش 
هاي نیروهاي محوري، برشی و گشتاورهاي خمشی توان منتجه)، می11(

گیري روي مقطع عرضی صفحه به صورت رابطه مربوط به صفحه را با انتگرال
) نوشت:12(

)12(

ì ü ì üé ù
ï ï ï ïê ú
ï ï ï ïê ú
ï ï ï ïê úï ï ï ï= ê úí ý í ý

ê úï ï ï ï
ê úï ï ï ï
ê úï ï ï ï
ê úï ï ï ïë ûî þ î þ

e
e
e
e
e
e

(0)
11 12 11 12

(0)
12 22 21 22

(0)
66 66

(1)
11 12 11 12

(1)
21 22 12 22

(1)
66 66

0 0
0 0

0 0 0 0
0 0
0 0

0 0 0 0

xx xx

yy yy

xy xy

xx xx

yy xx

xy xx

N A A D D
N A A D D
N A D
M D D B B
M D D B B
M D B

هاي سفتی دهنده عناصر ماتریسکه نشانijDو ijA ،ijBدر روابط اخیر 
آیند:) بدست می13صفحه هستند از رابطه (

)13(+
= =ò

/2 2

- /2
( , , ) (1, , ) , 			( , 1,2,6)

h

ij ij ij ijh
A B D Q z z dz i j

-هاي حرکات درونجنبشی صفحه را با در نظر گرفتن اثر اینرسیانرژي 
آید:) بدست می14اي و دورانی از رابطه (صفحه

)14(( )/2 2 2 2

/2 0 0

1 ( )
2

h a b

h
T z U V W dydxdzr

-
= + +ò ò ò & & &

)، انرژي جنبشی کل را 8مکان نقاط داخل صفحه (با استفاده از میدان تغییر
) بیان کرد:15توان به صورت رابطه (می

																																																																																																																																											
1- Constitutive	Relations

)15(/2 2 2 2
0/2

1 (u v w )
2

h

h
T I dydx

-
= + +ò & & &

نشان دهنده جرم واحد سطح صفحه بوده و از رابطه انتگرالی 0Iکه در آن 
/2

0 /2
( )

h

h
z dzr

+

-
= òIآید.بدست می

انرژي کرنشی ذخیره شده در سیستم به صورت مجموع انرژي کرنشی داخل 
الاستیک است:حجم صفحه تابعی و انرژي پتانسیل ناشی از بستر 

)16(

( )
( )2

1 2

/2

/2 0 0

0 /20

1
2

1																															
2

h a b

xx xx yy yy xy x

z h

yh
a b

U dydxdz

dy xK w w dK

s e s e s e

=-

-

-

= + + +

Ñ

ò ò ò
ò ò

) 17رابطه (تغییرات کار انجام شده توسط نیروي میرائی ویسکوز به صورت 
:]20[باشدمی

)17(
0 0

w w
a b

ncW dydxd m d= ò ò &

دهنده میرائی واحد سطح صفحه است. یادآوري این نکته نشان	mکه در آن
ضروري است که میرائی داخلی به علت تغییر جنس و تغییر خواص مواد 

ولی با توجه به اینکه کند، متشکله صفحه تابعی در راستاي ضخامت تغییر می
هدف اصلی تحقیق حاضر بررسی ارتعاشات غیرخطی است لذا براي تمرکز بر 

شود. اصلی، میرائی در راستاي ضخامت ثابت فرض میروي هدف
توان انرژي کرنشی ) می10) در رابطه (9با جایگذاري میدان کرنش از رابطه (

با الاستیک را به صورت عبارات انتگرالی از میدان جابجائی بیان کرد و سپس 
] نوشت: 20) [18استفاده از اصل همیلتون توسعه یافته، بصورت رابطه (

)18(2 2

1 1

( ) 0d d- + =ò ò
t t

nct t
T U dt W dt

اي و عرضی صفحه صفحه-توان معادلات غیرخطی حاکم بر حرکات درونمی
-(ناشی از حرکات درونالاستیک، در غیاب اثرات اینرسینازك تابعی با بستر 

(اي و دورانی) و تغییر شکلصفحه ) 21-19هاي برشی، را به صورت روابط 
بدست آورد:

)19(

¶ ¶ ¶
+ + +

¶ ¶¶ ¶
¶ ¶

- - +
¶ ¶ ¶
¶ ¶ ¶ ¶

+ + +
¶ ¶¶ ¶

¶ ¶
+ =

¶ ¶ ¶

2 2 2

11 66 12 662 2
3 3

11 12 663 2
2 2

11 662 2
2

12 66

( )

( 2 )

( ) 0

u u vA A A A
x yx y

w wB B B
x x y
w w w wA A
x xx y

w wA A
y x y

)20(

¶ ¶ ¶
+ + +

¶ ¶¶ ¶
¶ ¶ ¶ ¶

- - + +
¶¶ ¶ ¶ ¶

¶ ¶ ¶ ¶
+ + + =

¶ ¶ ¶ ¶¶

2 2 2

66 22 21 662 2
3 3 2

22 21 66 663 2 2
2 2

22 21 662

( )

( 2 )

( ) 0

v v uA A A A
x yx y

w w w wB B B A
yy x y x

w w w wA A A
y x x yy

¶ ¶ ¶ ¶
+ + + -

¶ ¶ ¶ ¶ ¶
¶ ¶

+ + - + +
¶ ¶ ¶ ¶

¶ ¶ ¶ ¶ ¶
- + +

¶ ¶¶ ¶ ¶

3 3 3 4

11 22 21 66 113 3 2 4

3 4

12 66 12 21 662 2 2

4 2 2

22 11 664 2 2

( 2 )

( 2 ) ( 4 )

u v u wB B B B D
x y x y x

v wB B D D D
x y x y

w u w u wD A A
x xy x y
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¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶
+ + +

¶ ¶ ¶¶ ¶ ¶
¶ ¶ ¶ ¶

+ + + +
¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶

¶ ¶ ¶ ¶
+ +

¶ ¶¶ ¶
¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶

+ + +
¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶¶

¶ ¶ ¶ ¶
+ - + -

¶¶ ¶ ¶ ¶

2 2 2

22 66 112 2 2

2 2

12 66 21 66

2 2

21 122 2

2 2 2

22 66 662

3 3

21 12 12 212 2

( ) ( )

2 2

( ) ( )

v w v w u wA A A
y y xy x x

v w u wA A A A
x y x x y y

u w v wA A
x yy x
v w u w v wA A A
y y x y x x yy

w w w wB B B B
xx y x y ¶

¶ ¶ ¶ ¶ ¶
+ + -

¶ ¶ ¶¶ ¶ ¶
¶ ¶ ¶

- + + +
¶ ¶¶ ¶

¶ ¶ ¶ ¶ ¶
+ +

¶ ¶ ¶ ¶ ¶¶
¶ ¶ ¶ ¶ ¶

+ +
¶ ¶ ¶ ¶ ¶¶

¶ ¶ ¶
+ +

¶¶ ¶

2 2 2 2
2 2

66 22 662 2 2

2 2 2
2

12 21 12 212 2

2 2
2

11 122

2 2
2

12 212

2 2
2

66 212 2

32 ( ) 2 ( )
2

( ) ( )( )

3 ( )
2
1 ( )
2

1( )
2

y
w w w w wB A B

y x yx y y
w w wB B B B

x yx y
w w w w wA A
x x x y yx
w w w w wA A

y x x y yx
w w wA A

xy y

m

¶
¶

¶ ¶ ¶ ¶ ¶
+ +

¶ ¶ ¶ ¶ ¶¶
¶ ¶

- - - + + =
¶ ¶

&& &

2

2 2
2

66 662

2 2

0 1 2 2 2

( )

( ) 4

( ) 0

w
x

w w w w wA A
y x x y yx

w wI w w K w K
x y

)21(

هاي گاهی حاکم بر حرکات عرضی لبهشرایط مرزي تکیه1با توجه به شکل 
	شوند: ) داده می22از نوع ساده بوده و به صورت رابطه (FGصفحه  

)22(, ,0, 	 		:		 0, 			 0, 	 		:		 0xx yyx a w w y b w w= = = = = =

اي صفحه-گسترده درونتحت اثر بارگذاري،از آنجائی که لبه انتهایی صفحه
به شکل روابط هاي متحرك قرار دارد، لذا شرط مرزي نیروئی روي لبه

شود: ) بیان می24،23(

)23(( )= == - + Wò ò0, 0 1 0,0 0
cos

b b

xx x a x x x aN dy N N t dy

)24(
= =ò 0,0

0
a

xx y bN dx

) توان دریافت که ماهیت غیرهمگن ) به سادگی می12با توجه به رابطه 
هاي گشتاورهاي خمشی و صفحات تابعی، سبب ایجاد کوپلینگ بین منتجه

شود که در نتیجه این کوپلینگ شرایط مرزي طبیعی به نیروهاي محوري می
شوند. از این رو براي ارضا شرایط مرزي طبیعی نیز، کامل ارضا نمیصورت 

اي اضافه صفحه-هاي حرکات درونتوان جملات تحلیلی اضافی را به مؤلفهمی
.]6،21[کرد

هاي انجام گرفته بر روي ارتعاشات غیرخطی صفحات تحقیقات و بررسی
FGهاي مستطیلی نشان داده است که تأثیر شکل مودهاي مربوط به فرکانس

هاي پائین بسیار چشمگیرتر و غالب بر اثرات شکل مودهاي متناظر با فرکانس
. لذا براي مطالعه و بررسی ارتعاشات عرضی و غیرخطی این ]13[بالا است 

صفحه توان از چند شکل مود اول ارتعاشی صفحات، در تقریب گالرکین می
کنند هاي صفحه را ارضاء میگاهی مربوط به لبهکه شرایط مرزي ساده تکیه

شده دیفرانسیلی با مشتقات جزئی را به استفاده کرد و معادلات حرکت کوپل
فرم معادلات دیفرانسیلی غیرخطی معمولی تبدیل نمود. با فرضیات یاد شده 

) نوشت:25ه (توان تابع تغییر مکان عرضی صفحه را به شکل رابطمی

	

)25(
= =

=åå ,
1 1

( , , ) ( )sin sin
M N

m n
m n

m x n yw x y t w t
a b
p p

	ها در جهاتبه ترتیب نشان دهنده تعداد نیم موجnو mدر اینجا  x	 وy
,هستند و  ( )m nw tدهنده دامنه وابسته به زمان در شکل مود مربوطه نشان

) در بر گیرنده 21و 20، 19است. همان طوري که اشاره شد معادلات (
خطی هستند و پیداکردن حل دقیق این شده غیردستگاه معادلات کوپل

معادلات بسیار پیچیده است اما با استفاده از تقریب گالرکین و با توجه به 
[فرایندي که د (23] و [22ر  ) در 25] ارائه شده است با جایگذاري رابطه 

را به 	vوuهاي جابجائی توان حل تقریبی مؤلفه) می20) و (19معادلات (
	صورت تابعی از

, ( )m nw t:به شکل زیر استخراج کرد

)26(

(

)
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2 2( ) sin cos

2( ) sin

( )

M N

m n m n
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(

)
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(2) 2
, ,

(2) 2
, ,

(2) (2)
1 2

( , , ) ( )sin cos

2 2( ) cos sin

2( ) sin
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M N
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a
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a

p p
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p
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*

=

+
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+ +
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اي بوده صفحه-جملات آخر در روابط فوق نشان دهنده اثرات بارگذاري درون
(1)و

1h،
(2)
1h،

(1)
2h(2)و

2h24) و (23توان با استفاده از شرایط مرزي (را می (
بعد سازي معادلات حرکت حاکم بر رفتار دینامیکی بدست آورد. براي بی

) را روي پارامترها و متغیرهاي مسأله اعمال 28توان تبدیلات (صفحه، می
کرد:

)28(

2 2 *
*

11

4 2
1 2

1 2 *
11 11

	= , 			 	= , 		 = , 			 = ,

	= , 			 = , 			 ,

k ,			k ,		

xx
x

u v x yu v x y
a b a b

a NWw t t R
h D

a K a K
D D m

p
w

m
d

w

=

= = =

*در اینجا  4
11D maw به ترتیب xRو dنشان دهنده فرکانس مرجع، =

بعد هستند.اي بیصفحه-نشان دهنده میرائی و نیروي درون
هاي مسأله و با نظر کردن از بالانویس بار از روي پارامتردر ادامه با صرف

هاي تقریب میدان جابجائیاستفاده از شش شکل مود ارتعاشی اول صفحه در
) 28) و رابطه (27) و (26(هاياي و عرضی و با جایگذاري حلصفحه-درون

معادلات دیفرانسیل توان) و سپس با اعمال روش گالرکین، می21در معادله (
بر بستر الاستیک را در حضور نیروي FGحاکم بر حرکات عرضی صفحه 

معادلات دیفرانسیل معمولی اي هارمونیک به شکل دستگاهصفحه-درون
) بدست آورد:29(

d w

d w

+ + + W +
=

+ + + W +
=

&& &

&& &

1

1

2
1 1 1 1 1

1 1 2 3 4 5 6
2

2 2 2 1 2

2 1 2 3 4 5 6

( cos )
( , , , , , ) 0

( cos )
( , , , , , ) 0

x

x

w w a R t w
g w w w w w w

w w b R t w
g w w w w w w
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)29(

d w

d w

d w

d w

+ + + W +
=

+ + + W +
=

+ + + W +
=

+ + + W +
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&& &
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1

1

1

2
3 3 3 1 3

3 1 2 3 4 5 6
2

4 4 4 1 4

4 1 2 3 4 5 6
2

5 5 4 1 5

5 1 2 3 4 5 6
2

6 6 4 1 6

6 1 2 3 4

( cos )
( , , , , , ) 0

( cos )
( , , , , , ) 0

( cos )
( , , , , , ) 0

( cos )
( , , , ,

x

x

x

x

w w c R t w
g w w w w w w

w w d R t w
g w w w w w w

w w e R t w
g w w w w w w

w w f R t w
g w w w w =5 6, ) 0w w

معادلات فوق شامل جملات تحریک پارامتریک، میرائی و جملات غیرخطی 

1 2 3 4 5 6( , , , , , ), 		( =1,...,6)ig w w w w w w iباشند. این جملات در می
هاي مرتبه دوم و سوم از حرکات عرضی صفحه ناشی از خطینگیبرگیرنده غیر
هاي بزرگ هستند. در تحقیق حاضر تحت عنوان نوآوري اول تغییر شکل

و با استفاده از شش شکل هاي فوقخطینگینظر کردن از غیرمسأله، با صرف
شود کی/ دینامیکی صفحه تابعی بررسی میمود اول ارتعاشی، ناپایداري استاتی

هاي همگرائی، اثرات وجود بستر الاستیک پاسترناك بر و با ارائه منحنی
شود. سپس براي ادامه و تکمیل دینامیکی صفحه بررسی مینواحی ناپایداري

] و به عنوان نوآوري بعدي، به بررسی و مطالعه اثرات بستر 15کار مرجع [
ر روي دینامیک غیرخطی صفحه تحت تحریک الاستیک پاسترناك ب

	شود.پارامتریک نیروئی پرداخته می

مسألهسازي عدديشبیه-5
شود که خواص صفحه در راستاي ضخامت داراي توزیع توانی بوده و فرض می

به صورت پیوسته و تدریجی از خواص خالص فلزي از جنس آلومینیم با
32707	kg/mmr = ،70	GPamE 0.3mnو = در سطح تحتانی به خواص =

kg/mcr	33000خالص سرامیکی از جنس زیرکونیم با  = ،1 5 1 	G P acE و =
0.3cn ]. شاخص کسر حجمی اختلاط 24کند [در سطح فوقانی تغییر می=

5nمواد  شد.در نظر گرفته =

پایداري استاتیکی صفحه تابعی- 6
اي، اثرات اینرسی، ترم هارمونیک نیروي با چشم پوشی از اثرات میرائی سازه

)، و با فرض اینکه صفحه 29تحریک و جملات غیر خطی موجود در معادلات (
تأثیر نیروي استاتیکی گاهی ساده متحرك، تحت تابعی با شرایط مرزي تکیه

قرار دارد. با در نظر گرفتن xمحوره در راستاي محور - اي تکصفحه-درون
)پنج نیم موج  1, 	..., 	5, 				 1)m n= در جهت نیرو و با حل مسأله مقدار ویژه =

مربوطه، نیروي بحرانی متناظر با حالت کمانش صفحه براي دو حالت همگن و 
	تابعی در غیاب/حضور بستر الاستیک محاسبه شد. 

بعد محوره بی-الف تغییرات ضریب کمانش تک-2مطابق شکل 
)= 2 2/cr mk b N Dp براي صفحه ایزوتروپیک با (/ 100a h= و با شرایط ،

a/مرزي ساده و متحرك در برابر تغییرات نسبت ابعاد صفحه  b نشان داده ،
شده است. مطابق این شکل با افزایش نسبت ابعاد، یعنی براي صفحات طویل، 

ب نیز اثر بستر -2ماند. در شکل ضریب کمانش همگرا شده و ثابت می
محوره صفحه تابعی با شرایط -لاستیک پاسترناك بر روي ضریب کمانش تکا

متحرك، نشان داده شده است. با توجه به هايمرزي تکیه گاهی ساده با لبه
رود افزایش ضرایب سفتی بستر سبب بالا این شکل همچنان که انتظار می

ستیک رفتن سفتی صفحه تابعی شده و مقدار نیروي کمانش با وجود بستر الا
یابد. از طرف دیگر، با توجه به نسبت به حالت عدم وجود بستر، افزایش می

این شکل همگرائی نیروي کمانش با افزایش نسبت ابعاد نیز مشهود است.

محوره در برابر پارامتر -تکبارگذاريتغییرات ضریب کمانشالف-2شکل 
)نسبت ابعاد / )a bگاهی ساده متحرك و بدون وجود با شرایط مرزي تکیه

بستر الاستیک در دو حالت، الف) صفحه همگن ب) صفحه تابعی.

گاهی ساده تغییرات ضریب کمانش صفحه تابعی با شرایط مرزي تکیهب -2شکل 
)متحرك در برابر پارامتر نسبت ابعاد  / )a b با وجود بستر الاستیک در سه حالت از

)Aمقادیر ضرایب سفتی بستر، 

استخراج نواحی ناپایداري دینامیکی-7
)، معادلات 29هاي غیرخطی موجود در معادلات (پوشی از اثرات ترمبا چشم

حاکم بر رفتار دینامیکی صفحه به شکل دستگاه معادلات دیفرانسیل خطی 
یابد. با ناپایداري دینامیکی صفحه، کاهش میمعمولی ماتیو توصیف کننده 

نظر قرار دادن حل همگن در دستگاه معادلات خطی کاهش یافته و با صرف
توان نیروي کمانش بحرانی کردن از جملات تحریک پارامتریک و میرائی می

)
crR.را با حل مسأله مقدار ویژه بدست آورد (

[مطابق روش ارائه شد ] با تعریف 4ه توسط راماچاندرا و همکارش 

0
/x crR Ra و =

1
/x crR Rb که به ترتیب نشان دهنده ضریب بار استاتیکی =

مرتبه اول و دوم براي محدوده نواحی هايو دینامیکی هستند، تقریب
(به علت 2Tناپایداري دینامیکی (دامنه تحریک فرکانسی) مربوط به پریود 

اهمیت کاربردي آن) را با حل دو معادله کوپله شده مقدار ویژه متناظر بدست 
].4آورد [

گذاري نتایج بدست آمده، خواص مکانیکی و هندسی به منظور صحه
گاهی ساده متحرك به صورت بدون بعد صفحه با شرایط مرزي تکیه

11 22= =E E E ،= +12 / 2(1 )E E n ،n=0.25 ،/ 1a b و =
/ 100a h=براي استخراج نواحی 4]. در مرجع [4شوند [در نظر گرفته می [

)ناپایداري چهار جمله  1, 1)m n= = ،= =( 1, 3)m n ،= =( 3, 1)m n و
( 3, 3)m n= ها در نظر گرفته شده است. در براي تخمین میدان جابجائی=

)اینجا به منظور تکمیل و بهبود نتایج، جملات اضافی  1, 5)m n= و =
( 5, 5)m n= شده و نتایج ها به مدل اضافههاي جابجائیبراي تخمین مؤلفه=

ب - 3الف و - 3هاي ] مقایسه شده است. در شکل4حاصل با نتایج مرجع [

www.sid.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

جهانگیريرضاورضائیموسینیروئیپارامتریکتحریکتحتالاستیکبسترباFGصفحاتغیرخطیارتعاشاتودینامیکیاستاتیکی،ناپایداري

13، شماره 14، دوره 1393العاده اسفند مهندسی مکانیک مدرس، فوق178

	

نواحی ناپایداري دینامیکی براي مقدار مشخصی از ضریب بار استاتیکی 
0.6a %=، به صورت تغییرات فرکانس تحریک بدون بعد = */w w w بر

اند. نشان داده شدهbدینامیکی بدون بعد حسب تغییرات ضریب بار
شود سازگاري بسیار خوبی بین نتایج بدست آمده و همچنان که مشاهده می

] ] وجود دارد و با افزایش ضریب بار دینامیکی عرض ناحیه 4نتایج مرجع 
یابد. یادآوري این نکته ضروري است که ناپایداري اصلی نیز افزایش می

اي، با توجه به نحوه فحهصافزایش مقدار مؤلفه استاتیکی نیروي درون 
اي از نظر کششی/فشاري بودن، باعث افزایش/کاهش صفحه- بارگذاري درون

شود.فرکانس خطی سیستم می
در این قسمت با استفاده از شش شکل مود ارتعاشی، اثرات تغییرات 
ضرایب بستر پاسترناك بر محدوده اصلی ناپایداري دینامیکی صفحه تابعی 

/مربعی شکل با  100a h=گاهی ساده و متحرك و تحت شرایط مرزي تکیه
0.4aو براي مقدار ثابتی از ضریب بار استاتیکی،  ، مورد مطالعه و بررسی =

بر حسب %wتغییرات فرکانس تحریک بدون بعد 4قرار گرفته است. در شکل 
براي چهار حالت از مقادیر ضرایب بدون بعد bدینامیکی تغییرات ضریب بار

نشان داده شده است. مطابق این شکل با افزایش ضرایب 2kو 1kبستر 
یابد و ثابت بستر پاسترناك فرکانس طبیعی صفحه تحت بارگذاري افزایش می

دهد.هاي تحریک بالاتر رخ میسناپایداري دینامیکی در فرکان

هاي عرضی صفحهتحلیل غیرخطی تغییرمکان- 8
شود که ل، فرض میگذاري مدل غیرخطی حاضر و نتایج حاصبراي صحه

صفحه مربعی ایزوتروپیک تحت تأثیر بار عرضی با توزیع یکنواخت قرار گرفته 
[25است. همانند مراجع [ ] خواص هندسی و مکانیکی صفحه به 26] و 

ina	10صورت  b= = ،1	inh= ،67.8 10 	psiE = 0.3nو ´ در نظر =
گاهی با گرفته شده است. با توجه به مراجع مذکور، دو نوع شرط مرزي تکیه

شوند.) در نظر گرفته می31،30به صورت روابط (SS-3و SS-1عناوین 

صفحه تحت نیروي تقریب مرتبه اول ناحیه اصلی ناپایداري دینامیکیالف- 3شکل 
0.6aگاهی (تکیهاي با شرایط مرزي ساده صفحه-درون =.(

صفحه تحت نیروي تقریب مرتبه دوم ناحیه اصلی ناپایداري دینامیکیب- 3شکل 
0.6a(گاهیاي با شرایط مرزي ساده تکیهصفحه-درون =.(

نیروي صفحه تحت تقریب مرتبه اول ناحیه اصلی ناپایداري دینامیکیالف- 4شکل 
0.4aاي تک محوره (صفحه-درون ) براي چهار حالت از ضرایب بستر. =

صفحه تحت نیروي تقریب مرتبه دوم ناحیه اصلی ناپایداري دینامیکیب- 4شکل 
0.4aاي تک محوره (صفحه-درون ) براي چهار حالت از ضرایب بستر.=

)30(

SS-1	:			 0, 	 	 : 	 0,

														 0, 	 	 : 	 0.

wx a v w
x
wy b u w
y

¶
= = = =

¶
¶

= = = =
¶

)31(SS-3 :  u= 0,   0, ;   0,= = = =v w x a y b

تغییرات تغییرمکان بدون بعد مرکز صفحه همگن در برابر 5در شکل 
4پارامتر بارگذاري عرضی بدون بعد  4

0 /q q a Eh= نشان داده شده است. حل
)ارائه شده حاضر با استفاده از روش مود فرضی و براي هشت مقدار از , )m n

(7,1)و (5,5)، (1,5)،(5,1)، (3,3)، (3,1)، (1,3)، (1,1)بصورت 

توان دریافت که حل غیرخطی می5بدست آمده است. با توجه به شکل 
/بدست آمده بر اساس تئوري کلاسیک صفحات براي  10a h (مشخصه =

هاي بدست آمده صفحه نسبتاً ضخیم) داراي سازگاري نسبتا خوبی با حل
هاي ] با استفاده از تئوري تغییر شکل26[ردي] و25[و همکارشزائوتوسط

ها با افزایش تعداد شکل باشد و همگرائی جوابمرتبه اول صفحات می
یابد.هاي فرضی افزایش میمود

مرکز صفحه در برابر پارامتر بار عرضی با توزیع یکنواخت مکان عرضی تغییر 5شکل 
براي صفحه ایزوتروپیک مربعی در غیاب بستر الاستیک.
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تحلیل غیرخطی رفتار صفحه به روش اغتشاشات-9
خطی صفحه در این بخش براي اجتناب از پیچیدگی تحلیل، رفتار کیفی غیر

تابعی تحت تحریک پارامتریک نیروئی در شکل مود اول ارتعاشی مورد بررسی 
)1گیرد. از این رو با فرض و مطالعه قرار می , , ) ( )sin sinw x y t w t x yp p=

معادله )،29یعنی با نگه داشتن اولین معادله از معادلات دیفرانسیل (
در شکل مود ارتعاشی اول و در FGدیفرانسیل حاکم بر حرکات عرضی صفحه 

	شود:) بیان می32اي به شکل رابطه (صفحه-حضور نیروي درون
)32(2 2 3

1 1 1 1 1 1 2 1 3 1cos 0w w w t w w ww l W d l l+ + + + + =&& &

] ]، معادله فوق شامل جمله تحریک پارامتریک و جملات 15مشابه مرجع 
باشد طوري که این جملات دربرگیرنده اثرات می1wمرتبه دوم و سوم از

هاي حرکات عرضی صفحه خطینگیاي و غیرصفحههاي درون بارگذاري
هاي مرتبه باشند. یادآوري این نکته ضروري است که، وجود غیرخطیگريمی

نیروهاي هاي گشتاورهاي خمشی و دوم که ناشی از کوپلینگ بین منتجه
شوند.هامونیک میمحوري صفحه تابعی هستند منجر به ایجاد تشدید ساب

در تحقیق حاضر براي ادامه و تکمیل کار مرجع مذکور، اثر بستر الاستیک 
پاسترناك بر دینامیک صفحه تحت تحریک پارامتریک در شکل مود اول 

شود.ارتعاشی بررسی و مطالعه می
هاي چندگانه در تفاده از روش مقیاستحلیل معادلات غیرخطی با اس

هاي هارمونیک بالانس و غیره از دقت بالاتري برخوردار است با روش	مقایسه
اي صفحه-]. بنابراین با فرض این که دامنه جمله هارمونیک نیروي درون27[
)1xRاي و جملات غیرخطی در مقایسه با جملات خطی از)، میرائی سازه

eتوان با وارد کردن پارامتر کوچک و بدون بعدتر هستند لذا میپائینمرتبه

که نشان دهنده مرتبه دامنه حرکات عرضی صفحه است و با استفاده از روش 
) را به شکل زیر تبدیل کرد: 28هاي چندگانه، معادله (مقیاس

)33(
1

2 2 3
1 1 1 1 1 1 2 1 3 1cosΩxw w a R w t w a w a ww e ed e e+ =- - - -&& &

اي در محدوده دو صفحه-فرکانس تحریک نیروي درونWهنگامی که
هاي سیستم باشد، کوچکترین تغییر در پارامترwبرابر فرکانس طبیعی

هائی بسیار بزرگ هایی با دامنهتواند منجر به بوجود آمدن پاسخسیستم، می
بررسی کیفی و مطالعه رفتار غیرخطی سیستم هنگام تشدید شود. لذا براي 

توان رابطه تشدید میsپارامتریک، با وارد کردن پارامتر تنظیم کننده
بیان کرد:349فرکانس را به شکل رابطه (

)34(w seW = +2
) بیان کرد:35به شکل (توان) را می33حل تقریبی و مرتبه اول معادله (

)35(= +

= =
1 10 0 1 11 0 1( , ) ( , ) 	 ( , ), 	

, 			 0,1n
n

w t w T T w T T
T t n

e e
e

) تعریف کرد:36توان به صورت رابطه (اپراتورهاي دیفرانسیلی را می

)36(( )

0 1
0 1

0 1
2

2 2
0 1 0 0 12

... ....	 ,

.... 2 ...., 	

T Td D D
dt T t T t

d D D D D D
dt

e

e e

¶ ¶¶ ¶
= + + = + +
¶ ¶ ¶ ¶

= + + = + +

,که در اینجا  	( 0,1)j jD T j= ¶ ¶ =) (34است و با جایگذاري  ) در 36) تا 
) 37رابطه (eهاي مشابه از) و با متحد قرار دادن ضرایب توان33معادله (

آید: بدست می
)37(0 2 2

0 10 1 10		: 	 0	 D w we w+ =

)38(
1

1 2 2
0 11 1 11 0 1 10 10 0 10

2 3
1 10 0 2 10 3 10

:			 2 2 	
																														 cosx

D w w D D w w D w
R w T w w

e w s d

a W a a

+ = - + - -

- -

) است:39) به صورت رابطه (37حل همگن معادله (

)39(0 0/2 /2
10 0 1 1 1 1 1( , ) ( )	 ( )	i T i Tw T T A T e A T eW - W= +

1که در آن  1( )A T 1یک تابع نامشخص بوده و 1( )A T مزدوج مختلط آن
آید:) بدست می40) رابطه (38) در (39باشد. با جایگذاري حل همگن (می

)40(

1

0

0

1

0

2 2
0 11 1 11 1 1 1 1 1

/22
1 3 1 1

33
2 1 1 1 1 3 1

2
2 1

1
2

1 3
2

12 	
2
. .

x

i T

T
x

i T

D w w i D A A R A

i A i A A e

A A R A A e

A e c c

w s a

d a

a a a

a

W

W

W

æç+ = - W - W +çççè
ö÷÷+ W + ÷÷ø

æ ö÷ç ÷- - +ç ÷ç ÷çè ø
- +

	) برقرار باشد:41، بایستی رابطه (11wبراي حذف جملات سکولار از حل 
)41(

1

2
1 1 1 1 1 1 3 1 12 2 6 0xi D A A R A i A i A As a d aW - W + + W + =

) )1توان تابع )، می41از طرف دیگر جهت توصیف معادله  )A T را بصورت
) بیان کرد:42(
)42(= +1 1 1 1 2 1( ) ( ) 	 ( )A T x T i x T

نشان دهنده توابعی حقیقی از دامنه و فاز نوسانات 2xو 1xدر رابطه فوق 
هاي ) و با جداسازي بخش41) در (42غیرخطی صفحه هستند. با جایگذاري (

آید: ) بدست می42حقیقی و موهومی، رابطه (

)43(

= - - + - -
W W W

=+ - + + +
W W W

1

1

2 31
2 1 1 2 3 1 2 3 2

1

3 22
1 2 1 1 3 1 3 1 2

1

1 1 3 3
2 2

1 1 3 3
2 2

x

x

dx
x x R x x x x

dT

dx
x x R x x x x

dT

s d a a a

s d a a a

فرکانسی سیستم، در حالت نیرویی و معادلات پاسخ ) 43با استفاده از رابطه (
1پایا ( 1 0dx dT 2و = 1 0dx dT ) با ثابت ماندن دامنه و فاز نسبت به زمان =

آید. در ادامه با بکارگیري نرم افزار میپل و در حالت پایا معادلات بدست می
هاي بدست آمده با استفاده از داده) حل شد و43حاصل از (جبري غیرخطی 

هاي مشخصه پاسخ فرکانسی و دوشاخگی ترسیم شد و سپس رفتار منحنی
هنگام تشدید مطالعه شد و تأثیر غیرخطی صفحه در حضور اثر بستر به 

و نقاط دوشاخگی سیستم هاي پاسخ فرکانسیهاي مختلف بر منحنیپارامتر
بررسی شد.

تحلیل پایداري حل در شرایط ماندگار-10
شود فرض می

1 sx و
2 sx به ترتیب به عنوان حل بدیهی و غیربدیهی

) باشند. از این رو) در شرایط پایا 43معادلات جبري 
sa و

sf به ترتیب
	آمد:) بدست خواهند 44دامنه و فاز سیستم در شرایط پایا هستند و از رابطه (

)44(2 2 1
1 2 2 1, 			 ( / )s s s s s sa x x tg x xf -= + =

(43هاي پایاي معادلات (براي بررسی پایداري حل ) فرض 45)، رابطه 
شود:می

)45(1 1 1 1 1 2 1 2 2 1( ) ( ), ( ) ( )s p s px T x x T 			x T x x T= + = +

هاي سیستم نسبت به بیانگر اغتشاشات جزئی حل2pxو 1pxدر اینجا توابع 
) و 43) در (45پایا هستند. با جایگذاري روابط (هاي سیستم در وضعیتحل

(با جداسازي بخش آید ) بدست می46هاي خطی معادلات حاصل رابطه 
]28:[

)46(
= +
= +

&

&
1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

p p p

p p p

x m x m x
x m x m x

www.sid.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

جهانگیريرضاورضائیموسینیروئیپارامتریکتحریکتحتالاستیکبسترباFGصفحاتغیرخطیارتعاشاتودینامیکیاستاتیکی،ناپایداري

13، شماره 14، دوره 1393العاده اسفند مهندسی مکانیک مدرس، فوق180

	

)که در آن ضرایب  1,2; 1,2)ijm i j= آیند:) بدست می47از روابط (=
هرویتز اگر بخش حقیقی تمامی مقادیر ویژه ماتریس - مطابق محک راث

)ضرایب 1,2	;		 1,2)ijm i j= یربدیهی سیستم پایدار غ، منفی باشند حل=
خواهد بود.

رفتار غیرخطی و پایداريمطالعه کمی - 11
در این بخش به بررسی عددي رفتار صفحه تابعی تحت تحریک نیروئی 

با فرضیات .شودپرداخته می) پارامتریک (در محدوده اولین فرکانس طبیعی
فوق و در غیاب بستر الاستیک و با ثابت نگه داشتن جمله استاتیکی نیروي 

0اي بدون بعد صفحه-درون 1.0xR ، تغییرات دامنه تشدید صفحه در برابر =
0.12dاي با ، در حضور اثرات میرائی سازه1xRدامنه تحریک  - 6در شکل =

دامنه هاي مشخصهالف نشان داده شده است. مطابق این شکل، منحنی
باشد. در این شکل هاي بدیهی و غیربدیهی میتشدید در برگیرنده حل

هاي منقطع بیانگر حل ناپایدار هاي پیوسته بیانگر حل پایدار و منحنیمنحنی
دامنه تحریک است اي غالب بر اثرات اثرات میرائی سازهIاست. در ناحیه 

طوري که در این ناحیه فقط یک حل بدیهی پایدار براي دامنه تشدید وجود 
دارد و بنابراین در این ناحیه، تشدید صفحه تحریک نخواهد شد. با افزایش 

	یعنی نقطه1دامنه نیروي تحریک بدون بعد، اولین گره زینی دوشاخگی A	

dبا توجه به تعامل بین IIاحیه شود. بعد از گذر از این نقطه و در نظاهر می

، ابتدا یک حل غیربدیهی پریودیک پایدار (سیکل حدي نوسانی پایدار) 1xRو 
و سپس یک حل غیربدیهی پریودیک ناپایدار (سیکل حدي نوسانی ناپایدار) 

زایش دامنه نیروي تحریک حل براي دامنه تشدید وجود دارد. در ادامه و با اف
نیز 	)	Bناپایدار از بین رفته و دومین نقطه دوشاخگی از نوع زیر بحرانی ( نقطه

شاخگی دوم، سیستم فقط یک حل ظاهر می شود. بعد از گذر از نقطه دو
(ناحیه  غیربدیهی پایدار متناظر با وجود سیکل حدي پایدار خواهد داشت 

III به عبارت دیگر در ناحیه .(III اثرات دامنه تحریک غالب بر اثرات میرائی
بوده و همواره یک حل پریودیک غیربدیهی پایدار وجود داشته و تشدید 

	افتد. صفحه اتفاق می
، -=0.03seکننده ها براي سه مقدار پارامتر تنظیمب منحنی- 6در شکل

0.1se=- 0.14وse=-توان دریافت است. از روي این شکل میترسیم شده
sدر غیاب میرائی، تشدید صفحه همواره تحریک شده و کاهش پارامتر  e ،

صرفاً باعث افزایش اندازه دامنه تشدید شده و تغییرات آن تأثیري بر عرض 
منطقه تشدید ندارد.

وجودبامتناظریفرکانسپاسخمشخصهيهایمنحنالف-7شکلدر
بدونویرائیماثراتابیغدرستم،یسدرشوندهسختيهايگریرخطیغ

شودیمدهیدشکلنیابهتوجهبا. استشدهدادهنشانکیالاستبستروجود
حلکیفقطشده،دادهیفرکانسبازهدرseشیافزاباIهیناحدرکه
ه،یناحنیادرگریدعبارتبهداردوجوددیتشددامنهيبراداریپایهیبد

نیاول،seپارامتریجیتدرشیافزابا. شدنخواهدکیتحرصفحهدیتشد
نقطهنیاازگذرازبعد. شودیمظاهریبحرانفوقنوعازیدوشاخگنقطه

																																																																																																																																											
1-	Saddle-Node	Hopf	bifurcation	

براي صفحهتغییرات دامنه تشدید با افزایش دامنه نیروي تحریک الف-6شکل 
/=مربعی با نسبت ابعاد  100a hدر غیاب بستر الاستیک

در غیاب بستر تغییرات دامنه تشدید با افزایش دامنه نیروي تحریک ب-6شکل 
=الاستیک  =1 2 0k k

کل یس(داریپایهیبدریغکیودیپرحلکی،IIهیناحدریعنییشاخگدو
دهیپده،یناحنیادروداردوجوددیتشددامنهيبرا) داریپاینوسانيحد

دادهیفرکانسبازهدرse	پارامتریجیتدرشیافزابا. افتدیماتفاقدیتشد
ازبعدومیتنظپارامترشیافزاادامهبا. ابدییمشیافزادیتشددامنهشده،
. شودیمظاهرزینیبحرانریزنوعازدومیدوشاخگنقطهصفر،نقطهازگذر
کیودیپرحلکیابتدا،IIIهیناحدردومیدوشاخگنقطهازعبورازبعد

داریپایهیبدریغکیودیپرحلکیو) داریناپايحدکلیس(داریناپایهیبدریغ
.داشتخواهدوجوددیتشددامنهيبرا) داریپايحدکلیس(

هاي پاسخ فرکانسی براي سه مقدار دهنده منحنیب نشان-7شکل 
1مختلف دامنه تحریک  0.03Rx = ،1 0.065xR 1و = 0.1xR باشد. این می=

دهد که افزایش اندازه دامنه تحریک باعث بزرگتر شدن ناحیه شکل نشان می
شود.وجود تشدید صفحه می

در هاي مشخصه دامنه تشدید در برابر دامنه تحریکمنحنی8در شکل 
نشان داده شده است. ايغیاب بستر الاستیک و درحضور اثرات میرائی سازه

باعث انتقال اولین dان دریافت که افزایش پارامتر تومی8با توجه به شکل 
ها به سمت راست شده و سبب کاهش عرض گره زینی دوشاخگی منحنی

شود.منطقه وجود تشدید می
در این قسمت، اثر بستر الاستیک بر مشخصات تشدید صفحه تابعی 

فرکانسی صفحه در هاي مشخصه پاسخ منحنی9شکل شود. در بررسی می
بدون وجود بستر )aاي براي دو حالت مختلف: غیاب اثرات میرائی سازه

=الاستیک،  =1 2 0k k ،b( ،با وجود بستر الاستیک= =1 2 50k k نشان ،

)47(

d a d a

s a a a

s a a a

= - - = - +
W W

= - + - -
W W W

= + + + +
W W W

1

1

11 3 1 2 22 3 1 2

2 2
12 1 3 1 3 2

2 2
21 1 3 1 3 2

1 6 1 6	,		
2 2

1 3 9
2
1 9 3

2

x

x

m x x m x x

m R x x

m R x x
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شود که بستر الاستیک از نوع داده شده است. با توجه این شکل دیده می
هاي پاسخ فرکانسی به سمت بالا شده برخاستگی منحنیپاسترناك، باعث 

رود وجود بستر (نسبت به حالت بدون بستر) و همچنان که انتظار می
الاستیک سبب افزایش سفتی صفحه شده و باعث نزدیک شدن نقاط 

شود که منجر به کاهش دوشاخگی زیر بحرانی و فوق بحرانی به سمت هم می
.شودعرض منطقه وجود تشدید می

هاي مشخصه دامنه تشدید در اثر بستر الاستیک بر منحنی10در شکل
برابر دامنه تحریک براي چهار حالت از مقادیر ضرایب سفتی بستر پاسترناك، 

توان دریافت در غیاب میرائی تشدید است. از روي این شکل میترسیم شده
ش دامنه صفحه همواره تحریک شده و افزایش ضرایب سفتی بستر سبب افزای

ها به سمت بالا تشدید و باعث انتقال اولین گره زینی دوشاخگی منحنی
یابد.شود و همچنین عرض منطقه وجود جواب بدیهی هم افزایش میمی

پاسخ فرکانسی براي صفحه مربعی با نسبت ابعادهاي منحنیالف- 7شکل 
=/ 100a hدر غیاب اثر میرائی و اثر بستر الاستیک

هاي مشخصه پاسخ فرکانسی متناظرمنحنیب- 7شکل 

هاي مشخصه  دامنه تشدید در برابر دامنه تحریک منحنی8شکل 

=در غیاب بستر الاستیک ( =1 2 0k k(

) بدون وجود aهاي پاسخ فرکانسی براي دو حالت مختلف: منحنیمقایسه 9شکل 

=بستر با  =1 2 0k k ،bهاي بدون بعد ) با وجود بستر با سفتی= =1 2 50k k

هاي پاسخ فرکانسی براي چهار حالت مختلف منحنیمقایسه 10شکل 
از ضرائب سفتی بستر

هاي مشخصه دامنه تشدید نسبت به پارامتر میرائی در منحنی11شکل 
دهد. غیاب بستر الاستیک براي سه مقدار از پارامتر تنظیم کننده را نشان می

با توجه به شکل، کاهش مقدار پارامتر تنظیم سبب افزایش اندازه دامنه 
ید شده و تأثیري بر روي عرض منطقه وجود تشدcبه aتشدید از حالت 

گذارد.نمی

گیرينتیجه- 12
استاتیکی/دینامیکی و ارتعاشات غیرخطی 	در تحقیق حاضر مسأله ناپایداري

صفحه مدرج تابعی با بستر الاستیک و تحت تحریک پارامتریک مورد بررسی
	

تغییرات دامنه تشدید با پارامتر میرائی، در غیاب بستر الاستیک11شکل 
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دیفرانسیل حاکم بر دینامیک صفحه با وجود قرار گرفت و معادله 
هاي هندسی و ناهمگنی ساختاري استخراج شد. نتایج بدست غیرخطینگی

هاي بستر الاستیک، فرکانس آمده نشان داد که با افزایش مقادیر پارامتر
هاي تحریک یابد و ناپایداري دینامیکی در فرکانسطبیعی صفحه افزایش می

هاي چندگانه معادلات در ادامه با استفاده از روش مقیاسافتد. بالاتر اتفاق می
هاي بدیهی و غیربدیهی این پاسخ فرکانسی بدست آمد و پایداري حل

معادلات در شرایط ماندگار مورد تجزیه و تحلیل قرار گرفت و اثرات تغییرات 
پارامترهاي مسأله بر تشدید صفحه بررسی شد. نتایج نشان دادند که با قرار 

ن فرکانس تحریک پارامتریک (پارامتر تنظیم) در محدوده معین، تشدید گرفت
شود طوري که با تغییر پارامتر تنظیم در بخشی از این میصفحه تحریک 

محدوده تشدید، سیستم دو حل غیربدیهی پریودیک ناپایدار و پایدار خواهد 
داشت و در بخش دیگري از این محدوده تشدید، سیستم فقط یک حل 

دیهی پریودیک پایدار خواهد داشت. علاوه بر این نشان داده شد که:غیرب
وبالاتريهامودشکلدریتابعصفحهکمانشبستر،يپارامترهاشیافزابا-

بستروجودعدمبامتناظرکمانشیبحرانيروینازيبزرگترریمقاددر
.دهدیمرخ

،یرائیماثراتوکیالاستبسترابیغدرصفحهکیپارامترکیتحربا-
پارامتر تنظیم کننده فقط باعث افزایش دامنه تشدید مقدارکاهش
دامنه نیروي تحریک شده و تأثیري - هاي مشخصه دامنه تشدیدمنحنی

گذارد.بر عرض منطقه وجود تشدید نمی
یرائیمشیافزاصفحه،کیپارامترکیتحرباوکیالاستبسترابیغدر-

يهایمنحنیدوشاخگینیزنقاطانتقالسببستمیسیخطبعدیب
عرضوشدهراستسمتبهکیتحردامنه- دیتشددامنهمشخصه

.ابدییمکاهشدیتشدوجودمنطقه
،یرائیماثرابیغدروکیالاستبسترابیغدرصفحهکیپارامترکیتحربا-

شدنترضیعرسبب،ياصفحه- درونکیهارمونيرویندامنهشیافزا
دیتشدبروزبامتناظرداریناپاوداریپایهیبدریغجوابدووجودمنطقه

	. شودیم
اثرابیغدروکیالاستبسترحضوردرصفحهکیپارامترکیتحربا-

يهایمنحنیبرخاستگسببک،یالاستبستريهاپارامترشیافزا،یرائیم

کینزدسببنیهمچنوشدهبالاسمتبهیفرکانسپاسخمشخصه

کهشودیمهمسمتبهیبحرانفوقویبحرانریزیدوشاخگنقاطشدن

.شودیمدیتشدوجودمنطقهعرضکاهشبهمنجر

کیهارمونيروینتوسطصفحهکیپارامترکیتحرباویرائیماثرابیغدر-
بستر،یسفتيپارامترهاشیافزاثابت،یکیاستاتمؤلفهباياصفحه-درون
دامنه-دیتشددامنهمشخصهيهایمنحندیتشددامنهشیافزاباعث
	.گذاردینمدیتشدوجودمنطقهعرضبريتأثیروشدهکیتحر
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