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عبوري از روي یک صفحه تخت افقی به صورت عددي مس -آباین مقاله به حل تشابهی لایه مرزي براي جریان جابجایی ترکیبی نانوسیال 
معادلات دیفرانسیل جزئی حاکم با بکارگیري متغیرهاي تشابهی مناسب به معادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل شده و همزمان با .پرداخته است

اند. تأثیر تغییر در دماي سطح، کسر حجمی نانوذره و پارامتر کمک روش اختلاف محدود کلرباکس حل شدهواص نانوسیال بهروابط تغییر خ
دهد که عدد نتایج بدست آمده نشان می.عدد نوسلت و پروفیل سرعت و دما بررسی شده است، جابجایی ترکیبی بر ضریب اصطکاك در جریان

یابد، بطوریکه پارامتر معرف عدد نوسلت جریان براي می نانوذرات و پارامتر جابجایی ترکیبی افزایش مینوسلت جریان با افزایش کسرحج
% افزایش داشته است. از طرفی پارامتر ضریب اصطکاك نیز در 10درصدي نسبت به سیال خالص درحدود 4مس با کسر حجمی - نانوسیال آب

تر پارامتر جابجائی ترکیبی، تاثیر حضور نانوذرات بر افزایش ضریب با این وجود در مقادیر پائین% افزایش یافته است. 20همین محدوده، در حدود 
اصطکاك بیشتر خواهد شد. اثر دماي سطح نیز بر افزایش عدد نوسلت و کاهش ضریب اصطکاك، در کسر حجمی نانوذرات بالاتر و پارامتر 

یابد.اي از سطح کاهش میفزایش دماي سطح، دماي نانوسیال در هر فاصلهاست. همچنین با اترجابجائی ترکیبی بالاتر، محسوس
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	 This	paper	is	concerned	with	a	similarity	solution	for	mixed-convection	boundary	 layer	copper-
water	 nanofluid	 flow	 over	 a	 horizontal	 flat	 plate.	Appropriate	 similarity	 variables	 are	 used	 to	
convert	 the	Governing	PDEs	 to	ODEs	and	 the	resultant	equations	with	 the	nanofluid	properties	
relations	 are	 discretized	 and	 solved	 simultaneously	 using	 finite-difference	 Keller-Box	method.	
The	effects	of	change	 in	plate	temperature,	the	volume	fraction	of	nanoparticles,	and	the	mixed-
convection	 parameter,	 on	 friction	 coefficient,	 Nusselt	 number	 and	 velocity	 and	 temperature	
profiles	 are	 investigated.	 The	 results	 show	 that,	 the	 Nusselt	 number	 increases	 as	 the	 mixed-
convection parameter	and	 the	volume	 fraction	of	nanoparticles	 increases.	This	enhancement	 is	
about	10	percent	for	the	nanoϐluid	with	4%	volume	fraction	of	nanoparticles,	compared	with	the	
pure	water.	Moreover,	in	this	range	the	friction	coefϐicient	parameter	increases	about	20	percent.	
However,	the	lower	the	mixed-convection	parameter	is,	the	higher	the	effect	of	nanoparticles	on	
the	 friction	 coefficient	 increment.	 The	 results	 also	 illustrate	 that	 the	 effect	 of	 the	 surface	
temperature	on	 the	 increment	of	Nusselt	number	and	on	 the	reduction	of	 friction	coefficient	 is	
more	considerable	 in	higher	mixed-convection	parameter	and	volume	 fraction	of	nanoparticles.	
Also,	by	 increasing	surface	 temperature,	 the	 temperature	of	nanofluid	decreases	at	any	surface	
distance.	
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	مقدمه- 1
مکانیک سیالات، همچون بسیاري از علوم دیگر، پیشرفت خود را مدیون 

باشد. در هاي انقلابی همچون تئوري لایه مرزي و تئوري فیلم نازك میایده
اي در این علم شک تئوري لایه مرزي از جایگاه ویژهها، بیبین این تئوري

معرفی شد. پرانتل ]1[یه مرزي براي اولین بار توسط پرانتلبرخوردار است. لا

میدان جریان را به دو ناحیه تقسیم کرد و معادلات حاکم بر حرکت سیال را 
. این دو ناحیه شامل ناحیه داخلی درون لایه مرزي که در ]2[ساده سازي کرد

آن ویسکوزیته بر میدان جریان حاکم است و ناحیه خارجی که جریان به 
باشد. با کمک این تئوري، براي حل بسیاري از مسائل صورت پتانسیل می

.]6-3[نیازي نیست معادلات بقا بطور کامل حل شوند
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هاي جابجایی از طرفی مساله جریان جابجایی ترکیبی(ترکیب جریان
هاي مهندسی و در در بسیاري از فرآیندهاي انتقال در دستگاه، اجباري و آزاد)

مساله جریان جابجایی ترکیبی دائم در لایه مرزي .آیندطبیعت بوجود می
براي مدت زمان طولانی موضوع اصلی در ، عبوري از یک صفحه افقی مسطح

انتقال حرارت بوده است. به دلیل اهمیت آن، از هر دو دیدگاه تئوري و عملی 
که ، در این مسأله].9-7[طور گسترده مورد مطالعه قرار گرفته شده استبه

، آن خاصیت شناوري داراي اثر قابل توجهی بر روي میدان جریان استدر 
که هرچند در لبه لایه مرزي از طوريطور کلی متفاوت است، بهشیب فشار به

عنوان بخشی از ولی باید اثر آن در عمق لایه مرزي به،پیش تعیین شده است
العات مط. درنظر گرفته شود، فرایند حل به همراه درجه حرارت و سرعت

تئوري پیشین بیشتر بر روي اثرات خاصیت شناوري در این مسائل روي 
جریان یکنواخت گرم و یا سرد شده توسط صفحات مسطح، متمرکز شده 

در مورد جریان ]14[. در مقاله دیگري که توسط استینروك]13-10[است
لایه مرزي جابجایی ترکیبی عبوري از یک صفحه سرد افقی ارائه شد، نشان 
داده شده است که در حالتی که جریان بالاي یک صفحه گرم افقی مدنظر 

حل تشابهی معادلات لایه مرزي براي هنگامی که اثر خاصیت شناوري ، است
مرزي با شتاب است؛ با باشد وجود دارد و جریان در لایه در جهت جریان می

) اثر خاصیت شناوري نامطلوب(حال براي جریان بالاي یک صفحه سرداین
رود که جریان جلورونده داراي یک گرادیان فشار نامطلوب است، لذا انتظار می

جریان جابجایی ترکیبی در لایه مرزي عبوري از یک .جدایی جریان رخ دهد
و مکش ଵ/ଶିݔ~(ݔ)୵ܶجه حرارت صفحه صاف افقی نفوذپذیر با توزیع در

مورد بررسی قرار گرفت. ] 15[جانبی سیال، ابتدا توسط مگیاري و همکارانش
در این تحقیق آنها به این نتیجه رسیدند که فقط در حالت نیروهاي بویانسی 

آید و در حالت نیروهاي هاي یگانه بوجود میدر جهت جریان و مکش، جواب
ن و تزریق، فقط در موارد خاصی جواب یگانه بویانسی در خلاف جهت جریا

حل تشابهی براي جابجایی ]16[وجود خواهد داشت. دسویتا و همکارانش 
ترکیبی لایه مرزي عبوري از یک صفحه افقی نفوذپذیر را بررسی کردند و 
دریافتند که با افزایش توان درجه حرارت دیوار، عدد نوسلت محلی افزایش 

حل عددي به منظور بررسی ]17[شینی و همکارانش یابد. همچنین سابهامی
اثر همزمان حرارت و غلظت در لایه مرزي جابجایی ترکیبی در یک صفحه 
افقی نفوذپذیر را مورد مطالعه قرار دادند. آنها دریافتند که نرخ انتقال حرارت 

یابد.با مکش، افزایش و با تزریق، کاهش می
زهاي حیاتی بسیاري از صنایع است. کاري، یکی از نیاعملکرد بالاي خنک

هاي اولیه براي افزایش ضریب هدایت گرمایی پایین یکی از محدودیت
گونه هاي حرارتی است. هدایت گرمایی اینکارآمدي سیالات رایج در سیستم

]. مفهوم 20- 18توان با افزودن نانوذرات به آنها افزایش داد[سیالات را می
وي ذرات نانو، مواد فلزي وغیرفلزي را شامل نانوسیال، سوسپانسیونهاي حا

شوند. چنین شود که به عنوان محیطهاي انتقال حرارت استفاده میمی
سیالاتی پتانسیل زیادي براي افزایش نرخ انتقال حرارت از خود نشان 

دهند. خصوصیات انتقال حرارت جابجایی نانوسیالات به خواص می
در آن،کسر حجمی ذرات معلق و شکل و ترموفیزیکی سیال پایه و ذرات معلق 

]. در زمینه استفاده از نانوسیال در 23-21ابعاد این ذرات بستگی دارد[
به مطالعه انتقال حرارت ]24[معادلات لایه مرزي، اودین و همکارانش 

جابجایی آزاد در یک صفحه تخت گرم جاسازي شده در یک محیط متخلخل 
ی در مرز پرداختند. آنها دریافتند که با پر شده از نانوسیال با شرط جابجای

یابد. همچنین رحمان افزایش کسر حجمی نانوذرات انتقال حرارت افزایش می
به بررسی انتقال حرارت جابجایی ترکیبی لایه مرزي ]25[و همکارانش 

نانوسیال عبوري از یک گوه با تولید(و یا جذب) انرژي داخلی پرداختند. آنها 
باشد و حضور مینوسیال کمتر از سرعت سیال خالص پی بردند سرعت نا

شود. آریفین و نانودرات منجر به نازك شدن لایه مرزي هیدرودینامیکی می
به حل تشابهی انتقال حرارت جابجایی اجباري نانوسیال در ]26[همکارانش

لایه مرزي عبوري از یک صفحه تخت افقی پرداختند. نتایج نشان داد، افزایش 
انتقال حرارت بیشتري را سبب Cuو Al2O3، نسبت به نانوذرات TiO2نانوذرات

شود.می
همانطور که ذکر شد، در مطالعات گذشته موارد محدودي از بررسی 

شود که در این تحقیقات جریان لایه مرزي نانوسیال روي سطوح یافت می
تأثیر نیز، بدلیل محدودیتهاي معادلات لایه مرزي، تحلیل جامعی بر روي 

پارامترهاي مختلف بر انتقال حرارت در جریان سیال ارائه نشده است. در این 
مقاله با بکارگیري متغیرهاي تشابهی مناسب و وارد کردن همزمان اثر دماي 
سطح و خواص نانوذرات در معادلات حاکم، مطالعه کاملی بر روي تأثیر این 

ی انجام شده است. با افزودن پارامترها در انتقال حرارت جریان جابجائی ترکیب
کاري را افزایش داد و سیستم توان خنکها مینانوسیال در این نوع از مسئله

را بهینه کرد. علاوه بر آن، تأثیر پارامتر جابجایی ترکیبی و کسرحجمی 
هاي سرعت و دما نیز مورد نانوذرات بر ضریب اصطکاك، عدد نوسلت و پروفیل

بررسی قرار گرفته است.

معادلات حاکم- 2
ناپذیر را در لایه مرزي عبوري از یک جریان جابجایی ترکیبی لزج و تراکم

شود جریان آزاد گیریم. فرض میصفحه صاف افقی در حالت دائم درنظر می
از روي یک صفحه افقی در ܶ∞و با دماي یکنواخت ∞ܷیکنواخت با سرعت 

(ݔ)തܶ୵ت حال عبور است. دما در بالاي صفحه گرم به صور > و براي ܶ∞
(ݔ)തܶ୵پایین صفحه تخت سرد به صورت  < در . درنظر گرفته می شودܶ∞

) جریان همسو(نیروي خاصیت شناوري در خلاف جهت گرانش، حالت اول
) جریان مخالف(جهت باگرانشکه در مورد دوم همدرحالی، کندعمل می

لزجت در جریان لایه با فرض عدم تولید گرما و صرفنظر از تلفات. خواهد بود
- معادلات لایه مرزي حالت دائم را می، مرزي و با استفاده از تقریب بوزینسک

:]16[) نوشت1توان به صورت رابطه (

)1(

തݑ߲
ݔ߲̅

+
ݒ߲̅
തݕ߲

= 0	

ഥݑ	
തݑ߲
ݔ߲̅

+ ݒ̅
ݒ߲̅
തݕ߲

= −
1
୬ߩ

߲̅
ݔ߲̅

+ ୬ݒ
߲ଶ̅ݒ
തଶݕ߲

	

0 = −
1
୬ߩ

߲̅
തݕ߲

+
୬(ߚߩ)
୬ߩ

݃( തܶ − ∞ܶ)	

തݑ
߲ തܶ
ݔ߲̅

+ ݒ̅
߲ തܶ
തݕ߲

= ୬ߙ
߲ଶ തܶ
തଶݕ߲

	

براي همه متغیرهاي بعددار از علامت بار استفاده شده است. شرایط مرزي در 
:) نوشته می شوند2این معادلات به صورت رابطه (

)2(
ݒ̅	,	ത=0ݑ = 0	,	 തܶ = തܶ୵(ݔ)	,	at	ݕത=0	
	,	∞ܷ=തݑ തܶ = ̅	,	ܶ∞ = 	∞→തݕ	as	,	∞

گیري شده از ابتداي صفحه به مختصات اندازهതݕوݔ̅که در این معادلات،
,തݑ)ترتیب در امتداد طول و عمود بر آن هستند.  هاي سرعت طولی و مولفه(ݒ̅

،لزجت سینماتیکیݒ،چگالی سیالߩ،دماي محلی سیالതܶ،فشار̅عرضی، 
gشتاب گرانشی ،β ضریب پخش حرارتی ضریب انبساط حرارتی سیال و

.سیال می باشد
):3بعد رابطه (بکارگیري متغیرهاي بیبا

)3(

x =
ݔ̅
ܮ

, y = Re
భ
మ ൬
തݕ
ܮ
൰ , u =

തݑ
ܷ∞

, v = Re
భ
మ ൬

ݒ̅
ܷ∞

൰,	

p = (̅ି∞)
ఘ∞మ

	,	T =
( ത்ି்

∞
)

△்
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Re، مشخصهسرعت ∞ܷ، طول صفحهLکه در آنها  = /ܮ∞ܷ عدد رینولدز و ߴ
△ ܶ = തܶ୵ − بعد معادلات حاکم اختلاف دماي مشخصه است، شکل بدونܶ∞

) خواهد بود:4رابطه (به صورت 

)4(

∂u
∂x

+
∂v
∂y

= 0	

u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

= −
∂p
∂x

+
ߴ
ߴ

∂ଶu
∂yଶ

	

0 = −
∂p
∂y

−
୬(ߚߩ)
ߚ୬ߩ

λT	

u
∂T
∂x

+ v
∂T
∂y

=
୬ߙ
ߙ

1
Pr
∂ଶT
∂yଶ

	

شوند:بازنویسی می)5شرایط مرزي بدون بعد نیز به صورت رابطه (

)5(
u=0,	v = 0,	T = 1	at	y=0	
u = 1,	T = 0,	p = 0	as	y → ∞	

ثابت جابجایی ترکیبی و یا عدد پرانتل و Prدر معادلات بدون بعد فوق، 
	شود:) تعریف می6پارامتر خاصیت شناوري است که به صورت رابطه (

)6(λ =
Gr

Reହ/ଶ	

Grکه در آن  = ߚ݃ △ /ଷܮܶ ߴ
ଶقابل ذکر است که . باشد، عدد گراشهف می

λ > λ، خاصیت شناوري در جهت جریان0 < خاصیت شناوري در خلاف 0
λجهت جریان و  = .است)جریان غیرشناور(براي جریان جابجایی اجباري0

توان معادلات دیفرانسیل می)7با استفاده از متغیرهاي تشابهی رابطه (
:]16[فوق با مشتقات جزئی را به معادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل کرد 

)7(
ψ = ϕ1

(x)	f(η), P = ϕ2
(x)	P(η),	

T = ϕଷ(x)	θ(η),η = ϕସ(x)	y	
شود:تابع جریان به صورت زیر تعریف میψکه در آن

u =
߲ψ
߲y
	 , v = −

߲ψ
߲x

	

) 7کند. با جایگذاري رابطه () را تأمین می4طور خودکار معادله پیوستگی(و به
(4در روابط ( ) تبدیل 8)، معادلات به معادلات دیفرانسیل معمولی رابطه 

شوند:می

)8(

୬ߴ
ߴ

fᇵ + aଵff ″ − (aଵ + aଶ)f ′	ଶ − aଷP − aସηP′ = 0	

P′ =
୬(ߚߩ)
ߚ୬ߩ

λӨ	

୬ߙ
ߙ

1
Pr
Ө″ + aଵfӨ′ − aହf ′Ө = 0	

Pپروفیل دماي بدون بعد و Өتابع جریان بدون بعد، fکه در این معادلات، 

)، 9به صورت رابطه (aହو aଵ ،aଶ ،aଷ ،aସپروفیل فشار بدون بعد است. ثابت 
:تعریف شده است)12) و (11) ، (10(

)9(

aଵ =
(ϕଵ)୶
ϕସ

	 , aଶ =
ϕଵ(ϕସ)୶
ϕସଶ

	 , aଷ =
(ϕଶ)୶
ϕଵϕସଷ

	 ,	

aସ =
ϕଶ(ϕସ)୶
ϕଵϕସସ

	 , aହ =
ϕଵ(ϕଷ)୶
ϕଷϕସ

	

و

)10((ϕଷ)୶ = ϕଶ(x)ϕସ(x)	, T௪(x) = ϕଷ(x)	,	
U(x) = ϕଵ(x)ϕସ(x)	, V௪(x) = −(ϕଷ)୶	

و همچنین:

)11(
aଵ
aଶ

= ε	

کهطوريبه

)12(
(ϕଵ)୶
ϕଵ

= ε
(ϕସ)୶
ϕସ

	

است. بنابراین از رابطه Xزیرنویس نشان دهنده متمایز بودن از xکه در آن 
:) داریم13(
)13(ϕଵ = aϕସε 	

) داریم:14ثابت ادغام شده است. بنابراین از رابطه (aکه در آن 

)14(

݀ϕସ
݀x

=
aଶ
a
ϕସଶିε	

ϕସ = [a + (ε− 1)
ܽଶ
a

x]
భ
εషభ	

εثابت ادغام شده است و aکه در آن  ≠ ) داریم:15باشد. بنابراین از (می1

)15(ϕଵ = a[a + (ε− 1)
aଶ
a

x]
ε

εషభ	

) داریم:16علاوه بر آن ما از رابطه (

)16(
݀ϕଶ
݀x

= aଷa[a + (ε− 1)
aଶ
a

x]
(యశε)
εషభ 	

) داریم:17بنابراین از رابطه (
)17(ϕଶ = a଼ +

aଷaଶ

2(ε + 1)aଶ
[a + (ε− 1)

aଶ
a

x]
మ(εశభ)
(εషభ) 	

a଼ثابت ادغام شده است و a଼که در آن  = (می0 )، 10باشد. طبق رابطه 
داریم :)18)از رابطه (16) و (15(

)18(U(x) = ϕଵϕସ = a(a +
x

a
)୬	

nکه در آن  = (ε + 1)/(ε− −ε)ثابت است و (1 1)aଶ = باشد. می1
aଶبنابراین  = (n − aଵو 2/(1 = ε	aଶ = (n + است. بنابراین از رابطه 2/(1

:) داریم19(

)19(ϕଵ = a(a +
x

a
)
శభ
మ 	,ϕସ = a(a +

x
a

)
షభ
మ 	

آید:) به دست می20) رابطه (9علاوه بر این طبق رابطه (

)20(
(ϕଷ)୶
ϕଷ

=
aହ

(a + x/a)
	

آید:می) به دست21() رابطه20) و (10طبق رابطه (
)21(ϕଷ = ୵ܶ(x) = aଽ(a + x/a)ୟఱ	

) رابطه 19) و (17)، (10ثابت ادغام شده است. همچنین طبق رابطه (aଽکه 
) را داریم:23) و (22(

)22((ϕଶ)୶ = aଷaଶ(a +
x

a
)ଶ୬ିଵ	

یا داریم:

)23(ϕଶ = aଵ +
aଷaଷ

2π
(a +

x
a

)ଶ୬	

) 24) از رابطه (10ثابت ادغام شده است. از طرفی طبق رابطه (aଵکه در آن 
داریم:

)24(

ϕଷ = ϕଶϕସ =	

a[aଵ +
aଷaଷ

2π
൬a +

x
a
൰
ଶπ

](a +
x

a
)

(షభ)
మ 	

) داریم:25در نتیجه از رابطه (

)25(aଵ = 0	, aଷ =
2π
aଷ
	 , a = 1	

aଷپس ثابت  = 2nداریم:26باشد. بنابراین از رابطه (می(
)26(ϕଷ = (aଵଵ + x)

(ఱషభ)
మ 	

aଽپس  = aହو 1 = (5n − داریم:)13است. در نهایت از رابطه (2/(1

)27(

ϕଵ(x) = (a + x)
(శభ)
మ ,ϕଶ(x) = (a + x)ଶ୬	

ϕଷ(x) = ௪ܶ(x) = (a + x)
(ఱషభ)

మ 	

ϕସ(x) = (a + x)
(షభ)
మ ,	ܷ(x) = (a + x)ଶ	

aସو در نتایج آن  = (n − است.2/(1
) 28() به شکل 9هاي نشان داده شده طبق رابطه (بنابراین همه ثابت

هستند:

)28(

aଵ =
n + 1

2
	 , aଶ =

n − 1
2

	 , aଷ = 2n	,	

aସ =
n − 1

2
	 , aହ =

5n − 1
2

	

آید:) به دست می29) رابطه (8) در رابطه (28با جایگزین کردن رابطه (
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].27خواص ترموفیزیکی آب خالص و نانوذرات مس[1جدول 
آب خالصنانو ذرات مسخواص ترموفیزیکی

ρ	(kgm-3)	89331/997
Cp	(Jkg-1K-1)3854179
k	(Wm-1K-1)401613/0

×105	(K-1)β67/121

)29(

୬ߴ
ߴ

fᇵ +
n + 1

2
ff ″ − nf ′	ଶ − 2nP −

n − 1
2

ηP′ = 0	

P′ =
୬(ߚߩ)
ߚ୬ߩ

λӨ	

୬ߙ
ߙ

1
Pr
Ө″ +

n + 1
2

fӨ′ −
5n − 1

2
f ′Ө = 0	

به 1شرایط مرزي براي متغیرهاي موجود در معادلات دیفرانسیل معمولی
شوند:) بازنویسی می30صورت رابطه (

)30(
f ᇱ(0) = 0	, f(0) = 0	,θ(0) = 1	,	
f ′ᇱ(∞) = 1	,θ(∞) = 0	, P(∞) = 0	

تغییرات خواص نانوسیال-2-1
براي تکمیل معادلات حاکم، محاسبه خواص ترموفیزیکی نانوسیال است. 
خواصی نظیر چگالی، ضریب انبساط حجمی، ظرفیت حرارتی و ضریب پخش 

به صورت حرارتی نانوسیال برحسب خواص سیال خالص و نانوذرات جامد 
شوند وسایر خواص ترموفیزیکی آب و نانوذره مس در ) محاسبه می31رابطه (
]:28آورده شده است.[1جدول 

)31(

୬ߩ = (1 − φ)ߩ + φߩୱ	
୬(ߚߩ) = (1 − φ)(ߚߩ) + φ(ߚߩ)ୱ
୬(୮ܿߩ) = (1 − φ)(ܿߩ) + φ(ܿߩ୮)ୱ

୬ߙ =
݇୬

	୬(୮ܿߩ) به nfو f ،sدرصد حجمی نانوذرات است و اندیسهاي φ) 31در این رابطه (
ترتیب اشاره به سیال خالص، نانوذرات و نانوسیال دارد.

توان از رابطه معروف براي مدل کردن لزجت دینامیکی نانوسیال نیز می
	]:28) استفاده کرد [32به صورت رابطه ("بریکمن"به 

୬ߤ)32( =
ߤ

(1− φ)ଶ.ହ	

مدلی پیشنهاد شده 	) همkeffهدایت گرمایی نانوسیال (براي محاسبه ضریب 
به keffاست. در این مدل براي دو جزء مستقل از ذرات کروي سوسپانسیون، 

:]29[شود ) نوشته می33صورت رابطه (

)33(݇ୣ = ݇[1 +
݇ୱܣୱ
݇ܣ

+ c݇ୱPe
ୱܣ
݇ܣ

]	

Peکه در آن،  = به ترتیب ضرایب هدایت حرارتی kfو ksو ߙ/ୱ݀ୱݑ
c=36000مس، -نانوذرات مس و سیال خالص هستند. براي نانوسیال آب

]30[قطر نانوذرات جامد است. همچنین nm	ds=100پیشنهاد شده است و 
):35) و (34از (

)34(
ୱܣ
ܣ

=
݀
݀ୱ

φ
1− φ

	

dfشود و برحسب انگستروم برابر است با:اندازه مولکولی سیال مبنا نامیده می
)35(݀ = 2Aǒ ,	Aǒ = 0.1nm	

):36، سرعت حرکت براونی نانوذرات، برابر است با(usدر این روابط همچنین 

ୱݑ)36( =
2݇ୠ(ߟ)ߠ
πߤ݀ୱଶ

	

kୠ = 1.3807 × 10ିଶଷ	JKିଵشود. لزجت دینامیکی ثابت بولتزمن نامیده می
ߤبراي آب  = 9.09452 × 10ିସ	Pa. s و عدد پرانتل آن نیزPr = درنظر 6.2

	گرفته شده است.

																																																																																																																																											
1-	Ordinary	differential	equation

محاسبه ضریب اصطکاك و عدد نوسلت-2-2
پس از حل عددي تشابهی معادلات حاکم و بکارگیري روابط مربوط 

تایج خروجی حاصل، مقادیر توان با استفاده از نبه خواص نانوسیال، می
Nu୫ = −[݇୬/݇]	θ′(0) وf୫ = ୬ߤ] ⁄[ߤ 	f′′(0).را بدست آورد	

توان با استفاده از ضریب اصطکاك و عدد نوسلت محلی در جریان را می
محاسبه نمود:)38) و (37این دو پارامتر به صورت رابطه (

)37(Re୶
భ
మ

C௫
2

= (a + x)
యషభ
మ 	f୫	

)38(Re୶
షభ
మ Nu௫ = (a + x)

షభ
మ 	Nu୫ 	

	.]16[گیري استثابت انتگرالa7که در آنها 

روش حل عددي- 3
معادلات حاکم با استفاده از گسسته سازي اختلاف محدود مرتبه اول به شکل 

) نوشته می شوند:39جبري رابطه (

fߜ − fିଵߜ −
ℎ
2

uߜ) + (uିଵߜ = ݎ 	

uାଵߜ − uߜ −
ℎାଵ

2
vାଵߜ) + (vߜ = 	ାଵݐ

ℎ
2

(n + 1)
2

ߴ

୬ߴ
ൣvߜf + vିଵߜfିଵ൧ − ℎn ߴ

୬ߴ
ൣuߜu + uିଵߜuିଵ൧	

+ 
ℎ
2
൬

n + 1
2

൰ ߴ

୬ߴ
൨ ൣfߜv + fିଵߜvିଵ൧ + vߜൣ − 	vିଵ൧ߜ

−nℎ
ߴ

୬ߴ
pߜൣ + 	pିଵ൧ߜ

−
ℎ
2
൬

n − 1
2

൰ ηλ
ߴ

୬ߴ

୬(ߚߩ)
ߚ୬ߩ

൨ Өߜൣ + Өିଵ൧ߜ = ݏ 	

pାଵߜ − δp −
୬(ߚߩ)
ߚ୬ߩ

λ
ℎାଵ

2
Өାଵߜ) + (Өߜ = 	ାଵݖ

Өାଵߜ − Өߜ −
ℎାଵ

2
gାଵߜ) + (gߜ = 	ାଵݍ

)39(


ℎ
2

Pr ൬
n + 1

2
൰
ߙ
୬ߙ

൨ ൣgߜf + gିଵߜfିଵ൧	

−
ℎ
2

Pr ൬
5n − 1

2
൰
ߙ
୬ߙ

൨ ൣӨߜu + Өିଵߜuିଵ൧	

−
ℎ
2

Pr ൬
5n − 1

2
൰
ߙ
୬ߙ

൨ ൣuߜӨ + uିଵߜӨିଵ൧	

gߜൣ+ − gିଵ൧ߜ + [
ℎ
2

Pr ൬
n + 1

2
൰
ߙ
୬ߙ

gߜൣ[ + gିଵ൧ߜ = ݇ 	

معادلات جبري فوق با استفاده از روش ] 31باکس [در روش حل عددي کلر
) 41)و (40ماتریسی رابطه (-نیوتن به صورت طولی درآمده و در قالب برداري

شوند:بازنویسی می
)40(Aδିଵ + Bδ + Cδାଵ = R 	

حاوي ضرایب معلوم هستند و6x6ماتریسهاي Cو A ،Bکه در آن 

)41(
R = ݎ] ݏ ାଵݖ	ାଵݐ ݇ 	ାଵ]ݍ
δሬ⃑  = [δf δu δv 	δp δθ δg]	

و با اعمال 2ايامديسپس با استفاده از روش حل ماتریس سه قطري تی
شرایط مرزي مربوطه، معادلات فوق براي محاسبه متغیرهاي جریان حل 

اي کامپیوتري به زبان براي اعمال روش حل عددي، برنامه].32[شوند می
فرترن نوشته شده است. دقت محاسبات نیز براي همگرایی حل عددي براي 

در نظر گرفته شده است.10-7همه متغیرهاي میدان برابر با 

بررسی و تحلیل نتایج- 4
براي حل عددي معادلات دیفرانسیل معمولی و شرایط مرزي حاصل، با توجه 

بعدي در راستاي اده از یک شبکه حل یکتشابهی، استفاستفاده از حلبه
کند. لذا از یک عرضی جریان براي محاسبه تغییرات میدان جریان کفایت می

) در 1شبکه غیریکنواخت در راستاي عمود بر سطح استفاده شده است.(شکل 
																																																																																																																																											
2-	TDMA	

www.sid.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

پورعباس کساییو رادضیائیمسعود مس از روي یک صفحه افقی	-براي نانوسیال آبمطالعه عددي حل تشابهی جریان لایه مرزي جابجایی ترکیبی

14شماره ،14، دوره 1393العاده اسفند فوقمهندسی مکانیک مدرس، 194

	

	):42بندي، نسبت فاصله هر دو گره متوالی ثابت است رابطه (این شبکه
)42(ℎ = Kℎିଵ	

	آید:بدست می)43ام از رابطه (jفاصله تا گره همچنین 

)43(η = ℎଵ
K − 1
K − 1

	݆ = 1,2, … K	ܯ, > 1	

، ضریب کشیدگی یا نسبت فاصله هر Kطول اولین گام و h1)، 43در رابطه (
دو گره متوالی است. در مسأله حاضر، از مقادیر زیر در حل عددي استفاده 

	شده است:
ℎଵ = ܭ	0.0001 = 1.01	

بعدي عرضی و غیریکنواخت استفاده شدهبندي یکنمائی ساده از شبکه1شکل 

	
	0.7	=	Prو 0.03-=ߣ، n=0.01پروفیل دما در سیال خالص به ازاي 2شکل 

	
fتغییرات ضریب اصطکاك محلی 3شکل  در سیال خالص به ازاي ߣنسبت به (0)″

n=0.01 وPr=0.7

	
) مختلف در جریان n(در دماهاي سطح) φ=0.04پروفیل سرعت نانوسیال(4شکل

λ)جابجائی ترکیبی  = −0.03)	

	
) مختلف در جریان n() در دماهاي سطحφ=0.04پروفیل دماي نانوسیال (5شکل 

λ)جابجائی ترکیبی  = −0.03)	

170هاي محاسباتی در این روش برابر با در نظر گرفتن مقادیر فوق، تعداد گره
بررسی صحت عملکرد کد عددي نوشته شده، خواهد بود. همچنین به منظور 

اي بین نتایج بدست آمده با تحقیقات مشابه گذشته صورت گرفته است. مقایسه
براي این منظور حل تشابهی لایه مرزي براي جریان سیال خالص با جابجایی 

پروفیل 2در شکل .ترکیبی عبوري از یک صفحه صاف افقی بررسی شده است
تغییر ضریب اصطکاك 3و در شکل 0.7	=	Prو ߣn=0.01 ،=-0.03دما به ازاي 

fمحلی  ]16[، با نتایج مطالعه دسویتا Pr=0.7و n=0.01به ازاي ߣبا (0)″
مقایسه شده است. در هر دو شکل نتایج بدست آمده تطابق بسیار خوبی با 

تواند موید دقت و کارائی روش مطالعه مشابه قبلی دارد که این تطابق می
ب شده در حل مساله لایه مرزي با جابجائی ترکیبی باشد.انتخا

هاي سرعت و دمابررسی پروفیل-4-1
fپروفیل سرعت 4در شکل  φ=0.04 ،λبه ازاي (ߟ)′ = در سه توان 0.03−

شود، در هر (دماي سطح) رسم شده است. همانگونه که مشاهده میnمختلف 
) سرعت در لایه مرزي کاهش n)، با افزایش فاصله مشخصی از سطح 

دلیل این امر، وجود خاصیت شناوري در جریان، بواسطه وجود .یابدمی
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تواند سبب کاهش سرعت با افزایش باشد که میجابجایی آزاد در مساله می
شود. با نزدیک شدن به دیوار یا به لبه لایه مرزي دماي دیوار می

	خواهد شد.بر پروفیل سرعت کمترnهیدرودینامیکی، تأثیر 
λو φ=0.04به ازاي 5نیز در شکل (ߟ)θپروفیل دما  = در سه 0.03−

شود که با (دماي سطح) نشان داده شده است. دیده میnتوان مختلف 
با نزدیک یابد. اي از سطح کاهش میدر هر فاصله(ߟ)θ، مقدار nافزایش 

پروفیل دما بر nآزاد و لبه لایه مرزي حرارتی، مجدداً تأثیر به سطحشدن 
توان گفت که تغییرات پروفیل دما ناشی از شود. علاوه بر آن میکمتر می

تر بوده که البته قابل انتظار است.، در نزدیکی دیوار محسوسnتغییر 
ߣ، اثر کسر حجمی نانوذرات بر پروفیل سرعت در 6در شکل  = و 0.04

n=0.01نانوسیال تأثیر شود، شود. همانطور که مشاهده میمشاهده می
گذارد. افزایش نانوسیال به مقدار اندکی سرعت را در ناچیزي بر سرعت می

دهد. دلیل این داخل لایه مرزي افزایش و ضخامت لایه مرزي را کاهش می
شود گرادیان فشار در باشد که سبب میامر وجود نانوذرات مس در جریان می

جلوگیري نماید.تر شود و از رشد لایه مرزيجریان آزاد منفی
λ، اثر کسر حجمی نانوذرات بر پروفیل دما در 7در شکل  = و 0.04

n=0.01شود.مشاهده می

	
پروفیل سرعت نانوسیال در کسر حجمی نانوذرات مختلف در جریان جابجائی 6شکل

n)ترکیبی  = 0.01, λ = 0.04)

	
پروفیل دماي نانوسیال در کسر حجمی نانوذرات مختلف در جریان جابجائی 7شکل 

n)ترکیبی  = 0.01, λ = 0.04)

شود که که با افزایش کسر حجمی نانوسیال، با توجه به این شکل دیده می
یابد و شرط حرارتی روي سطح ضخامت لایه مرزي حرارتی اندکی افزایش می

کند به طوري که در یک فاصله داخل جریان نانوسیال نفوذ میبهتر به
شود. بیشتر میӨ(η)مشخص از دیوار با افزایش کسر حجمی نانوسیال مقدار 

این رفتار یه این دلیل است که ضریب انتقال حرارت هدایتی نانوسیال با 
شود که حرارت از شود و سبب میافزایش کسر حجمی نانوذردات بیشتر می

سیال نفوذ کند.سطح دیوار بهتر به داخل جریان نانو

بررسی تغییرات ضریب اصطکاك- 4-2
روي سطح با پارامتر جابجائی ترکیبی و 	تغییرات ضریب اصطکاك8در شکل 

نشان داده n=0.01تاثیر تغییر درصد حجمی نانوذرات بر این تغییرات به ازاي 
، ضریب ߣآید که همواره با افزایش شده است. از این نمودار چنین بر می

هاي روند افزایشی خواهد داشت. این افزایش بدلیل افزایش گرادیاناصطکاك 
سرعت در جریان با افزایش خاصیت شناوري موافق با جهت جریان در 

باشد.معیاري از آن است، قابل انتظار میߣجریانهاي جابجائی آزاد، که 
دهد که با افزایش درصد حجمی نانوذرات، این شکل همچنین نشان می

یابد. دلیل این امر افزایش میߣضریب اصطکاك به ازاي تمامی مقادیر 
باشد.افزایش لزجت نانوسیال با توجه به افزایش کسر حجمی نانوذرات می

	
هاي φدر نسبت به fmتغییرات پارامتر معرف ضریب اصطکاك نانوسیال 8شکل 

	n=0.01مختلف براي 

	
هاي مختلفnدر ߣ) نسبت به =04/0φتغییرات ضریب اصطکاك نانوسیال (9شکل 
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هاي مختلف براي جریان nدر φبرحسب fmپارامتر معرف ضریب اصطکاك 10شکل 
λجهت با شناوري هم = λو شناوري خلاف جهت 0.08 = −0.08

φو n، ߣبه ازاي مقادیر مختلف f୫تغییرات ضریب اصطکاك نانوسیال 2جدول 

	φ=04/0	φ=02/0	nφ=0	ߣ

04/0 -
0	

=	fm	3081/0	3428/0	3776/0
=	 ∆% f	0	26/1155/22

02/0	
=	fm	2893/03202/03512/0	
=	 ∆% f	068/1039/21

0
0	

=	fm	3324/03668/04013/0
=	 ∆% f	0	34/1072/20

02/0	
=	fm	3116/03422/03731/0
=	 ∆% f	0	82/973/19

04/0
0	

=	fm	3549/0	389/0	4235/0	
=	 ∆% f	06/933/19

02/0	
=	fm	3323/0	3629/0	3938/0	
=	 ∆% f	02/95/18

براي نانوسیالی با )ߣ(تغییرات ضریب اصطکاك با پارامتر جابجائی آزاد 
φ=0.04 به ازاي دماهاي مختلف سطح)n ( توان آمده است. می9در شکل

ߣیابد. این کاهش با افزایش ، ضریب اصطکاك کاهش میnدید که با افزایش 
شود. دلیل آن ایجاد گرادیان فشار مطلوب بر اثر نیروهاي بیشتر هم می

λجهت با جریان (شناوري هم > .) است0
تأثیر تغییر کسر حجمی نانوذرات را بر تغییرات ضریب 10شکل 

جهت براي جریان جابجائی ترکیبی همnاصطکاك در دماهاي سطح مختلف 
دهد. براي نشان می0.08-=ߣو مخالف جهت جریان با 0.08=ߣجریان با 

جهت با جریان است، با افزایش کسر حجمی حالتی که نیروي شناوري هم
یابد که این ناشی از افزایش لزجت نانوذرات، ضریب اصطکاك افزایش می
زایش تنش برشی در جریان است. سیال حاوي نانوذرات و درنتیجه اف

ضریب n، با افزایش φشود که در تمامی مقادیر همچنین مشاهده می
اصطکاك کاهش یافته است که نشان دهنده تأثیر دماي سطح بر کاهش 

	باشد.لزجت سیال و درنتیجه کاهش ضریب اصطکاك مجاور سطح می
ست، همچنین براي حالتی که نیروي شناوري در خلاف جهت جریان ا

، nتوان دید که با افزایش کسر حجمی نانوذرات و همچنین با کاهش می
یابد. با این حال براي حالتی که نیروهاي شناوري ضریب اصطکاك افزایش می

شود که اثر دماي سطح بر تغییر مخالف جهت جریان وجود دارد، مشاهده می
ضریب اصطکاك در حضور مقادیر بیشتر نانوذرات، بیشتر است.

و nو ߣضرایب اصطکاك نانوسیال به ازاي مقادیر مختلف 2ر جدول د
بیانگر درصد %∆fآوري شده است. در این جدول، کسر حجمی نانوذرات جمع

افزایش ضریب اصطکاك ناشی از افزایش کسر حجمی نانوذرات در سیال پایه 
شود:است که به صورت زیر تعریف می

%∆= [(f୫୬ − f୫) f୫]⁄ × 100	
شود که کمترین تأثیر حضور نانوذرات بر ضریب اصطکاك، در دیده می

n=0.02 هاي این جدول دهد. همچنین از دادهرخ می0.04=ߣو به ازاي
توان نتیجه گرفت که بیشترین تاثیر افزایش کسر حجمی نانوذرات بر می

.است0.04-=ߣو به ازاي n=0ضریب اصطکاك، در 

نوسلتبررسی تغییرات عدد -4-3
برحسب کسر حجمی نانوذرات در دماهاي Numپارامتر معرف عدد نوسلت 

آورده شده است.11در شکل 0.04=ߣسطح مختلف و به ازاي 
شود، با افزایش کسرحجمی همانگونه که در این شکل مشاهده می

یابد، که این بیانگر اثر حضور نانوذرات در افزایش نانوذرات، نوسلت افزایش می
توان دید که با افزایش دماي سطح باشد. همچنین میحرارت از سطح میانتقال

، بیشتر است.n=0.02یابد. این اثر افزایش در دیوار، نوسلت نیز افزایش می

	
به n=0.01,0.02در φنسبت به Numتغییرات پارامتر معرف عدد نوسلت 11شکل 

λازاي  = 0.04

در کسرهاي حجمی نسبت به Numتغییرات پارامتر معرف عدد نوسلت 12شکل 
n=0.01مختلف نانوذرات براي 
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φو n، ߣبه ازاي مقادیر مختلف Nu୫تغییرات عدد نوسلت نانوسیال 3جدول 

	φ=04/0	φ=02/0	nφ=0	ߣ

04/0 -
01/0	

=Num	0784/00826/00868/0	
=	 ∆% Nu	0	35/5	71/10	

02/0	
=Num	1422/01498/01573/0	
=	 ∆% Nu	034/561/10

0
01/0	

=Num	0796/00837/00878/0
=	 ∆% Nu	0	15/53/10

02/0	
=Num	1443/01518/01592/0
=	 ∆% Nu	0	19/532/10

04/0
01/0	=Num	0806/0	0847/0	0887/0	

=	 ∆% Nu	008/505/10

02/0	
=Num	1463/0	1537/0	1609/0	
=	 ∆% Nu	005/598/9

را بر عدد نوسلت در کسرهاي ߣتاثیر پارامتر شناوري جریان 12شکل 
مقدار عدد نوسلت افزایش ߣدهد. با افزایش حجمی مختلف نانوذرات نشان می

ߣیافته است که با توجه به افزایش خاصیت شناوري در جریان با افزایش 

توان مشاهده نمود که با افزایش کسر امري قابل انتظار است. همچنین می
حجمی نانوذرات، انتقال حرارت در نانوسیال بدلیل اثرگذاري نانوذرات در 

3تغییر ضریب هدایت حرارتی سیال پایه، افزایش یافته است. در جدول 
حجمی به ازاي کسرهاي nو مقادیر عدد نوسلت به ازاي مقادیر مختلف 

آوري شده است.مختلف نانوذرات جمع
% بیانگر درصد افزایش نوسلت در اثر تغییر کسر حجمی ∆3Nuدر جدول 

شود:نانوذرات است که به صورت زیر تعریف می
(%∆୳= [(Nu୫୬ − Nu୫) Nu୫]⁄ × 100)	

آید، بیشترین افزایش عدد نوسلت برمی3هاي جدول همانگونه که از داده
دهد. همچنین رخ می0.04-=ߣو به ازاي n=0.01ناشی از حضور نانوذرات، در 

و به ازاي n=0.02کمترین تاثیر حضور نانوذرات بر افزایش نوسلت، در 
شود.مشاهده می0.04=ߣ

	نتیجه گیري- 5
ی نانوسیال در لایه مرزي بدلیل اهمیت و کاربرد جریان جریان جابجایی ترکیب

در مسائل متعدد مهندسی و در عین حال سادگی حل معادلات لایه مرزي 
اي برخوردار است که در این استوکس از جایگاه ویژه-نسبت به معادلات ناویر

مقاله مورد بررسی و تجزیه و تحلیل قرار گرفت. معادلات لایه مرزي حاکم بر 
ان نانوسیال به صورت عددي و با استفاده از طرح تفاضل محدود ضمنی، جری

و حل تشابهی و نتایج عددي در مورد تغییر در اندبه روش کلرباکس حل شده
هاي سرعت و دما، ضریب اصطکاك و انتقال حرارت در جریان شکل پروفیل

ورد تحت تأثیر تغییر کسر حجمی نانوذرات، پارامتر شناوري و دماي سطح م
توان در موارد زیر اند. نتایج حاصل از این مطالعه را میبررسی قرار گرفته

خلاصه کرد:
با نزدیک یابد. اي از سطح کاهش میدر هر فاصلهθ(η)، مقدار nبا افزایش -

بر پروفیل دما nآزاد و لبه لایه مرزي حرارتی، مجددا تاثیر به سطحشدن 
شود.کمتر می

ري در جریان جابجائی ترکیبی، ضریب اصطکاك افزایش با افزایش اثر شناو-
مس -یافته است. بطوریکه پارامتر معرف ضریب اصطکاك براي نانوسیال آب

% افزایش داشته 20درصدي نسبت به سیال خالص درحدود 4با کسر حجمی 
تر پارامتر جابجائی ترکیبی، تاثیر حضور است. با این وجود در مقادیر پائین

افزایش ضریب اصطکاك بیشتر خواهد شد.نانوذرات بر
افزایش کسر حجمی نانوذرات و پارامتر جابجائی ترکیبی، هر دو منجر به -

شود؛ افزایش عدد نوسلت و درنتیجه انتقال حرارت بیشتر در جریان می
مس با کسر - بطوریکه پارامتر معرف عدد نوسلت جریان براي نانوسیال آب

% افزایش داشته است.10خالص درحدود درصدي نسبت به سیال4حجمی 
افزایش دماي سطح موجب افزایش عدد نوسلت و کاهش ضریب اصطکاك -

شود، با این حال اثر افزایش دماي سطح بر این تغییرات به ازاي کسرهاي می
ترحجمی بالاتر نانوذرات و در پارامترهاي جابجائی ترکیبی بالاتر، محسوس

است.

	فهرست علائم- 6
تجربیثابت c	

	ضریب اصطکاك محلی Cf	x	

	)Jkg-1K-1(گرماي ویژه Cp	

)nm(قطر نانوذرات جامد  ds

݀(اندازه مولکولی سیال مبنا  = 2Aǒ( df

تابع جریان بدون بعد f	
پارامتر معرف ضریب اصطکاك fm	

Gr(عدد گراشهف  = ݃β △ )ଶݒ/ଷܮܶ Gr	
)Wm-1K-1(ضریب هدایت حرارتی  k

kثابت بولتزمن = 1.3807 × 10ିଶଷ)JK-1(	 kb	

)m(طول مشخصه  L	
توان دماي دیوار N	

پارامتر معرف عدد نوسلت Num	

عدد نوسلت محلی Nux	
)Pa(فشار سیال  	̅

p(فشار بدون بعد  = ̅) − )ଶܷߩ/(∞ P	
پروفیل فشار بدون بعد P	

Pr(عدد پرانتل  = )ߙ/ݒ Pr	
Pe(	عدد پکلت = )ߙ/௦݀௦ݑ Pe

	

Re(عدد رینولدز  = ܷߴ/ܮ( Re	

)K(دما  തܶ 	

T(دماي بدون بعد  = ( തܶ − ∞ܶ)	/	△ ܶ( T

)ത)ms-1ݕوݔ̅مولفه بردار سرعت در راستاي  ,തݑ ݒ̅

u(مولفه بدون بعد سرعت  = v	,	ത/ܷݑ = Reଵ ଶ⁄ )(ܷ/ݒ̅) u,	v	
)ms-1(سرعت مشخصه  ܷ∞ 	

)ms-1(سرعت حرکت براونی  us
	

)m(مختصات کارتزین  	തݕو ݔ̅
علایم یونانی

)m2s-1(ضریب پخش حرارتی  	ߙ

)K/1(ضریب انبساط گرمایی  Β

)Pa.s(لزجت دینامیکی  	ߤ

)kgm-3(چگالی  	ߩ

)m2s-1(لزجت سینماتیکی  	ݒ

λ(پارامتر جابجایی ترکیبی  = Gr/Reହ/ଶ( Λ	

△(دماي مشخصه  ܶ = തܶ୵ − ܶ∞( △ ܶ	

متغیر تشابهی 	߅
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پروفیل دماي بدون بعد Θ	

حجمی نانوذرات جامدکسر  Φ

	هازیرنویس
موثر Eff	

سیال F	
نانو سیال Nf	

نانوذرات جامد S

جریان آزاد ∞	

دیوار W	
محلی X
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