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دوپذیر میانی تحت عبور سیستم چند تکه داراي قیود انعطافيتحلیلی براي تعیین اثر شکستگی روي رفتار ارتعاشی تیرهاي تیموشنکوروشی 
پذیر، ها در محل قیود انعطافپذیر میانی علاوه بر ناپیوستگیدر تیرهاي چند تکه داراي قیود انعطافدرجه آزادي بسط داده شده است.

، روابط بین ضرایب شکل مود و تركبا بررسی شرایط سازگاري در محل هر شکستگیهم در محل زاویه شکستگی وجود دارد.هاییناپیوستگی
هاي ویژه سیستم چند تکه به طور صریح قابل محاسبه است. آید. در ادامه با استفاده از روش تحلیلی ماتریس انتقال، حلدست میهر دو تکه به

شود. از دست آورد. براي تعیین پاسخ اجباري از تعامد مودها استفاده میوان با استفاده از توابع ویژه تئوري بسط مودال بهتپاسخ اجباري را می
شود که با افزایش زاویه شکستگی شود. مشاهده میاي جدید در حالت وجود شکستگی براي تعامد مودها اثبات میرو با بررسی روابط، رابطهاین

هاي طبیعی و یابد. همچنین وجود ترك باعث کاهش فرکانسشود و بیشینه جابجایی تیر کاهش میهاي طبیعی افزوده مینسبر مقدار فرکا
هاي عددي فراهم دست آمده از حلشود. اعتبار تکنیک بیان شده با مقایسه نتایج با دیگر مقالات و نتایج بهافزایش جابجایی بیشینه در تیر می

شده است.
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	 An	analytical	method	is	developed	to	determine	the	effects	of	the	frame	angle	on	the	behavior	of	
multi	 span	Timoshenko	beams	with	 flexible	 constraints	 subjected	 to	 a	 two	degrees-of-freedom	
moving	system.	In	a	multi-span	beam,	there	are	discontinuities	in	each	frame	angle	in	addition	to	
discontinuities	 in	 flexible	 constraints.	 The	 correlation	 among	 every	 segment	 can	 be	 obtained	
considering	the	compatibility	equations	in	frame	angles	and	cracks.	Eigen	solutions	of	the	serial-
frame	system	can	be	calculated	explicitly,	using	the	analytical	transfer	matrix	method.	The	forced	
responses	 can	 be	 determined	 by	 the	 modal	 expansion	 theory	 using	 the	 eigen	 functions.	 The	
orthogonality	of	the	mode	shapes	is	applied	to	calculate	the	forced	response.	A	new	formulation	is	
introduced	and	confirmed	for	 the	orthogonality	of	the	mode	shapes	for	the	case	of	a	beam	with	
the	 frame	angle.	 It	 is	observed	 that	 the	natural	 frequencies	will	be	 increased	by	 increasing	 the	
frame	angles,	while	the	maximum	deflection	of	the	beam	will	be	decreased.	The	crack	modeling	
leads	to	lower	natural	frequencies	and	higher	maximum	deflection	for	the	beam	in	compared	with	
the	no	crack	model.	The	validity	of	the	developed	 technique	is	probed	by	comparing	 the	results	
with	the	analytical	results	reported	in	other	articles	and	those	from	numerical	solutions.	
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مقدمه- 1
هاي الاستیک تحت عبور بارهاي متحرك در براي بیش از یک قرن، سیستم

. استعلوم مختلفی همچون مهندسی عمران، هوافضا و مکانیک مورد توجه بوده
آهن و پس از آن هاي راهاز نظر تاریخی این مسأله براي اولین بار در طراحی پل

هاي هاي مهندسی حمل و نقل همچون طراحی پل، بزرگراه، راهدر سایر زمینه
برخی از اولین مطالعات توسط .اي مطرح شده استها وخطوط لولهکابلی، تونل
. انجام شد] 3یس [] و اینگل2]، آیره و همکاران [1استوکس [

] کتابی را در زمینه تحلیل عبور بارهاي 4به عنوان یک کار مروري، فرایبا [
] نشان 5متحرك از روي تیر تحت شرایط مختلف بارگذاري منتشر کرد. چن [

کار برده شود تا تواند بهمی) FEM(1داد که چگونه یک کد عمومی المان محدود
شکل) تحت بار عبوري متغیر را Iتیر آهن هاي پل (مثل به طور کارآمدي سازه

) براي DET(2] این کار را با استفاده از تکنیک المان مجزا6مدل کند. ضیائی [

																																																																																																																																											
1-	Finite	Element	Method	
2-	Discrete	Element	Technique	
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تحلیل ارتعاشی تیرهاي تیموشنکو تحت جرم عبوري گسترده توسعه داد. 
، روشی را شبیه به روش سختی دینامیکی توسعه دادند ]7[هایاشیکاوا و واتانابه

دست آورند هاي طبیعی و شکل مودهاي چنین تیرهایی را بهفرکانستا بتوانند
بینی رفتار تیرهاي چند دهنه تحت عبور بارهاي و سپس آنها را براي پیش

گزارش شد که راهی را ] 8[روش دیگري توسط استانیسیک. کار برندمتحرك به
توسعه آیند، حساب میبراي محاسبه شکل مودهایی که براي حرکت جرم به 

پیشنهاد ] 9[یک حل عددي براي مسأله مشابهی توسط خلیلی و همکاران. داد
و اتاقک(برنولی حامل جرثقیل- ، یک تیر اویلر]10[اوگوآمانا و همکاران. شد
زاده و جلیلی اسماعیل.را که یکنواخت و دو سر مفصل بود، مدل کردند) بار
هاي مختلف وي پل در سرعتر] ارتعاشات ناشی از عبور خودرویی را از 11[

برنولی و خودرو به -بررسی کردند که در مدل ایشان پل با استفاده از تئوري اویلر
صورت یک چهارم و یک دوم خودروي کامل مدل شده است.
اشاره شده است.1در مراجع کمتر به عبور بار از روي تیرهاي چند تکه

ت عبور بار را مورد بررسی ] ارتعاشات عرضی تیر داراي قیود میانی تح12لی [
] با در نظر گرفتن جرم و فنر براي مدل یک خورو، 13چاترجی [قرار داد.

دست آورد. ایچیکاوا پاسخ دینامیکی یک پل چند تکه را تحت عبور خودرو به
چند تکه تحت عبور جرم را بررسی برنولی -اویلر] پاسخ دینامیکی تیر 14[

هاي طبیعی ، فرکانس2انتقالز روش ماتریس] با استفاده ا15کرد. لین و رو [
دست آمده برنولی محاسبه و نتایج به-یک قاب را با استفاده از تئوري تیر اویلر

در بیشتر این کارها از مدل را به ازاي شرایط مرزي مختلف مقایسه کردند. 
خصوص براي تیرهاي کوتاه داراي استفاده شده است که بهبرنولی-اویلرتیر 

ادي است؛ به همین دلیل بعضی از محققان مدل تیر تیموشنکو را خطاي زی
] پاسخ ارتعاشی تیرهاي تیموشنکوي 16اند. وانگ [مورد استفاده قرار داده

] تأثیر سختی فنرهاي میانی روي 17چند تکه را مطالعه کرد. لین و چانگ [
ظر از نارتعاشات آزاد تیر تیموشنکو را مطالعه کردند. در تحلیل ایشان صرف

تعداد فنرهاي میانی، تنها نیاز به تعیین چهار ثابت مجهول براي تعیین 
] با استفاده از روش ماتریس انتقال، 18لین و وو [هاي طبیعی است. فرکانس
کارگیري تئوري تیر تیموشنکو اي را با بههاي طبیعی قاب بستهفرکانس

.ایش مقایسه نمودنددست آمده از آزممحاسبه و نتایج حاصل را با نتایج به
توان به تیرهاي داراي به عنوان موردي خاص از تیرهاي چند تکه می

دار توسط ترك اشاره کرد. تئوري ارتعاشی کاملی جهت مدل کردن تیر ترك
برنولی -دار اویلر] براي ارتعاش جانبی تیر ترك19کاندروس و دیماروگوناس [

[اي تاي یا دو لبههمراه با ترك باز یک لبه ] 20وسعه داده شد. لویا 
دار تیموشنکو با شرایط هاي طبیعی را براي ارتعاشات عرضی تیر تركفرکانس

] ] تحلیل مودال تکراري را به 21مرزي ساده بررسی کرد. محمود و زید 
کار گرفتند. دار دو سر مفصل تحت جرم عبوري بهمنظور یافتن پاسخ تیر ترك

] مورد استفاده قرار دادند که امکان ] روشی تحلیلی را 22لین و چانگ 
برنولی تحت بار - دار یک سر گیردار اویلراجباري تیر تركمحاسبه پاسخ

[عبوري متمرکز را فراهم می ] ارتعاشات آزاد تیر 23کرد. طالبی و آریایی 
دار در حال دوران را به روش انتقال دیفرانسیل بررسی برنولی ترك-اویلر

گري روش انتقال دیفرانسیل را جهت تحلیل ارتعاشات کردند. ایشان در کار دی
].24آزاد تیر تیموشنکوي داراي ترك به کار بردند [

در کلیه کارهاي گذشته پاسخ اجباري تیر بدون زاویه شکستگی تحت عبور 
بار و یا ارتعاشات آزاد تیر داراي زاویه شکستگی بررسی شده است. در این مقاله 

هاي طبیعی و شکل مودهاي تیر تیموشنکوي چند تکه به ضمن بررسی فرکانس
																																																																																																																																											
1-	Serial-Frame	Structures	
2-	Transfer	Matrix	Method	

ک سیستم دو اجباري آن نیز تحت عبور یکمک روش ماتریس انتقال، پاسخ
شود. سیستم دو درجه آزادي مذکور مدل یک چهارم درجه آزادي مطالعه می

در کار . باشدخودرو است که با سرعت ثابت از روي یک پل، در حال حرکت می
شود که از تئوري تیر حاضر هر قسمت از تیر به صورت تیري پیوسته فرض می

پیوستگی، ارتباط ضرایب کند. ابتدا به کمک معادلات تیموشنکو پیروي می
آید و سپس با حل یک مسأله مقدار ویژه، دست میشکل مود هر دو تکه به

اجباري شود. در ادامه پاسخهاي طبیعی و شکل مودهاي تیر تعیین میفرکانس
آید. در این راستا از رابطه تعامد دست میبا استفاده از تئوري آنالیز مودال به

در صورت وجود زاویه شکستگی این رابطه شکل شود کهمودها استفاده می
اي جدید براي تعامد گیرد. به این منظور در این مطالعه رابطهاي به خود میتازه

شود. در نهایت با حل مودها در حالت وجود زاویه شکستگی در تیر اثبات می
شود گیرد. مشاهده میچند مثال عددي تکنیک بیان شده مورد ارزیابی قرار می

شود و هاي طبیعی افزوده میبا افزایش زاویه شکستگی بر مقدار فرکانسه ک
یابد. همچنین وجود ترك باعث کاهش بیشینه جابجایی تیر کاهش می

در این مقاله شود.هاي طبیعی و افزایش جابجایی بیشینه در تیر میفرکانس
یه یک فرمولاسیون کلی براي هر نوع سختی داخلی و خارجی و همچنین زاو

شکستگی در تیر ارائه شده است و قادر است دسته وسیعی از مسائل همچون 
هاي چند دهنه تحت عبور بار تیرهاي داراي ترك، داراي زاویه شکستگی و یا پل

اند، مورد مطالعه قرار دهد.را که در کارهاي قبلی مورد بررسی شده

	بنديفرمول- 2
ارتعاش آزاد-2-1

پذیر قید انعطافnو θ1,θ2,…,θKزاویه شکستگی Kدار باتركتیر چند تکه
قسمت در موقعیت K+n+1نشان داده شده است. این سازه به 1میانی در شکل 

هاي تکه تیر با طولK+n+1هر زاویه و هر قید تقسیم شده است. بنابراین 
L1,L2,…,LK+n+1ها در وجود دارد که موقعیت زوایا و قیدX1,X2,…,XK+nباشند. می

به منظور تحلیل ارتعاشی این سیستم، هر تکه تیر با حرکات عرضی و طولی 
معرف حرکت Yمعرف حرکت طولی و محور Xشود که محور خود تحلیل می

باشد. حال از تئوري تیر تیموشنکو براي تحلیل ارتعاشات این عرضی هر تکه می
ام به iو عرضی تکهارتعاشی حرکات طولی د. دامنهشوسیستم استفاده می

نشان داده شده است که Xi-1<X<Xiدر محدودهYi(X,T)و Ui(X,T)ترتیب با 
باشد. طول کل این سیستم میi=1,2,…,K+nام و iدهنده تکه نشانiاندیس 

L(=L1+L2+…+LK+n+1)معادلات حرکت براي هر تکه تیر با فرض سطح .است
.]18[شود ) بیان می1(با معادلات مقطع یکنواخت و ارتعاش آزاد 

ܣߩ
߲ଶ ܻ(ܺ, ܶ)

߲ܶଶ
− ܩܣߢ ቆ

߲ଶ ܻ(ܺ,ܶ)
߲ܺଶ

−
(ܶ,ܺ)ߔ߲

߲ܺ
ቇ = 0

	
ܫܧ
߲ଶߔ(ܺ,ܶ)

߲ܺଶ
+ ܩܣߢ ൬

߲ ܻ(ܺ, ܶ)
߲ܺ

− (ܺ,ܶ)൰ߔ − ܫߩ
߲ଶߔ(ܺ, ܶ)

߲ܶଶ
= 0	

ܣܧ)1(
߲ଶ ܷ(ܺ,ܶ)

߲ܺଶ
− ܣߩ

߲ଶ ܷ(ܺ,ܶ)
߲ܶଶ

= 0	

ܺିଵکه  < ܺ < ܺ وi=1,2,…,K+n+11(. در روابط است،(Φi(X,T) زاویه
مدول Eمقطع المان نسبت به تار خنثی در اثر تغییر شکل برشی، چرخش

مساحت Aچگالی ماده، ρممان اینرسی سطح مقطع، Iالاستیسیته یانگ، 
زمان است. Tضریب تصحیح برش و κمدول برشی،Gسطح مقطع تیر، 

به کمک حرکات طولی و عرضی در انتهاي هر تکه قبل از هر شکستگی
شوند. براي شرایط معادلات پیوستگی با حرکات تکه بعدي مرتبط می

)، ممان خمشی ΄Y)، شیب (Yعرضی (،)Uجابجایی طولی (سازگاري در میدان
)M) نیروي برشی ،(V) و نیروي محوري (Fل ) در هر شکستگی، مطابق شک
.]18[توان نوشت میب براي نیروها-2ها و الف براي جابجایی- 2
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پذیر قید انعطافnو θ1,θ2,…,θKزاویه شکستگی Kاي با تیر چند تکه صفحه1شکل 
X1,X2,…,XK+nهاي میانی در موقعیت

(ب)(الف)
نیروشرایط سازگاري براي -شرایط سازگاري براي جابجایی ب-الف2شکل 

)2(

ܻାଵ( ܺ
ା,ܶ) = − ܻ( ܺ

ି,ܶ) cosߠ + ܷ ( ܺ
ି, ܶ) sin 	ߠ

ܷାଵ( ܺ
ା,ܶ) = − ܻ( ܺ

ି,ܶ) sin ߠ − ܷ ( ܺ
ି, ܶ) cosߠ	

ܻ′ାଵ( ܺ
ା,ܶ) = ܻ′( ܺ

ି,ܶ)	
)ାଵ′ߔ ܺ

ା,ܶ) = )′ߔ ܺ
ି, ܶ)	

)ᇱାଵܻ]ܩܣߢ− ܺ
ା, ܶ) − )ାଵߔ ܺ

ା,ܶ)]	
= )ᇱܻ]ܩܣߢ ܺ

ି,ܶ) − )ߔ ܺ
ି,ܶ)] cosߠ	

ᇱܷܣܧ−
( ܺ

ି,ܶ) sin 	ߠ
ᇱܷܣܧ

ାଵ( ܺ
ା, ܶ)	

= )ᇱܻ]ܩܣߢ− ܺ
ି,ܶ) − )ߔ ܺ

ି,ܶ)] sin 	ߠ
ᇱܷܣܧ−

( ܺ
ି,ܶ) cos 	ߠ

Xiهاي قبل و بعد از شکستگی بیان کننده موقعیت+Xiو -Xiنمادهاي که 

زوایاي شکستگی در طی حرکت سازه بدون تغییرشود کههستند. فرض می
ماند.باقی می

همچنین در محل هر قید میانی، هر قسمت از تیر به وسیله دو فنر 
(یک فنر خطی و دیگري پیچشی) به قسمت بعدي متصل شده  الاستیک 

، kti ،kθiتوصیف شده است. پارامترهاي 1است که هر حالت از آن در جدول 
kte وkθe وθخطی ،به ترتیب سختی فنرهاي خطی داخلی، پیچشی داخلی

خارجی، پیچشی خارجی و زاویه شکستگی هستند. شرایط پیوستگی در محل 
].25شود [) بیان می3هر قید میانی نیز با معادلات (

)3(

)ାଵ′ߔܫܧ ܺ
ା,ܶ) − ᇱߔܫܧ

( ܺ
ି,ܶ) = ݇ఏߔାଵ( ܺ

ା,ܶ)	
)ᇱାଵܻ]ܩܣߢ} ܺ

ା, ܶ) − )ାଵߔ ܺ
ା,ܶ)]}	

)ᇱܻ]ܩܣߢ}− ܺ
ି, ܶ)− )ߔ ܺ

ି,ܶ)]}	
= ݇௧ ܻାଵ( ܺ

ା,ܶ)	
ܻାଵ( ܺ

ା,ܶ) − ܻ( ܺ
ି,ܶ)	

=
1
݇௧

)ᇱାଵܻ]ܩܣߢ ܺ
ା,ܶ) − )ାଵߔ ܺ

ା,ܶ)]	

)ାଵߔ ܺ
ା,ܶ) − )ߔ ܺ

ି,ܶ) =
1
݇ఏ

)ାଵ′ߔܫܧ ܺ
ା, ܶ)	

ܷାଵ( ܺ
ା,ܶ) − ܷ( ܺ

ି,ܶ) = 0	
ᇱܷܣܧ

ାଵ( ܺ
ା, ܶ)− ᇱܷܣܧ

( ܺ
ି,ܶ) = 0	

ܺିଵکه  < ܺ < ܺ و نمادهايXi- وXi+هاي قبل و بعد از قید بیانگر موقعیت
Xiتوان دسته وسیعی از مسائل را مدل کرد. می1باشند. به کمک جدول می

توان تیر تیموشنکوي به عنوان مثال به کمک موارد اول و دوم این جدول می
داراي ترك را در نظر گرفت؛ بدین منظور در محل ترك یک فنر خطی داخلی 

شود که فنر جایگزین می) مورد دوم(ک فنر پیچشی داخلیو ی) مورد اول(
خطی بیانگر ناپیوستگی در جابجایی عرضی و فنر پیچشی ناپیوستگی در 

شیب است؛ از طرف دیگر به کمک مورد سوم و با در نظر گرفتن مقدار بسیار 
گاه مفصلی میانی را مدل کرد.توان یک تکیهزیاد براي فنر خطی خارجی می

هاي بالا دو یا چند فنر در محل هر قید، ترکیبی از حالتبا وجود 
کار گرفته شود.تواند براي آن مدل بهمی

شوند.) تعریف می4هاي معادله (با توجه به روابط بیان شده، کمیت

)4(

ݕ = ܻ

ܮ
	 ݔ, =

ܺ
ܮ
	 , ݈ =

ܮ
ܮ
	 , ݔ = ܺ

ܮ
	 , ݐ =

ܶ
ܮ√
	,	

ݑ = ܷ

ܮ
	 ,߶ = ଵݕ,	ߔ = ଵܻ

ܮ
	 , ଶݕ = ଶܻ

ܮ
	

بعد بیان کرد:توان به صورت بی) را می1بنابراین در هر تکه، معادلات (

ܣߩ
߲ଶݕ(ݔ, (ݐ

ଶݐ߲
−
ܩܣߢ
ܮ

ቆ
߲ଶݕ(ݔ, (ݐ
ଶݔ߲

−
߲߶(ݔ, (ݐ

ݔ߲
ቇ = 0

ܫܧ	
ଶܮ
߲ଶ߶(ݔ, (ݐ

ଶݔ߲
+ ܩܣߢ ൬

,ݔ)ݕ߲ (ݐ
ݔ߲

− ߶(ݔ, ൰(ݐ −
ܫߩ
ܮ
߲ଶ߶(ݔ, (ݐ

ଶݐ߲
= 0

)5(
ܣܧ
ܮ
߲ଶݑ(ݔ, (ݐ
ଶݔ߲

− ܣߩ
߲ଶݑ(ݔ, (ݐ

ଶݐ߲
= 0	

ିଵݔکه  < ݔ < همچنین شرایط سازگاري باشد. میi=1,2,…,K+n+1و ݔ
) بیان نمود:6توان با معادلات (بعد در هر زاویه شکستگی را میبی

هاي میانی و زاویه شکستگی همراه با سختی آنهافنر1جدول 
سختی فنرها و
	زاویه شکستگی

	نوع فنر

݇௧ 	≠ 	0	
݇ఏ = 	0	
݇௧ = 	0	
݇ఏ = 	0	
	ߠ = 	ߨ	

فنر خطی داخلی

݇௧ = 	0	
݇ఏ 	≠ 	0	
݇௧ = 	0	
݇ఏ = 	0	
	ߠ = 	ߨ	

فنر پیچشی داخلی

݇௧ → 	∞	
݇ఏ → 	∞	
݇௧ ≠ 	0	
݇ఏ = 	0	
	ߠ = 	ߨ	

فنر خطی خارجی

݇௧ → 	∞	
݇ఏ → 	∞	
݇௧ = 	0	
݇ఏ ≠ 	0	
	ߠ = 	ߨ	

فنر پیچشی خارجی

݇௧ → 	∞	
݇ఏ → 	∞	
݇௧ = 	0	
݇ఏ 	= 	0	
	ߠ ≠ 	ߨ	

شکستگی
ج
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)6(

,ାݔ)ାଵݕ (ݐ = ,ିݔ)ݕ− (ݐ cosߠ + ݑ ,ିݔ) (ݐ sin 	ߠ
,ାݔ)ାଵݑ (ݐ = ,ିݔ)ݕ− (ݐ sin ߠ − ݑ ,ିݔ) (ݐ cosߠ	
,ାݔ)ାଵ′ݕ (ݐ = ,ିݔ)′ݕ 	(ݐ
߶′ାଵ(ݔା, (ݐ = ߶′(ݔି, 	(ݐ
,ାݔ)ᇱାଵݕൣ (ݐ − ߶ାଵ(ݔା, ൧(ݐ = ݔ)ᇱݕൣ−

ି, (ݐ − ߶(ݔି, ൧(ݐ cosߠ	

+
ܧ
ܩߢ

,ିݔ)ᇱݑ (ݐ sin 	ߠ

,ାݔ)ᇱାଵݑ (ݐ 	= −
ܩߢ
ܧ
ݔ)ᇱݕൣ

ି, (ݐ − ߶(ݔି, ൧(ݐ sin 	ߠ
,ିݔ)ᇱݑ− (ݐ cosߠ	

]:25[شود ) بیان می7بعد در محل قید میانی نیز با معادلات (شرایط پیوستگی بی

)7(

,ାݔ)ାଵ′߶ܫܧ (ݐ − ߶ܫܧ ᇱ
(ݔ

ି, (ݐ = ݇ఏ
ܮ
ܫܧ
߶ାଵ(ݔା, 	(ݐ

,ାݔ)ᇱାଵݕൣ (ݐ − ߶ାଵ(ݔା, 	൧(ݐ

ݔ)ᇱݕൣ−
ି, (ݐ − ߶(ݔି, ൧(ݐ = ݇௧

ܮ
ܩܣߢ

,ାݔ)ାଵݕ 	(ݐ
,ାݔ)ାଵݕ (ݐ − ,ିݔ)ݕ 	(ݐ

=
1
݇௧

ܩܣߢ
ܮ

,ାݔ)ᇱାଵݕൣ (ݐ − ߶ାଵ(ݔା, 	൧(ݐ

߶ାଵ(ݔା, (ݐ − ߶(ݔି, (ݐ =
1
݇ఏ

ܫܧ
ܮ
߶′ାଵ(ݔା, 	(ݐ

,ାݔ)ାଵݑ (ݐ − ,ିݔ)ݑ (ݐ = 0	
,ାݔ)ᇱାଵݑ (ݐ − ,ିݔ)ᇱݑ (ݐ = ିଵݔ,	0 < ݔ < 	ݔ

اي از مسأله مقدار ویژه، با استفاده از روش ماتریس انتقال و با حل بسته
]:18بود [) خواهند 8معادلات شکل مود هر تکه از تیر به صورت معادلات (

)8(

(ݔ)ݓ = ܣ cosh ݔ)ଵߣ − (ିଵݔ + ܤ sinh ݔ)ଵߣ − 	(ିଵݔ
ܥ+ cosߣଶ(ݔ − (ିଵݔ + ܦ sin ݔ)ଶߣ − 	(ିଵݔ
߮(ݔ) = ଵݍܣ sinh ݔ)ଵߣ − (ିଵݔ ଵݍܤ+ coshߣଵ(ݔ − 	(ିଵݔ
ଶݍܥ+ sin ݔ)ଶߣ − (ିଵݔ ଶݍܦ−	 cos ݔ)ଶߣ − (ିଵݔ
߭(ݔ) = ܧ sin ݔ)ߛ − (ିଵݔ + ܨ cosݔ)ߛ − 	(ିଵݔ

ିଵݔکه < ݔ < (.،i=1,2,…,K+n+1ݔ ام iشکل مود (ݔ)ݓ)، 8در معادله 
شکل مود (ݔ)߭ام پیچشی و iشکل مود (ݔ)߮مربوط به جابجایی عرضی، 

i.ام محوري است

ଵߣ = ቈටቀఙିఛ
ଶ
ቁ
ଶ

+ ߙ − ఙାఛ
ଶ

ଵ ଶൗ

	 , ଶߣ = ቈටቀఙିఛ
ଶ
ቁ
ଶ

+ ߙ + ఙାఛ
ଶ

ଵ ଶൗ

,	

ଷߣ	 = ଵݍ,	߬√ =
ଷଶߣ + ଵଶߣ

ଵߣ
	 ଶݍ, =

ଷଶߣ − ଶଶߣ

ଶߣ
	 ߪ, =

ଶ߱ܮߩ

ܧ
	,	

)9(߬ =
ଶ߱ܮߩ

ܩߢ
	 ߙ, =

ଷ߱ଶܮܣߩ

ܫܧ
	 , ߛ = ඨ߱ܮߩ

ଶ

ܧ
	

Ai ،Bi ،Ci ،Di ،EiوFi ضرایب شکل مود در تکهiهاي آخرین ام هستند. ثابت
) با استفاده از شرایط FK+n+1وAK+n+1 ،BK+n+1 ،CK+n+1 ،DK+n+1 ،EK+n+1قسمت تیر (

A1 ،B1 ،C1 ،D1 ،E1تکه تیر (هاي اولین) به ثابت7) و (6سازگاري در معادلات (

]:25و 18[گردد) بیان می10با معادلات (شوند که ) مرتبط میF1و

)10(

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
ାାଵܣ
ାାଵܤ
ାାଵܥ
ାାଵܦ
ାାଵܧ
⎭ାାଵܨ

⎪
⎬

⎪
⎫

= 
ଵଵݐ ⋯ ଵݐ
⋮ ⋱ ⋮
ଵݐ ⋯ ݐ

൩
ା

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
ାܣ
ାܤ
ାܥ
ାܦ
ାܧ
⎭ାܨ

⎪
⎬

⎪
⎫

	

= 
ଵଵݐ ⋯ ଵݐ
⋮ ⋱ ⋮
ଵݐ ⋯ ݐ

൩
ା


ଵଵݐ ⋯ ଵݐ
⋮ ⋱ ⋮
ଵݐ ⋯ ݐ

൩
ାିଵ

	

… 
ଵଵݐ ⋯ ଵݐ
⋮ ⋱ ⋮
ଵݐ ⋯ ݐ

൩
ଵ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
ଵܣ
ଵܤ
ଵܥ
ଵܦ
ଵܧ
⎭ଵܨ
⎪
⎬

⎪
⎫

	

= ( ܶ×)ା … ( ܶ×)ଵ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
ଵܣ
ଵܤ
ଵܥ
ଵܦ
ଵܧ
⎭ଵܨ
⎪
⎬

⎪
⎫

= ܶ×

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
ଵܣ
ଵܤ
ଵܥ
ଵܦ
ଵܧ
⎭ଵܨ
⎪
⎬

⎪
⎫

	

وابسته است و با ωاست که به مقدار ویژه 6×6انتقال ماتریسj(T6×6)که 

(شکستگی یا قید میانی داخلی و خارجی)  انتخاب توجه به نوع پیوستگی 
د.شوختم میT6×6ضرب آنها به و در نهایت حاصل]18،25شود [می

، A1 ،B1 ،C1 ،D1()، شش ضریب ثابت از تکه اول10کارگیري رابطه (با به
E1وF1	شود. بنابراین تعداد ضرایب ) به شش ضریب ثابت تکه آخر نگاشت می

با ارضاي ماندهیابد که این شش ضریب باقیمستقل به شش عدد کاهش می
].18،25شرایط مرزي قابل محاسبه هستند [

ارتعاش اجباري-2-2
شود. با محاسبه پاسخ اجباري، از تئوري آنالیز مودال استفاده میبه منظور 

,ݔ)ݕاستفاده از این تئوري، پاسخ اجباري  ,ݔ)߶،(ݐ ,ݔ)ݑو (ݐ سیستم را (ݐ
بسط داد:)11معادلات (باتوان می

,ݔ)ݕالف)- 11( (ݐ = ݓ(ݔ)(ݐ)
ே

ୀଵ

	

ب)- 11(
,ݔ)߶ (ݐ = ߮݇(ݔ)(ݐ)݇

ܰ

݇=1

	

,ݔ)ݑج)- 11( (ݐ = ߭(ݔ)(ݐ)
ே

ୀଵ

	

((ݐ)آن که در  الف و ب) -11مختصات تعمیم یافته است. در معادلات 
شود. دادفرنیا و براي جابجایی و شیب تابع یکسان زمانی در نظر گرفته می

] نشان دادند که استفاده از تابع یکسان زمانی خطاي بسیار 26همکاران [
پوشی است. از آنجا که شرایط کند که قابل چشمناچیزي را وارد معادلات می

نیز برقرار uو yبرقرار است و بایستی در هر لحظه بین υو wپیوستگی بین 
ود. در شهم تابع یکسان زمانی در نظر گرفته میuو yباشد بنابراین براي
یک تابع زمانی خواهند داشت که این امر باعث uو߶، yنتیجه هر سه تابع 

د. در ادامه شوتغییراتی در رابطه تعامد شکل مودها در تیرهاي چند تکه می
شود.رابطه تعامد مودها در این تیرها بررسی می

رابطه تعامد مودها-2-2-1
دست آوردن رابطه تعامد، معادلات ارتعاش آزاد تیر یک بار براي شکل براي به

شود. در این بعد نوشته میام به صورت بیsو بار دیگر براي شکل مود امrمود 
به جاي ،ݓاز(ݔ)ݓنویسی در روابط، به جاي قسمت، به منظور خلاصه

د.شواستفاده می߭از، (ݔ)߭و به جاي ߮از، (ݔ)߮

ݓଶ߱ܣߩالف)- 12( +
ܩܣߢ
ܮ

ᇱᇱݓ) − ߮ᇱ ) = 0	

ب)- 12(
ܫܧ
ଶܮ
߮ᇱᇱ + ᇱݓ)ܩܣߢ − ߮) +

ܫߩ
ܮ
߱ଶ߮ = 0	

ج)- 12(
ܣܧ
ܮ
߭ᇱᇱ + ଶ߭߱ܣߩ = 0	

و φsب) در -12، (wsالف) در -12تقسیم و پس از آن (ρAفوق به حال روابط 
شود:گیري میانتگرال1تا 0شده و از ضرب υsج) در - 12(

−නالف)- 13(
ܩߢ
ܮߩ

ᇱᇱݓ) − ߮ᇱ)ݓ௦݀ݔ
ଵ



= න߱ଶݓݓ௦݀ݔ
ଵ



	

ب)- 13(

−න
ܫܧ
ଷܮܣߩ

߮ᇱᇱ߮௦݀ݔ
ଵ



−න
ܩߢ
ܮߩ

ᇱݓ) − ߮)߮௦݀ݔ
ଵ



	

= න
ܫ
ଶܮܣ

߱ଶ߮߮௦݀ݔ
ଵ



	

න−ج)- 13(
ܧ
ܮߩ

߭ᇱᇱ߭௦݀ݔ
ଵ



= න߱ଶ߭߭௦݀ݔ
ଵ



	

شوند:ب) با هم جمع می- 13الف) و (- 13اینک روابط (
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−න
ܩߢ
ܮߩ

ᇱᇱݓ) − ߮ᇱ)ݓ௦݀ݔ
ଵ



−න
ܫܧ
ଷܮܣߩ

߮ᇱᇱ߮௦݀ݔ
ଵ



	− න
ܩߢ
ܮߩ

ᇱݓ) − ߮)߮௦݀ݔ
ଵ



	

)14(= ߱ଶන൬ݓݓ௦ +
ܫ
ଶܮܣ

߮߮௦൰ ݔ݀
ଵ



−න
ܧ
ܮߩ

߭ᇱᇱ߭௦݀ݔ
ଵ



= ߱ଶන߭߭௦݀ݔ
ଵ



	

- ) به14ام، روابطی مشابه با روابط (sمود با پیمودن روندي مشابه براي شکل 
اند:عوض شدهsو rهاي آید که در آن جاي اندیسدست می

−න
ܩߢ
ܮߩ

௦ᇱᇱݓ) − ߮௦ᇱ)ݓ݀ݔ
ଵ



−න
ܫܧ
ଷܮܣߩ

߮௦ᇱᇱ߮݀ݔ
ଵ



	

−න
ܩߢ
ܮߩ

௦ᇱݓ) − ߮௦)߮݀ݔ
ଵ



= ߱௦ଶන൬ݓݓ௦ +
ܫ
ଶܮܣ

߮߮௦൰ ݔ݀
ଵ



	

)15(−න
ܧ
ܮߩ

߭௦ᇱᇱ߭݀ݔ
ଵ



= ߱௦ଶන߭߭௦݀ݔ
ଵ



	

شوند:) کسر می14) از روابط (15حال روابط (

−
ܩߢ
ܮߩ

න[(ݓᇱᇱ − ߮ᇱ ௦ݓ( − ௦ᇱᇱݓ) − ߮௦ᇱ)ݓ]݀ݔ
ଵ



	

−
ܫܧ
ଷܮܣߩ

න[߮ᇱᇱ߮௦ − ߮௦ᇱᇱ߮]݀ݔ
ଵ



	

−
ܩߢ
ܮߩ

න[(ݓᇱ − ߮)߮௦ − ௦ᇱݓ) − ߮௦)߮]݀ݔ
ଵ



	

= (߱ଶ − ߱௦ଶ)න൬ݓݓ௦ +
ܫ
ଶܮܣ

߮߮௦൰ ݔ݀
ଵ



	

)16(−
ܧ
ܮߩ

න(߭ᇱᇱ߭௦ − ߭௦ᇱᇱ߭)݀ݔ
ଵ



= (߱ଶ − ߱௦ଶ)න߭߭௦݀ݔ
ଵ



	

توان نوشت:سازي روابط میگیري جزء به جزء و سادهبا استفاده از انتگرال

الف)- 17(

−
ܩߢ
ܮߩ

ᇱݓ) − ߮)߮௦|ଵ +
ܩߢ
ܮߩ

௦ᇱݓ) − ߮௦)߮|ଵ 	

−
ܫܧ
ଷܮܣߩ

߮ᇱ߮௦|ଵ +
ܫܧ
ଷܮܣߩ

߮௦ᇱ߮|ଵ 	

= (߱ଶ − ߱௦ଶ)න൬ݓݓ௦ +
ܫ
ଶܮܣ

߮߮௦൰ ݔ݀
ଵ



	

−ب)- 17(
ܧ
ܮߩ

߭ᇱ߭௦|ଵ +
ܧ
ܮߩ

߭௦ᇱ߭|ଵ = (߱ଶ − ߱௦ଶ)න߭߭௦݀ݔ
ଵ



	

بدون از دست دادن کلیت مسأله با فرض داشتن تنها یک شکستگی در فاصله 
c 0از ابتداي تیر که	<c	<	1) ب) با هم جمع و -17الف) و (-17است، روابط

شود بار روي تکه اول و بار دیگر روي تکه دوم تیر انجام میگیري یکانتگرال
شود:و سپس نتایج با هم جمع می

)18(

−
ܩߢ
ܮߩ

ᇱݓ) − ߮)ݓ௦|
ష +

ܩߢ
ܮߩ

௦ᇱݓ) − ߮௦)ݓ|
ష	

−
ܫܧ
ଷܮܣߩ

߮ᇱ߮௦|
ష +

ܫܧ
ଷܮܣߩ

߮௦ᇱ߮|
ష	

−
ܩߢ
ܮߩ

ᇱݓ) − ߮)ݓ௦|శ
ଵ +

ܩߢ
ܮߩ

௦ᇱݓ) − ߮௦)ݓ|శ
ଵ 	

−
ܫܧ
ଷܮܣߩ

߮ᇱ߮௦|శ
ଵ +

ܫܧ
ଷܮܣߩ

߮௦ᇱ߮|శ
ଵ 	

−
ܧ
ܮߩ

߭ᇱ߭௦|
ష +

ܧ
ܮߩ

߭௦ᇱ߭|
ష	

−
ܧ
ܮߩ

߭ᇱ߭௦|శ
ଵ +

ܧ
ܮߩ

߭௦ᇱ߭|శ
ଵ 	

= (߱ଶ − ߱௦ଶ)න൬ݓݓ௦ +
ܫ
ଶܮܣ

߮߮௦ + ߭߭௦൰ ݔ݀
ଵ



	

(با (6اعمال روابط پیوستگی  توان ) می18) در محل شکستگی در رابطه 
نوشت:

)19(

−
ܩߢ
ܮߩ

ᇱݓ) − ߮)ݓ௦|
ష +

ܩߢ
ܮߩ

௦ᇱݓ) − ߮௦)ݓ|
ష	

−
ܫܧ
ଷܮܣߩ

߮ᇱ߮௦|
ష +

ܫܧ
ଷܮܣߩ

߮௦ᇱ߮|
ష	

−[(−
ܩߢ
ܮߩ

ᇱݓ) − ߮) cosߠ +
ܧ
ܮߩ

߭ᇱ sin 	(ߠ

௦ݓ−) cosߠ + ߭௦ sin శ|[(ߠ
ଵ 	

+[(−
ܩߢ
ܮߩ

௦ᇱݓ) − ߮௦) cos ߠ +
ܧ
ܮߩ

߭௦ᇱ sin 	(ߠ

ݓ−) cosߠ + ߭ sin శ|[(ߠ
ଵ 	

−
ܫܧ
ଷܮܣߩ

߮ᇱ߮௦|శ
ଵ +

ܫܧ
ଷܮܣߩ

߮௦ᇱ߮|శ
ଵ 	

−
ܧ
ܮߩ

߭ᇱ߭௦|
ష +

ܧ
ܮߩ

߭௦ᇱ߭|
ష

−[(−
ܩߢ
ܮߩ

ᇱݓ) − ߮) sin ߠ −
ܧ
ܮߩ

߭ᇱ cos 	(ߠ

௦ݓ−) sin ߠ − ߭௦ cosߠ)]|శ
ଵ 	

+[(−
ܩߢ
ܮߩ

௦ᇱݓ) − ߮௦) sin ߠ −
ܧ
ܮߩ

߭௦ᇱ cos 	(ߠ

ݓ−) sin ߠ − ߭ cosߠ)]|శ
ଵ 	

= (߱ଶ − ߱௦ଶ)න൬ݓݓ௦ +
ܫ
ଶܮܣ

߮߮௦ + ߭߭௦൰ ݔ݀
ଵ



	

سازي رابطه فوق به ازاي شرایط مرزي مفصلی، گیردار و آزاد، رابطه با ساده
(دست میبعد شده تعامد شکل مودها بهبی ) بیان 20آید که با معادله 
گردد:می

)20(න൬ݓݓ௦ +
ܫ
ଶܮܣ

߮߮௦ + ߭߭௦൰ ݔ݀
ଵ



= 	௦ߜ

کار تعداد مودهاي بهNه کN	=1,2,…,	s	r,دلتاي کرونیکر و ௦ߜمعادله در این 
گونه که ذکر شد این رابطه به ازاي شرایط مرزي است. همانگرفته شده

توان نشان مییندي مشابه امفصلی، گیردار و آزاد صادق است. با پیمودن فر
ازاي تعداد زوایاي شکستگی بیشتر نیز این رابطه صادق است.داد که به

پاسخ اجباري به عبور سیستم دو درجه آزادي- 2-2-2
از 3به منظور محاسبه پاسخ اجباري براي عبور سیستم دو درجه آزادي شکل 

شود که این سیستم همواره بر خط افق عمود است. این روي تیر فرض می
تواند بیانگر مدل یک چهارم خودرو باشد که با یستم دو درجه آزادي میس

سرعت ثابت از روي یک پل در حال حرکت است. معادلات حرکت با روابط 
]:11شوند [) بیان می21(

ܣߩ
߲ଶݕ(ݔ, (ݐ

ଶݐ߲
−
ܩܣߢ
ܮ

ቆ
߲ଶݕ(ݔ, (ݐ
ଶݔ߲

−
߲߶(ݔ, (ݐ

ݔ߲
ቇ	

= −[݇ଵ(ݕ cos ߠ + ݑ sin ߠ − 	(ଵݕ

+ ଵܿ ൬
ݕ݀
ݐ݀

cosߠ +
ݑ݀
ݐ݀

sin ߠ −
ଵݕ݀
ݐ݀

൰	

+(݉ଵ + ݉ଶ)݃] cosߠ ݔ൫ߜ − ൯(ݐ)ߦ
ܫܧ
ଷܮ
߲ଶ߶(ݔ, (ݐ

ଶݔ߲
+
ܩܣߢ
ܮ

൬
,ݔ)ݕ߲ (ݐ
ݔ߲

− ߶(ݔ, ൰(ݐ −
ܫߩ
ଶܮ
߲ଶ߶(ݔ, (ݐ

ଶݐ߲
= 0	

ܣܧ
ܮ
߲ଶݑ(ݔ, (ݐ
ଶݔ߲

− ܣߩ
߲ଶݑ(ݔ, (ݐ

ଶݐ߲
	

= −[݇ଵ(ݕ cos ߠ + ݑ sin ߠ − 	(ଵݕ

+ ଵܿ ൬
ݕ݀
ݐ݀

cosߠ +
ݑ݀
ݐ݀

sin ߠ −
ଵݕ݀
ݐ݀

൰	

+(݉ଵ + ݉ଶ)݃] sin ߠ ݔ൫ߜ − 	൯(ݐ)ߦ

݉ଵ
݀ଶݕଵ
ଶݐ݀

+ ݇ଶ(ݕଵ − (ଶݕ + ܿଶ ൬
ଵݕ݀
ݐ݀

−
ଶݕ݀
ݐ݀

൰	

	= ଵܿ ൬
ݕ݀
ݐ݀

cosߠ +
ݑ݀
ݐ݀

sin ߠ −
ଵݕ݀
ݐ݀

൰	
+݇ଵ(ݕ cos ߠ + ݑ sin ߠ − 	(ଵݕ

)21(݉ଶ
݀ଶݕଶ
ଶݐ݀

= ܿଶ ൬
ଵݕ݀
ݐ݀

−
ଶݕ݀
ݐ݀

൰+݇ଶ(ݕଵ − 	(ଶݕ

معرف مکان جرم در حال حرکت وباشدمیtتابعی ازߦو i=1,2,…,K+n+1که 
:آیددست می) به22معادلات () 21) در (11جایگذاري معادلات (با. است
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عبور سیستم دو درجه آزادي از روي تیر3شکل 

ݓܣߩ(ݔ)̈(ݐ) −
ܩܣߢ
ܮ

൫ݓᇱᇱ(ݔ) − ߮ᇱ ൨(ݐ)൯(ݔ)
ே

ୀଵ

	

=−[݇ଵ൫(ݓ(ݔ) cos ߠ + ߭(ݔ) sin (ݐ)(ߠ − ଵ൯ݕ
ே

ୀଵ

	

+ ଵܿ൫(ݓ(ݔ) cosߠ + ߭(ݔ) sin (ݐ)̇(ߠ − 	ଵ̇൯ݕ
+(݉ଵ + ݉ଶ)݃] cosߠ ݔ൫ߜ − ൯(ݐ)ߦ


ܫܧ
ଷܮ
߮ᇱᇱ(ݔ)(ݐ) +

ܩܣߢ
ܮ

൫ݓᇱ (ݔ) − ߮(ݔ)൯(ݐ) −
ܫߩ
ଶܮ

ே

ୀଵ

	

߮(ݔ)̈(ݐ) = 0	


ܣܧ
ܮ
߭ᇱᇱ(ݔ)(ݐ) − ߭ܣߩ

ே

ୀଵ

	(ݐ)̈(ݔ)

=−[݇ଵ൫(ݓ(ݔ) cos ߠ + ߭(ݔ) sin (ݐ)(ߠ − ଵ൯ݕ
ே

ୀଵ

	

+ ଵܿ൫(ݓ(ݔ) cosߠ + ߭(ݔ) sin (ݐ)̇(ߠ − 	ଵ̇൯ݕ
+(݉ଵ + ݉ଶ)݃] sin ߠ ݔ൫ߜ − 	൯(ݐ)ߦ
݉ଵݕଵ̈ + ݇ଶ(ݕଵ − (ଶݕ + ܿଶ(ݕଵ̇ − 	(ଶ̇ݕ

	= ଵܿ ൭൫(ݓ(ݔ) cos ߠ + ߭(ݔ) sin ൯(ݐ)̇(ߠ
ே

ୀଵ

− 	ଵ̇൱ݕ

+݇ଵ ൭൫(ݓ(ݔ) cosߠ + ߭(ݔ) sin ൯(ݐ)(ߠ − ଵݕ

ே

ୀଵ

൱	

)22(݉ଶݕଶ̈ = ܿଶ(ݕଵ̇ − ଵݕ)ଶ̇)+݇ଶݕ − 	(ଶݕ

توان نوشت:براي ارتعاشات آزاد می

−
ܩܣߢ
ܮ

൫ݓᇱᇱ(ݔ) − ߮ᇱ ൯(ݔ) = 	(ݔ)ݓଶ߱ܣߩ
ܫܧ
ଷܮ
߮ᇱᇱ(ݔ) +

ܩܣߢ
ܮ

൫ݓᇱ (ݔ) − ߮(ݔ)൯ = −
ܫߩ
ଶܮ
߱ଶ߮(ݔ)	

)23(
ܣܧ
ܮ
߭ᇱᇱ(ݔ) = 	(ݔ)ଶ߭߱ܣߩ−

سه ) در 23ام تیر است. جایگذاري معادلات (kفرکانس طبیعی ωkکه در آن 
دهد:) نتیجه می22(رابطه اول معادلات 

(ݐ)̈൫(ݔ)ݓܣߩ + ߱
ଶ(ݐ)൯

ே

ୀଵ

	

=−[݇ଵ൫(ݓ(ݔ) cos ߠ + ߭(ݔ) sin (ݐ)(ߠ − ଵ൯ݕ
ே

ୀଵ

	

+ ଵܿ൫(ݓ(ݔ) cosߠ + ߭(ݔ) sin (ݐ)̇(ߠ − ଵ̇൯ݕ
ଵ݉)+الف)- 24( + ݉ଶ)݃] cosߠ ݔ൫ߜ − 	൯(ݐ)ߦ

ب)- 24(
ܫߩ
ଶܮ
߮(ݔ)൫̈(ݐ) + ߱ଶ(ݐ)൯
ே

ୀଵ

= 0	

(ݐ)̈൫(ݔ)߭ܣߩ + ߱ଶ(ݐ)൯
ே

ୀଵ

	

=−[݇ଵ൫(ݓ(ݔ) cos ߠ + ߭(ݔ) sin (ݐ)(ߠ − ଵ൯ݕ
ே

ୀଵ

	

+ ଵܿ൫(ݓ(ݔ) cosߠ + ߭(ݔ) sin (ݐ)̇(ߠ − 	ଵ̇൯ݕ
ଵ݉)+ج)- 24( + ݉ଶ)݃] sin ߠ ݔ൫ߜ − 	൯(ݐ)ߦ

شود. باضرب میυjج) در- 24و (φjب) در -24، (wjالف) در-24رابطه (
:توان نوشتمی1تا 0گیري از و انتگرالρAتقسیم هر سه رابطه به 

නቀݓݓ̈ + ߱
ଶݓݓ(ݐ)ቁ

ே

ୀଵ

ݔ݀
ଵ



	

= −
1
ܣߩ

නݓ

ே

ୀଵ

ଵ



[݇ଵ((ݓ(ݔ) cosߠ	

+߭(ݔ) sin (ݐ)(ߠ − (ଵݕ + ଵܿ((ݓ(ݔ) cosߠ	
+߭(ݔ) sin (ݐ)̇(ߠ − (ଵ̇ݕ + (݉ଵ + ݉ଶ)݃] cos 	ߠ

ݔ൫ߜالف)- 25( − 	ݔ൯݀(ݐ)ߦ

න൬ب)- 25(
ܫ
ଶܮܣ

߮߮̈ +
ܫ
ଶܮܣ

߮߮߱
ଶ൰

ே

ୀଵ

ݔ݀
ଵ



= 0	

න൫߭ ߭̈ + ߭ ߭߱ଶ൯
ே

ୀଵ

ݔ݀
ଵ



	

= −
1
ܣߩ

නݒ

ே

ୀଵ

ଵ



[݇ଵ((ݓ(ݔ) cos 	ߠ

+߭(ݔ) sin (ݐ)(ߠ − (ଵݕ + ଵܿ((ݓ(ݔ) cosߠ	
+߭(ݔ) sin (ݐ)̇(ߠ − (ଵ̇ݕ + (݉ଵ + ݉ଶ)݃] sin 	ߠ

ݔ൫ߜج)- 25( − 	ݔ൯݀(ݐ)ߦ

) (- 25اینک روابط  ) استفاده 20الف و ج) با هم جمع و از رابطه تعامد 
شود.می

(ݐ)ఫ̈ + ߱
ଶ(ݐ)	

= −
1
ܣߩ

න(ݓ cosߠ + ݒ sin (ߠ
ே

ୀଵ

ଵ



	

[݇ଵ൫(ݓ(ݔ) cosߠ + ߭(ݔ) sin (ݐ)(ߠ − 	ଵ൯ݕ
+ ଵܿ൫(ݓ(ݔ) cosߠ + ߭(ݔ) sin (ݐ)̇(ߠ − 	ଵ̇൯ݕ

ଵ݉)+الف)-26( + ݉ଶ)݃]ߜ൫ݔ − 	ݔ൯݀(ݐ)ߦ

ب)-26(

݉ଵݕଵ̈ + ݇ଶ(ݕଵ − (ଶݕ + ܿଶ(ݕଵ̇ − 	(ଶ̇ݕ

	= ଵܿ ൭൫(ݓ(ݔ) cos ߠ + ߭(ݔ) sin ൯(ݐ)̇(ߠ
ே

ୀଵ

− 	ଵ̇൱ݕ

+݇ଵ ൭൫(ݓ(ݔ) cosߠ + ߭(ݔ) sin ൯(ݐ)(ߠ − ଵݕ

ே

ୀଵ

൱	

ଶ̈ݕଶ݉ج)-26( = ܿଶ(ݕଵ̇ − ଵݕ)ଶ̇)+݇ଶݕ − 	(ଶݕ

را از (ݐ)توان میلب، افزار متگیري رانج کوتا در نرمبا استفاده از انتگرال
ج) -الف-11ري روابط (کارگیدست آورد و پس از آن با بهبه)26(تمعادلا

پاسخ اجباري سیستم را تعیین نمود.

نتایج عددي- 3
دست آمده از روش تحلیلی هاي عددي، نتایج بهمثالدر این قسمت با ذکر 

هاي عددي مقایسه و دقت آن مورد دست آمده از حلبیان شده با نتایج به
گیرد.بررسی قرار می
شود که طول هر ضلعدر نظر گرفته می4اي مطابق شکل بستهابتدا قاب 

L1=L2=L3=L4=0.24	 m و طول کلL(=L1+L2+L3+L4)=0.96	 m ،
θ1=θ2=θ3=θ4=π/2، ارتفاع تیرH=1.27	cm پهناي تیر ،B=1.27	cm چگالی ،

	ρ=7800آن  kg/m3،مدول یانگE=2.06×1011	 N/m2، ضریب پوآسون
υ=0.3 0.7=، ضریب تصحیح برشκ و مدول برش الاستیسیته

G=E/(2×(1+υ))هایی به عمق تركمراکز اضلاع باشد. همچنین در می
a1=a2=a3=a4=H/2.قرار دارند

سه فرکانس طبیعی اول در این مطالعه به کمک روشی تحلیلی با 
دست آمده و با نتایج مقاله لین به4لب براي شکل افزار متاستفاده از نرم

] براي قاب بدون ترك و قید میانی مقایسه شده است که نتایج در جدول 18[
است. آمده 2
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دارقاب بسته ترك4شکل 

	
پذیر میانیدر مرکز و قیود انعطافo45با زاویه تیر دو سر مفصل 5شکل 

روش تحلیلی و عددي (بر حسب هرتز)هايمقایسه بین فرکانس2جدول 
فرکانس

)Hz(
آزمایش تجربی قاب

]18بدون ترك [
قاب بدون

]18ترك [
قاب بدون ترك 
(مطالعه حاضر)

قاب
دارترك

1	304	03/29779/296	14/295	
2	51638/51326/51086/436	
3	119242/115360/114660/1028	

روش تحلیلی و عددي (بر حسب هرتز)هايمقایسه بین فرکانس3جدول 
عددي (آباکوس)تحلیلی (مطالعه حاضر))Hzفرکانس (

106/221	12/221
291/31259/313
316//57802/579
491/70017/702

ترك باعث کم شدن فرکانس طبیعی شود که در این جدول مشاهده می
شود. همچنین مقایسه نتایج براي قاب بدون ترك و قید میانی با مرجع می

دهد که درصد اختلاف در نتایج این مطالعه نسبت به آن ] نشان می18[
بندي ارائه شده در تواند صحت فرمولدرصد است که می6/0مرجع کمتر از

این مقاله را نشان دهد.
	L=1به طول 5اي مطابق شکل دیگر، تیر دو سر مفصل دو تکهدر مثالی 

m با زاویه شکستگیθ=π/4 در مرکز تیر، ارتفاع تیرH=1.5cm پهناي تیر ،
B=1.5cm، چگالیρ=7800	 kg/m3مدول یانگ ،E=2.06×1011	 N/m2 ،

و مدول برش الاستیسیته 0.7κ=، ضریب تصحیح برشυ=0.3ضریب پوآسون 
G=E/(2×(1+υ)) خطی و گاهیشود. همچنین دو فنر تکیهنظر گرفته میدر

	x1k=12.5در فواصل پیچشی به ترتیب cm وx2k=62.5	 cmهاي با سختی
k1=106	N/m وk2=106	Nm.بر روي آن فرض شده است

افزار چهار فرکانس طبیعی اول یک بار به روش تحلیلی با استفاده نرم
افزار آباکوس سازي مدل در نرملب و یک بار به صورت عددي با شبیهمت

اند. مقایسه نتایج براي اند و شکل مودها با هم مقایسه شدهمحاسبه شده
و 6هاي بعد شده در شکلو مقایسه شکل مودهاي بی3ها در جدول فرکانس

هاي شود میزان اختلاف در فرکانسطور که مشاهده میآمده است. همان7

درصد و قابل قبول است.2/0کمتر از 3طبیعی در جدول 

دست آمده از آباکوسچهار شکل مود اول تیر دو سر مفصل به6شکل 

	لبدست آمده از متچهار شکل مود اول تیر دو سر مفصل به7شکل 

نسبت به 5تغییرات فرکانس طبیعی براي تیر بدون ترك و قید میانی شکل 
8بررسی گردیده و در نمودار شکل 4زوایاي شکستگی مختلف در جدول 

طبیعی فرکانس، θافزایش زاویه دهد که با قابل مشاهده است. نتایج نشان می
د. لازم به یابنسوم افزایش میتاهاي طبیعی اول چهارم تیر ثابت و فرکانس

] برابر 11با مقادیر موجود در مرجع [،θ=0ذکر است که فرکانس تیر به ازاي 
.کندموجود را تایید میاست که این موضوع صحت فرمولاسیون

که در مرکز داراي شکستگی 3در مثالی دیگر تیر دو سر مفصل شکل 
گیرد. پارامترهاي هندسی و فیزیکی این تیر باشد مورد مطالعه قرار میمی

اند و ] در نظر گرفته شده11پارامترهاي مرجع [جهت مقایسه نتایج، مطابق با 
	L=100عبارت از طول تیر  m زاویه شکستگی در مرکز، چگالی ،

ρ=7800kg/m3 مدول یانگ ،E=207	 GPa ممان اینرسی سطح مقطع ،
I=0.174	 m4ضریب تصحیح برش وκ	 باشند. سیستم دو درجه می0.7=

و kg	m1=227.55با دو جرم m/s	v=20آزادي عبوري از روي تیر با سرعت 
m2=1944.4	kg فنرهایی به سختی ،k1=202230	N/m وk2=85439	N/m و

	c1=29.2ینگ دمپرهایی با ضریب دمپ Ns/m وc2=2190	 Ns/m .است
با m	xkte2=62.5و m	xkte1=12.5هاي خارجی در موقعیتهمچنین فنرهاي
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با m	xc2=87.5و m	xc1=37.5ها در و تركN/m	kte1=kte2=10000سختی 
هستند.a1=a2=H/2هاي عمق

تا چهارم نسبت به زاویه شکستگی مرکزهاي اولتغییر فرکانس8شکل 

زوایاي مختلف درx=L/4میانی در فنرهمراه با ترك و تغییرات جابجایی تیر 9شکل 
در مدت زمان عبور سیستم از روي تیر

زوایاي درx=L/4میانی در فنرهمراه با ترك و تغییرات جابجایی تیر 10شکل 
مختلف در سه برابر مدت زمان لازم جهت عبور سیستم از روي تیر

L/4بر حسب زمان که در موقعیت 3جابجایی تیر شکل نمودار بیشینه 

	,8⁰	6⁰,	4⁰,	θ=2⁰,باشد، به ازاي می است. نتایج ترسیم شده9در شکل 10⁰
03/3از مقدار دهند که با افزایش زاویه شکستگی، بیشینه جابجایینشان می

ی برابر با کاهشرسد که میθ=10⁰متر در میلی32/1به θ=2⁰متر براي میلی
دهد.درصد را نشان می56

پس از عبور سیستم از روي تیر اجازه داده شده است تا تیر 10در شکل 

آزادانه ارتعاش کند و نمودار جابجایی نقطه میانی تکه اول بر حسب زمان 
براي سه برابر مدت زمان عبور سیستم از روي تیر رسم شده است. 

بر حسب ]11دار و تیر بدون ترك [كجابجایی بیشینه مرکز تیر ترمقایسه 11شکل 
θ=0بعد شده براي زمان بی

تغییرات چهار فرکانس اول (بر حسب رادیان بر ثانیه) نسبت به زوایاي 4جدول 
مختلف شکستگی

فرکانس چهارمفرکانس سومفرکانس دومفرکانس اولزاویه (درجه)
03/139/520/1194/211
13/189/527/1994/211
21/289/528/1214/211
32/389/524/1254/211
44/479/526/1304/211
59/520/555/1374/211
69/521/618/1454/211
79/527/650/1554/211
89/522/699/1644/211
99/528/717/1744/211
109/528/734/1844/211

دهد، پس از عبور سیستم از روي تیر نیز این شکل نشان میگونه کههمان
شود که با افزایش زاویه مشاهده میθ=2⁰جابجایی بیشینه براي حالت 

نظر از شکستگی مقدار آن کاهش یافته است. در این شکل به دلیل صرف
استهلاك در تیر از میزان جابجایی آن در ارتعاشات آزاد با گذشت زمان 

است.کاسته نشده 
(مانند θ=0را به ازاي 3نیز جابجایی مرکز تیر شکل 11نمودار شکل 

] و xc1=37.5mهاي ]) و هنگامی که دو ترك در موقعیت11مثال مرجع 
xc2=87.5mشود ترك جابجایی دهد. چنانچه مشاهده میاست، نشان می

مودار جابجایی بیشینه در نبیشینه تیر را افزایش داده است. لازم به ذکر است 
متر سانتی01/2متر و در مطالعه حاضر سانتی0/2] 11ارائه شده در مرجع [

دهد.درصد را نشان می5/0است که اختلافی در حدود 

گیرينتیجه- 4
در تحقیق انجام شده، روشی تحلیلی براي تعیین اثر زاویه شکستگی روي 

انی داخلی پذیر میرفتار تیرهاي تیموشنکو چند تکه داراي قیود انعطاف
بسط تحت عبور سیستم دو درجه آزاديگاه میانی)(ترك) و خارجی (تکیه

و قید میانی، هاي شکستگیداده شد. با بررسی شرایط سازگاري در محل
دست آمد. با استفاده از روش تحلیلی ماتریس انتقال، روابط بین هر دو تکه به

علت وجود شکستگی، هاي طبیعی و شکل مودها محاسبه گردید. به فرکانس
اي جدید براي رابطه تعامد مودها در تئوري تیر تیموشنکو اصلاح شد و رابطه
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آن ارائه و اثبات شد. پاسخ اجباري با استفاده از توابع ویژه تئوري بسط مودال 
هایی حل و مشاهده شد که با دست آمد. به منظور اعتبارسنجی نتایج، مثالبه

شود و بیشینه هاي طبیعی افزوده میدار فرکانسافزایش زاویه شکستگی بر مق
هاي یابد. همچنین وجود ترك باعث کاهش فرکانسجابجایی تیر کاهش می

طبیعی و افزایش جابجایی بیشینه در تیر گردید. اعتبار تکنیک بیان شده، با 
هاي دست آمده از حلمقایسه نتایج ارائه شده با نتایج سایر مقالات و نتایج به

بندي ارائه شده در این مقاله قادر است فرمولگرفت. قرار مورد تأیید عددي 
دسته وسیعی از مسائل همچون تیرهاي داراي ترك، داراي زاویه شکستگی و 

هاي چند دهنه تحت عبور بار را مورد مطالعه قرار دهد.یا پل

	فهرست علایم- 5
A	) مساحت سطح مقطع تیرm2(
E	) مدول الاستیسیته یانگNm-2(
G) مدول برشNm-2(
I) ممان اینرسی سطح مقطعm4(

kte) سختی فنر خطی خارجیNm-1(
kti) سختی فنر خطی داخلیNm-1(

kθe) سختی فنر پیچشی خارجیNm(
kθi) سختی فنر پیچشی داخلیNm(

L	) طول تیرm(
u) جابجایی طولی تیرm(
y	) جابجایی عرضی تار خنثیm(

یونانیعلائم 
θ	زاویه شکستگی
κضریب تصحیح برش تیموشنکو
ρ) چگالیkgm-3(
υ	ضریب پوآسون
ϕزاویه چرخش مقطع المان نسبت به تارخنثی
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