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ي آزاد و داراي ترك فرورفته با طول محدود، واقع در مرکز ورق و به موازات ارتعاشات غیرخطی ورق با حداقل یک لبهتحقیق حاضر به بررسی 
رو پردازد. با توجه به پیچیدگی معادلات دینامیکی حاکم، از روش گالرکین براي تحلیل مسئله استفاده شده است، از اینهاي ورق مییکی از لبه

ي آزاد ورق را ارضا کنند، انتخاب شوند. در بسیاري از تحقیقات انجام شده در ادبیات اسب که بتوانند شرایط مرزي حاکم بر لبهباید توابع پذیرا من
شود که سبب ایجاد خطاي زیاد در محاسبه مقادیر ي آزاد ورق نیستند، استفاده میفن از توابع تیر که قادر به ارضاي شرایط مرزي حاکم بر لبه

، که به خوبی ناتوانی توابع تیر معادل، در شود. بنابراین در تحقیق حاضر توابع پذیرا جدیدي معرفی میشودو شکل مودهاي ورق میهافرکانس
دهد. سپس با استفاده از توابع جدید معرفی شده اثر سازد و خطاي محاسباتی را کاهش میدار را مرتفع میهاي ورق سالم و تركتخمین فرکانس

هاي پاسخ فرکانسی که نشانگر وابستگی دامنه و فرکانس دار بررسی شده و منحنیطول نسبی ترك روي فرکانس طبیعی ورق تركضخامت و 
دار مورد گاهی استخراج شده است. همچنین اثر افزایش طول ترك روي نحوه تغییر رفتار غیرخطی ورق تركهستند براي شرایط مختلف تکیه

گذاري نتایج، تغییرات فرکانسی سیستم به ازاي افزایش طول ترك و ضخامت ورق با نتایج موجود در منظور صحهبررسی قرار گرفته است. به
ادبیات فن مورد مقایسه قرار گرفته است.
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	 The	present	 study	 deals	with	 nonlinear	vibration	analysis	of	 the	 plate	having	at	 least	one	 free	
edge.	The	plate	has	 a	part-through	central	crack	with	arbitrary	 limit	 length	which	 is	parallel	 to	
one	side	of	the	plate.	Due	to	complexity	of	the	governing	equation	of	motion,	the	Galerkin	method	
is	used	 for	solving	 the	problem.	Therefore,	 the	appropriate	admissible	 functions	satisfying	 free	
edge	conditions	in	the	cracked	plate,	must	be	employed.	The	beam	functions	can	not	satisfy	free	
edge	 conditions	 in	 the	 plate,	 nevertheless	 these	 functions	 used	 in	 many	 researches	 in	 the	
literature,	which	 lead	 to	 high	 numerical	 errors	 in	 computing	 the	 frequency	 and	mode	 shapes.	
Therefore,	in	this	research,	new	admissible	functions	are	proposed	which	can	obviate	incapability	
of	the	beam	functions	to	accurately	estimate	natural	frequency	of	the	intact	and	cracked	plate	and	
reduce	the	related	computational	errors.	The	effects	of	changes	in	thickness	and	non-dimensional	
crack	length	on	natural	frequency	of	the	cracked	plate	are	investigated	using	proposed	functions,	
and	frequency	response	curves	indicating	the	dependence	of	frequency	on	amplitude	 is	derived	
for	 different	 boundary	 conditions.	 Also,	 the	 influence	 of	 crack	 length	 on	 the	 changes	 in	 the	
nonlinear	behavior	of	 the	cracked	plate	 is	 investigated.	The	results	are	compared	with	 those	of	
the	available	results	in	the	literature.	
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مقدمه- 1
ي اول نیازمند شناخت و تسلط هاي مهندسی درمرحلهطراحی انواع سازه

کار رفته در پذیر بههاي انعطافکامل بر رفتار ارتعاشی و دینامیکی بخش
باشد. در این ها و موارد مشابه میها، پوستهها، ورقسازه، نظیر تیرها، کابل

دلیل کاربردهاي فراوانی که در بسیاري از علوم مهندسی و ا بههمیان ورق

سازي رو مدلصنایع دارند، از درجه اهمیت بالایی برخوردار هستند. از این
هاي معیوب در جهت شناخت و درك فیزیکی کامل از ماهیت عیب، سازه

ي محققان شده است. وجود عیوبی نظیر ترك در موجب توجه فزاینده
ها مثل سفتی، هاي فیزیکی آنپذیر سبب تغییر در مشخصهانعطافهاي سازه

هاي ارتعاشی، نظیر جرم، میرایی و به دنبال آن باعث تغییر در مشخصه
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ترین، همین دلیل یکی از سادهشود. بههاي طبیعی و شکل مودها میفرکانس
ر ي شناسایی عیوب، بررسی رفتاها در حوزهترین و سریعترین روشهزینهکم

هاي طبیعی آن، ناشی از وجود ها از طریق تغییر در فرکانسارتعاشی سازه
باشد. در این راستا اولین تحقیق صورت گرفته در زمینه آنالیز عیب می

دار با روي ورق ترك] 1[دار، توسط لین وکومباسارهاي تركارتعاشی ورق
وابع گرین، هاي ساده انجام شده است که در آن با استفاده از تگاهتکیه

ها، استخراج شده و پس از حل آن1معادلات انتگرالی فردهلم از نوع اول
تغییرات فرکانسی ناشی از تغییر در طول ترك، و گشتاورهاي نسبی توزیع 

مسئله ارتعاش و ] 2[ترك ارائه شده است. استال و کییرهاي بیشده در بخش
صورت معادلات سري بههاي ساده را گاهدار داراي تکیهکمانش ورق ترك

ها به معادلات انتگرالی همگن بندي کرده و پس از کاهش آندوگانه فرمول
هاي طبیعی و گشتاورهاي توزیعی را استخراج فردهلم از نوع دوم، فرکانس

با تلفیق روش لوي و توابع گرین و با بهبود روش کومباسار، به ]3[کردند. نزو
هاي ساده که داراي ترك در مرکز صفحه یا در گاهآنالیز ارتعاشی ورق با تکیه

هاي هاي طبیعی و شکل مودهاي ورق است پرداخت و فرکانسیکی از لبه
دار با سه شرط ورقی ترك]4[مربوطه را استخراج کرد. هیرانو و اوکازاکی

را مورد بررسی قرار دادند و با استفاده از روشSFSF2وSSSS ،SCSCمرزي 
با استفاده ]5[طبیعی را محاسبه کردند. خادم و رضائیهايحل لوي فرکانس

هاي گاهدار با چهارطرف تکیهاز مدل فنر خطی به تحلیل ارتعاشی ورق ترك
اي ساده پرداختند و در آن طی معرفی توابعی جدید تحت عنوان توابع مقایسه

هاي طبیعی ورق با ترك اصلاح شده به بررسی اثر وجود ترك روي فرکانس
بود. 3د و واقع در مرکز صفحه پرداختند. ترك مورد نظر از نوع فرورفتهمحدو

دار تحلیل ارتعاشی ورق ترك]7، 6[همچنین در تحقیق دیگري هوانگ و لیسا
واقع در لبه و ترك مورب کاملاً 4دار کاملاً فرورفتهبا دو وضعیت ترك زاویه

انجام SSSSو FFFFگاهی فرورفته واقع در مرکز صفحه را براي دو شرط تکیه
عنوان اي منظم ترکیب شده با توابع مکمل بهها از توابع چند جملهدادند. آن

هاي طبیعی و در روش ریلی ریتز استفاده کردند و فرکانس5توابع پذیرا
هاي اياولین بار از چندجمله] 8[دست آوردند. باتمودهاي ارتعاشی را به

عنوان توابع پذیرا در روش ، به6اشمیت-دست آمده از فرایند گراممتعامد به
هاي طبیعی ورقمستطیلی سالم با تقریبی ریلی ریتز استفاده کرد و فرکانس

- از چندجمله]9[دست آورد. لام و همکارانگاهی مختلف را بهشرایط تکیه
با 7هاي طبیعی ورق داراي بریدگیهاي متعامد در استخراج فرکانساي

]10[استفاده کردند. لیوCSCSو SSSS ،CCCCگاهی شرایط تکیه
اشمیت را در -هاي متعامد تولید شده با استفاده از فرایند گرامايچندجمله

کاملاً فرورفته با شرایط مرزي هاي طبیعی ورق داراي تركي فرکانسمحاسبه
SSSS ،FCFC وSCSCکار برد و نتایجی با دقت خوب کسب کرد.به

صورت گرفته در زمینه بررسی رفتار ارتعاشی تاکنون عمده تحقیقات 
اند و مطالعات اندکی در زمینه ي خطی بودهدار مربوط به حوزههاي تركورق

دار صورت گرفته است، در صورتی که هاي تركارتعاشات غیرخطی ورق
تري را بینانهتر و واقعهاي خطی رفتار جامعهاي غیرخطی نسبت به مدلمدل

دار مورد توجه ز اینرو اخیراً مطالعه رفتار غیرخطی ورق تركا.کنندارائه می
، با استفاده از ]11[محققان واقع شده است. در این راستا ایسرار و همکاران

																																																																																																																																											
1-	Fredholm	Integral	equations	of	the	first	Kind	

,x=0هايگاهتکیه-2 =axهاي گاههردو ساده و تکیهy=0, y=bهردو آزاد هستند
3-	Part	through	
4-	Through	
5-	Admissible	Functions
6-	Gram	Schmidt	
7-	Cutout	

ي حاکم بر ارتعاشات غیرخطی ورق معیوب، داراي مدل فنر خطی، معادله
ترك افقی فرورفته به طول محدود و واقع در مرکز ورق را استخراج کردند،

و SSSS ،CCSSگاهی براي سه شرط تکیه8سپس با اعمال روش گالرکین
CCFFي غیرخطی حاکم بر مسئله را استخراج کردند. پس از آن با معادله

ي بین فرکانس و دامنه و همچنین فرکانس طبیعی اعمال روش تقریبی رابطه
ردند. اول را محاسبه کرده و نمودارهاي پاسخ فرکانسی مربوطه را استخراج ک

در این تحقیق از توابع تیر به عنوان توابع پذیرا استفاده شده است که این 
هاي سالم و ورقي فرکانسمورد باعث ایجاد خطاي نسبتاً زیاد در محاسبه

ي مدل با توسعه]12[شود. اسماعیلگاهی آزاد میدار با شرایط تکیهترك
هاي ورق به ترك فرورفته با از ترك افقی و به موازات یکی از لبه] 11[ایسرار
گیري دلخواه، مدل او را بهبود بخشید. او نیز از شرایط ي جهتزاویه
.در کار خود استفاده کرد]11[گاهی و توابع پذیرا مشابهتکیه

هاي عمده تحقیقات مرتبط با تحلیل ارتعاشات خطی یا غیرخطی ورق
اند و ی ساده یا گیردار بودهگاهدار در ادبیات فن، شامل ورق با شرایط تکیهترك

هاي آزاد، سخن به میان آمده است. از این هاي داراي لبهکمتر در مورد ورق
هاي ارائه شده، از نظر شرایط مرزي حاکم جهت نوعی کاستی در جامعیت مدل

حالت 21حالت از 6دار در ادبیات فن وجود دارد. فقط براي بر ورق ترك
حالت 15ها حل دقیق وجود دارد و براي ترکیبی شرایط مرزي در ورق

هاي تقریبی ]. موفقیت روش13هاي تقریبی استفاده کرد[باقیمانده، باید از روش
در حل مسائل، به انتخاب مناسب توابع پذیرا بستگی دارد، که در این میان در 

در همین ها توابع پذیرا تیر، پرکاربردترین توابع هستند.مسائل مربوط به ورق
] نشان دادند که در حل تقریبی 14باسیلی و همکاران[1975بطه در سال را

هاي آزاد هستند، توابع شکل هایی که داراي لبهمسائل ارتعاشی مرتبط با ورق
مود تیر ناکارآمد هستند. سپس مجموعه توابع جدید تحت عنوان توابع تیر باز 

هایی ر ارتعاشی چنین ورقتري از رفتاتولید شده را ارائه کردند که توصیف دقیق
توان از ]. بنابراین نمی8داشتند ، ولی باز تولید چنین توابعی بسیار دشوار است[

دار بوده و روش حل بر اساس توابع تیر مخصوصا در مواردي که ورق ترك
]. در این تحقیق، هدف ارائه 17- 15معادله دیفرانسیل است، استفاده کرد[

هاي گاهدار داراي تکیهاشات غیرخطی ورق تركروشی جدید براي مطالعه ارتع
شود که نه تنها باشد. براي این منظور توابع پذیرا جدیدي پیشنهاد میآزاد می

شوند، بلکه محدودیت توابع تیر سبب افزایش دقت و سرعت همگرایی پاسخ می
	ي آزاد را نخواهند داشت.در ارضاي شرایط مرزي حاکم بر لبه

لهبندي مسئفرمول- 2
باشد.می1شکل مدل اصلی حاکم بر مسئله مطابق با

	
zورق مستطیلی داراي ترك افقی به موازات محور1شکل
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و عمق نسبی 2cو داراي ترك افقی به طول hو a ،bورق مستطیلی با ابعاد 

6/0=ξ d
h

و شرایط مرزي zو به موازات یکی از اضلاع در راستاي محور=

قرار zPي آزاد است که تحت اعمال نیروي متمرکز مختلف با حداقل یک لبه
شود:دارد. اگر از متغیرهاي بدون بعد به شکل زیر استفاده 
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صورت زیر دار بهمعادله دیفرانسیل بدون بعد حاکم بر ارتعاشات ورق ترك
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باشند:صورت زیر میبهrsnو xnکه در آن پارامترهاي
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صلابت خمشی ورق به D. ]18[خمشی و کششی هستند-خمشی، کششی

فرم مرسوم 
( )

3

212 1
EhD

n
=

-
νمدول الاستیسیته و Eباشد که در آن می

با استفاده از تعریف تابع zPنسبت پواسون است. همچنین نیروي متمرکز 
:]11[شوددلتاي دیراك به فرم زیر در نظر گرفته می

)5(( ) ( ) ( )0 0 0x x y yzP P t d d= - -

)2(غیرخطیاگر از روش تقریبی گالرکین براي حل معادله دیفرانسیل 
خواهد بود:)6(صورت معادلهاستفاده شود پاسخ دینامیکی ورق به

)6(( ) ( )
1 1

x, y, ij i j ij
i j

W t A X Y tY
¥ ¥

= =

=åå
	 بعد هستند و با در نظر گرفتن شرایط توابع پذیرا بیjYوiXکه در آن 

و ) 2(يدر معادله)6(تا)3(آیند. پس از جایگذاري روابطدست میمرزي به
ي صفر تا یک و در ، سپس انتگرالگیري روي بازهjYوiXضرب طرفین در 

ي دیفرانسیل زیر ، معادله)6(يي اول معادلهنظر گرفتن تنها یک جمله
:]11[شودحاصل می

(ݐ)ଵଵߖଵଵ̈ܯ)7( + (ݐ)ଵଵߖଵଵܭ + ଵଵଷߖଵଵܩ (ݐ) = ଵܲଵ 	

:]11[عبارتند از11Gو11P ،11K،11Mکه در آن پارامترهاي 
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1-	Compliance	
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ثابت بوده که چون تنها یک جمله از سري در نظر گرفته 11Aدر این روابط
توان آن را واحد در نظر گرفت. با فرض اینکه سیستم تحت اثر شود، میمی

است و در نظر گرفتن نیروي mیک میرایی خطی ضعیف با ضریب استهلاك 

معادله 11M، پس از تقسیم طرفین بر جرم ]11[صورت هارمونیکتحریک به
دست معروف است، به2ه معادله دافینگکه ب)14(دیفرانسیل غیرخطی

:]11[آیدمی

)14(
(ݐ)ଵଵߖ̈ + (ݐ)ଵଵߖ̇ߤ2 + ߱ଵଵଶ (ݐ)ଵଵߖ + ଵଵଷߖଵଵߛ 	(ݐ)
=
ଵଵߟ
ܦ
ݍ cosߗଵଵݐ	

wکه در آن پارامترهاي  2
11 ،11g 11وhشوندصورت زیر تعریف میبه:
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( ) ( )4

1 0 1 02 11 11
11 11 11

11 11 11

x y
				,				 			,			

a X YK G
M M M

w g h= = =

2
11wߗدار، فرکانس طبیعی اصلی ورق تركଵଵ فرکانس تحریک وqي دامنه

است. با اعمال روش 0yو 0xنیروي وارد بر ورق در مکان دلخواه 
ي بین فرکانس و دامنه رابطههاي چندگانه و روش مقیاس3اغتشاشات

:]11[آیددست میبه) 16(صورت رابطهبه

)16(
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2 211 11
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D b
g h
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= ± -

	 .در روش اغتشاشات است4پارامتر نامیزانیσي پاسخ و دامنهbدر این رابطه 

ارائه توابع پذیرا جدید براي تحلیل ارتعاشات غیرخطی ورق - 3
هاي آزاددار با لبهترك
طور که در بخش قبل به آن اشاره شد، در پاسخ در نظر گرفته شده در همان
شود. با توجه به اینکه جمله ، تنها یک جمله اول در نظر گرفته می)6(يرابطه

شود و از طرفی واحد است، براي بالا در نظر گرفته شده غالب محسوب می
ود دارد و آن تر کردن نتایج، تنها یک راه وجبردن دقت روش تقریبی و واقعی

که بتواند حداکثر شرایط طوريانتخاب مناسب و دقیق تابع پذیرا است به
در آنالیز ]12، 11[مرزي حاکم بر مسئله را ارضا کند. ایسرار و اسماعیل

دار، از توابع تیر استفاده کردند، ولی مقادیر ارتعاشات غیرخطی ورق ترك
، در CCFFگاهی شرایط تکیهدست آمده براي ورق سالم باطبیعی بهفرکانس 

																																																																																																																																											
2-	Duffing	equation	
3-		Perturbation	Method	
4-	Detuning	parameter	
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داراي اختلاف نسبتاً زیادي ]13[مقایسه با مقادیر دقیق ارائه شده در مرجع
گاه آزاد است، به این دلیل است و لذا استفاده از توابع تیر در مواردي که تکیه

که این توابع قادر به ارضاي شرایط مرزي آزاد براي ورق مربوطه نخواهند بود, 
ود. در این بخش دو دسته از توابع پذیرا در نظر گرفته شپیشنهاد نمی

ي اول مربوط به شرایط مرزي است که تنها شامل شوند. دستهمی
ارائه شده 1جدول باشند و توابع مربوطه در هاي گیردار و ساده میگاهتکیه

ي آزاد استخراج ي دوم که براي شرایط مرزي با حداقل یک لبهاست. دسته
اي جدید هستند که با ابتکاري جدید از روي شرایط ابع چندجملهشوند، تومی

ي استخراج آیند و در ادامه نحوهدست میي آزاد ورق بهمرزي مربوط به لبه
ها توضیح داده خواهد شد.آن

سازي بعدگاه آزاد در تیر و ورق مستطیلی پس از بیشرایط حاکم بر تکیه
:]15[است)20(تا)17(صورتبه

تیر:براي
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	 براي ورق:
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) واضح است که جملات 20) و (19) با معادلات (18) و (17با مقایسه معادلات (
)، در روابط مربوط به تیر وجود ندارد که 20) و (19دوم در سمت راست معادلات (

هاي هاي ارتعاشی ورق با لبهي فرکانسباعث ایجاد خطاي زیاد در محاسبه
مآزاد می )شود. با جایگذاري توابع به فر ) ( ) ( )x,y y sin xW Y= و

( ) ( ) ( )x,y x sin yW X=و 21)، شرایط مرزي (20) و (19ترتیب در روابط (به (
	آیند:دست می) به22(
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ثوابت 2aو 1aمقادیر ویزه تیر و 2lو 1lکه در آن ]19[توابع پذیرا تیر1جدول
	مربوطه هستند

	تابع پذیرا	گاهیشرایط تکیه
)	ساده-ساده )(x) sin x 			,				n=1,2,...X np= 	

)	گیردار-گیردار ) ( ) ( ) ( )( )l l a l l= - - -2 2 2 2 2(x) cosh x cos x sinh x sin xX

)	گیردار-ساده ) ( ) ( ) ( )( )l l a l l= - - -1 1 1 1 1(x) cosh x cos x sinh x sin xX

و)19(شود، با این ابتکار اثر جملات دوم روابططور که مشاهده میهمان
شود و به این ترتیب که تحت تاثیر ضریب پواسون هستند لحاظ می)20(

شوند. با در نظر گرفتن هاي آزاد ورق نیز ارضا میشرایط مرزي مربوط به لبه
گاهی اي جدید براي سه حالت تکیهچندجمله، توابع )22(و)21(شرایط

	آیند:دست میبه)28(تا)23(ي آزاد به فرم معادلاتموازي، شامل لبه
):F-Fگاه آزاد (الف) هر دو تکیه
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):S-Fآزاد (-ب) ساده
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	 ثابت هستند که مقادیر مربوط 2IIو1I ،2I،1IIهايدست آمده پارامتردر توابع به

دست به هر تابع در پیوست (الف) ارائه شده است. شایان ذکر است که توابع پذیرا به

éتوان با تقسیم برآمده را می ù
ê úë ûò

1
1 22

0
yY d وé ù

ê úë ûò
1

1 22

0
xX d.نرمالیزه کرد

هاي آزاد و بررسی دقت روش لبهتحلیل ارتعاشی ورق داراي - 4
پیشنهادي

را براي ورق سالم با wطبیعی اول، مقادیر فرکانس)15(يبا استفاده از رابطه
، با شرایط m1/0و ورق داراي ترك با طول m01/0ابعاد مختلف و ضخامت 

است. ورق ارائه شده2جدول محاسبه کرده و نتایج حاصل درCCFFمرزي 
، چگالی =GPa3/70Eمورد نظر، آلومینیومی با خواص مدول الاستیسیته

3
kg

m
2660	ρ	= 33/0و ضریب پواسونν=گذاري نتایج باشد. براي صحهمی

هاي مربوط به ورق سالم با مقادیر دقیق ارائه شده در حاصل شده، فرکانس
دار، اند. از طرف دیگر در قسمت مربوط به ورق تركمقایسه شده]13[مرجع

مقایسه شده ]11[مقادیر فرکانس محاسبه شده در تحقیق حاضر با مرجع
شود، در قسمت مربوط به ورق مشاهده می2جدول طور که دراست. همان

دست آمده در تحقیق حاضر با استفاده از توابع چند سالم، مقادیر فرکانس به
، به مقدار دقیق بسیار نزدیکترند و میزان خطاي مربوطه کمتر اي جدیدجمله

دست آمده با استفاده از توابع تیر باشد. در حالی که مقادیر بهدرصد می10از 
معادل، نسبت به مقدار دقیق فرکانس ورق سالم داراي خطاي زیادتري است. 

یرات فرکانس دار تغیدر این راستا براي اعتبارسنجی نتایج مربوط به ورق ترك
و 2شکل ترتیب دربرحسب ضخامت و برحسب طول نسبی ترك ورق به

ي صحت روند تغییرات است که نشان دهندهبراي مقایسه آورده شده3شکل 
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مشخص است با افزایش ضخامت ورق فرکانس 2شکل چه دراست. چنان
دار افزایش یافته و با افزایش طول نسبی ترك، فرکانسطبیعی ورق ترك
ي حائز اهمیت در این بررسی ). نکته3یابد (دار کاهش میطبیعی ورق ترك

است. این میزان 3شکل اختلاف زیاد میان دو منحنی ترسیم شده در 
ي این است که میزان کاهش فرکانس طبیعی در اثر اختلاف نشان دهنده

تخمین ي استفاده از توابع تیر بسیار بیشتر از کاهش واسطهوجود ترك، به
توان استنباط کرد که زده شده توسط توابع پیشنهادي است. بنابراین می

شود شود. این موضوع سبب میاستفاده از توابع تیر منجر به تخمین پایین می
یابی، ورق معیوب، سالم تشخیص داده شود و که مثلادًر مبحث مربوط به عیب

این خطایی غیر قابل اغماض است.
نحنی تغییرات دامنه بر حسب تغییرات پارامتر م4همچنین در شکل 

و ضریب N10=qي به ازاي نقاط مختلف اعمال بار متمرکز با دامنهσتنظیم 
رسم شده است. منحنی پاسخ فرکانسی CCFFبراي ورق =08/0μمیرایی 

کارگیري توابع پیشنهادي جدید ترسیم ) و به16ي (مربوطه با استفاده از معادله
چه در این شکل مشخص است، ورق مربوطه مشابه فنر نانشده است. چ

	] نیز به آن اشاره شده است.11کند، رفتاري که در مرجع [شونده رفتار مینرم
گاهی نتایج حاصل از آنالیز ارتعاشی ورق با شرایط تکیه3جدول در 

3مختلف و با نسبت ابعادي
2

a
b
3جدول ه درارائه شده است. همانطور ک=

، خطاي ناشی از استفاده از SFSFو CFCFشود تنها براي دو حالت مشاهده می
توابع پیشنهادي، اندکی بیشتر از خطاي ناشی از توابع تیر معادل است، ولی 

که 3جدول ي حائز اهمیت دردر سایر حالات خطا کمتر شده است. نکته
نسبت به توابع تیر مشخص ي حاضر را برتري توابع پیشنهادي در مقاله

دار است.کند مقادیر فرکانس طبیعی در قسمت مربوط به ورق تركمی
دار در دست آمده براي ورق تركهاي بهبا نگاهی به مقادیر فرکانس

است و SFSFو SFCF ،SSCF ،CSCFگاهی به فرم حالاتی که شرایط تکیه
توان ورق سالم، میمقایسه مقادیر مربوطه با مقادیر فرکانس متناظر در

دار با فرکانس ورق سالم متناظر، در دریافت که مقدار فرکانس ورق ترك
شود، یکسان است و گویی هیچ ترکی حالتی که از توابع پذیرا تیر استفاده می

خوبی کاهش فرکانس در ورق وجود ندارد. در حالی که توابع پیشنهادي به
د. دلیل اصلی این موضوع این دهنطبیعی ناشی از وجود ترك را نشان می

است که با توجه به اینکه فقط فرکانس اول ورق مربوطه مد نظر است، لذا در 
ي مربوط به مود اول تیر معادل انتخاب توابع تیر معادل نیز باید تابع مشخصه

گاهی ي مربوط به مود اول تیر با شرایط تکیهرا در نظر گرفت. تابع مشخصه
SF ،FFی خطی است، بنابراین مشتقات دوم به بعد این تابع صورت تابعبه

. از طرف دیگر جملات مربوط به وجود ترك در]19[صفر خواهند شد
بندي مسئله حاوي مشتقات دوم و چهارم تابع پذیرا است و لذا توابع فرمول

.تیر در مود اول قادر به تخمین اثر وجود ترك در معادلات نیستند

حالات فرکانس تقریبی محاسبه شده براي ورق دلیل اینکه در برخی از
سالم کمتر از مقدار دقیق و در برخی دیگر بیشتر است این است که در تحقیق 
حاضر تنها با یک جمله از پاسخ به فرم سري مربوطه مقادیر فرکانس استخراج 

اند و طبیعی است در صورتی که بتوان تعداد جملات بیشتري را در نظر شده
دلیل حاسبات افزایش خواهد یافت، ولی افزایش تعداد جملات بهگرفت دقت م

ي مسئله خواهد شد.پیچیدگی معادلات حاکم سبب پیچیدگی فزاینده

	
× m1با ابعاد CCFFتغییرات فرکانس طبیعی بر حسب ضخامت براي ورق 2شکل

	m1/0=c2و ترك به طول 5/0

	
با ابعاد CCFFتغییرات فرکانس طبیعی بر حسب طول ترك براي ورق 3شکل

m01/0 ×1 ×1	

ξ==6/0و عمق نسبی m1/0=c2داراي ترك با طول CCFFبراي ورق wطبیعی اول مقایسه مقادیر فرکانس2جدول d
h
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=گاهی مختلف و نسبت ابعادي براي ورق با شرایط تکیهwطبیعی اولمقادیر فرکانس3جدول 
2
3

b
a

ξ==6/0و عمق نسبیC	=1/0و داراي ترك با طول نسبی  d
h

	گاهیشرایط تکیه

	دارورق ترك	ورق سالم

مقدار دقیق
فرکانس طبیعی

]13[ورق
(rad/s)	

مقدار فرکانس
طبیعی محاسبه
شده با استفاده از

توابع تیر
(rad/s)	

خطاي محاسباتی
براي توابع

	%تیر 
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دست آمده بابه

توابع پیشنهادي
(rad/s)	

خطاي محاسباتی
در روش
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	از توابع تیر

(rad/s)
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(rad/s)	
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CSCF	227/43	08/39	6/9	1683/42	5/2	08/39	99/39	
SFSF	695/16	24/17	5/3	661/17	1/5	24/17	17	

و به ازاي نقاطm01/0 ×1 ×1با ابعاد CCFFمنحنی پاسخ فرکانسی ورق 4شکل
	N10مختلف اعمال بار متمرکز 

باCFCFتغییرات فرکانس طبیعی بر حسب طول نسبی ترك براي ورق 6شکل

2نسبت ابعادي
3

b
a
=	m01/0hو ضخامت =

	
تغییرات فرکانس طبیعی بر حسب ضخامت براي ورق با نسبت ابعادي 5شکل

=
2
3

b
a

	C=1/0و ترك به طول نسبی

تغییرات فرکانس طبیعی بر حسب طول نسبی ترك براي ورق با نسبت 7شکل
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3

b
a
=m01/0hو ضخامت =
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شود با افزایش میطور که مشاهده توابع پیشنهادي ارائه شده است وهمان
7شکل و 6شکل یابد. همچنین درضخامت فرکانس طبیعی نیز افزایش می

صورت دلخواه براي تنها تغییرات فرکانس طبیعی برحسب طول نسبی ترك به

که مشخص است با افزایش طور گاهی ترسیم شده است. همانسه حالت تکیه
یابد. گاهی کاهش میطول نسبی ترك فرکانس طبیعی در تمامی حالات تکیه

دست گاهی باقیمانده نیز بهتوان براي سه حالت تکیهاي مشابه را مینتیجه
	آورد.
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m01/0 ×2 ×3با ابعاد CFCFمنحنی پاسخ فرکانسی ورق 8شکل

	C2و مقادیر مختلف طول نسبی ترك 
m01/0 ×2 ×3با ابعاد CSSFمنحنی پاسخ فرکانسی ورق 11شکل

C2و مقادیر مختلف طول نسبی ترك 

m01/0 ×2 ×3با ابعاد SFCFمنحنی پاسخ فرکانسی ورق 9شکل
C2و مقادیر مختلف طول نسبی ترك 

m01/0 ×2 ×3با ابعاد SFSFمنحنی پاسخ فرکانسی ورق 12شکل
C2و مقادیر مختلف طول نسبی ترك 

	
m01/0 ×2 ×3با ابعاد CCSFمنحنی پاسخ فرکانسی ورق 10شکل

	C2و مقادیر مختلف طول نسبی ترك 
m01/0 ×2 ×3با ابعاد CSCFمنحنی پاسخ فرکانسی ورق 13شکل

C2و مقادیر مختلف طول نسبی ترك 

مختلف به گاهی پاسخ فرکانسی براي شرایط تکیه13شکل تا 8شکل در
طور که مشاهده ازاي مقادیر مختلف طول نسبی ترك ترسیم شده است. همان

گاهی مورد نظر در تحقیق حاضر رفتاري شبیه فنر شود تمامی حالات تکیهمی

شونده دارند. تاثیر افزایش طول ترك در تمامی حالات منجر به افزایش سفت
	شود.می1خطینگیاثر مربوط به غیر

																																																																																																																																											
1-	Nonlinearity
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	گیرينتیجه- 5
گاهی مختلف و دار با شرایط تکیهدر این تحقیق رفتار ارتعاشی ورق ترك

ي آزاد بررسی شد. در این راستا عدم کارامدي توابع داراي حداقل یک لبه
دار، در پذیرا تیر معادل، در تخمین صحیح فرکانس طبیعی ورق سالم و ترك

علاوه بر این ي آزاد است، اثبات شد. مواردي که ورق داراي حداقل یک لبه
نشان داده شد که توابع تیر در برخی از حالات قادر به نشان دادن اثر وجود 
ترك در ورق نبودند. سپس توابع پذیرا جدیدي پیشنهاد شد که محدودیت 

هاي دار داراي لبههاي ورق سالم و تركتوابع تیر معادل، در تخمین فرکانس
ن دادند که وجود ترك منجر به آزاد را نداشتند و این توابع پیشنهادي نشا

. در ادامه تاثیر طول نسبی ترك شودطبیعی ورق سالم میکاهش در فرکانس
گاهی مختلف و ضخامت ورق، روي فرکانس طبیعی ورق با شرایط تکیه

بررسی شده و نشان داده شد که با افزایش طول نسبی ترك و کاهش 
بر این، علاوه یابد. ضخامت ورق، فرکانس طبیعی سیستم کاهش می

گاهی مختلف استخراج و اثر هاي پاسخ فرکانسی ورق با شرایط تکیهمنحنی
افزایش دار بررسی شد. همچنینوجود ترك در رفتار غیرخطی ورق ترك

ها سبب افزایش اثر مربوط به ترم غیرخطی در طول ترك در تمامی حالت
شود.معادلات دینامیکی حاکم می

	پیوست - 6
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