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-سازي شکل از توابع بیاي با توابع هدف و قیود مختلف از جمله قید تنش موضوع این مقاله است. براي مدلهاي پوستهسازي شکل سازهبهینه
ساخته و متغیرهاي اسپلاین استفاده شده است که امکان تولید هندسه هموار با هر شکل دلخواه را به کمک تعداد کمی از پارامترها فراهم

دهند. براي تحلیل سازه از روش اجزاي محدود با المان پوسته چهار گرهی ویلسون استفاده شده است. سازي را تشکیل میطراحی مسئله بهینه
هنگام کردن سازي مراحل تولید شبکه اجزاي محدود، تحلیل سازه، تحلیل حساسیت و به براي یافتن شکل بهینه، در هر گام از مسئله  بهینه

سازي وزن سازه با در کردن سختی سازه با قید حجم مصالح و نیز کمینهشود. بیشینهمدل هندسی، به طور متوالی تا حصول همگرایی انجام می
ی توابع نظر گرفتن تنش فون میزس به عنوان قید از جمله مسائل طرح شده در این مقاله هستند. در هر دو نوع مسائل مختصه قائم نقاط کنترل

سازي استفاده براي حل مسئله بهینه)SQP(ریزي ترتیبی درجه دوم بی اسپلاین به عنوان متغیر طراحی در نظر گرفته شده است و از روش برنامه
گام، سازي است، در هر شده است. از آنجا که استفاده از این روش مستلزم مشخص بودن مقادیر مشتقات توابع هدف و قید در مسئله بهینه

سازي و نیز نمودارهاي همگرایی تابع هدف مثالهاي هموار حاصل از بهینههاي محدود انجام شده است. شکلتحلیل حساسیت به روش تفاضل
باشد.اي میهاي پوستهسازي شکل سازهدهنده کارایی روش پیشنهادي در بهینههاي ارائه شده، نشان
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	 Shape	optimization	of	free	form	shell	structures	with	different	objective	and	constraint	functions	
including	 the	stress	constraint	is	the	subject	of	 this	article.	To	construct	the	geometry	B-Splines	
are	 employed	 that	 allow	 generating	 smooth	 free	 form	 geometries	 with	 a	 small	 number	 of	
parameters	 which	 are	 considered	 as	 the	 design	 variables	 of	 the	 optimization	 problem.	 For	
analysis,	 the	 finite	element	method,	by	using	 the	Wilson’s	quad	 shell	 element	 is	employed.	For	
shape	optimization,	in	each	step	of	the	optimization	process	the	mesh	generation,	finite	element	
analysis,	 sensitivity	 analysis	 and	 geometry	 update	 steps	 are	 repeated	 until	 convergence.	
Maximization	 of	 the	 stiffness	 of	 structure	with	 volume	 constraint	 and	 the	minimization	 of	 the	
weight	 of	 structure	with	 the	 von	Misses	 stress	 constraint	 are	 the	 problems	 addressed	 in	 this	
article.	 In	 both	 kinds	 of	 problems applicates	 of	 the	 control	 points	 is	 considered	 as	 the	 design	
variables	of	the	shape	optimization	problem	and	the	sequential	quadratic	programming	(SQP)	is	
employed	 to	 solve	 the	 optimization	 problem.	 Since	 in	 this	 approach	 the	 derivatives	 of	 the	
objective	and	constraint	functions	are	required,	the	sensitivity	analysis	is	carried	out	in	each	step	
by	the	finite	difference	method.	The	quality	and	smoothness	of	the	obtained	results	together	with	
the	convergence	graphs	of	the	presented	examples	are	indicative	of	the	usefulness	and	efficiency	
of	the	proposed	approach	for	shape	optimization	of	shell	structures.	
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مقدمه-1
هاي مختلف علوم مورد استفاده قرار سازي علمی است که در شاخهبهینه

سازي شکل سازه است. دراین سازي، بهینهگیرد. یکی از کاربردهاي بهینهمی

نوع مسائل، هدف پیدا کردن توزیع بهینه ماده بر اساس مطالبات مورد نظر از 
سازي شکل را گرفته در بهینهمروري بر اولین کارهاي صورت .باشدسازه می

یافت. ]3[اولهوف و روزوانی ،]2[، دینگ]1[توان در آثار هافتکا و گرندهی می
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ماند، در حالی که سازي شکل، توپولوژي سازه ثابت باقی میدر بهینه
کنند. نحوه مختصات متغیرهاي طراحی براي رسیدن به شکل بهینه تغییر می

سازي تأثیر مستقیمی بر کیفیت شکل بهینهانتخاب متغیرهاي طراحی مسئله
،]4[بهینه دارد. در اولین تحقیقات انجام شده توسطزینکویچ و کمپبل

هاي اجزاي محدود که بر روي مرزها قرار داشتند، به عنوان مختصات گره
شدند. با وجودي که سازي در نظر گرفته میمتغیرهاي طراحی مسئله بهینه

ش مناسب بود، اما دو اشکال اصلی در این روش وجود نتایج اولیه براي این رو
داشت؛ تعداد زیاد متغیرهاي طراحی و زبري شدید مرزهاي بهینه شده. بدین 

هاي زیاد و یا مرزهاي ترتیب این روش براي مسائلی که داراي تعداد المان
اي بودند به سرعت کارایی خود را از دست داد؛ چرا که حل مسئله پیچیده

تر و ز کامپیوترهاي قويزي به این روش مستلزم استفاده اسابهینه
مشکلات این روش 1تري بود. به عنوان مثال در شکل هاي پیچیدهالگوریتم

در بهینه کردن وزن یک صفحه با حفره میانی نشان داده شده است. در این 
ها به عنوان قید در نظر گرفته شده است. جواب مسئله محدودیت تنش

باشد که غیرواقعی است. این مشکل به صورت شکل سمت چپ میمسئله به 
آید که در نهایت ها در مرز سازه به وجود میجایی مستقل گرهدلیل جابه

هاي باعث به وجود آمدن مرزهاي زیگزاگی شده است. به علاوه استفاده از گره
سازي را به شدت به نحوه مرزي به عنوان متغیرهاي طراحی، بهینه

سازد و در نهایت منجر به افزایش تعداد متغیرهاي دي وابسته میبنشبکه
ها بین توان از یک سري محدودیتشود. براي رفع این مشکل میطراحی می

سازي را بیشتر ها استفاده نمود. البته این کار پیچیدگی مسئله بهینهگره
سازد.می

از 1993در سال به منظور برطرف کردن این مشکل، اوزاکا
. بدین ترتیب که ضرایب ]5[هاي جبري استفاده نمودايدجملهچن

شد. در اي به عنوان متغیرهاي طراحی مسئله در نظر گرفته میچندجمله
یافت. اما استفاده از جه تعداد متغیرهاي طراحی کاهش مینتی

هاي با درجات بالاتر امکان بروز ناپایداري عددي و نوسان در ايچندجمله
هاي ه همراه داشت. بدین ترتیب محققین با توجه به پیشرفتشکل سازه را ب

هاي جدیدتري را برگزیدند. بریبنت و فلوري نشان دادند علم هندسه، روش
اسپلاین یر و بیهاي بزسازي شکل، استفاده از منحنیکه به منظور بهینه
هازهاي سازه با استفاده از اسپلاین. در این روش مر]6[بسیار مناسب است 

شود تا بتوان با تعداد کمی ها سبب میاستفاده از اسپلاینشود. سازي میمدل
پارامتریک مدل هاي پیوسته ایجاد نمود. طبیعت از متغیرهاي طراحی، شکل

قرارگیري نقاط طراحی امکان کنترل شکل سازه را از طریق بهبود محل
شکل سازه هاي سازيها در بهینهکند. استفاده از اسپلاینکنترلی ایجاد می

[اي را میپوسته [7توان در کارهاي لین و چائو  ]، آنسولا و 8]، موته و رم 
[9همکاران [ [11]،کاي و همکاران [10]، حسنی و همکاران  ] 12]و ماك 
مرور کرد.

اي از انرژي هاي پوستهدر بسیاري از مسائل طراحی بهینه شکل سازه
]. در این مسائل با١٧-١٣ت [کرنشی به عنوان تابع هدف استفاده شده اس

	
	]6[یینهاطرح) ب(هیاولطرح) الف(1شکل

ترین سازه به دست استفاده از مقدار مشخصی از مصالح، شکل بهینه سخت
آید؛ در حالی که هیچ کنترلی بر مقادیر تنش که یکی از معیارهاي مهم می

بررسی قرار شود. در تحقیق حاضر این موضوع مورد طراحی است انجام نمی
اند. به سازي از هر دو نوع مورد بررسی قرار گرفتهگرفته است و مسائل بهینه

سازي وزن مورد بررسی اي از مسائل با قید تنش و کمینهاین منظور دسته
قرار گرفته است. در این مسائل معیار تنش فون میزس به عنوان قید طراحی 

زن حداقل سازه با در نظر گیري در مسئله بهینه سازي در نظر گرفته شده و و
این قیود به دست آمده است.

-اي با فرم دلخواه از توابع بیهاي پوستهبه منظور تولید هندسه سازه
اسپلاین -اسپلاین استفاده شده است و مختصه قائم نقاط کنترلی سطوح بی

اند.سازي در نظر گرفته شدهبه عنوان متغیرهاي طراحی مسئله بهینه
اي به کمک سازي، شکل سازه پوستههاي بهینهین مرحله از گامدر اول

شود. در مرحله بعد، شبکه مورد نظر با استفاده از اسپلاین تولید می-توابع بی
شود. در بندي اجزاي محدود، تولید میهاي خاص در ساخت شبکهالگوریتم

نهایت مسئله به روش اجزاي محدود تحلیل شده و در مرحله نهایی 
شود تا تابع هدف مورد شود. این روند آن قدر تکرار میسازي انجام میبهینه

نظر تحت توابع قید اعمال شده به آن، اکسترمم شود. 
اي با شکل دلخواه، از هاي پوستهبه منظور تحلیل اجزاي محدود سازه

المان پوسته ویلسون استفاده شده است. المان ویلسون یک المان مسطح 
نهی المان خمشی صفحه کریشهف و المان غشایی با و از برهمپوسته است 

). این 2تشکیل شده است (شکل௭ߠدر نظر گرفتن درجه آزادي چرخشی 
]؛ سه 18باشد[المان چهار گره دارد و هر گره آن داراي شش درجه آزادي می

درجه آزادي مربوط به حرکت خطی در سه راستا و سه درجه آزادي چرخشی 
ور، که به دلیل در نظر گرفتن درجه آزادي چرخشی حول محور حول سه مح

باشد.سازي دقیق رفتار پوسته میقادر به مدلݖ
حاضر از روش برنامه ریزي ترتیبی درجه دو به منظور تحقیق در 

بندي این اي استفاده شده است. فرمولهاي پوستهسازي شکل سازهبهینه
دهد.ش میسازي را افزایروش دقت و سرعت بهینه

به 3این مقاله توابع بی اسپلاین تشریح شده است.بخش 2در بخش 
تحلیل اجزاي محدود المان پوسته ویلسون اختصاص داده شده است.در بخش 

سازي توضیح الگوریتم بهینه5تحلیل حساسیت ارائه شده است. در بخش 4
ده است. سازي پرداخته شبه تعریف مسئله بهینه6داده شده است ودر بخش 

در این بخش توابع هدف و قید به همراه متغیرهاي طراحی مسئله تعریف 
ریزي ترتیبی درجه دوم ارائه شده اند و توضیحاتی در موردروش برنامهشده

اند و نتایج هایی مورد بررسی قرار گرفتهمثال7است. در نهایت در بخش 
تشریح شده است.

	

المان خمشی +المان غشایی=المان پوسته
صفحه

	]18[گیري المان مسطح پوسته شکل2شکل
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اسپلاین- توابع بی-2
ها با استفاده توان به کمک آنها در واقع ابزاري ریاضی هستند که میاسپلاین

مدل نمود. سطوح پیچیده را به صورت عدديها واز اطلاعات اندکی منحنی
.در این ]3[ها وجود دارداسپلاین- هاي متنوعی جهت تعریف توابع بیروش

ترین و پرکاربردترین توابع پایه جهت تعریف پژوهش از یکی از معمول
ها و سطوح پیچیده استفاده شده است.منحنی

ܷفرض کنید که مجموعه  = ݑ} ଵݑ, ଶݑ, , … داراي اعضایی {ݑ,
ݑها شرط باشد که در آن ≤ ାଵݑ 	, ݅ = 0,1,2, ܷبرقرار باشد. بردار ݉…

- امین تابع پایه بی݅نامند. در این صورت می2ها را گرهݑو 1را بردار گره
) 2) و (1شود و به صورت رابطه(نشان داده می(ݑ)ܰ,بااسپلاین از درجه

]:19گردد [تعریف می

)1(ܰ,	(ݑ) = ൝
ݑ			اگر									1		 ≤ ݑ < ାଵ	ݑ
درغیراینصورت																								0		

)2(

ܰ,(ݑ) =
ݑ − ݑ

ିݑ − ݑ ܰ,ିଵ(ݑ)

+
ାାଵݑ − ݑ

ାିଵݑ − ାଵݑ ܰାଵ,ିଵ(ݑ)

توجه شود که:
§) ) تقسیم2در صورتی که در رابطه 


به وجود آید، برابر با صفر لحاظ 

	شود.می
ݑ]بازه § تواند داراي طول شود و مییک دهانه گرهی نامیده می	(ାଵݑ,

باشند و استفاده از ها لزوماً داراي مقادیر متمایز نمیا گرهصفر باشد، زیر
	باشد.اي مجاز میهاي تکراري در بردار گرهگره

اسپلاین، با فرض داشتن بردار گره -برخی از خواص توابع پایه بی
ܷ = ݑ} ଵݑ, ଶݑ, , … ، به شرح زیر است. این خواص، 	و درجه{ݑ,

اسپلاین خواهند -سطوح بیها وتأثیرات زیادي در مشخصات منحنی
داشت.

و ܷمحاسبه یک مجموعه از توابع پایه مستلزم داشتن یک بردار گره §
باشد.میدرجه

ݑاي بوده و جز در بازه نیمه بازتابعی پله(ݑ)ܰ,تابع§ ∈ ݑ] 	(ାଵݑ,
	باشد.مقدار آن صفر می

ترکیب خطی از دو تابع پایه با (ݑ)ܰ,، تابع پایهبه ازاي کلیه§
درجه − 	باشد .می1

ݑ]خارج از بازهݑاگر§ (ݑ)ܰ,باشد، آنگاه مقدار(ାଵݑ, = خواهد بود. 0
شود که در بهینه سازي (این نکته باعث وجود ویژگی کنترل محلی می

شکل از اهمیت زیادي برخوردار است.)
(ݑ)ܰ,، هموارهݑو و ݅به ازاي کلیه مقادیر § ≥ است.0
ݑ]براي هر بازه دلخواه § ه(ାଵݑ, هاي متعلق به این ݑو کلی

∑بازه ܰ,(ݑ)
ୀି = 	خواهد بود.1

به جز در§ = دقیقا به یک مقدار (ݑ)ܰ,، در سایر درجات، توابع پایه 0
	رسند.ماکزیمم می

ݑ]براي هر بازه دلخواه § وجود (ݑ)ܰ,کلیه مشتقات توابع پایه(ାଵݑ,
	.دارند

݉اگر تعداد گره§ + ه1 ݊باشد، آنگا + تابع پایه وجود دارد و 	1
݊	رابطه = −−݉ 	بود.برقرار خواهد 1

																																																																																																																																											
1-	Knot	vector	
2-	Knot	

اسپلاین  استفاده -اي از سطوح بیهاي پوستهسازي سازهبه منظور مدل
شده است. این سطوح با استفاده از یک شبکه از نقاط کنترلی و دو بردار گره، 

شوند:تعریف می	)3(طبق رابطه 

,ݑ)ݏ)3( (ݒ =  ܰ,(ݑ) ܰ,(ݒ)


ୀ



ୀ

,

داراي 	ܷخواهند بود که بردار)5(و )4(بردارهاي گره نیز به صورت روابط 
ݎ + ݏداراي ܸگره و بردار1 + نیز درجات توابع ݍو باشند. گره می1
باشند.اسپلاین در نظر گرفته شده در دو جهت می- پایه بی

)4(ܷ = ൛0, … ାଵݑ,0, , … ିିଵݑ, , 1, … ,1ൟ
)5(ܸ = ൛0, … ,0, ାଵݒ , … , ௦ିିଵݒ , 1, … ,1ൟ

تحلیل اجزاي محدود-3
اي با شکل هاي پوستهکه اشاره شد براي تحلیل اجزاي محدود سازهطورهمان

دلخواه، از برنامه نوشته شده بر اساس المان پوسته چهار گرهی ویلسون 
اي و المان خمشی استفاده شده است. این المان از ترکیب المان تنش صفحه

)، به 2کلآید (شبه دست می௭ߠبا در نظر گرفتن درجه آزادي چرخشی 
باشد. المان غشایی، نحوي که المان ترکیبی، شامل رفتار خمشی و غشایی می

جایی خطی در هر گره است. المان خمشی صفحه داراي دو درجه آزادي جابه
جایی عرضی در جهت عمود بر اي و یک جابهنیز داراي دو دوران درون صفحه

توان ن فوق میباشد. بدین ترتیب با ترکیب دو الماصفحه المان می
) 6(به صورت روابط iها و نیروهاي گرهی المان پوسته را  براي گرهتغییرمکان

نوشت:) 7(و 

{ݍ})6( = ݑ} ݒ ݓ ௫ߠ ௬ߠ ௭}ߠ

)7({ ݂} = ௫ܨ} ௬ܨ ௭ܨ ௫ܯ ௬ܯ ௭}ܯ

(6(در روابط  اي در هاي درون صفحهجاییبه ترتیب جابهߥوݑ، )7) و 
جایی عمود بر ، معرف جابهwباشند. همچنین متغیر میݕو ݔراستاي دو محور

هاي نیز به ترتیب دوران௭ߠو ௬ߠ௫ߠ،صفحه المان پوسته است. متغیرهاي 
نیز به ترتیب ௭ܨو ௬ܨو ௫ܨباشند. میzوx،yساعتگرد حول محورهاي

௬ܯو௫ܯباشند. می	݅گرهدر ݖوݕ،ݔنیروهاي خطی در راستاي محورهاي

معرف نیروي پیچشی ௭ܯباشند و میyوݔهاي خمشی حول محورهاينیرو
است. با مینیمم کردن انرژي پتانسیل کل، رابطه بین ݖحول محور 

)  8المان پوسته به صورت رابطه({௦݂}و نیروهاي گرهاي{௦ݍ}هايتغییرمکان
آید:به دست می

)8({݂௦} = [݇௦]{ݍ௦}

ماتریس سختی المان پوسته است که از ترکیب  [௦݇]، )8(در رابطه 
ఏ݇و [݇]، المان صفحه خمشی [݇]هاي سختی المان غشایی ماتریس

ᇱ که
) 9(است به صورت رابطه ௭ߠمعرف سختی مربوط به درجه آزادي چرخشی 

آید:به دست می

)9(

[݇௦] =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡[݇]ଶ×ଶ

0 0 0
0 0 0

0
0

0
0
0

0
0
0

[݇]ଷ×ଷ

0
0
0

0 0 0 0 0 ݇ఏ
ᇱ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

و )10(هاي صفحه و غشایی به ترتیب در روابط هاي سختی المانماتریس
سطح المان است.ܣاند. در  این روابط،تعریف شده) 11(
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)10([݇] = න [ܤ]


ݕ݀	ݔ݀[ܤ][ܦ]

)11([݇] = න [ܤ]


ݕ݀	ݔ݀[ܤ][ܦ]

هاي خواص ماده به ترتیب ماتریس	ܦو ܦ، )11)و (10در روابط (
باشند و به صورت مربوط به المان غشایی و المان صفحه خمشی می

(12رابطه( به ترتیب ضریب ܧو ߥشوند در این روابط ) تعریف می13) و 
.باشدمعرف ضخامت پوسته میݐپواسون و مدول یانگ هستند و

)12(
ܦ =

ݐܧ
(1− (ଶߥ ൦

1 ߥ 0
ߥ 1 0

0 0 (
1− ߥ

2 )
൪

)13(
ܦ =

ଷݐܧ

12(1− (ଶߥ ൦

1 ߥ 0
ߥ 1 0

0 0 (
1− ߥ

2 )
൪

مربوط 1هاي مشتق توابع شکلبه ترتیب ماتریس[ܤ]و[ܤ]همچنین 
هاي سختی با ترکیب ماتریس.به المان غشایی و المان صفحه خمشی هستند

آید. هاي صفحه و غشایی، ماتریس سختی المان پوسته به دست میالمان
ی کرد. لازم به توضیح را به صورت زیر بازنویس) 8(توان رابطه بنابراین می

است که سطر و ستون مربوط به این درجه آزادي قبل از بر هم نهی ماتریس 
توان به مرجع شوند.براي توضیحات بیشتر میمی2سختی کل سازه حذف

)).14] مراجعه نمود(رابطه(18[

)14(⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
௫ܨ
௬ܨ
௭ܨ
௫ܯ
௬ܯ
⎭௭ܯ

⎪
⎬

⎪
⎫

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡[݇]ଶ×ଶ

0 0 0
0 0 0

0
0

0
0
0

0
0
0

[݇]ଷ×ଷ

0
0
0

0 0 0 0 0 ݇ఏ
ᇱ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
ݑ
ݒ
ݓ
௫ߠ
௬ߠ
⎭௭ߠ

⎪
⎬

⎪
⎫

	تحلیل حساسیت-4
ریزي ریاضی نیازمند مقادیر هاي برنامهسازي با روشحل مسئله بهینه

ها هاي توابع هدف و قید است. از این رو در استفاده از این روشگرادیان
موضوع پیدا کردن مقادیر مشتقات این توابع همواره مطرح است. در حالت 

توان ها را به سه دسته کلی تحلیلی، عددي و نیمه تحلیلی میاین روشکلی 
هاي تحلیلی مقادیر مشتقات با توابع صریح به دست تقسیم نمود. در روش

هاي هاي عددي مشتقات توابع هدف و قید را با روشآیند. در روشمی
هاي نیمه نمایند. روشسازي محاسبه میمختلف عددي در هر گام بهینه

- تحلیلی بخشی از عملیات یافتن مشتقات به صورت تحلیلی و بخشی از روش
توان به هاي تحلیل حساسیت میشود. براي مرور روشهاي عددي انجام می

مراجعه نمود.] 20[مرجع 
در این مقاله از روش عددي تفاضلات محدود براي تحلیل حساسیت 

ي طراحی به میزان استفاده شده است. به این منظور هر یک از متغیرها
آید. شوند و مقدار جدید تابع از تحلیل به دست میکوچکی تغییر داده می

به صورت 	)15(مقدار مشتق تابع با استفاده از تفاضلات محدود طبق رابطه 
آید:زیر به دست می

ܨ߲)15(
ݔ߲

=
ݔ)ܨ + −(ݔ߂ (ݔ)ܨ

ݔ߂
توابع قید باشد. بنابراین با استفاده تواند تابع هدف یا هر یک از میܨکه 

سازي باید به تعداد مشتقات مورد نیاز تحلیل از این روش در هر گام بهینه
سازي هندسی سازي مقاله حاضر با توجه به مدلانجام شود. براي مسئله بهینه

																																																																																																																																											
1-	Shape	Functions	
2-	Condensed	out	

طراحی روش تفاضلات محدودها و کم بودن تعداد متغیرهاي با اسپلاین
کند.زیادي ایجاد نمیهزینه محاسباتی 

سازي بهینه	الگوریتم-5
بیان نمود:	)16(توان به شکل سازي را میدر حالت کلی یک مسئله بهینه

)16(

کمینه یا بیشینه 	(ݔ)ܨ

(ݔ)݃															به شرط اینکه ≤ 0,							݆ = 1,2, … ,݊

و همچنین ݔ ≤ ݔ ≤ ௨ݔ , ݅ = 1,2, … ,݊
تابع هدف حاکم بر مسئله است و در روند (ݔ)ܨدر این رابطه

	بردار متغیرهاي طراحیݔسازي،اکسترمم شدن آن مد نظر قرار دارد،بهینه

ݔبه ترتیب حدود پایین و بالاي متغیرهاي طراحی ௨	ݔوݔاست و  	
، تعداد )7(است. در رابطهسازي نیز قیود نامساوي مسئله بهینه(ݔ)݃باشند.می

نشان داده jو ݅سازي به ترتیب با متغیرهاي طراحی و قیود مسئله بهینه
ها، هدف یافتن بهترین هندسه از دامنه سازي شکل سازهاند. در بهینهشده

اي که تابع هدف مرزهاي طراحی بدون تغییر در توپولوژي سازه است. به گونه
طور له، اکسترمم شود. در حالت کلی همانتحت قیدهاي اعمال شده به مسئ

نشان داده شده است، الگوریتم حل مسئله شامل مراحل زیر 3که در شکل 
شوند.باشد که تا رسیدن به شکل بهینه سازه تکرار میمی
	سازيمدل§

	بندي و آنالیز اجزاي محدودتولید شبکه مش§

	سازيبهینهتعریف پارامترهاي مسئله§

	تحلیل حساسیت§

	نگام کردن مدلبه ه§
سازي شکل، با استفاده از یک الگوریتم مناسب و به در طول فرآیند بهینه

سازي، سعی در رسیدن به مقدار اکسترمم تابع هدف هاي بهینهکاربردن روش
شود بدین منظور مقادیر جدیدي براي متغیرهاي طراحی تعریف می.شودمی

بایست به این تغییرات میکه سبب ایجاد تغییراتی در شکل سازه خواهد شد.
اي صورت گیرد که قیود مسئله را نقض نکند و منجر به بهبود مقدار تابع گونه

.سازي شودهدف و تسریع روند بهینه

تعریف مسئله بهینه سازي- 6
سازي، ابتدا بایستی ارکان اصلی مسئله به منظور تعریف یک مسئله بهینه

شامل متغیرهاي طراحی، تابع هدف و قیود سازي تعیین شود. این ارکان بهینه
سازي باشد. سپس روند کلی الگوریتم بهینهسازي میحاکم بر مسئله بهینه

شود تا شکل بهینه سازه به دست )، آنقدر تکرار می3ها (شکلشکل سازه
].7[آید

متغیرهاي طراحی- 6-1
در حل سازي تأثیر قابل توجهینحوه انتخاب متغیرهاي طراحی مسئله بهینه

متغیرهاي سازي دارد. بدیهی است هر چهبدست آمده و سرعت فرآیند بهینه
هاي تکرارشونده تا رسیدن سازي کمتر باشد، تعداد حلقهطراحی مسئله بهینه

اسپلاین، امکان تولید و - یابد. استفاده از توابع بیبه جواب نهایی کاهش می
سازد. همچنین راهم میکنترل شکل سازه را با تعداد کمی از متغیرها ف

استفاده از نقاط کنترلی به عنوان متغیرهاي طراحی، کنترل محلی در روند 
سازد، بدین معنی که تغییر در مقدار یک متغیر پذیر میسازي را امکانبهینه

طراحی، کل شکل را تغییر خواهد داد. بدین صورت در هر حلقه، برنامه 
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اط کنترلی، هندسه جدیدي از سازه را سازي با تغییر دادن مختصات نقبهینه
آورد و با استفاده از هندسه جدید در هر حلقه، قیود مسئله مورد به وجود می

گیرند. این روند تا اکسترمم شدن تابع هدف مورد نظر تحت بررسی قرار می
	کند.نهایی مسئله ادامه پیدا میتوابع قید و رسیدن به شکل بهینه

توابع قید و هدف-6-2
باشند. از آن سازي داراي قیدهاي رفتاري و هندسی میمولاً مسائل بهینهمع

هاي هندسی ها و محدودیتها، تغییرمکانتوان به محدودیت تنشجمله می
در نقاط خاص از دامنه اشاره کرد. وزن، حجم، انرژي کرنشی ذخیره شده از 

استفاده قرار سازي شکل مورد جمله توابع هدفی هستند که در مسائل بهینه
این مقاله، وزن سازه و درسازي شکل ارائه شدههاي بهینهگیرند. در مثالمی

سازي شکل در نظر تنش فون میزس به عنوان قیدهاي حاکم بر مسئله بهینه
اند.گرفته شده

باشند. در این قابل تعریف می) 18(و ) 17(قید وزن به صورت روابط 
باشند.و بالا وزن مواد تشکیل دهنده سازه میحدود پایین ௨ܹو ܹ	روابط 

)17(݃ௐ =
ܹ −ܹ
ܹ ≤ 0

)18(݃ௐ௨ =
ܹ −ܹ௨

ܹ௨ ≤ 0

سازي به تنش فون میزس نیز یکی دیگر از قیود رایج در مسائل بهینه
مقدار ߪقابل تعریف است. در این رابطه ) 19(آید و طبق رابطه شمار می

سازي است.به نظر گرفته شده براي مسئله بهینهتنش فون میزس مجاز در
سازي برقرار باشد و بایست همواره در روند بهینهنحوي که شرط نامساوي می

تجاوز نکند. ߪتنش فون میزس سازه از 

)19(

.ெߪ = ቀߪ௫ଶ + ௬ଶߪ + ௭ଶߪ − ൫ߪ௫ߪ௬ + ௭ߪ௫ߪ + ௭൯ߪ௬ߪ

+ 3൫߬௫௬ଶ + ߬௫௭ଶ + ߬௬௭ଶ ൯ቁ
ଵ
ଶൗ ≤ ߪ

ارائه شده از دو تابع انرژي کرنشی و حجم سازه به عنوان هاي در مثال
- سازي استفاده شده است. انرژي کرنشی سازه را میتوابع هدف مسئله بهینه
به دست آورد.)20(توان با استفاده از رابطه 

	
سازهشکلي سازنهیبهتمیالگور3شکل 

ఠܨ)20( = න்ߪ
ఆ

ߗ݀ߪଵିܦ

نیز ماتریس الاستیسیته است که با ܦاست.حجم سازه ߗ،)20(در رابطه 
توان مشتق تابع انرژي کرنشی نسبت به متغیرهاي توجه به ثابت بودن آن، می
محاسبه کرد.)21(طراحی را به صورت رابطه

روش برنامه ریزي ترتیبی درجه دو-6-3
سازي حاضر از روش برنامه ریزي ترتیبی درجه دو به منظور بهینهدر تحقیق
بر مبناي حدس اولیه، اي استفاده شده است. این روشهاي پوستهشکل سازه

شود. به طور سازد که این دنباله به یک جواب مسئله همگرا میاي را میدنباله
ت. روش هاي عددي نیز در نحوه ایجاد همین دنباله اسکلی تفاوت روش

تر است که دنباله آن با سرعت بیشتري به جواب مسئله همگرا عددي مناسب
ریزي ترتیبی درجه دو علاوه بر جملات بندي روش برنامهشود. در فرمول

درجه اول از جملات درجه دوم بسط تیلور تابع هدف نیز استفاده شده است 
دهد.سازي را افزایش میکه دقت و سرعت بهینه

شود، شروع میݔسازي معمولاً با متغیر پیشنهادي طراحی بهینهروند 
که به صورت ورودي به برنامه معرفی شده است. سپس طراحی به کمک 

)):22شود(رابطه(به هنگام میݔتغییر در متغیر طراحی 
ݔ)22(

 = ݔ
ିଵ + ݎߙ

ها و یابیجهتنشان دهنده بردار r، شمارنده تکرارهاq، )22(در رابطه 
عموماً جهتی امکان ݎاست. جهتrجایی براي جهتپارامتر جابهߙکمیت

.]21[باشد می(ݔ)ܨپذیر است که به سمت کمینه یا بیشینه کردن تابع هدف
یک روش تکرار پذیر بسیار مناسب ترتیبی درجه دوریزي برنامهالگوریتم 

سازي در آن مسئله بهینه. سازي استو مفید براي حل عددي مسائل بهینه
شود. جه دو، در یک نقطه تقریب زده میهاي درغیرخطی به وسیله زیر مسئله

هاي درجه دو وجود دارد. در الگوریتم یک روال ترتیبی براي حل زیر مسئله
ها همان ضرایب قسمت خطی گرادیان این روش توابع هدف این زیر مسئله

شوند؛ در حالی که براي نظر گرفته میسازي اصلی در تابع هدف مسئله بهینه
، براي ضرایب لاگرانژ تابع هدف اصلی، 1قسمت درجه دو از تقریب زنی هسین

شود. ابتدا بسط تقریبی سري تیلور توابع هدف و قیدي محاسبه استفاده می
)، با در نظر گرفتن بسط درجه دو سري تیلور 23شود. بنابراین طبق رابطه(می

داریم:ݔ	ل نقطه حو(ݔ)ܨبراي تابع

(ݔ)ܨ)23( = (ݔ)ܨ	 + +ݔߜ்(ݔ)ܨߘ
1
ݔߜ2

ݔߜ(ݔ)ܪ்

ݔߜکه در آن   = ݔ − ݔدر نقطه Fبردار گرادیان تابع(ݔ)ܨߘو ݔ

تعریف )24(نیز ماتریس هسین نام دارد و به صورت رابطه (ݔ)ܪباشد.می
شود:می

ܪ)24( =
߲ଶܨ
ݔ߲ݔ߲

، بردار گرادیان و ماتریس )24(شود که در رابطه میاین چنین فرض 
نزدیک به ݔ	دارند، به ویژه زمانی که (ݔ)ܨهسین، تقریب خوبی براي تابع 

ها، تقریبی خطی از مسئله نقطه بهینه باشد. در این روش قیود زیر مسئله
به دست آمده از حل زیر مسئله rتوان نشان داد که بردار باشد. میاصلی می
))، برداري است که جهت آن به صورت 22شود (رابطه (تعریف میݔها، که در

باشد؛ تقریبی به سمت نقطه کمینه یا بیشینه محلی براي تابع هدف، می

																																																																																																																																											
1-	Hessian

ఠܨ߲)21(
ݔ߲

= න (൬
ߪ߲
ݔ߲

൰
்

+ߪଵିܦ ଵିܦ்ߪ ൬
ߪ߲
ݔ߲

൰
ఆ

ߗ݀(

www.SID.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

و همکارانپریزدعباسیفروغاسپلاین- بیتوابعکارگیريبهباوتنشقیدتحتدلخواه،شکلباايپوستههايسازهسازيبهینه

	

16195شماره ،14، دوره 1393اسفند العاده فوقمهندسی مکانیک مدرس، 
	

نزدیک به نقطه بیشینه باشد. با مشخص شدن جهت ݔمخصوصاً زمانی که 
rیابی یک بعدي براي به هنگام کردن متغیرها حل ، یک مسئله جهت
در محدوده مجاز rخارجی براي نگه داشتن جهت1شود.از یک تابع پنالتییم

توان در شود. توضیحات بیشتر در مورد این روش را میاستفاده می
یافت.]23، 22[مراجع 

	هاي بهینه سازي شکلمثال-7
اي، چهار هاي پوستهسازي شکل سازهبه منظور تبیین قابلیت برنامه بهینه

انرژي کرنشی به عنوان 2و1هايسازي ارائه شده است. در مثالمسئله بهینه
اند. سازي در نظر گرفته شدهتابع هدف و وزن سازه به عنوان قید مسئله بهینه

با هدف کمینه کردن انرژي کرنشی تحت 2اي مثالسازه پوسته3در مثال 
،حجم سازه 4قید تنش فون میزس مورد بررسی قرار گرفته است.در مثال 

هاي سازه بهینه به تحت قید تنش فون میزس کمینه شده است و شکل
اند.سازي ارائه شدههمراه نمودارهاي روند بهینه

1مثال-1- 7
௭ܨاي شکل تحت بارگستردهیکنواختاي استوانهدر این مثال سازه =

−200kN/mଶدر دو انتهاي منحنی شکل سازه 2گاهی ساده، با شرایط تکیه
(شکل 	). ضخامت پوسته 4در نظر گرفته شده است  01/0 m در نظر گرفته

ܧشده است. مدول الاستیسیته و ضریب پواسونبه ترتیب برابر با  = 200	GPa

ߥو = 3/0 باشند. هدف کمینه کردن انرژي کرنشی با قید ثابت ماندن وزن می	
نقطه کنترلی استفاده 6سه این سازه از سازي هندسازه است. به منظور مدل

قابل ملاحظه 5طور که در شکل سازي همانشده است. اما در روند بهینه
بهS2وS1انتهایی یعنی دو نقطه کنترلی میانی و zاست، صرفا مختصات

سازي برابر قبل از بهینهS2وS1اند. مقادیرعنوان متغیر طراحی در نظر شده
25/0 mباشند.می

بردارهاي گره در دو جهت به صورت یکسان و برابربه صورت 
ݑ = ݒ = ቄ0,0,0,1,1,1ቅ200اند. مدل اجزاي محدود شامل در نظر گرفته شده

). شکل و شبکه کنترلی 6باشد (شکلگره می231المان پوسته ویلسون و 
نشان داده شده 8و 7هاي سازه بهینه به دست آمده، به ترتیب در شکل

	است.

	پوستههیاولشکلشرایط مرزي و 4شکل

	S2و S1ی و متغیرهاي طراحی کنترلنقاطشبکه5شکل
																																																																																																																																											
1-	Penalty	function	
2-	Simple	support	

	
	هیاولمدلمحدودي اجزاشبکه6شکل

	
شکل بهینه سازه7شکل

	
شبکه نقاط کنترلی شکل بهینه8شکل

سازي، محور افقی بیانگر تعداد دفعاتی است که در نمودارهاي روند بهینه
سازي فراخوانی شده است و محور قائم نیز بیانگر مقدار تابع سابروتین بهینه

بار فراخوانی برنامه 32از باشد.روند کاهش تابع هدف بعد هدف می
شود در طور که مشاهده مینشان داده شده است. همان9سازي در شکلبهینه

25/3سازي انرژي کرنشی سازه از مقدار روند بهینه 	N. m 22/0به 	N. m	
کاهش یافته است.

هاي سازه بهینه در کاهش انرژي کرنشی سازه منجر به کاهش تغییرمکان
شود. بنابراین سازه بهینه نسبت به سازه اولیه تغییرمقایسه با سازه اولیه می

قابل مشاهده است.11و 10هاي شکل کمتري دارد. این مطلب در شکل
در این مسئله طور که مشاهده شد متغیرهاي طراحی کمیهمان

نقطهست و با در نظر گرفتن مختصات دو سازي در نظر گرفته شده ابهینه
کنترلی به عنوان یک متغیر طراحی تعداد متغیرهاي طراحی باز هم کاهش 
داده شده است، که این امر در مسائلی که تعداد نقاط کنترلی زیادي دارند 

	می تواند قابل اهمیت باشد.
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يسازنهیبهرونددرهدفتابعتغییرات9شکل

	
سازيقبل از بهینهسازهي عمودرشکلییتغکانتور10شکل

بهینه شدهسازهي عمودکانتور تغییرشکل 11شکل

2مثال-2- 7
	و ضخامت1mଶابعاداي به اي پوستهدر این مثال سازه 01/0 m تحت بار جانبی ،
௭ܨگسترده یکنواخت = −100kN/mଶسازه در چهار .در نظر گرفته شده است

باشد. مدول الاستیسیته و ضریب گاهی ساده میگوشه داراي شرایط تکیه
ܧپواسونبه ترتیب برابر با = 12GPa	 ߥو = 3/0 باشند .بردارهاي گره در دو می	

ݒجهت برابر  = ቄ0,0,0,1,1,1ቅݑو = ቄ0,0,0,0, 25/0 , 5/0 , 75/0 ,1,1,1,1ቅ در نظر
داده شده است به منظور نشان 12طور که در شکلاند و همانگرفته شده

نقطه کنترلی استفاده شده است. مدل 21اي از سازي این سازه پوستهمدل
- گره می442المان پوسته ویلسون و 400اجزاي محدود شامل 

.)13باشد(شکل
سازي شکل تدوین شده محدودیتی در تعداد متغیرهاي برنامه بهینه

اي با در این مثال سازه پوستهطراحی و همچنین شکل اولیه سازه ندارد؛ لذا 
شکل دلخواه و نسبتاً پیچیده با تعداد متغیرهاي طراحی بیشتري مد نظر قرار 

است در حالی که قید ثابتگرفته است.هدف کمینه کردن انرژي کرنشی 

	

	ی سازه اولیهکنترلنقاطشبکه12شکل

شکل
	پوستههیاولشکلاجزاي محدودشبکه13

اعمال شده است. شکل و شبکه نقاط کنترلی سازه بهینه به ماندن وزن سازه 
نشان داده شده است. روند 15و 14هاي دست آمده به ترتیب در شکل
سازي قابل مشاهده است. در روند بهینه16کاهش تابع هدف نیز در شکل 

733/905انرژي کرنشی سازه از مقدار  	N. m 377/24به 	N. m	 کاهش یافته
است.

یابـد.سازه افزایش می1شـدن انرژي کرنشـی سازه، سخـتیبا کمیـنه 

سازهنهیبهشکل14شکل

نهیبهشکلی کنترلنقاطشبکه15شکل

																																																																																																																																											
1-	stiffness	

www.SID.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

و همکارانپریزدعباسیفروغاسپلاین- بیتوابعکارگیريبهباوتنشقیدتحتدلخواه،شکلباايپوستههايسازهسازيبهینه

	

16197شماره ،14، دوره 1393اسفند العاده فوقمهندسی مکانیک مدرس، 
	

هاي سازه بهینه شده نسبت به مدل اولیه کاهش شکلبنابراین تغییر
قابل مشاهده است. بدین 18و 17هاي یافته است. این موضوع در شکل

اي با وزن ثابت اما سختی بیشتر به سازي شکل، سازهبهینهترتیب در روند 
هاي کمتري دست آمده است که در اثر اعمال بارگذاري مشابه تغییرشکل

خواهد داشت.

	3مثال-3- 7
، با همان شرایط بارگذاري و خواص مواد 2اي مثالي پوستهدر این مثال سازه

کردن  انرژي ). هدف همچنان کمینه13در نظر گرفته شده است(شکل
که تنش فون میزس به عنوان قید مسئله مد 	کرنشی سازه است. با این تفاوت

سازي سازه تحت نظر قرار گرفته است. چرا که از نقطه نظر مهندسی بهینه
این قید کارایی بیشتري دارد. حد مجاز تنش فون میزس سازه کمتر از تنش 

5/21میزز به دست آمده در مدل اولیه و برابر MPa		.در نظر گرفته شده است
شکل و شبکه نقاط کنترلی سازه بهینه به دست آمده به ترتیب در 

نشان داده شده است. روند کاهش تابع هدف نیز در شکل20و 19هاي شکل

يسازنهیبهرونددرهدفتابعتغییرات16شکل

يسازنهیبه	از	قبل	سازهی	عمود	رشکلییتغ	کانتور17شکل

شده	نهیبه	سازهي عمود	رشکلییکانتورتغ	18شکل

94شود شکل بهینه پس از قابل مشاهده است.همانطور که مشاهده می21
به دست آمده است.سازيهینهبهايبار فراخوانی سابرتین
733/905سازیانرژي کرنشی سازه از مقدار در روند بهینه 	N. m به

22/14 	N. m	 کاهش یافته است.کاهش انرژي کرنشی منجر به کاهش
هاي شکل بهینه نسبت به سازه سازه شده است. در نتیجه تغییرشکل1نرمی

قابل مشاهده است.23و22هاي باشد. این موضوع در شکلاولیه کمتر می
سازي کانتورهاي تنش سازه قبل و بعد از بهینه25و 24هاي در شکل

شود که تنش فون میزس شکل بهینه، مشاهده مینمایش داده شده است. 
کند کمتر از تنش فون میزس طور که قید مسئله براي آن ایجاب میهمان

شکل اولیه به دست آمده است.

4مثال-4- 7
یکنواختتحت بار گسترده26ایمطابق شکلپوستهايدر این مثال سازه

سازهنهیبهشکل19شکل

	
نهیبهشکلی کنترلنقاطشبکه20شکل

يسازنهیبهرونددرهدفتابعتغییرات21شکل

																																																																																																																																											
1-	compliance
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يسازنهیبهازقبلسازهي عمودرشکلییتغکانتور22شکل

شده	نهیبه	سازه	يعمود	رشکلییتغ	کانتور23شکل

سازيقبل از بهینه	فون میزس	تنشکانتور24شکل

يسازنهیبه	از	بعد	فون میزس	کانتورتنش25شکل

6/73 × 10
ି3

kN/mm قرار دارد و در راستاي طول استوانه شرایط
و مدول الاستیسیته و 30mm	گاهی ساده برقرار است. ضخامت سازه تکیه

ܧضریب پواسون به ترتیب  = 210kN/mmଶߥو = 3/0 باشند. همان می		
قابل ملاحظه استبه منظور مدل سازي سازه مورد نظر از 27طور که در شکل 

نقطه کنترلی استفاده شده است و بردارهاي گره در دو جهت 16
ݑ = ݒ = ቄ0,0,0, 5/0 ,1,1,1ቅاند.همانبه صورت یکسان در نظر گرفته شده

200نشان داده شده است مدل اجزاي محدود شامل 28طور که در شکل 
باشد.گره می231پوسته ویلسون و المان 

باشد و فون میزس میهدف کمینه کردن حجم سازه با اعمال قید تنش 
در نظر گرفته شده است. سه نما از شکل بهینه 	290MPaحداکثر تنش مجاز 

قابل مشاهده است.29به دست آمده در  شکل 
] به منظور مقایسه در 24همچنین شکل بهینه به دست آمده در مرجع [

شود شکل بهینه به طور که مشاهده مینشان داده شده است. همان30شکل 
آمده نسبت به شکل بهینه مرجع مورد نظر، از مرزهاي هموارتر و دست 

تري برخوردار است. این امر به دلیل استفاده از نقاط کنترلی به یکنواخت
عنوان متغیر طراحی است. در حالی که در مرجع مورد نظر از مختصات یک 

هاي شبکه اجزاي محدود به عنوان متغیر طراحی استفاده شده سري از گره
ست.ا

نشان داده 31سازي در شکل روند تغییرات تابع هدف در مراحل بهینه
حلقه تکرار، حجم سازه77شود پس از طور که مشاهده میشده است. همان

هیاولمدلي مرزطیوشراي بارگذار26شکل

	
هیاولسازهی کنترلنقاطشبکه27شکل

	

پوستههیاولشکلمحدودي اجزاشبکه28شکل
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	از  66/149 × 10
7
mmଷ4/90به مقدار × 10

7
mmଷ کاهش یافته است. در

5/90سازي به مقداربهینه شده پس از بهینهحجم سازه] 24مرجع [ ×

10
7
mmଷ کاهش یافته است. که نشان دهنده تطابق بسیار خوبی با نتایج این

باشد.مقاله می
طور که اشاره شد حد مجاز تنش فون میزس سازه بیشتر از تنش همان

در نظر گرفته شده است. در زیر 	290MPaفون میزس مدل اولیه و 
طور سازي قابل مشاهده است. همانکانتورهاي تنش سازه قبل و بعد از بهینه

شود تنش فون میزس در سازه بهینه مشاهده می33و 32هاي که در شکل
- می	290MPaش فون میزس مدل اولیه و کمتر از تنش مجازبیشتر از تن

باشد.

	جمع بندي- 8
هاي با شکل دلخواه، با در نظر گرفتن سازي شکل پوستهدر این مقاله بهینه

توابع هدف انرژي کرنشی و وزن و قیدهاي تنش فون میزس و وزن سازه مورد 
که استفاده از دهدهاي ارائه شده نشان میبررسی قرار گرفت. نتایج مثال

ها و در نظر گرفتن نقاطسازي شکل رویهاسپلاین به منظور مدل-توابع بی

سه نما از شکل بهینه سازه29شکل

	
]17[سازهنهیبهشکل30شکل

يسازنهیبهرونددرهدفتابعتغییرات31شکل

يسازنهیبهازقبلفون میزسکانتورتنش32شکل

يسازنهیبهازبعدفون میزسکانتورتنش33شکل

سازي، منجر به کاهش تعداد کنترلی به عنوان متغیرهاي طراحی مساله بهینه
هاي بهینه با شکل هموار و پیوسته متغیرهاي طراحی و همچنین تولید پوسته
سازي ارائه شده در این روش  بهینهشده است. این موضوع یکی از نقاط قوت 

	آید.مقاله به شمار می
ها سازي شکل پوستهروش ارائه شده در این مقاله به خوبی قابلیت بهینه

سازي داراي باشد، که در بیشتر مسائل بهینهبا اعمال قید تنش را نیز دارا می
شده هاي ارائه گونه که از مثالباشد. به علاوه، هماناهمیت عملی می

سازد تا با تعداد کمی از آید، روش دنبال شده این امکان را فراهم میمیبر
هایی بهینه و با شکل هموار دست یافت.متغیرهاي طراحی بتوان به پوسته
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