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نحوه تاثیر گاهی به کمک میدان مغناطیسی ودر کار حاضر جذب انرژي ارتعاشی تیر غیرخطی یک سر گیردار تحت تحریک هارمونیک تکیه
سازي از روش مد مفروض استفاده گردید و تیر نیز از نوع پارامترهاي مختلف میدان مغناطیسی بر روي رفتار سیستم بررسی شده است. در مدل

هاي جذب انرژي، به دست در بررسی سیستمتیموشنکو با خصوصیت تغییر شکل برشی و اینرسی دورانی در نظر گرفته شده است. از آنجا که 
دهد بسیار اهمیت دارد، یک روش نیمه تحلیلی فرکانسی از آن جهت که بهترین محدوده جذب انرژي و عملکرد سیستم را نشان میآوردن پاسخ 

گیري مختلط حل در این روش ابتدا معادلات حرکت از روش میانگینبراي حل سریع مساله و یافتن پاسخ فرکانسی به کار گرفته شده است.
ه معادلات غیرخطی حاصل از اعمال این روش، از الگوریتم پیوسته شبه کمان استفاده گردید. به منظور شده و سپس براي حل دستگا

هاي مختلف انجام شده است. همچنین سیستم جذب حل تحلیلی در فرکانساي بین حل عددي واعتبارسنجی روش حل ارائه شده، مقایسه
هاي سیستم غیرخطی بررسی شده است. علاوه براین به منظور پاسخ تناوبی و انشقاقانرژي خطی و غیرخطی با یکدیگر مقایسه و نیز پایداري

اي بین حل تک مد، دو مد، سه مد و چهار مد صورت گرفته ها، مقایسهبررسی تاثیر افزایش تعداد مدها بر پاسخ سیستم و نیز همگرایی جواب
است.
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	 In	this	work,	nonlinear	electromagnetic	vibration	energy	harvesting	from	cantilever	beam	under	
base	 harmonic	 oscillation	 is	 investigated	 and	 the	 effects	 of	 electromagnetic	 parameters	 on	
behavior	of	 system	are	 considered.	For	modeling	assumed	mode	method	 is	used,	 and	 beam	 is	
modeled	according	to	Timoshenko	theory,	which	 includes	shear	deformation	and	rotary	inertia. 	
In	energy	harvesting	the	frequency	response	of	the	system	is	very	important	because	it	shows	the	
best	areas	for	energy	harvesting	and	is	a	good	criterion	for	designing	energy	harvesters,	hence	a	
semi	analytical	method	is	used	to	find	simply	the	amplitude	of	oscillation	in	terms	of	excitation	
frequency.	In	this	method,	at	first	equations	of	motion	are	solved	with	complex	averaging	method	
and	 the	 obtained	 equations	 are	 solved	 using	 continuation	method.	 For	 validation,	 comparison	
between	results	obtained	from	numerical	and	semi	analytical	method	 is	given.	Also,	comparison	
between	linear	and	nonlinear	system,	and	stability	of	periodic	response	and	their	bifurcations	are	
given.	In	addition,	in	order	to	compare	the	effect	of	number	of	mode	shapes	and	convergence	of	
solution,	frequency	response	of	one,	two,	three	modes	and	four	modes	cases	are	compared	with	
each	other.	
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	مقدمه- 1
نظیر انرژي خورشیدي، برداري از منابع انرژي موجود در محیط اطراف،بهره

بادي و ارتعاشی همواره مورد توجه محققان بوده است. در بین منابع جذب 
انرژي، برخی داراي سطح انرژي بالا در حد مگاوات هستند نظیر خورشید و 
باد و برخی دیگر مانند منابع انرژي ارتعاشی داراي سطح انرژي در حد 

استفاده از انرژي ارتعاشی ي اخیرهاباشند. در دههوات میوات و میکرومیلی
هاي میکروالکتروجهت تامین توان موردنیاز وسایل کم توان مانند سیستم

اي قرار گرفته است تا بدین سیم مورد توجه ویژهو سنسورهاي بیمکانیکی
سیم به وسیله نیاز به تعویض باتري از بین رود و امکان استفاده به صورت بی

ه شرایط محیطی امکان دسترسی را محدود خصوص در کاربردهایی ک
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حرکت انسان، صوت، نویزهاي حرارتی، . زمین لرزه،]1[کند، فراهم گرددمی
باشند. سه روش ها و بال هواپیما از جمله منابع انرژي ارتعاشی میارتعاش پل

اصلی تبدیل انرژي ارتعاشی به الکتریکی عبارتند از پیزوالکتریک، 
از در جذب انرژي به روش الکترواستاتیکرواستاتیک.الکترومغناطیس و الکت

شوند (غیر رسانا) از هم جدا میالکتریکاي ديدو هادي که به وسیله ماده
گیرند نسبت گردد. این رساناها وقتی در میدان الکتریکی قرار میاستفاده می

ها شود. پیزوالکتریکبه یکدیگر حرکت نموده و جریان الکتریکی تولید می
کرنش مکانیکی، جربان برق تولید وادي هستند که در اثر ایجاد تنش وم

پیچ و هاي سیمکنند. در روش الکترومغناطیس نیز حرکت نسبی بین حلقهمی
شود. در جذب انرژي به روش هسته مغناطیسی موجب تولید توان می

پیزوالکتریک یا الکترومغناطیس برخلاف الکترواستاتیک نیازي به منبع توان
در روش الکترومغناطیس مقدار جریان تولیدي زیاد و ولتاژ کم خارجی نیست.

باشد در حالی که در دو مکانیزم دیگرِ جذب انرژي، ولتاژ زیاد وجریان کم می
باشد. میزان جذب انرژي در روش الکترومغناطیس به شدت به ابعاد می

اطیس در مقیاس سیستم بستگی دارد لذا از لحاظ ابعادي، مکانیزم الکترومغن
هاي پیزوالکتریک و الکترواستاتیک در مقیاس میکرو و نانو ماکرو و مکانیزم

کاربرد بیشتري دارند. همچنین ذخیره انرژي به وسیله الکترومغناطیس فقط 
به میزان سرعت نسبی و تغییر شار مغناطیسی وابسته بوده و عواملی مانند 

باشد ثل پیزوالکتریک میمحدودیت تنش خستگی و شکست که در موادي م
اي تئوري از توان قابل برداشت از سه روش . راندي مقایسه]2[وجود ندارد

اصلی جذب انرژي ارتعاشی که در بالا به آنها اشاره شد انجام داده است. وي 
چنین نتیجه گرفت که چگالی توان قابل برداشت از روش پیزوالکتریک و 

قریبا ده برابر روش الکترواستاتیک الکترومغناطیس با یکدیگر برابر و ت
ها در پهنه باشد. همچنین روش الکترومغناطیس نسبت به سایر روشمی

.]3[باشدفرکانسی بزرگتري قادر به جذب انرژي می
هاي مختلف طراحی و عملکردي یک سیستم به بررسی جنبه]4	[گرکا

ي طراحی جذب انرژي ارتعاشی به کمک الکترومغناطیس پرداخت. او ژنراتور
هرتز و 5وات توان الکتریکی در فرکانس تشدید 44/1کرد که توانست 

یک ژنراتور الکترومغناطیسی ]5[بیبیاهم تولید کند.کیلو5مقاومت بار 
هاي تجربی پرداخت. این سازي آن با استفاده از دادهساخت و به بهینه

سیستم از یک تیر یک سرگیردار، چهار مغناطیس دائم که روي تیر قرار 
را در مقامت بار μw46شود. این دستگاه توان گرفته و سیم پیچ تشکیل می

kو فرکانس تشدید4ߗHz52شتاب تحریک زمانی که
௦మ

تولید کرد.59/0
جذب (میراکردن) ارتعاش عرضی یک تیر یک سرگیردار به وسیله ]6[بوجان

میدان مغناطیسی را مورد بررسی قرار داد. این سیستم شامل یک کلید 
باشد. وي به تقویت جریان و یک زوج مغناطیس که روي تیر قرار دارد می

رداخت و صحت نتایج تئوري را به تحلیل تئوري کنترل سیستم مذکور پ
صورت تجربی بررسی کرد.

بهبود تبدیل انرژي ارتعاشی به انرژي الکتریکی را مورد بررسی ]7[لی
هاي پیزوالکتریک روي آن که لایهسازي تیر یک سر گیردارقرار داد. وي مدل

باشد را بهبود بخشید و نتایج را از طریق مقایسه با نتایج تجربی ونصب می
روش المان محدود اعتبارسنجی نمود. مدل و آزمایش نشان دادند که مد دوم 

تشدید بیشتر نسبت به فرکانس اول تشدید فرکانسی، پهناي فرکانسی و
نماید. با افزایش جرم در انتهاي آزاد، ولتاژ بدست آمده از مد اول، فراهم می

تحریک یک دستگاه جاذب انرژي تحت]8[یابد. ابوالفتحافزایش می
گاهی را که داراي خاصیت خودتنظیمی فرکانس طبیعی سیستم با تکیه

سر باشد ساخت. این دستگاه از یک تیر یکگاهی میفرکانس تحریک تکیه

باشد و یک مغناطیس گیردار که یک مغناطیس دائم در انتهاي آن نصب می
ا تغییر دیگر با قطب مخالف اولی روبروي آن قرار گرفته، تشکیل شده است. ب

گاهی بر ربا، فرکانس طبیعی و فرکانس تحریک تکیهفاصله این دو آهن
باشد که گردند. سیستم داراي یک میکروکنترلر مییکدیگر منطبق می

گاهی از طریق یک سنسور مغناطیسی به آن داده فرکانس تحریک تکیه
ربا را شود و میکروکنترلر با فرمانی به یک موتور خطی، فاصله بین دو آهنمی

کند.تنظیم می
تشدیدي هاي خطیهاي جذب انرژي طراحی شده، سیستماغلب سیستم

باشند که بیشینه توان را زمانی که فرکانس طبیعی سیستم با فرکانس می
. اما یک انحراف کوچک از فرکانس ]2[کنندتحریک برابر است، تولید می

شود به ذب میها موجب کاهش شدید توان قابل جتشدید در این سیستم
توان در آن جذب انرژي داشت محدود عبارت در دیگر پهنه فرکانسی که می

هایی نظیر بکارگیري آرایشی از تیرهاي هاي اخیر روشمی باشد. لذا در سال
هاي . یکی از روش]9[مختلف جهت بهبود پهنه فرکانسی پیشنهاد شده است

باشد. در انرژي میافزایش پهنه فرکانسی ایجاد غیرخطی در سیستم جذب
واقع مزیت اصلی یک جاذب انرژي غیرخطی نسبت به جاذب خطی، گسترش 

. در ]10[باشیمتوان در آن جذب انرژي داشتهپهنه فرکانسی است که می
هاي مختلفی نظیر تنظیم فرکانسی، ] نشان داده شده که روش10مرجع [

واند به افزایش تجذب انرژي از چندین مد، استفاده از عوامل غیرخطی می
شود نقطه بیشینه در جذب انرژي کمک نماید. وجود غیرخطی موجب می

(با توجه به مثبت با منفی پاسخ فرکانسی به سمت جلو یا عقب منتقل گردد
هاي بیشتري بودن عبارت غیرخطی) و به این ترتیب جذب انرژي در فرکانس

به علت طبیعی تواند نسبت به سیستم خطی قابل حصول است. غیرخطی می
هاي ذاتی ماده مانند مواد پیزوالکتریک غیرخطی یا مواد و از ویژگی

هاي ساختاري نظیر کرنش زیاد الکترومغناطیس غیرخطی و یا ناشی از ویژگی
باشند از ها خاص خود میهاي غیرخطی داراي پیچیدگیباشد. اما سیستم

انتقال خطی، جمله اینکه به دلیل صادق نبودن اصل جمع آثار و تابع
ها رفتاري نظیر آشوب، انواع گردد. در این سیستمتر میمحاسبات پیچیده

هاي حدي وجود دارد. همچنین شرایط اولیه در رفتار ها و سیکلانشقاق
سیستم تاثیر زیادي دارد به خصوص در نزدیکی نقاط انشقاق که تغییر 

شود.میها موجب تغییر شدید در رفتار سیستمکوچکی در پارامتر
یک سیستم خطی و غیرخطی جذب انرژي با الکترومغناطیس ]11[اونز

را بررسی کرد. وي در مقایسه این دو سیستم نشان داد در کل سیستم 
غیرخطی کارایی بهتري نسبت به سیستم خطی دارد هر چند گاهی به منظور 

باشد. آنها در سازي اثر غیرخطی نیاز به تنظیم پارامترهاي سیستم میمثبت
تواند مخرب باشد، گرفتند، اگر غیرخطی که در برخی مواقع مینهایت نتیجه 

]12[بلهاكاگر به صورت صحیح طراحی گردد، داراي اثر بسیار مثبتی است.

اثر یک تحریک کننده الکترومغناطیسی بر روي تیر یک سر گیردارِ تحت 
تحریک هارمونیک را به صورت تحلیلی، عددي و تجربی مورد بررسی قرار داد. 

رسی تحلیلی با استفاده از روش تئوري اختلالات بر روي مدل ساده شده در بر
حالت تک مد انجام گرفت. در این تحقیق نشان داده شد که تحریک کننده 
الکترومغناطیس موجب انتقال نقطه بیشینه پاسخ فرکانسی به سمت چپ 
، (رفتار نرم شدن) شده و با افزایش چگالی جریان الکتریکی تحریک کننده

یک جاذب انرژي غیرخطی را به ]13[من و اونز.شودتر میسیستم نرم
ربا صورت تئوري و تجربی بررسی کردند که در آن از اثر برهم کنش دو آهن

(ایجاد سیستم با دو وضعیت پایدار) استفاده جهت ایجاد نقاط تعادل غیر صفر
زایش پهنه فرکانسی تواند با افنمودند. آنها نشان دادند که رفتار غیرخطی می
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هاي تجربی جذب انرژي، کارایی سیستم جذب انرژي را بهبود بخشد. آزمایش
هاي صورت گرفته نشان داده که، پدیده فرکانسی گریز از چاه و تحلیل

یک روش ]14[کریمی واینمنتواند جذب انرژي را افزایش دهد.پتانسیل می
گاهی در تحریک تکیههاي جذب انرژي تحت تقریبی براي بررسی سیستم

ها با استفاده از تئوري هاي مختلف معرفی نمودند. آنها و فرکانسمیرایی
هاي گیري عددي در دامنههاي ارتعاشی کوچک و انتگرالاختلالات در دامنه

هاي انرژي خطی، غیرخطی ارتعاشی بزرگ، به یک حل یکپارچه براي جاذب
و منفی است) و غیرخطی (که عبارت غیرخطی کوچکداراي رفتار نرم

دست یافتند.1دوپایا
کار حاضر جذب انرژي ارتعاشی از یک تیر یک سرگیردار تحت در

تحریک هارمونیک به کمک میدان مغناطیسی بررسی شده است. سیستم از 
یک تیر یک سرگیردار، یک هسته مغناطیس دائم متصل به تیر، سیم پیچ،

یر تشکیل شده است. از تئوري تیر گاهی و یک فنر متصل به تتحریک تکیه
سازي تیر استفاده شده کارمن براي مدلتیموشنکو و کرنش غیرخطی ون

است. به منظور افزایش دقت، معادلات حرکت سیستم در حالت تک مد،
مفروض به دست آمد و با یکدیگر سه مد و چهار مد به وسیله روش مددومد،

ب کارها در این زمینه حالت خطی طور که ذکر شد اغلهمانمقایسه گردید.
اند و تحقیقاتی هم که روي حالت غیرخطی انجام شده را در نظر گرفته

برنولی -فنر یا مدل تیر اویلرمعمولا از مدل هاي ساده تیر نظیر مدل جرم و
تر گردد. حل آن سادهاند تا معادلات حرکت ودر حالت تک مد استفاده نموده

هاي جذب انرژي به دست آوردن بررسی سیستمتوان گفت دردر واقع می
پاسخ فرکانسی از آن جهت که بهترین محدوده جذب انرژي و عملکرد 

دهد بسیار اهمیت دارد و یک ابزار بسیار ارزشمند و سیستم را نشان می
باشد. وقتی معادلات ها میسازي این سیستمضروري جهت تحلیل و بهینه

هاي معمولِ حل مانند رونگ کوتا از روشحرکت پیچیده گردد، با استفاده
توان مسئله را حل کرد یا هاي تفاضلی دیفرانسیل یا نمیمرتبه چهار و روش

محققانی هم که بر اغلبباشد.آنکه زمان زیادي براي حل آن مورد نیاز می
اي از سیستم را در نظر اند مدل سادهروي مدل غیرخطی مطالعه نموده

پذیر باشد. در برخی هاي عددي معمول امکانبا روشاند تا حل آنگرفته
گیري و یا هاي تئوري اختلالات مانند روش میانگینتحقیقات نیز از روش

هاي چندتایی براي حل معادلات غیرخطی استفاده شده است. روش مقیاس
هاي اولیه و ثانویه به طور جداگانه ها لازم است تشدیدولی در این روش

ها باشد. لذا استفاده از این روشحجم محاسبات نیز زیاد میبررسی شوند و 
زمان زیادي را لازم دارند. در این مقاله ابتدا معادلات حرکت با استفاده از 

گیري مختلط نیاز شوند. در روش میانگینگیري مختلط حل میروش میانگین
راي تمام بار حل بهاي اولیه و ثانویه نیست و یکبه حل جداگانه براي تشدید

باشد. به عبارت دیگر در حل معادلات دیفرانسیل ها کافی میفرکانس
تئوري اختلالات نظیر روش مستقیم، هاي معمولغیرخطی با استفاده از روش

(عوامل هاي کوچکروش مقیاس چندتایی، جملات سکولار و مقسوم علیه
ي شوند. به همین خاطر این حل براصفرکننده مخرج کسر) ایجاد می

هایی باشد. در روشهاي کوچک معتبر نمیهایی نزدیک مقسوم علیهفرکانس
هاي کوچک به هاي چندتایی، مقسوم علیهگیري یا مقیاسمانند میانگین

گردند. از آنجا که در جواب خصوصی صورت توانِ عبارت نمایی ظاهر می
سوم شود، در نزدیکی مقمعادله دیفرانسیل از تغییرات سریع صرف نظر می

باشد و باید ها داراي تغییرات آرام میهاي کوچک، عبارت توانی شامل آنعلیه
هاي کوچک هایی دورتر از مقسوم علیهدر نظر گرفته شوند ولی در فرکانس

																																																																																																																																											
1-	Bistable	nonlinear	

هاي علیهتوان از آنها صرف نظر کرد. به همین خاطر در نزدیکی مقسوممی
گیري مختلط، با نگینباشد. ولی در روش میاکوچک نیاز به حل جداگانه می

شوند و تغییر متغیر مختلط معادلات به فضاي مختلط دامنه و فاز منتقل می
شوند لذا نیاز به حل جداگانه هاي کوچک ایجاد نمیدر روند حل مقسوم علیه

ها کافی است. باشد و یک بار حل براي تمام فرکانسها نمیبراي این فرکانس
خ فرکانسی، معادلات حاصل از اعمال روش در ادامه براي بدست آوردن پاس

] حل 17-15[2گیري مختلط با استفاده از الگوریتم تکرار شبه کمانمیانگین
گیري مختلط و الگوریتم پیوسته هاي میانگینگردید. در واقع با ترکیب روش

توان یک روش حلِ نیمه تحلیلی با زمان حل کم بدست آورد.شبه کمان می
به منظور اعتبار سنجی روش فوق، پاسخ زمانی حالت پایا در ادامه مقاله، 

هاي مختلف با حل عددي مقایسه گردید. همچنین به منظور در فرکانس
نشان دادن اثر غیرخطی در سیستم، مقایسه اي بین پاسخ فرکانسی سیستم 
خطی و غیرخطی صورت پذیرفت و نیز اثر افزایش تعداد مدها در همگرایی 

گاهی، شدت ه شده است. بعلاوه اثر تغییر تحریک تکیهها نشان دادجواب
میدان مغناطیسی و مکان قرارگیري مغناطیس دائم روي تیر بر توان قابل 

هاي حدي و انشقاق آنها بررسی گردید.جذب، پایداري سیکل

	محاسبات تئوري- 2
دهد. این مجموعه شامل تیر ساختار سیستم جذب انرژي را نشان می1شکل

پیچ بوبین، مغناطیس هاي سیمگاهی، فنر، حلقهتحریک تکیهیکسرگیردار،
(براي باشد. همچنین مدار الکتریکی از مقاومت باردائم و مدار الکتریکی می

مثال باتري یا خازن)، مقاومت و اندوکتانس سیم پیچ بوبین تشکیل شده 
دلات حرکت است. در ادامه اثر الکترومغناطیس بر روي این ساختار و معا

شوند.بررسی می

سازي اثر الکترومغناطیسمدل-2-1
زمانی که تیر ارتعاش می کند حرکت نسبی بین هسته مغناطیس دائم و 

گردد. پیچ میهاي سیمپیچ موجب تغییر شار عبوري از حلقههاي سیمحلقه
هاي طبق قانون فارادي، تغییر شار موجب تولید جریان الکتریکی در حلقه

گردد. همچنین طبق قانون لنز موجب ایجاد نیرویی خلاف جهت یچ میسیم پ
شود. به این ترتیب انرژي سیستم به صورت انرژي الکتریکی از حرکت تیر می
گردد.شود و از ارتعاش سیستم کاسته میآن گرفته می

آیند.بدست می2و 1شار یک میدان مغناطیسی و ولتاژ القا شده از روابط 
߶ = 	ߠcosܣܤ )1(	

݁ = 	−
݀߶
ݐ݀
	 )2(

سطح ܣشدت میدان مغناطیسی، ܤشار مغناطیسی، ߶،2و 1در روابط 
݁زاویه بین راستاي میدان و خط عمود بر سطح و ߠمقطع شار عبوري، 

باشد. از آنجا که تغییر شار ناشی از سرعت نسبی بین تیر و ولتاژ القایی می
زیر خواهیم رسید.3رابطه ، بهباشدحلقه هاي سیم پیچ می

݁ = ݍ̇)ୡ୭୧୪ܮܤܰ − (ݕ̇ = 	ݓୡ୭୧୪̇ܮܤܰ )3(	
طول سیم هر حلقه از ୡ୭୧୪ܮهاي سیم پیچ، تعداد حلقهNکه در رابطه فوق 

جابجایی نسبی تیر wگاهی و جابجایی تکیهyجابجایی مطلق، qسیم پیچ، 
ୡ୭୧୪ܴنسبت به مقاومت سیم پیچܮباشد. از آنجا که اندوکتانس بوبینمی

باشد لذا از آن صرف نظر شده است.جریان تولید شده در بسیار کوچک می
یابد. با استفاده از جریان می1مدار الکتریکی معادل نشان داده شده در شکل 

.خواهیم داشترا4رابطه قانون ولتاژ کیرشهف در این مدار
																																																																																																																																											
2-	Arclength	continuation	method	
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به وسیله الکترومغناطیسبندي سیستم جذب انرژي پیکره1شکل 

(ܴୡ୭୧୪ + ܴ୪୭ୟୢ)݅ = 	ݓୡ୭୧୪̇ܮܤܰ )4(	
آید:بدست می5در این صورت نیروي الکترومغناطیس از رابطه 

ܨ = ୡ୭୧୪݅ܮܤܰ =
ଶ(ୡ୭୧୪ܮܤܰ)

ܴେ୭୧୪ + ܴ୭ୟୢ
ݓ̇ = ċݓ	 )5(

ضریب میرایی معادل نامیده Cباشد ومیجریان الکتریکی݅که در رابطه فوق 
طور که مشخص است اثر سیستم الکترومغناطیس بر ساختار شود. همانمی

.]3[توان به صورت یک میرایی ویسکوز دانستجذب انرژي را می

معادلات حرکت-2-2
6رابطه ها در تئوري تیر تیموشنکو به صورت ها و جابجاییتغییر شکل

.]18[باشندمی

)6(

ݓ = ௦ݓ + ݓ , ߚ =
௦ݓ߲
ݔ߲

	

ݑ = ݖ− ൬
ݓ߲
ݔ߲

− ൰ߚ = ,ݔ)߶ݖ− ,(ݐ ݒ = ݓ,0 = ,ݔ)ݓ 	(ݐ

دوران مقطع تیر ناشی از ߚجابجایی خمشی، ݓجابجایی برشی، ௦ݓکه 
جابجایی عرضی می ݓجابجایی جانبی و ݒجابجایی محوري،ݑخمش،

بدست 7، روابط ]19[کارمنباشند. براساس معادله فوق و رابطه کرنش ون
آیند.می

)7(

߳௫௫ =
ݑ߲
ݔ߲

+
1
2
ቈ൬
ݑ߲
ݔ߲
൰
ଶ

+ ൬
ݒ߲
ݔ߲
൰
ଶ

+ ൬
ݓ߲
ݔ߲
൰
ଶ

	

߳௫௫ = ݖ−
߲߶
ݔ߲

+
1
2
൬
ݓ߲
ݔ߲

൰
ଶ

, ߳௭௫ =
ݑ߲
ݔ߲

+
ݓ߲
ݔ߲

= ,ݔ)߶− (ݐ +
ݓ߲
ݔ߲

	

ቀడ௨در معادله فوق از عبارت
డ௫
ቁ
ଶ

نسبت به سایر عبارات صرف نظر شده و عبارت 

ቀడ௩
డ௫
ቁ
ଶ

8رابطه هاي تنش به صورت باشد. در این صورت مولفهصفر می
باشند.می

௫௫ߪ)8( = ௫௫߳ܧ = ݖܧ−
߲߶
ݔ߲

+
1
2
ܧ	 ൬

ݓ߲
ݔ߲
൰
ଶ

௭௫ߪ, = ܩܭ ൬
ݓ߲
ݔ߲

− ߶൰	

ضریب تصحیح برش ܭمدول برشی و ܩمدول الاستیک، ܧکه در آن 
خواهند 9رابطه مطابق با باشند. در این صورت انرژي پتانسیل سیستم می
بود.

ܸ =
1
2
න ቈܫܧ ൬

߲߶
ݔ߲
൰
ଶ

+
1
4
ܣܧ ൬

ݓ߲
ݔ߲

൰
ସ

+ ܣܩܭ ൬
ݓ߲
ݔ߲

− ߶൰
ଶ





ݔ݀

+
1
2
,ଶ(݀ଶݓ௦ܭ 	(ݐ )9(

فاصله ଶ݀سفتی فنر و ௦ܭمساحت مقطع، ܣممان اینرسی مقطع، ܫکه در آن 
انرژي جنبشی تیر که شامل اینرسی دورانی نیز باشد.فنر از سر گیردار تیر می

خواهد بود.10صورت رابطه باشد به می

ܶ =
1
2
න ቈܣߩ	 ൬

,ݔ)ݓ߲ (ݐ
ݐ߲

+
ݕ߲
ݐ߲
൰
ଶ

+ 	ܫߩ ൬
߲߶
ݐ߲
൰
ଶ





ݔ݀

+
1
2
݉	 ቆ

,ଵ݀)ݓ߲ (ݐ
ݐ߲

+
ݕ߲
ݐ߲
ቇ
ଶ

	 )10(	
ଵ݀جرم مغناطیس دائم و ݉طول تیر، ܮچگالی جرمی، ߩدر عبارت فوق 

ا رابطه باشد. تابع اتلاف رایلی نیز بفاصله مغناطیس دائم از سر گیردار تیر می
گردد.بیان می11

ܥ =
1
2
	ܿ ൬

,ଵ݀)ݓ߲ (ݐ
ݐ߲

൰
ଶ

	 )11(
برنولی - حال معادلات حرکت با استفاده از روش مد مفروض و معادله لاگرانژ

ته نوش12له به فرم گسترش یافته ابدست خواهد آمد. ابتدا متغیرهاي مس
شوند.می

,ݔ)ݓ)12( (ݐ = ߟ(ݐ)ݑ(ݔ)


ୀଵ

	 , ,ݔ)ߚ (ݐ =  ܶ(ݐ) ܺ(ݔ)


ୀଵ

	

شوند که لازم است شرایط مرزي را توابع مجاز نامیده می(ݔ)ܺو(ݔ)ݑ	
به منظور به باشند.متغیرهاي تعمیم یافته می(ݐ)ܶو (ݐ)ߟ	مرتفع نمایند و 

شوند.تعریف می13بعد پارامترهاي بیدست آوردن معادلات در فرم بی بعد،

ݔ̅)13( =
ݔ
ܮ

, ߟ̅ =
(ݐ)ߟ
ܮ

, തݕ =
ݕ
ܮ

, ߬ = ඨ
ܫܧ
ସܮܣߩ

	ݐ

گاهی برنولی و با فرض تحریک تکیه-حال با استفاده از معادله لاگرانژ
آیند.به دست می14رابطه هارمونیک، معادلات حرکت به فرم 

ቈ
ܯ ்ܯ



݉ ݉
் ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

ெ

ቈ
ߟ̈̅
ܶ̈
 + ܥ

0
൨ถ



ቈ
ߟ̇̅
ܶ̇
 + ቈ

ܭ ்ܭ


ܭ
ఎ ᇱܭ




ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ



ߟ
ܶ
൨ + ቂܰܮ0 ቃᇣᇤᇥ

ே

= ቂ ݂
0ቃด
ி

cos߬ߗ	
)14(

ߗکه  = ଶටఘܮ߱
ாூ
به ترتیب Fو M،C،K،NLهاي فرکانس بی بعد و ماتریس߬

شوند. پارامترهاي غیرخطی و نیرو نامیده میماتریس جرمی، میرایی،سفتی،
اند.در مقاله فعلی، شکل مد خمشی تیر شدهمعادله فوق در پیوست تعریف 

در نظرگرفته شده است. با توجه (ݔ)ݑبرنولی به عنوان - یک سرگیردار اویلر
به اینکه شکل مدها باید شرایط مرزي را برآورده نمایند، شکل مد مناسب 

گیري از شکل مد جابجایی عرضی با انتگرال(ݔ)ܺبراي تغییر شکل برشی
آمده است زیرا معادله حاصل از انتگراکیري از شکل مد تیر به دست 

در تئوري تیموشنکو، نماید.جابجایی، شرایط مرزي برش را مرتفع می
جابجایی عرضی و دوران مقطع هر دو وجود دارند. براي تعیین شکل مد 
مناسب براي دوران مقطع، یک راه اولیه تعیین آن از حل دقیق تئوري 

تر استفاده از خود شکل مد جابجایی عرضی ه حل سادهتیموشنکو است، اما را
دوران ]،18تیر اویلر برنولی است، چرا که براي تیرهاي نازك مطابق مرجع [

߶مقطع برابر منفی مشتق جابجایی عرضی یعنی  = است، اما براي ݔ߲/ݓ߲−
تیر ضخیم از نظر مقداري این گونه نیست. بنابراین براي این که در تحلیل 

-ا براساس تئوري تیموشنکو براساس روش مد مفروض براساس رایلیتیره
ݔ߲/ݓ߲توان از مرتفع گردد، می߶ریتز، نیاز به استفاده از شکل مد دقیق 

براي شکل مد دوران مقطع استفاده نمود، چرا که شرایط مرزي هندسی مورد 
گر براي تیر نیاز براي روش مد مفروض با حل رایلی ریتز برآورده خواهد شد. ا

از حل دقیق تیر تموشنکو 6مطابق رابطه ߚضخیم، تغییر شکل برشی خالص 
مقایسه گردد، به این نتیجه خواهیم رسید ݓبدست آید و با خود شکل مد 

و 15شکل مدها مطابق روابط در این صورت هستند.ݓکه آنها برابر انتگرال 
.]18[خواهند بود16

(ݔ)ݑ = cos(ߚݔ) − cosh(ߚݔ)

−
cos(ߚܮ) + cosh( (ܮߚ
sin(ߚܮ) + sinh(ߚܮ)

(sin(β୧x)

− sinh(β୧x))	 )15(	
ܺ(ݔ) = −sin(ߚݔ) − sinh(ߚݔ)

−
cos(ߚܮ) + cosh( (ܮߚ
sin(ߚܮ) + sinh(ߚܮ)

(cos(ߚݔ)

− cosh(ߚݔ))	 )16(	
آید.به دست می17از رابطه ߚکه 

1 + cos(ܮߚ) cosh(ܮߚ) = 0	 )17(
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مشخصات ساختار جذب انرژي بوسیله میدان الکترومغناطیس1جدول 
݉ =30	g	ܮ =300	mm	

ܴௗ =4 ℎ	ߗ	 =30 	mm	

ܴ =4 ܾ	ߗ	 =50 	mm	

ܰ =150 Turns	ߩ =7800 	kg/mଷ	

ܽ =0 /1( بعد تحریک پایهشتاب بی ܧ	( =200	Gܲa	

݈݅ܿ_ܮ =50 	mm	ܤ =1/2	T	
௦ܭ =250 	N/m	ߥ =0/3	

	حل معادلات حرکت-2-3
هاي در این مقاله معادلات غیرخطی حاکم بر سیستم با ترکیب روش

اند. در روش گیري مختلط و الگوریتم پیوسته حل شدهمیانگین
گیري، ابتدا تغییر متغیرهاي مختلط در معادلات حرکت جایگزین میانگین

شده و از قسمت شوند.سپس قسمت دینامیک سریع و آرام جداسازي می
شود و در نهایت قسمت آرام از معادلات گیري میسریع میانگین

گردد. الگوریتم پیوسته نیز یک روش گیري شده استخراج میمیانگین
پیشرفته در حل دستگاه معادلات غیرخطی بوده که قابلیت پیداکردن تمام 

دن مسئله هاي دستگاه معادلات را دارد. زمانی که به دلیل غیرخطی بوجواب
هایی که براساس همگرایی محلی شویم، روشبا چندین جواب مواجه می

شوند(براي مثال در نقاط برگشتی یا حدي). در هستند، دچار مشکل می
هاي پیوستگی کارایی بسیار زیادي در یافتن نقاط بهینه چنین شرایطی روش

دلات حرکت در باشند. در ادامه معاهاي دستگاه معادلات دارا میکلی و جواب
به دلیل کمبود گردد.گیري مختلط حل میمدهاي مختلف با روش میانگین

فضا و حجم زیاد محاسبات، معادلات حل شده در حالت تک مد در این 
گردد.قسمت و حالت دو مد نیز در پیوست ارائه می
باشد.می18رابطه معادلات حرکت در حالت تک مد به صورت 

)18(
݉ଵଵ̅̈ߟଵ + ଵ̇ߟଵଵ̅ܥ + ଵߟଵଵ̅ܭ + ଵଵ்ܭ ଵܶ + ଵଵܤ ଵଷߟ̅ = ଵ݂ cos߬ߗ 	
ଵଵܶ̈ଵܯ + ଵଵᇱܭ ଵܶ + ଵଵܭ

ఎ ଵߟ̅ = 0	
شوند.تعریف می19روابط متغیرهاي مختلط به صورت 

)19(

߰ଵ = ଵ̇ߟ̅ + ଵߟ̅ߗ݅ → ଵ̇ߟ̅ = ଵ߰ + ଵ߰
∗

2
	

ଵߟ̅ =
߰ଵ − ߰ଵ∗

ߗ2݅
, ଵߟ̈̅ 	= ߰ଵ̇ − ߗ݅

߰ଵ + ߰ଵ∗

2
	

߰ଶ = ଵ̇ܶ + ߗ݅ ଵܶ 	→ ଵ̇ܶ =
߰ଶ + ߰ଶ∗

2
	

ଵܶ =
߰ଶ − ߰ଶ∗

ߗ2݅
, ଵ̈ܶ = ߰ଶ̇ − ߗ݅

߰ଶ + ߰ଶ∗

2
	

߰ଵ = ଵ݁ఆ௧,߰ଶܣ = 	ଶ݁ఆ௧ܣ
ଵܣ = ܽଵ + ܾ݅ଵ,ܣଶ = ܽଶ + ܾ݅ଶ	

- سازي معادلات و همچنین جداسازي قسمتبا انجام مراحل ذکر شده، ساده
آیند.بدست می20روابط هاي حقیقی و موهومی

)20(

ଵଵܾଵ̇ܯ +
ଵଵܥ
2
ܾଵ −

3ܾଵଵ
ଷߗ8

ܽଵଷ +
ߗଵଵܯ

2
ܽଵ −

ଵଵ்ܭ

ߗ2
ܽଶ −

ଵଵܭ
ߗ2

ܽଵ

−
ଵଵܤ3
ଷߗ8

ܽଵܾଵଶ = 0	

ଵଵܽଵ̇ܯ +
ଵଵܥ
2
ܽଵ −

ଵ݂

2
+

ଵଵܤ3
ଷߗ8

ܾଵଷ −
ߗଵଵܯ

2
ܾଵ +

ଵଵ்ܭ

ߗ2
ܾଶ +

ଵଵܭ
ߗ2

ܾଵ

+
ଵଵܤ3
ଷߗ8

ܽଵଶܾଵ = 0	

݉ଵଵܾଶ̇ +
݉ଵଵߗ

2
ܽଶ −

ଵଵᇱܭ

ߗ2
ܽଶ −

ଵଵܭ
ఎ

ߗ2
ܽଵ = 0	

݉ଵଵܽଶ̇ −
݉ଵଵߗ

2
ܾଶ +

ଵଵᇱܭ

ߗ2
ܾଶ +

ଵଵܭ
ఎ

ߗ2
ܾଵ = 0	

حال با حل معادلات فوق با استفاده از الگوریتم پیوسته، دامنه و فاز 
آید.به دست می21روابط متغیرهاي تعمیم یافته به صورت 

ߟ̅)21( =
ඥܽଶ + ܾଶ

ߗ
sin(ݐߗ + (ߚ ߚ, = tanିଵ ൬

ܾ
ܽ
൰	

نتایج- 3
در این بخش ابتدا اعتبارسنجی روش نیمه تحلیلی استفاده شده در این مقاله 

گردد. سپس همگرایی نتایج با افزایش تعداد مدهاي مسئله مورد بررسی می
در ادامه نیز تاثیر پارامترهاي سیستم مغناطیسی و گیرد.مطالعه قرار می

در جدول زیر مشخصات ساختار گاهی بررسی خواهد شد.شدت تحریک تکیه
	جذب انرژي بوسیله میدان الکترومغناطیس نشان داده شده است:

	اعتبار سنجی حل ارائه شده-3-1
اي بین روش نیمه تحلیلی و حل عددي در به منظور اعتبار سنجی، مقایسه

2گردد. همان طور که شکل هاي مختلف ارائه میحالت پایا و در فرکانس
	باشد.دهد حل نیمه تحلیلی داراي دقت مناسبی مینشان می

مقایسه جاذب انرژي خطی وغیرخطی-3-2
هاي هاي جذب انرژي خطی و غیرخطی در شکلجابجایی و توان سیستمنمودار 

دهد دامنه جابجایی سیستم نشان می3نشان داده شده است. شکل 4و 3
باشد. دلیل این موضوع این است که عبارت غیرخطی کمتر از سیستم خطی می

باشد. به عبارت دیگر به غیرخطی در جاذب انرژيِ غیرخطی، از نوع سفتی می
4شکلسفتی سیستم افزوده شده است لذا دامنه جابجایی کاهش یافته است.

دهد توان سیستم غیرخطی بر خلاف جابجایی از سیستم خطی بیشتر نشان می
است. از آنجا که توان الکتریکی قابل جذب به سرعت نسبی تیر بستگی دارد لذا 

تغییرات سرعت در سیستم غیرخطی بیش از سیستم خطی است.
هاي جذب انرژي، طور که قبلا اشاره شد اغلب سیستمنهما
هاي تشدیدي هستند که بر مبناي تنظیم فرکانس تحریک با سیستم

دهد در کنند. مقایسه فوق نشان میفرکانس طبیعی سیستم عمل می
تواند صورتی که سیستم داراي عامل غیرخطی باشد، سیستم خطی نمی

داشته باشد. لذا استفاده از نتایج مدل تخمین مناسبی از فرکانس تشدید 
هاي جذب انرژي که عامل خطی به منظور تحلیل و بهینه سازي سیستم

4و 3هاي باشد. همچنین شکلغیرخطی در آن اثرگذار است معتبر نمی
دهند که عامل غیرخطی موجب گشته نقطه بیشینه نمودار به نشان می

ناسب براي جذب انرژي سمت راست منتقل گردد و پهنه فرکانسیِ م
هاي جذب انرژيِِ هاي سیستمترین عیبافزایش یابد. یکی از اساسی

تشدیديِ خطی این است که یک اخلاف کوچک بین فرکانس تحریک و 
طور که گردد. همانفرکانس طبیعی سیستم موجب کاهش شدید توان می

لذا شود این عیب در ساختار غیرخطی وجود نداردها مشاهده میدر شکل
تري دارد.جاذب غیرخطی محدوده عملکردي وسیع

بررسی همگرایی نتایج-3-3
به منظور بررسی همگرایی نتایج، نمودار پاسخ فرکانسی جابجایی و توان، ولتاژ 

8-5هايو جریان درتعداد مدهاي مختلف با یکدیگر مقایسه شد. شکل
، نتایج این مقایسه ترباشند. به منظور سنجش دقیقمربوط به این مقایسه می

دهد با افزایش تعداد این جدول نشان میگزارش شده است.2در جدول
شوند. از آنجا که همگرایی حل در حالت چهار مد قابل مدها، نتایج همگرا می

شود.لذا از این پس تمامی نتایج در حالت چهار مد گزارش میباشدقبول می

هاتحلیل پایداري و انشقاق-3-4
ظور تعیین محدوده پایداري سیستم لازم است معادلات غیرخطی حول به من

(شامل مشتقات جزئی اول) سازي شوند و ماتریس ژاکوبیننقطه تعادل خطی
در این نقطه محاسبه گردد. 
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باشد و اگر حداقل مقادیر ویژه این ماتریس معیاري براي سنجش پایداري می
بت باشند سیستم ناپایدار یکی از مقادیر ویژه داراي قسمت حقیقی مث

باشد. فرکانسی که سیستم در آن از حالت پایدار به ناپایدار(یا بالعکس) می
شود.نامیده میߗگردد فرکانس بحرانی تبدیل می

	(الف)

(ب)

	(ج)
ߗمقایسه نتایج حل روش نیمه تحلیلی با روش عددي، (الف)2شکل  = 3/442 ،

ߗ(ب) = ߗو (ج)21/85	 = 	26/25

مقایسه جابجایی انتهاي تیر در جاذب انرژي خطی و غیرخطی3شکل 

مقایسه توان الکتریکی در جاذب انرژي خطی و غیرخطی4شکل 

مقایسه جابجایی انتهاي تیر درمدهاي مختلف5شکل

مقایسه جریان الکتریکی درمدهاي مختلف6شکل

مقایسه ولتاژ الکتریکی درمدهاي مختلف7شکل
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مقایسه توان الکتریکی درمدهاي مختلف8شکل

بررسی اثر افزایش تعداد مدها در همگرایی جواب2جدول
	چهار مد 	سه مد 	دو مد 	تک مد 	

15/19	 16/19	 57/19	 58/19	 	فرکانس تشدید اول
49/36 01/37	 41/34	 -	 	فرکانس تشدید دوم
14/65	 55/64	 -	 -	 	فرکانس تشدید سوم
5/109	 -	 -	 -	 	تشدید چهارمفرکانس 

1373/0	 1341/0	 1316/0	 1035/0	 جابجایی سرآزاد تیر در تشدید اول(متر)
02367/0	 02394/0	 01882/0	 -	 	جابجایی سرآزاد تیر در تشدید دوم(متر)
009002/0	 008672/0	 -	 -	 	جابجایی سرآزاد تیر در تشدید سوم(متر)
004624/0	 -	 -	 -	 	جابجایی سرآزاد تیر در تشدید چهارم(متر)

958/2	 889/2	 898/2	 281/2	 	جریان الکتریکی در تشدید اول(آمپر)
9716/0	 9966/0	 7285/0	 -	 	جریان الکتریکی در تشدید دوم(آمپر)
6514/0	 6297/0	 -	 -	 	جریان الکتریکی در تشدید سوم(آمپر)
5699/0	 -	 -	 -	 	جریان الکتریکی در تشدید چهارم(آمپر)

66/23	 12/23	 18/23	 24/18	 	الکتریکی در تشدید اول(ولت)ولتاژ 
773/7	 973/7	 828/5	 -	 	ولتاژ الکتریکی در تشدید دوم(ولت)
277/5	 038/5	 -	 -	 	ولتاژ الکتریکی در تشدید سوم(ولت)
559/4	 -	 -	 -	 	ولتاژ الکتریکی در تشدید چهارم(ولت)
70	 79/66	 19/67	 61/41	 	توان الکتریکی در تشدید اول(وات)
552/7	 5946/7	 246/4	 -	 	توان الکتریکی در تشدید دوم(وات)
481/3	 172/3	 -	 -	 	توان الکتریکی در تشدید سوم(وات)
598/2	 -	 -	 -	 	توان الکتریکی در تشدید چهارم(وات)

به ترتیب قسمت حقیقی و موهومی مقادیر ویژه سیستم را 10و9هايشکل
افزایش باشند. با دهد. مقادیر ویژه به صورت مزدوج مختلط مینشان می

ي این دهندهباشد که نشانفرکانس قسمت موهومی همواره در حال کاهش می
باشد تا اینکه است که فرکانس نزدیک شدن به سیکل حدي در حال کاهش می

همچنین در ابتدا قسمت حقیقی رسد.با رسیدن به سیکل حدي به صفر می
یش فرکانس تحریک سیستم پایدار است. با افزاباشند لذامقادیر ویژه منفی می

کند و مقدار ویژه از منفی به مثبت ها محور حقیقی را قطع مییکی از شاخه
گردد. اولین انشقاق در فرکانس کند و سیستم ناپایدار میتغییر می

ୡଵߗبحرانی = ୡଶߗاز این فرکانس تا فرکانس دهد.رخ می	4/552	 = 	19/15
باشد که یکی دهد سیستم داراي سه سیکل حدي میکه دومین انشقاق رخ می

در هاي بعدي به ترتیباز آنها ناپایدار است. با افزایش فرکانس، انشقاق
ߗهاي فرکانس = رخ 21/34,36/49,56/96,65/14,105/1,109/5

باشند.دهد که تمامی آنها از نوع انشقاق هاپف میمی

گاهی و پارامترهاي سیستم الکترومغناطیس ریک تکیهبررسی اثر تح- 5- 3
بر رفتار ساختار جذب انرژي

گاهی بر بیشینه جابجایی انتهاي تیر و اثر شدت تحریک تکیه12و 11هاي شکل

ها مشخص است با دهند.همان طور که از شکلتوان قابل جذب را نشان می
توان افزایش یافته است. گاهی، جابجایی انتهاي تیر وافزایش شدت تحریک تکیه

هاي مختلفقسمت حقیقی مقادیر ویژه در فرکانس9شکل 

هاي مختلفقسمت موهومی مقادیر ویژه در فرکانس10شکل

گاهی مختلفهاي تکیهپاسخ فرکانسی جابجایی سر آزاد تیر به ازاي شتاب11شکل

گاهی مختلفهاي تکیهپاسخ فرکانسی توان الکتریکی به ازاي شتاب12شکل

گاهی مختلفهاي تکیهپاسخ فرکانسی بخش حقیقی مقادیر ویژه به ازاي شتاب13شکل
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گاهی بر پایداري سیستم را نشان نیز که اثر شدت تحریک تکیه13شکل
ه ناپایداري گاهی، محدوددهد، بیانگر آن است که با افزایش شتاب تکیهمی

گردد. به عبارت دیگر محدوده فرکانسی که سیستم علاوه بر سیکل تر میپهن
باشد افزایش یافته است. همچنین حدي پایدار داراي جواب ناپایدار نیز می

ها بیشتر شده است.تعداد انشقاق
به ترتیب اثر افزایش شدت میدان مغناطیسی بر 16- 14هاي شکل

تیر، توان قابل جذب و محدوده پایداري را نشان بیشینه جابجایی انتهاي
دهد. با افزایش شدت میدان مغناطیسی بر میرایی سیستم افزوده شده لذا می

جابجایی انتهاي تیر و فرکانس تشدید کاهش یافته است. همچنین با افزایش 
اي شدت میدان مغناطیسی، پهنه فرکانسی جذب انرژي کمتر شده و محدوده

باشد کاهش یافته است.در واقع اي جواب ناپایدار میکه سیستم دار
شود تقریبا ثابت مانده ولی فرکانسی هایی که انشقاق از آنها آغاز میفرکانس

شوند، کاهش یافته است.ها ناپدید میکه انشقاق
اثر مکان قرارگیري مغناطیس دائم (فاصله مغناطیس دائم از سر گیردار 

طور نشان داده شده است. همان19-17شکل تیر) بر سیستم جذب انرژي در 
ها مشخص است با افزایش فاصله مغناطیس دائم از سر گیردار تیر، که از شکل

جابجایی مغناطیس دائم تقریبا بدون تغییر است ولی توان و فرکانس تشدید 
یابد. کاهش می

ی مختلفپاسخ فرکانسی جابجایی سر آزاد تیر به ازاي شدت میدان مغناطیس14شکل

پاسخ فرکانسی توان الکتریکی به ازاي شدت میدان مغناطیسی مختلف15شکل

پاسخ فرکانسی بخش حقیقی مقادیر ویژه به ازاي شدت میدان مغناطیسی مختلف16شکل

در حقیقت، وقتی دامنه جابجایی مغناطیس دائم تقریبا ثابت باشد آنگاه با 
پروفیل جابجایی (یا شکل مد تیر) کمتر شدن فاصله آن از سر گیردار، شیب 

گردد لذا توان الکتریکی افزایش یابد و تغییرات سرعت شدیدتر میافزایش می
توان نتیجه گرفت در یک فرکانس ثابت با افزایش فاصله، یابد. همچنین میمی

یابد. به عبارت دیگر ، به ازاي انرژي توان و میزان جابجایی نیز افزایش می
نرژي جذب شده با افزایش فاصله مغناطیس دائم از سر ورودي یکسان، ا

یابد. همچنین با افزایش فاصله مغناطیس دائم از سر گیردار تیر افزایش می
شود تقریبا تغییري نکرده هایی که انشقاق از آنها آغاز میگیردار تیر، فرکانس

ته اي یافشوند افزایش قابل ملاحظهولی فرکانسی که انشقاق ها ناپدید می
هاي پایدار داراي جواب اي که سیستم علاوه بر جواباست در واقع محدوده

باشد افزایش یافته است.ناپایدار نیز می

	گیرينتیجه- 4
در این مقاله جذب انرژي ارتعاشی از یک تیر غیرخطی یکسر گیردار تحت 

گاهی و در حضور میدان مغناطیسی بررسی گردیدو تحریک هارمونیک تکیه
ا در حالت مدهاي مختلف با یکدیگر مقایسه و نتایج آن ارائه گردید. جواب ه

به طور گیري مختلطو الگوریتم پیوسته شبه کمانبا استفاده از روش میانگین
همزمان، حل نیمه تحلیلی مناسبی براي تحلیل ارتعاشات غیرخطی حتی در 

برد دارد حالت چند مد ارائه گردید که اولا براي غیرخطی هاي بزرگ هم کار
و ثانیا نیاز به حل جداگانه به ازاي تشدیدهاي ثانویه نیست و ثالثا زمان لازم 

براي حل به وسیله نرم افزار بسیار کوتاه می باشد.
به کمک حل نیمه تحلیلی تمامی جواب هاي ممکن براي مساله بدست 
آمد تا دید جامعی از رفتار احتمالی سیستم حاصل گردد. براي نمونه پاسخ 
فرکانسی بدست آمده نشان داد که در برخی از فرکانس ها سه جواب براي 

پایدار و جواب ما بین ناپایدار دامنه داریم که بزرگترین و کوچکترین دامنه،
می باشد که این مساله در بحث طراحی و بهینه سازي سیستم جذب انرژي 

ارتعاشی بسیار اهمیت دارد.

سر آزاد تیر به ازاي فواصل مختلف مغناطیس دائم پاسخ فرکانسی جابجایی 17شکل 
از سرگیردار تیر

پاسخ فرکانسی توان الکتریکی به ازاي فواصل مختلف مغناطیس دائم از 18شکل 
سرگیردار تیر
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پاسخ فرکانسی بخش حقیقی مقادیر ویژه به ازاي فواصل مختلف مغناطیس 19شکل 
دائم از سرگیردار تیر

ادامه مدل غیرخطی با سیستم خطی مقایسه شد و مشاهده گردید که در در
سیستم جذب انرژي غیرخطی، پهناي فرکانسی جذب انرژي و فرکانس 

یابد. همچنین تشدیدها افزایش ولی توان الکتریکی قابل جذب کاهش می
گاهی و پارامترهاي میدان مغناطیسی روي جابجایی تاثیر افزیش شتاب تکیه

ان الکتریکی قابل جذب بررسی شد و مشاهده گردید که با افزایش تیر و تو
رفت جابجایی تیر و توان الکتریکی طور که انتظار میگاهی همانشتاب تکیه

همچنین بررسی تاثیر پارامترهاي میدان مغناطیسی قابل جذب افزایش یافت. 
سی بر رفتارسیستم نشان داد افزایش تعداد حلقه ها و شدت میدان مغناطی

موجب افزایش میرایی و در نتیجه کاهش دامنه جابجایی تیر و توان الکتریکی 
شودو نیز در یک فرکانس ثابت با افزایش فاصله مغناطیس دائم قابل جذب می

یابد. علاوه بر این از سر گیردار تیر، توان و میزان جابجایی نیز افزایش می
هاي سیکل حدي نشان داد.قاقنحوه تاثیر این موارد بر محدوده پایداري و انش

	هاپیوست- 5
تعریف ضرایب معادلات حرکت-5-1

(آ)

ഥ݉ = 
ఘ

, ܫ ̅ = ூ
మ

ഥܯ, = మ

ఘయ
	,	 ത݇௦ = ೞయ

ாூ
,	ܿ̅ = 

ඥఘாூ
	,	

ഥ݉௦ = మ

ఘூ
	,Kഥ = ீమర

ாூమ
	

	(ب)

ܯ = න ܹ ܹ݀̅ݔ
ଵ


+ I ̅ න

ݑ݀
ݔ̅݀

ݑ݀
ݔ̅݀

ଵ


ݔ̅݀

+ mഥ ቆݑݑ +
ℎଶ

ଶܮ4
ݑ݀
ݔ̅݀

ݑ݀
ݔ̅݀

ቇ
ቀ௫̅ୀభಽ ቁ

	

்ܯ	(ت)
 = −൭I ̅ න

ݑ݀
ݔ̅݀ ܺ݀̅ݔ

ଵ


+ ൬

1
8
ഥܯ
ݑ݀
ݔ̅݀ ܺ൰

ቀ௫̅ୀభಽ ቁ
൱	

	(ث)

ܦ = ቈන ݔ݀̅ݑ
ଵ


+ mഥ ቀ௫̅ୀభಽ(ݑ) ቁ


݀ଶݕ′
݀߬ଶ

= − തܻߗଶถ
್

ቈන ݔ݀̅ݑ
ଵ


+ ഥ݉(ݑ)ቀ௫̅ୀభಽ ቁ


ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ



cos(߬ߗ)	

ܮܰ	(ج) =  ቈ
1
2I ̅
න

ݑ݀
ݔ̅݀

ଵ



ݑ݀
ݔ̅݀

ݑ݀
ݔ̅݀

ݑ݀
ݔ̅݀

ݔ̅݀ ߟ̅ߟ̅ߟ̅



ୀଵ



ୀଵ



ୀଵ

	

ೕܭ	(ح) = න
݀ଶݑ
ଶݔ̅݀

ଵ



݀ଶݑ
ଶݔ̅݀

ݔ̅݀ + ത݇௦൫ݑݑ൯ቀ௫̅ୀమಽ ቁ
	

்ܭ	(خ) = −	ቈන
݀ଶݑ
ଶݔ̅݀





݀ ܺ

ݔ̅݀
	ݔ̅݀

ܥ	(د) = ൫ܿ̅ݑݑ൯ቀ௫̅ୀభಽ ቁ
	

݉	(ذ) = −൭
ݑ݀
ݔ̅݀ ܺ݀̅ݔ + ൬

ഥ݉௦
8
ݑ݀
ݔ̅݀ ܺ൰

ቀ௫̅ୀభಽ ቁ
൱	

݉	(ر)
் = 	න ܺ ܺ݀̅ݔ 	+ ൬

ഥ݉௦
4 ܺ ܺ൰

ቀ௫̅ୀభಽ ቁ

ଵ


	

′ܭ	(ز) =
1
I ̅
න

݀ ܺ

ݔ̅݀

ଵ



݀ ܺ

ݔ̅݀
ݔ̅݀ + Kഥන ܺ ܺ݀̅ݔ

ଵ


	

ܭ(س)
ఎ = −

1
I ̅
න

݀ଶݑ
ଶݔ̅݀

ଵ



݀ ܺ

ݔ̅݀
	ݔ̅݀

حل معادلات حرکت در حالت دو مد با روش میانگین گیري -5-2
مختلط

	معادلات حرکت در حالت دو مد:

	(ش)

݉ଵଵ̅̈ߟ	ଵ	 + ݉ଵଶ̅̈ߟଶ + ଵܿଵ ଵߟ̇̅ + ଵܿଶ ଶߟ̇̅ + ݇ଵଵ ଵߟ̅ + ݇ଵଶ ଶߟ̅ + ଵଵ்ܭ ଵܶ

+ ଵଶ்ܭ ଶܶ + ଵଷߟଵଵ̅ܤ + ଵଶܤ ଶଷߟ̅ + ଶߟଵଶ̅ߟଵଵ̅ܦ
+ ଵଶܦ ଶଶߟଵ̅ߟ̅ = ଵ݂cos	(߬ߗ)	

݉ଶଵ̅̈ߟଵ + ݉ଶଶ̅̈ߟଶ + ܿଶଵ̅̇ߟଵ + ܿଶଶ ଶߟ̇̅ + ݇ଶଵ ଵߟ̅ + ݇ଶଶ̅ߟଶ + ଶଵ்ܭ ଵܶ

+ ଶଶ்ܭ ଶܶ + ଶଵܤ ଵଷߟ̅ + ଶଶܤ ଶଷߟ̅ + ଶߟଵଶ̅ߟଶଵ̅ܦ
+ ଶଶߟଵ̅ߟଶଶ̅ܦ = ଶ݂ cos(߬ߗ)	

ଵଵܶ̈ଵܯ + ଵଶܶ̈ଶܯ + ′ଵଵܭ ଵܶ + ′ଵଶܭ ଶܶ + ଵଵܭ
ఎ ଵߟ̅ + ଵଶܭ

ఎ ଶߟ̅ = 0	
ଶଵܶ̈ଵܯ + ଶଶܶ̈ଶܯ + ′ଶଵܭ ଵܶ + ′ଶଶܭ ଶܶ + ଶଵܭ

ఎ ଵߟ̅ + ଶଶܭ
ఎ ଶߟ̅ = 0	

تعریف متغیرهاي مختلط جدید:

	(ص)

߰ଵ = ଵ̇ߟ̅ + ଵߟ̅ߗ݅ 	→ ଵ̇ߟ̅ =
߰ଵ + ߰ଵ∗

2
, ଵߟ̅ =

߰ଵ − ߰ଵ∗

ߗ2݅
,	

ଵߟ̈̅ 	= ߰ଵ̇ − ߗ݅
߰ଵ + ߰ଵ∗

2
	

	(ص)

߰ଶ = ଶ̇ߟ̅ + ଶߟ̅ߗ݅ 	→ ଶ̇ߟ̅ =
߰ଶ + ߰ଶ∗

2
, ଶߟ̅ =

߰ଶ − ߰ଶ∗

ߗ2݅
	

, ଶߟ̈̅ 	= ߰ଶ̇ − ߗ݅
߰ଶ + ߰ଶ∗

2
	

	(ض)

߰ଷ = ଵ̇ܶ + ߗ݅ ଵܶ 	→ ଵ̇ܶ =
߰ଷ + ߰ଷ∗

2
, ଵܶ =

߰ଷ − ߰ଷ∗

ߗ2݅
,	

ଵ̈ܶ = ߰ଶ̇ − ߗ݅
߰ଷ + ߰ଷ∗

2
	

(ط)

߰ସ = ଶ̇ܶ + ߗ݅ ଶܶ 	→ ଶ̇ܶ =
߰ସ + ߰ସ∗

2
, ଶܶ =

߰ସ − ߰ସ∗

ߗ2݅
,	

ଶ̈ܶ = ߰ସ̇ − ߗ݅
߰ସ + ߰ସ∗

2
	

ଵ߰	(ظ) = ଵ݁ఆ௧,߰ଶܣ = ,߰ଷ	ଶ݁ఆ௧ܣ = ,߰ସ	ଷ݁ఆ௧ܣ = 	ସ݁ఆ௧ܣ

ଵܣ	(ع) = ܽଵ + ܾ݅ଵ	,ܣଶ = ܽଶ + ܾ݅ଶ	,ܣଷ = ܽଷ + ܾ݅ଷ	,ܣସ = ܽସ + ܾ݅ସ	

	با انجام مراحل حل مطابق حالت تک مد خواهیم داشت:

	(غ)

ଵଵܥ
2
ܾଵ +

ଵଶܥ
2
ܾଶ + ଵଵܾଵ̇ܯ 	+ ଵଶܾଶ̇ܯ −

ଵଵܤ3
ଷߗ8

ܽଵଷ 	−
ଵଶܤ3
ଷߗ8

ܽଶଷ 	

+
ߗଵଵܯ

2
ܽଵ +

ߗଵଶܯ
2

ܽଶ −
ଵଵ்ܭ

ߗ2
ܽଷ 	−

ଵଶ்ܭ

ߗ2
ܽସ 	

−
ଵଵܭ
ߗ2

ܽଵ 	−	
ଵଶܭ
ߗ2

ܽଶ −
ଵଵܤ3
ଷߗ8

ܽଵܾଵଶ 	

−
ଵଶܤ3
ଷߗ8

ܽଶܾଶଶ 	−
ଵଵܦ3
ଷߗ8 ܽଶܽଵ

ଶ 	−
ଵଶܦ3
ଷߗ8

ܽଵܽଶଶ 	

−
ଵଵܦ
ଷߗ8

ܽଶܾଵଶ 	−
ଵଶܦ
ߗ8

ܽଵܾଶଶ 	−
ଵଵܦ
ଷߗ4

ܽଵܾଵܾଶ 	

−
ଵଶܦ
ଷߗ4

ܽଶܾଵܾଶ = 0	
ଵଵܥ
2
ܽଵ +

ଵଶܥ
2
ܽଶ −

ଵ݂

2
+ ଵଵܽଵ̇ܯ 	+ ଵଶܽଶ̇ܯ +

ଵଵܤ3
ଷߗ8

ܾଵଷ +
ଵଶܤ3
ଷߗ8

ܾଶଷ

−
ߗଵଵܯ

2
ܾଵ −

ߗଵଶܯ
2

ܾଶ 	+
ଵଵ்ܭ

ߗ2
ܾଷ +

ଵଶ்ܭ

ߗ2
ܾସ

+
ଵଵܭ
ߗ2

ܾଵ 	+ 	
ଵଶܭ
ߗ2

ܾଶ +
ଵଵܤ3
ߗ8

ܾଵܽଵଶ

+
ଵଶܤ3
ଷߗ8

ܾଶܽଶଶ 	+
ଵଵܦ3
ଷߗ8

ܾଶܾଵଶ +
ଵଶܦ3
ଷߗ8

ܾଵܾଶଶ

+
ଵଵܦ
ଷߗ8

ܾଶܽଵଶ 	+
ଵଶܦ
ଷߗ8

ܾଵܽଶଶ 	+
ଵଵܦ
ଷߗ4

ܾଵܽଵܽଶ

+
ଵଶܦ
ଷߗ4

ܾଶܽଵܽଶ = 0	
ଶଵܥ
2
ܾଵ +

ଶଶܥ
2
ܾଶ + ଶଵܾଵ̇ܯ 	+ ଶଶܾଶ̇ܯ −

ଶଵܤ3
ଷߗ8

ܽଵଷ 	−
ଶଶܤ3
ଷߗ8

ܽଶଷ 	

+
ߗଶଵܯ

2
ܽଵ +

ߗଶଶܯ
2

ܽଶ −
ଶଵ்ܭ

ߗ2
ܽଷ 	−

ଶଶ்ܭ

ߗ2
ܽସ 	

−
ଶଵܭ
ߗ2

ܽଵ 	−	
ଶଶܭ
ߗ2

ܽଶ −
ଶଵܤ3
ଷߗ8

ܽଵܾଵଶ 	

−
ଶଶܤ3
ଷߗ8

ܽଶܾଶଶ 	−
ଶଵܦ3
ଷߗ8

ܽଶܽଵଶ 	−
ଶଶܦ3
ଷߗ8

ܽଵܽଶଶ 	

−
ଶଵܦ
ଷߗ8

ܽଶܾଵଶ 	−
ଶଶܦ
ଷߗ8

ܽଵܾଶଶ 	−
ଶଵܦ
ଷߗ4

ܽଵܾଵܾଶ 	

−
ଶଶܦ
ଷߗ4

ܽଶܾଵܾଶ = 0	
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ଶଵܥ
2
ܽଵ +

ଶଶܥ
2
ܽଶ −

ଶ݂

2
+ ଶଵܽଵ̇ܯ 	+ ଶଶܽଶ̇ܯ +

ଶଵܤ3
ଷߗ8

ܾଵଷ +
ଶଵܤ3
ଷߗ8

ܾଶଷ

−
ߗଶଵܯ

2
ܾଵ −

ߗଶଶܯ
2

ܾଶ 	+
ଶଵ்ܭ

ߗ2
ܾଷ +

ଶଵ்ܭ

ߗ2
ܾସ

+
ଶଵܭ
ߗ2

ܾଵ 	+ 	
ଶଶܭ
ߗ2

ܾଶ +
ଶଵܤ3
ߗ8

ܾଵܽଵଶ

+
ଶଶܤ3
ଷߗ8

ܾଶܽଶଶ 	+
ଶଵܦ3
ଷߗ8

ܾଶܾଵଶ +
ଵଶܦ3
ଷߗ8

ܾଵܾଶଶ

+
ଶଵܦ
ଷߗ8

ܾଶܽଵଶ 	+
ଶଶܦ
ଷߗ8

ܾଵܽଶଶ 	+
ଶଵܦ
ଷߗ4

ܾଵܽଵܽଶ

+
ଶଶܦ
ଷߗ4

ܾଶܽଵܽଶ = 0	

݉ଵଵܾଷ̇ + ݉ଵଶܾସ̇ +
݉ଵଵߗ

2
ܽଷ +

݉ଵଶߗ
2

ܽସ −
′ଵଵܭ

ߗ2
ܽଷ −

′ଵଶܭ

ߗ2
ܽସ

−
ଵଵܭ
ఎ

ߗ2
ܽଵ −

ଵଶܭ
ఎ

ߗ2
ܽଶ = 0	

݉ଵଵܽଷ̇ + ݉ଵଶܽସ̇ −
݉ଵଵߗ

2
ܾଷ −

݉ଵଶߗ
2

ܾସ +
′ଵଵܭ

ߗ2
ܾଷ +

′ଵଶܭ

ߗ2
ܾସ

+
ଵଵܭ
ఎ

ߗ2
ܾଵ +

ଵଶܭ
ఎ

ߗ2
ܾଶ = 0	

݉ଶଵܾଷ̇ + ݉ଶଶܾସ̇ +
݉ଶଵߗ

2
ܽଷ +

݉ଶଶߗ
2

ܽସ −
′ଶଵܭ

ߗ2
ܽଷ −

′ଶଶܭ

ߗ2
ܽସ

−
ଶଵܭ
ఎ

ߗ2
ܽଵ −

ଶଶܭ
ఎ

ߗ2
ܽଶ = 0	

݉ଶଵܽଷ̇ + ݉ଶଶܽସ̇ −
݉ଶଵߗ

2
ܾଷ −

݉ଶଶߗ
2

ܾସ +
′ଶଵܭ

ߗ2
ܾଷ +

′ଶଶܭ

ߗ2
ܾସ

+
ଶଵܭ
ఎ

ߗ2
ܾଵ +

ଶଶܭ
ఎ

ߗ2
ܾଶ = 0	

در نهایت با حل معادلات فوق دامنه و فاز متغیر تعمیم یافته به صورت زیر 
	خواهد بود.

ߟ̅(ق) =
ඥܽଶ + ܾଶ

ߗ
sin(߬ߗ + (ߚ ߚ, = tanିଵ ൬

ܾ
ܽ
൰	
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