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مندان زیادي را درزمینه نانو مکانیک و مکاترونیک به خود جلب کرده هاي نانویی علاقهدر دهه اخیر مدل کردن ناپایداري سازه
رو الکترومکانیکی مانند نانو عملگرها هستند. یک نوع هاي میکهاي نانو مکانیکی اساس ساخت و طراحی سیستماست. سوئیچ

شود. در مقیاس نانو هاي میکرو استفاده میهاي میکرو الکترومکانیکی نانو تیرهاي دو سر درگیر بوده که در آینهمعمول سیستم
هاي نانو و ساخت سیستمشود که باید در طراحیکاهش فاصله بین دو الکترود باعث ایجاد تعامل مولکولی نیروي واندروالس می

اندازه نانو تیرها که شامل بینی ناپایداري ولتاژ کششی وابسته بهموردتوجه قرار گیرد. در این مقاله نظریه گرادیان کرنش براي پیش
. نظریه کرنش غیرخطی ون کارمن براي به دست آوردن هاي الکترومکانیکی هستند بکار برده میاي از سیستمزیرمجموعه شود 

شده است. روش تحلیلی معادله حاکم غیرخطی بر تیر استفاده شده و نیز اثر نیروي واندروالس در معادلات حاکم در نظر گرفته
مولکولی واندروالس و اثر وابستگی براي حل معادلات غیرخطی سیستم بکار برده شد و اثر نیروي جاذبه بینپریشیدگی هوموتوپی

توام وجود این دو پارامتر روي عملکرد ناپایداري سیستم، ازجمله خیز میانی ماکزیمم و ولتاژ ناپایداري اندازه و نیز اهمیت اثر به
مولکولی واندروالس ولتاژ ناپایداري را توان نتیجه گرفت که نیروي بینهاي این تحقیق میموردبحث قرارگرفته است. بر اساس یافته

هاي نانو منجر به افزایش پارامترهاي ناپایداري ازجمله ولتاژ ناپایداري سدهد و پارامتر اثر اندازه در مقیاکاهش می
هاي نانویی در مقیاس کمتر از عنوان یک روش کارآمد براي تحلیل سازهتواند بهگردد .همچنین روش پریشیدگی هوموتوپی میمی

میکرون مورداستفاده قرار گیرد.
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	 In	 recent	 decades,	 modeling	 the	 instability	 of	 nanostructures	 has	 attracted	 a	 great	 deal	 of		
attention	 in	 nanomechanics.	Nanomechanical	 switches	are	 fundamental	building	blocks	 for	 the 	
design	of	NEMS	applications,	such	as	nanotweezers	and	nanoscale	actuators.	One	common	type	of	
NEMS	 including	 nano-bridge	 in	 micro	 mirrors,	 is	 used.	 At	 nano-scales,	 the	 decreasing	 gap	
between	the	two	electrodes	produces	 	surface	 traction	due	to	molecular	interaction	such	as	van	
der	Waals	that	must	be	taken	into	account	in	the	analysis	of	NEMS.	In	this	study,	strain	gradient	
theory	has	been	used	 to	 investigate	 the	size	dependent	pull-in	 instability	of	beam-type	(NEMS)	
where	an	inherent	instability	is	found	in	them.	The	von-Karman	nonlinear	strain	has	been	applied	
to	derive	the	constitutive	equation	of	the	system.	Effect	of	intermolecular	force	has	been	included	
in	the	nonlinear	governing	equations	of	 the	system.	Homotopy	perturbation	method	(HPM)	has	
been	employed	to	solve	 the	nonlinear	equations.	Effect	of	 intermolecular	attraction	and	the	size	
dependency	 and	 the	 importance	 of	 coupling	 between	 them	 on	 the	 instability	 performance	 i.e.,	
critical	 deflection	 and	 instability	 voltage	 have	 been	 discussed.	 According	 the	 findings	 of	 this	
research,	 it	can	be	concluded	that	intermolecular	forces	decrease	pull-in	voltage,	and	size	effect	
parameter	 in	nano	 scale	 leads	 to	an	 increase	of	pull-in	 parameters.	Also,	HPM	method	 can	 be	
applied	as	an	efficient	method	to	analyze	beam	type	nano	structures.	
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مقدمه-1
عنوان یک فناوري هاي میکرو الکترومکانیک بههاي اخیر سیستمدر سال

٬نورانی٬شیمیایی٬حرارت٬هاي مختلف همانند مکانیکجدید در شاخه

براي 	الکتریکی و غیره کاربردهاي بسیار متنوعی پیدا نموده است.٬مغناطیس
، میکرو 1اتمی	هايمیکروسکوپ	در	کاربرد میکرو تیرها	به	توانمی	نمونه

هاي پنجره	،2میکرو	هايآینه	میکرو،	هايسنجشتاب	جرم،	ها،حسگرهايسوئیچ
اي طور گستردههاي نانو الکترومکانیک بهکرد. امروزه سیستم	اشاره3نور	تنظیم

ها و غیره استفاده ها، سوئیچبراي توسعه ابزارهاي نانویی همانند گیره
ابعاد 	در	تیر	یک	شکل	تغییر	اساس	بر	هاستمسی	این	عمده	. عملکرد]1[شودمی

	و	علوم	در	خاصی	اهمیت	از	تیرها	میکرو	کنترل	و	رفتار	مطالعه	لذا	است.	میکرو
هاي بود. مطالعه مشخصات ناپایداري در سیستم	برخوردار خواهد	مهندسی

شده میکرو الکترواستاتیک در دو دهه اخیر توسط محققین مختلفی بررسی
. با کاهش ابعاد ]2،3[مطالعات در مقیاس نانو انجام نگرفته استاست اما این 

گردد که در این مقاله دو اثر از هاي مختلفی ظاهر میاز میکرو به نانو، پدیده
اي که در مقیاس نانو ها موردبررسی قرارگرفته است. اولین پدیدهاین پدیده
واندروالس مولکولی همانند نیروي کازمیر وشود نیروهاي بینظاهر می

	دروالس موردبررسی قرارگرفته است.باشد که در این مطالعه تنها نیروي وانمی
	و	استاتیکی	رفتار	در	جذبی	يپدیده	سازيشبیه	براي	زیادي	هايمدل
	شوند،می	تحریک	الکتریسیته	جریان	توسط	که	و نانو تیرهایی	میکرو	دینامیکی

.پردازیمیها مآن	از	تعدادي	بیان	به	اند کهشدهارائه

	نیروي	تحت	که	میکرو تیرهایی	براي	غیرخطی	مدل	نایفه یک	و	یونس

میکرو 	در	شدهذخیره	نیروي	که	کردند	ارائه	بودند،الکترواستاتیکی قرارگرفته
	حل	به	عددي	صورتبه	هاآن	شد.شامل می	را	تیر	میانی	يصفحه	کشش	و	تیر

	را	مستقیم	تأثیر ولتاژ	تحت	میکرو تیر	استاتیکی	مکان	تغییر	و	پرداختند	مسئله
ویژه 	مقادیر	حل	به4شوتینگ	روش	از	استفاده	با	هاآن	قراردادند.	موردبررسی

	در	که	داد	نشان	هاآن	پرداختند. نتایج	آن	پایدار	ينقطه	حول	تیر	ارتعاش	مسئله
	آوردن	به دست	در	توجهیقابل	خطاي	باعث	میانی	يکشش صفحه	نگرفتن	نظر

. مطالعه اثر نیروهاي کازیمیر و ]4[شود می	جذبی	ناپایداري	پدیده	ولتاژ
ها در مطالعات مختلفی انجام شده واندروالس روي ناپایداري میکرو سازه

با استفاده از تئوري گرادیان کرنش اثرات 	. طادي و کریمی پور]5،6[است
. نیروي ]7[نیروي واندروالس بر روي تیر یکسر درگیر را مطالعه کردند 

که فاصله بین اجزاي یک نانو عملگر کمتر از ده نانومتر واندروالس درصورتی
. در این حالت جاذبه بین دو جزء متناسب ]2[داراي اهمیت خواهد بود٬باشد

آبادي و همکارانش ]. فرخ8باشد [با عکس توان سوم فاصله جدایی دو جزء می
روي واندروالس بررسی هاي میکرو با فرض اثر نیناپایداري را در ورق	رفتار

دکوسنس و همکارانش اثر نیروي واندروالس را بر روي ولتاژ 	].6نمودند [
ناپایداري در نانولوله کربنی بر پایه عملگرهاي میکرو الکترومکانیکی انجام 

]. رهایی فرد و همکارانش خیز و ناپایداري استاتیکی میکرو تیرهاي 9دادند [
ها در شده ارائه دادند. آنکوپل تنش اصلاحدو سر درگیر را بر اساس نظریه 
مولکولی را نادیده گرفتند و تنها اثر نیروي این مطالعه اثرات نیروهاي بین

. اثر نیروي واندروالس ]10[الکترواستاتیک را در معادلات خود اعمال نمودند
توسط طادي و همکارانش بر نانو تیرها با استفاده از تئوري کوپل تنش مورد 

ها در مدل خود از اثرات نیروي محوري و کشش صفحه قرار گرفت.آنبررسی
	].11میانی نانو تیر صرف نظر کردند [

																																																																																																																																											
1-	Atomic	Force	Microscopy	
2-	Micro	Mirrors
3-	Grating	Light	Valves
4-	Shouting	Method		

اي به بررسی دومین پدیده مهم در در ادامه پس از ذکر مقدمه
شود.هاي میکرو الکترومکانیکی پرداخته میسیستم

لین ، واردکردن مشتقات کرنش در رابطه انرژي کرنش براي اوایده اصلی
] ولی براي مدت زیادي رابطه 12شده است [و اویلر ارائه	بار توسط برنولی

برادران کوسرات .ها موردتوجه محققان قرار نگرفتشده توسط آنارائه
براي اولین بار فرمولاسیونی براي تأثیرات گرادیان کرنش در روابط ]13[

لذا برادران الاستیسیته بیان کردند و مفهوم کوپل تنش را بیان کردند؛
(سه  کوسرات در بیان رفتار مواد اقدام به در نظر گرفتن شش درجه آزادي 
.درجه آزادي جابجایی و سه درجه آزادي دورانی) در هر نقطه از جسم نمودند

میندلین با واردکردن مشتقات مرتبه دوم کرنش در فرم خطی 1965در سال 
ه الاستیسیته گرادیان جدیدي از نظریسازي شده از نظریه کوسرات، فرم 

. محققان زیادي از نظریه گرادیان کرنش براي تحلیل ]14[کرنش را ارائه کرد 
بینی رفتار مواد در اند، ولی کاربرد این نظریه در پیشرفتار مواد استفاده کرده

مقیاس میکرو است. مطالعات تجربی نشان داده است که وقتی ابعاد جسم در 
بینی رفتار مواد الاستیسیته کلاسیک قادر به پیشمقیاس میکرو باشد نظریه 

رو با توجه به گسترش روزافزون کاربرد مواد در ابعاد میکرو، نخواهد بود. ازاین
بینی رفتار هاي الاستیسیته غیرکلاسیک براي پیشبسط و گسترش نظریه

اینکه نظریه رسد. با توجه بهمواد در مقیاس میکرو ضروري به نظر می
الاستیسیته گرادیان کرنش با واردکردن طول مشخصه ماده در معادلات 

گیرد، نتایج متفاوتی نسبت به ساختاري خصوصیات ماده را نیز در نظر می
	به	نسبت	هااتم	بین	خالی	فضاي	نانو ساختارها،	هاي کلاسیک دارد. درنظریه

	طول	گرفت ضمناً،توان آن را نادیده نمی	و	بوده	توجه	شایان	ابعاد نانو ساختار

باشد. می	هاآن	خارجی	مشخصه	طول	در مرتبه	داخلی نانو ساختارها	مشخصه
	براي	پیوسته کلاسیک	محیط	مکانیک	نظریه	از	استفاده	توجیه	بنابراین

	مبهم	است،	استوار	پیوستگی	برفرض	اساساً	که	نانو ساختارها	سازيمدل

	هاينظریه	از	کلاسیک	نظریه	بجاي	محققین	برخی	ابهام،	رفع این	براي	.باشدمی

	حد	(در	کوچک	ابعاد	توانند تأثیراتمی	که	غیر کلاسیکی	محیط پیوسته
برند. نظریه می	بهره	بگیرد،	نظر	در	را	نانو ساختارها	ذاتی	ناپیوستگی	و)نانومتر

	که	است	غیر کلاسیک	محیط پیوسته	هاينظریه	از	یکی	گرادیان کرنش،
	مشخصه	معادلات	در	مادي	محیط	پیوستگی	عدم	و	هاي کوچکمقیاس	تأثیرات

است. دومین پدیده ایجادشده در مقیاس نانو وابستگی 	شده	لحاظ	نظریه	این
باشد. در نظریه گرادیان کرنش برخلاف آنچه در اندازه مشخصات مادي میبه

شد تنش علاوه بر کرنش به گرادیان کرنش نیز مکانیک کلاسیک بیان می
در نظریه گرادیان کرنش با استفاده از اصل مینیمم وابسته است. روابط جدید 

در نظریه گرادیان کرنش پارامتري به .شده استانرژي پتانسیل کل استخراج
دهد شود که ماهیتی آماري داشته و نشان مینام پارامتر اثر طول معرفی می

که رفتار ماده در مقیاس میکرومتر به ابعاد ماده بستگی دارد، این موضوع در 
بیان ظریه الاستیسیته کلاسیک به دلیل نبود این پارامتر در معادلات قابلن

آمده در دستنبود. باید توجه داشت در غیاب پارامتر اثر طول معادلات به
شده در مکانیک کلاسیک تبدیل نظریه گرادیان کرنش به همان معادلات ارائه

هاي بزرگ ماده شود. این ضریب باید در معادلات غیرخطی و تغییر شکلمی
ها در ابعاد نانومتر است و ظاهر شود. بطورکلی مواد نانو چون ساختار آن

دهد که رفتار مواد در ابعاد میکرومتر و نانومتر به مشاهدات تجربی نشان می
شود) در ابعاد بستگی دارد لذا پارامتر اثر ابعاد (که به آن اثر طول نیز گفته می

مواد در ابعاد نانومتر بایستی لحاظ گردد. در معادلات تغییر شکل الاستیک
کاربردهاي مهندسی اثر ابعاد ماده اهمیت به خصوصی دارد.
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هاي اندازه را در سازهنظریه کلاسیک، قابلیت توصیف رفتار وابستگی به
هاي غیرکلاسیک همانند الاستیک غیر بسیار کوچک ندارد بنابراین نظریه

نظریه تنش کوپل ٬]17[ریه گرادیان کرنشنظ٬]16[، تنش کوپل]15[موضعی
هاي اخیر براي در نظر گرفتن اثر اندازه و غیره در سال]18[شدهاصلاح

پیشنهادشده است. براي حضور پارامتر اثر طول در معادلات معمولاً از نظریه 
شود. مطالعات بر روي نتایج پارامتر اثر طول ماده استفاده می]13[کوسرات 

فلزات در ابعاد میکرومتر (با ساختار نانومتري) توسط فلک و در عمل بر روي 
	1994همکارانش در سال  پس توسط محققین دیگر شروع شد و ازآن]19[

توجهی صورت قابلاندازه به]. اثرات وابستگی به22-20شده است [	استفاده
ها بررسیدهد.ها نشان میهاي تغییر شکل میکرو سازهخود را در آزمایش

ان داده است که سختی پیچشی سیم مسی با کاهش یافتن قطر سیم از نش
توجه ]. همچنین رفتار قابل19یابد[میکرومتر سه برابر افزایش می12به 170

هاي ]. در آزمایش23شده است [اثر اندازه در تعدادي از انواع پلیمرها مشخص
4اي مس دیگر با استفاده از تست خمش در مقیاس میکرو، طول مشخصه بر

هاي ]. همه این آزمایش24میکرومتر تعیین شد [5میکرومتر و براي نیکل 
هاي الاستیک ماده دهند که در مقیاس میکرو/نانو ثابتتجربی نشان می

]. لذا براي در نظر گرفتن اثر اندازه 25وابستگی شدیدي به ابعاد سازه دارد [
اثر را دارند همانند هاي مربوطه که قابلیت مدلسازي اینسازه از تئوري

هایی همانند روش دینامیک گرادیان کرنش باید استفاده شود. در مراجع روش
باملکولی و آزمایشگاهی براي اندازه گیري پارامتر اثر اندازه بیان شده است. 

بینی است که در نظر توجه به رفتار آماري پارامترهاي اثر طول، قابل پیش
هاي بزرگ و متعاقباً معادلات تغییر شکلصورتها بهگرفتن تغییر شکل

نمایند.ها حاصل میتري را براي میکرو سازههاي مناسبغیرخطی جواب
باشد. اثر لایه سطحی میاثر دیگر در مقیاس نانو وجود اثرات لایه

توجهی است که روي پاسخ مکانیکی و فیزیکی هاي قابلسطحی یکی از پدیده
پی بردند که مدول یانگ در نانو ]26[دارد. هی و لیله ها تأثیر زیادينانو سازه

توجه توجهی به اثرات لایه سطحی دارد که تأثیر قابلساختارها وابستگی قابل
کند. این پدیده در ها در مقیاس نانو را تائید میاین پدیده بر روي رفتار سازه

-27ه است [نظر شدشده اما در این مطالعه از اثر آن صرفمراجع زیر بررسی
29.[

هاي زیادي براي حل عددي مسائل، بعنوان هاي اخیر پیشرفتدر سال
مان و مکان که منجر به حل نمونه معادلات دیفرانسیل وابسته به ز

روش گرفته است. هی شوند انجامهاي معادلات خطی با بعد بالا میدستگاه
] و نشان 30ارائه نمود [1998را براي اولین بار در سال 	پریشیدگی هوموتوپی

کلاسیک مزیت دارد و حدس اولیه پریشیدگیداد که این روش جدید بر روش 
هاي مجهول آزادانه تقریب زده شود، که این مقادیر ثابت را تواند با ثابتمی
ن آمده از ایهاي بدستهاي زیادي تعیین کرد و نیز تقریبتوان با روشمی

براي مقادیر بزرگ تنها براي مقادیر کوچک از پارامتر پریشیدگی بلکهروش نه
نیز داراي اعتبار است. در بخش چهارم نحوه کارکرد این روش بیشتر توضیح 

شود از این روش در تحلیل ناپایداري طور که مشاهده میشده است. همانداده
].33-31شده است [کشیدگی نانو تیرها استفاده 

مقاله حاضر حل معادلات حاکم بر نانو تیر دو سر درگیر براي تعیین در
پارامترهاي ناپایداري ازجمله ولتاژ رهاشدگی نانو تیر بر اساس نظریه 

ها در گیرد. به دلیل اهمیت برخی پدیدهالاستیسته گرادیان کرنش انجام می
بر روي وأمان صورت تبهمقیاس نانو به مطالعه اثر اندازه و نیروي واندروالس 

پرداخته پریشیدگی هوموتوپیروش ها با استفاده از ناپایداري این سیستم
و نتایج حاصله با روش عددي و مراجع مقایسه شده و تطابق بسیار شود می

در ضمن تأثیر اثر اندازه، بر روي ولتاژ ناپایداري در شده است.خوبی حاصل
توان گفت این شده است و میهاي کلاسیک و کوپل تنش ارائهمقایسه با مدل

حل مسائل نانو تیر در پریشیدگی هوموتوپیتحقیق براي اولین بار با روش 
ه طور که مشاهدگیرد. همانمقیاس نانو را با نظریه گرادیان کرنش به کار می

، ]2[شود بررسی پدیده ولتاژ ناپایداري با حضور نیروي مولکولی واندروالسمی
همراه با اثر اندازه توسط نظریه گرادیان کرنش در تحقیقات قبلی براي مسائل 

نشده است، لذا در این مقاله، نظریه گرادیان کرنش نانو تیر دوسر درگیر انجام
روي پارامترهاي ناپایداري نمزهاي تیر شود تا اثرات اندازه بر به کار گرفته می

] هاي ] رفتار ناپایداري کششی سیستم34،35شکل بررسی شود. در مراجع 
شده با صرفنظر از اثر کشش میکرو /نانو با استفاده از تئوري تنش کوپل اصلاح

که در این مقاله تئوري گرادیان اي مطالعه شده است. درحالیمیان صفحه
اربرده شده است که در آن سه پارامتر مقیاس طول کشده بهکرنش اصلاح

داخلی وجود دارد و همچنین کشش صفحه میانی نانو تیر در ساختار مدل در 
شده است.نظر گرفته

تئوري گرادیان کرنش-2
با توجه به نظریه گرادیان کرنش غیرخطی پیشنهادشده توسط لام و 

شده از مواد در محیط تشکیلUشده ، انرژي کرنش ذخیره]17[همکارانش 
) 6) تا(1صورت رابطه(الاستیک خطی به همراه تغییر شکل بسیار ناچیز به

	شود:نوشته می

)1(	1
2

(1) (1)s e g t h cæ ö= + + +ç ÷
è ø

s s
ij ij i i ij ijijk ijkU p m	

)2(	( )1
2 , ,e = +ij i j j iu u	

)3(	,g e=i mm i	

)4(	

1
3

1 2
15

2

2

h e e e

d e e

d e e

d e e

= + +

- + +

+

+ +

jk i ki j ij kijk

ij mm k mk m

jk mm i mi m

ki mm j mj m

(1)
, , ,

, ,

, ,

, ,

( )

[ ( )

( )

( )]

	

)5(	1
2 ,c =s

ij jkl l kie u	

) (1در معادلات  csو hijk(1)و giو iu) پارامترهاي 6) تا 
ij وdij و

ijkeجایی، بردار گرادیان انحراف، تانسور دهنده بردار جابهبترتیب نشان

گرادیان کششی انحراف، تانسور گرادیان چرخشی متقارن، دلتا کرونکر و نماد 

sباشند. همچنین جایگشت می ij وip (1)وt ijkوs
ijmهاي کوشی و تنش
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بردار گرادیان انحراف و پارامترهاي مقیاس طول ماده هستند که بستگی به 
تانسور گرادیان کششی انحراف و تانسور گرادیان چرخشی متقارن دارند.

	. معادله حاکم غیرخطی3
نانو 	هايسیستم	در	باشدمی	جذبی	ناپایداري	معروف به	که	ذاتی	ناپایداري	یک

	الکترود	دو	از	طورکلیبه	نمز	سوییچ	یک	.دارد	الکترومکانیکی (نمز) وجود

	و	الکترودها ثابت	این	از	یکی	که	است	شدهتشکیل	الکتریسیته	جریان	رساناي
	نیرو	ایجاد	باعث	الکترود	دو	بین	پتانسیلاختلاف	.دارد	حرکت	توانایی	دیگري

	سمت	به	آن	مکان	تغییر	و	بالایی	الکترود	حرکت	درنتیجه	و	دو الکترود	بین

	زیاد	صفحه	دو	بین	پتانسیلاختلاف	کههنگامی.شودمی	پایینی	ثابت	الکترود

	بسیار	الکترود	دو	بین	يو فاصله	شده	زیاد	متحرك	الکترود	مکان	تغییر	شود،می

شود می	زیاد	غیرخطی	طوربه	الکترواستاتیکی	شود. در این زمان نیرويمی	کم
	ولتاژ	یک	در	تا	شودمی	زیاد	خطی	صورتبه	الاستیک نانو تیر	نیروي	کهدرحالی

کنند. در این زمان 	بالانس	را	همدیگر	و	شده	برابر	دونیرو	این	مقدار	مشخص
	حالت	این	که درطوريرسد بهمی	حالت تعادل	به	وضعیت	یک	در	بالایی	الکترود

	شود.رها می	پایین	الکترود	سمت	به	بالایی	متحرك	تیر	ولتاژ، نانو	افزایش	باکمی

شود. می	مسیست	در	ناپایداري	ایجاد	باعث	که	است	ولتاژي	جذبی	ولتاژ ناپایداري
	گرفته	نظر	در	تیر	صورتبه	بالایی	متحرك	اکثراً الکترود	است که	ذکر	به	لازم

	ناپایداري	يپدیده	پارامترهاي	سوییچ،	مکان	تغییر	و	ولتاژ	حالت	این	شود. درمی

	ولتاژ	بین	باید	عمل	در	که	است	لازم	نکته	شود. ذکر اینمی	نامیده	جذبی

	به	تنها	استاتیک	حالت	.تفاوت گذاشت	دینامیک	و	استاتیک	جذبی	ناپایداري
	گرفته	تیر نادیده	حرکت	اینرسی	اثر	و	است	الکترواستاتیک	نیروي	وجود	دلیل

و 	شودمی	وارد	سیستم	به	آرامیبه	ولتاژ	که	شودمی	فرض	حالت	این	در	شودمی
	دینامیکی	جذبی	ناپایداري	ولتاژ	در	کهشود. درحالیمی	زیاد	کمکم

	دارد	آن	در	بسزایی	نقش	تیر	اینرسی	و	ایجادشده	طور ناگهانیبه	پتانسیلاختلاف

	است	استاتیکی	حالت	از	ترپایین	ولتاژ معمولاً	این	که	است	دلیل	همین	به	و

	مکان	تغییر	الکترود متحرك	استاتیک،	حالت	به	نسبت	تريپایین	ولتاژ	در	یعنی

.کند	پیدا	تماس	پایینی	سطح	با	کهطوريبه	باشد	داشته	تواندمی	بزرگی

	تا	برسند	جذبی	ناپایداري	از	بالاتر	ولتاژي	به	باید	هاسوییچ	که	است	واضح
	کار	ايمحدوده	در	باید	نوسانگرها	دیگر	طرف	از	وصل کنند	را	جریان	بتوانند

.باشند	برخوردي نداشته	پایینی	ثابت	الکترود	به	که	کنند

باشد. در اینجا تیري با دهنده یک نانو تیر دو سر درگیر مینشان1شکل 
شده است. بر اساس در نظر گرفتهHو ضخامت Bو عرض Lمشخصات، طول 

) بیان 10صورت رابطه(جایی بهنظریه مدل تیر اولر برنولی میدان جابه
گردد:می
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به ترتیب مدول یانگ و ممان اینرسی حول Aو Iو E) 20(در معادله 
باشند. با در نظر گرفتن توزیع نیروهاي و سطح مقطع تیر نانو میYمحور 

الکترواستاتیک و واندروالس بر واحد طول تیر (نیروي الکترواستاتیک و 
بدست ) 21(صورت رابطه شده توسط این نیروها بهواندروالس) کار انجام

آید:می

)21(	( )
0

é ù= ë ûò f + f
L

elec vdWV w X dX	

δکه در آن δ(U-V)=0صورت همچنین با استفاده از اصل همیلتون به

دهنده نماد تغییرات است معادله دیفرانسیل تغییر شکل سیستم نشان
آید:بدست می) 23) و (22و عرضی بصورت رابطه (صورت طولی به

)22(

)23(	f + f

¶ ¶ ¶
+ + - ´

¶ ¶ ¶
¶ ¶ ¶

+ =
¶ ¶¶¶ ¶ ¶

- + + - ´
¶ ¶ ¶

¶ ¶ ¶ ¶
+ +

¶ ¶ ¶¶
¶ ¶

- =
¶ ¶

elec vdW

u wN S S
X X X

u w
X XX u wN S S

X X X
u w w
X X XX

w wS S
X X

2
3 4

2
2

2
2

3 4
2

2
2
4 6

1 24 6

1[ ( ( ) )
2

1( ( ) )] 0 ,
2

1{[ ( ( ) )
2

1( ( ) )] }
2

%

%	

باشد:)  می24صورت رابطه (مرزي براي تیر دو سر درگیر نانو بهشرایط 

)a24(	
=

= =

¶ ¶ ¶
+ =

¶ ¶ ¶ X L

u u L
u w

X X X
2

0,

(0) ( )
1( ( ) ) 0,
2

	

	( ) ( ) ( ) ( )¶ ¶
= = = =

¶ ¶

w w L
w w L

X X
0

0	

)b24(( ) ( )¶ ¶
= =

¶ ¶

w w L

X X

3 3

3 3

0
0

اي براي تیر نازك، نیروي جذب همچنین با تصحیح اثرات لبه
.]18[شود) نوشته می25(صورت رابطه ) به23(رابطه الکترواستاتیک در 

)25(	
( )2

2
0

2

( ( ))(1 0.65 )
( )

e -
= +

-
felec

BV g w X
Bg w X

	

2در معادله بالا 1 2C N m- -12
0 8.854 10e -= گیري واحد اندازه´

فاصله gشده به نانو تیر و ولتاژ اعمالVشود. الکتریسیته در خلأ نامیده می
باشد و نیروي، واندروالس طبق اولیه بین الکترودهاي ثابت و متحرك می

]19[	آید:) بدست می26رابطه (

)26(	
( )( )36p

=
-

vdW
ABf

g w X
	

1ms-cثابت پلانک وAکه  82.998 10= باشد. باید سرعت نور می´
توجه داشت که نیروي واندروالس معمولاً براي فواصل کمتر از ده نانومتر مؤثر 
است در این حالت نیروي جاذبه واندروالس بین دو صفحه الکترود وابسته به 

.]7[	معکوس توان سوم فاصله جدایی بین صفحات است

بررسی نانو تیر دو سر درگیر- 3-1
توان ) میa24کردن شرایط مرزي (معادله ) و با لحاظ22با حل معادله (

نشان داد که:

)27(	

¶ ¶
+ + - ´

¶ ¶
¶ ¶ ¶

+ = +
¶ ¶ ¶¶

¶
ò
L

u wN S S
X X

Su w N w
X X

dx
XX L

2
3 4

2

0

2
2 3

2

1( ( ) )
2

1( ( ) )
2

( )
2

%

%
	

0توان رابطه در مورد نانو تیر می 1 2= = =l l l l را براي کاهش
پارامترهاي اثر اندازه و راحتی بحث بر روي نتایج در نظر گرفت. با این فرض 

علاوه این فرض کمک یابند. بهسه پارامتر اثر اندازه به یک پارامتر کاهش می
کند که پارامتر اثر اندازه از طریق نمودارهاي ساده توضیح داده شود بدون می

زیاد دچار ابهام گردد. همچنین این فرض باعث آنکه خواننده با پارامترهاي 
تر نتایج آزمایشگاهی را با نتایج تئوري گرادیان کرنش شده که بتوان راحت

هاي از طریق روشlمقایسه کرد. از سوي دیگر تعیین یک ثابت 

0گیري سه ثابت (تر از اندازهآزمایشگاهی آسان 1 2, ,l l lباشد.) می
wو x=X/Lبا جایگذاري  w g/=) و استفاده از رابطه 23در رابطه (

) به 28صورت رابطه (توان بهبعد براي نانو تیر را می) معادله حاکم بی27(
دست آورد:

)28(	
( ) ( )

h

a b gb

- - + =

+ +
-- -

ò
d w d w dw d wD D N dx

dxdx dx dx

1 w xw x w x

14 6
2

1 24 6
0

3
3 2

2
[ ( ) ]

2

( ( ))1 ( ) 1 ( )

	

) و نیز وجود 28هاي نیرو در معادله (باید توجه داشت که وجود عبارت
عبارت انتگرال باعث غیرخطی بودن معادله شده که جواب دقیق نخواهد 

شود در معادله تکینگی خواهیم داشت ولی 	w=1داشت. در ضمن وقتی 
نخواهد شد زیرا قبل از آن ناپایداري w=1وقت باید توجه نمود که هیچ

) و این تکینگی ازلحاظ فیزیکی غیرممکن خواهد w>1اتفاق خواهد افتاد (
آید:) به دست می29صورت رابطه (در ضمن شرایط مرزي نیز بهبود.
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)a29(	( ) ( ) ( )0 0 0 0¢ ¢¢¢= = =w w w 	

)b29(	( ) ( ) ( )¢ ¢¢¢= = =w w w1 1 1 0 	

که:

	
)30(	( )

l

e
h a b

p

m
g d l

n

d l d

= = =

= = = =
+

= = + =

BV Lg ABL
H g EI g EI

g A l H
B EI H L

NLN D 1 D
EI

2 44
2 0

3 4 3

2 2

2 2
1 2

6( ) , , ,
6 2

60.65 , ( ) , ,
1

53 7, ,
15 30

%

	

باشد. بعد براي تیرهاي دو سر درگیر نانو می) معادله حاکم بی28معادله (
0اگر  1 20, 1= = =l l l باشد به روابط حاکم بر تیر طبق نظریه کوپل

0و با فرض ]13[تنش 1 2 0= = =l l l به معادله حاکم در نظریه کلاسیک
.]19،36[رسیممی

حل معادلات حاکم-4
ازآنجاکه معادله حاکم بر نانو تیر غیرخطی بوده از روش مبتنی بر روش 

باشد که بعد شود. اساس کار آن بر پایه روش گالرکین میتحلیلی استفاده می
	.]37[شودحل میمعادلهپریشیدگی هوموتوپیسازي با استفاده از روش از ساده

شده است. براي حل، روش گالرکین براي حذف کردن بعد موقعیت استفاده
wصورت تابع خیز تیر را به af=کنیم بهتر است تابع فرض میf بتواند

تمامی شرایط مرزي را ارضا کند اگر چنین نیز نباشد در ادامه سایر شرایط 
مرزي در روابط اعمال خواهد شد.

)31(	f
f

¶ ¶ ¶
=

¶ ¶ ¶
w w
x x

	

f=wبا جایگذاري  a) (28در معادله  ) رابطه 31) و استفاده از رابطه 
آید:) بدست می32(

)32(	( ){ }

f f f

a b
g f

f f

f
h- -

+ -

- -

+

- - =

ò
d d d

a a N
dx dx dx

a
a a

dD D a dx
dx

1
3 2

1 2
0

4 6 2
[

4 6 2

3 1 1
3 21 1

( ) ]

0
( ) ( )

	

)) را در تابع32حال طرفین معادله( )f x ضرب کرده و با توجه به دامنه

)):33گیریم(رابطه(بعد مسئله از صفرتا یک انتگرال میبی

)33(	

f f
f f

f f f
f h f

a f bf
g f

f f
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dx (1 (1 ))dx 0
(1 ) (1 )

	

آید:) بدست می34سازي رابطه (با ساده

)34(	

a f

f
bf

g f
f
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-

- + - =
-
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ò

ak D ak D a k ak dx
a
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a

1
3 3

1 1 4 2 3 2 3
01

2
0
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(1 (1 a )) 0
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) ik=) ضرایب 34که در رابطه  i, ) و با 35صورت رابطه (به1,2,3,4
زء و اعمال شرایط مرزي به دست جاستفاده ازقاعده روش انتگرال جزءبه

آیند:می

)35(	

f f
f

f ff
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h f f h

f ff
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که برخی از شرایط مرزي را fبراي نانو تیر دو سر درگیر تابع انتخاب 

شود:) در نظر گرفته می36صورت رابطه(کند بهارضا می

)36(	

f c c
c c

c c
c c

= - -
-

-
-

x x

x x

cosh( ) cos( )
cosh( ) cos( )( )(sinh( ) sin( ))
sinh( ) sin( )

	

4.730040745cکه  پریشیدگی هوموتوپیاصل باشد. با توجه به می=
) را خواهیم داشت:37رابطه (

)37(	

a f
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f f f

f
h
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+ =
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.]38[صادق است	پریشیدگی هوموتوپیاصل) براي 38رابطه (
-¢	. الف)38( - + + =p L a L a p L a N a(1 )[ ( ) ( )] [ ( ) ( )] 0	

=. ب)38( + =A a L a N a( ) ( ) ( ) 0

پارامتر جداکننده p. ب) و 38حدس اولیه براي تابع (a¢)38در رابطه (
گیرد، حل شامل است. به این معنا که زمانی که این پارامتر مقدار صفر می

حل خطی معادله بوده و با افزایش مقدار آن به سمت عدد یک، حل دقیق 

). همچنینÎp[0,1]که طوريشود، بهمعادله غیرخطی حاصل می )A a

Nعملگر دیفرانسیلی،  a( Lقسمت غیرخطی و( a( ، قسمت خطی رابطه (
آید:) بدست می39. الف) رابطه(38سازي رابطه (باشد. با ساده. ب) می38(

)39(	( ) ( ) [ ( ) ( )] 0¢ ¢- + + =L a L a p L a N a 	

کوچک همان پارامتر pپارامترپریشیدگی هوموتوپیروش در
طور که مشخص است زمانی که شود. هماننظر گرفته میدرپریشیدگی

. ب) 38یابد، حل از قسمت خطی معادله (از صفرتا یک افزایش میpپارامتر 
f=wکند. ازآنجاکهتا جواب دقیق آن تغییر پیدا می a فرض شده بود

و از روش شده صورت بسط تیلور توسیع دادهبهaبنابراین پارامتر مجهول 
شود. میاستفادهپریشیدگی

)40(	2 3 6
0 1 2 3 6....= + + + + +a a pa p a p a p a	

Nقسمت غیرخطی ( a( شده که براي نمونه بسط داده8) نیز تا مرتبه (
) آورده شده است.41آن به فرم رابطه (قسمتی از 

)41(	
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	آید که:) بدست می39) در رابطه (41و 40با جایگذاري (

)42(	
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را برابر صفر قرار داده و درنهایت به pهاي یکسان حال ضرایب توان
رسیم:) می43معادلات (

)43(	

¢- =

¢+ + =

¢+ =

¢ ¢¢+ + =

P L a L a
P L a L a N a
p L a N a

P L a N a N a a

0
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: ( ) ( ) 0,
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: ( ) (a ) 0,

1: ( ) (a ) ( )( ) 0, ...
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صورت مستقل حل و پاسخ در معادله بعدي هر معادله از معادلات بالا به
0شده و به همین صورت برخی ضرایب قرار داده 1 6, , ...a a a مطابق روابط

بدست a)،40در رابطه (p=1آیند. با قرار دادن پیوست به دست می
	.آیدمی

)44(	a a a a a a0 1 2 3 6...= + + + + +	

	نتایج-5
محیط پیوسته، در این قسمت به مقایسه نتایج حاصل از نظریه کلاسیک

شود. در قسمت اول گرادیان کرنش پرداخته میشده و تنش کوپل اصلاح
اثر نیروي واندروالس صرفنظر شده و نتایج حاصل با نتایج موجود ) از2(شکل 

شده است. همچنین در این در مراجع مقایسه شده و تطابق خوبی مشاهده
هاي موجود در مراجع و نتایج قسمت ارزیابی نتایج این مقاله بار دیگر با روش

، تنها به بررسی تأثیر 4شده است. سپس در قسمت دوم در شکل متجربی انجا
نظر شده است. شده و از اثر نیروي واندروالس صرفپارامتر اثر اندازه پرداخته

در این شکل، براي بررسی اثر اندازه نظریه گرادیان کرنش مورداستفاده 
ه اثر اندازه نادید4، برخلاف نمودار شکل 5قرارگرفته است. در شکل 

شود. همچنین در قسمت شده و تنها اثر نیروي واندروالس بررسی میگرفته
شده که سوم نتایج به بررسی اثر توأم نیروي واندروالس و اثر اندازه پرداخته

براي این منظور از نظریه کلاسیک محیط پیوسته و نظریه تنش کوپل 
شده است.شده و نظریه گرادیان کرنش استفادهاصلاح

:یسه با نتایج موجود در مراجعمقا- ١-۵
پریشیدگی ، مقایسه نتایج بین روش 2براي بازبینی بهتر نتایج در شکل 

، براي یک ]10[و نتایج حاصله توسط رهایی فرد و همکارانش هوموتوپی
میکرو عملگر دو سر درگیر موردبررسی قرار گرفت و نتایج حاصله تطابق 
بسیار خوبی نشان داد. در این شکل اثر نیروي واندروالس در نظر گرفته نشده 

آمده است. ضمناً در این 1است و مشخصات نانو تیر مدل شده در جدول 
شده است. مقایسه نتایج ولتاژ شده استفادهمطالعه از تئوري کوپل تنش اصلاح

ر دوسر درگیر براي نانو تی	هاي حل مختلف و نتایج تجربیکشش توسط روش
شده است. بیان3شده، در جدول ارائه2که مشخصات هندسی آن در جدول 

، دلیل 2باید دقت کرد که با توجه به هندسه و مشخصه مادي تیر در جدول 

باشد زیرا می2Dشده مقدار کوچک استفاده از تئوري تنش کوپل اصلاح

2باشد (تقریباً صفر می2وجود در جدول مقدار آن با توجه به ابعاد م 0»D .(
پریشیدگی هوموتوپی براي حل معادلات حاکم براي نشان دادن قابلیت روش 

3] در شکل 41[در تئوري گرادیان کرنش بار دیگر قابلیت این روش با مرجع 
وطول mm4در این بررسی پهناي نانو تیر .مورد بررسی قرار گرفته است

دهد که روش درنظر گرفته شده است. نتایج نشان میmm6/17مشخصه 
مذکور قابلیت مناسبی براي حل معادلات حاکم براي تئوري گرادیان کرنش را 

را براي پریشیدگی هوموتوپیمقایسه این نتایج، صحت روش حل .داراست
بعنوان روش تواند دهد و این روش میمسئله نانو تیر دو سر درگیر نشان می

هاي الکترومکانیک مورداستفاده قرار گیرد. قبول در محاسبات سیستمقابل
حال در ادامه به بررسی اثر اندازه و نیروي واندروالس براي چند حالت دیگر 

پردازیم.می

صورت مجزا:اثرات اندازه بهبررسی نیروي واندروالس و- 5-2
وابستگی به اثر اندازه در غیاب نیروي واندروالس-1- 5-2

باشد. در این در ابعاد میکرو صرفنظر از اثر نیروي واندروالس معمول می
قسمت با استفاده از نظریه گرادیان کرنش به مطالعه اثر اندازه پرداخته و از 

)شودنظر میمولکولی صرفاثر نیروهاي بین )3 0a وابستگی ولتاژ 4. شکل =

)پولین در یک تیر دو سر درگیر را به اثر اندازه )dدهد.نشان می

مطابق این شکل تغییرات ولتاژ پولین بدون بعد با پارامتر اثر اندازه 
شود. می	bPIباعث افزایشdصورت تقریباً خطی است و افزایش به

در میزان ولتاژ hهمچنین این شکل اهمیت تأثیر در نظر گرفتن پارامتر 
طور که مشخص است ازآنجاکه دهد. همانخوبی نشان میناپایداري را به

سختی نانو عملگر وجود این پارامتر در معادلات حاکم نانو تیر باعث افزایش
رود با در نظر گرفتن آن، نانو عملگر خیز کمتري را در شود، انتظار میمی

مقابل تغییرات ولتاژ از خود نشان دهد و درنتیجه میزان ولتاژ ناپایداري 
بیشتري داشته باشد.

,64جایی (نمودار خیز تیر برحسب جابه2شکل  0b = =N(

])10(مرجع [2شده در شکل پارامترها و ثوابت الاستیک استفاده1جدول 
	پارامتر هندسی 	 	ثوابت الاستیک

g/B	 l/H	 η	 D1 	 D2 	 	 E	 μ(GPa)	 ν

2/0 	 33/0 	 24	 47/1 	 0	 	 49/98	 68/34 	 42/0 	
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وابستگی به نیروي واندروالس در غیاب اثر اندازه- 2- 5-2
شود، لذا از نظریه محیط پیوسته در این قسمت از اثر اندازه صرفنظر می

2شود (کلاسیک استفاده می 0=D1و 1=D اثر نیروي 5). در شکل
/واندروالس بر روي ولتاژ پولین در یک نانو تیر دوسرگیردار با  0.1=g B

مشخص است. با افزایش طور که از این شکلشده است. هماننشان داده
یابد. کاهش میbPI، مقدار acpنیروي واندروالس تا مقدار بحرانی خود 

معنی فیزیکی این پدیده این است که در مقیاس کوچک کلاً نیروي 
که گردد. لازم به ذکر است هنگامیژ پولین میواندروالس باعث کاهش ولتا

برسد، تیر دچار ناپایداري acpمقدار نیروي واندروالس به مقدار بحرانی خود 

توان نتیجه گرفت که در فواصل صفر خواهد شد. میbPIشده و مقدار
تواند باعث واندروالس میبین الکترود ثابت و متحرك، نیروي کوچک

رهاشدگی تیر بدون اعمال ولتاژ بین دو الکترود شود.

تأثیر توأم نیروي واندروالس و اثر اندازه- 5-3
مولکولی توان نشان داد که هر دو عامل نیروي بیندر مقیاس نانو، می

(واندروالس) و اثر اندازه بر روي پارامترهاي پولین تأثیرگذار هستند. لذا در 
مشخص 6طور که از شکل شده است. همانها بررسیاین قسمت اثر توأم آن

یابد؛ اما مطابق این کاهش میbPIاست با افزایش نیروي واندروالس مقدار 
H/شکل مشخص است که با افزایش پارامتر  l) که معادل کاهش اثر اندازه

dتر شدن مقداریابد. در کل با بزرگ) است، ولتاژ ناپایداري نیز کاهش می
/H lنتایج نظریه کلاسیک میل بینی نظریه گرادیان کرنش بهپیش
توان گفت کاهش کند. مینماید، چراکه اثر اندازه به سمت صفر میل میمی

H/ولتاژ ناپایداري با افزایش پارامتر  l به دلیل رفتار کاهشی سختی نانو ،
بینی ولتاژ است و لذا میزان پیشعملگر در معادلات حاکم نظریه کلاسیک 

گفته شد در هر مقدار ناپایداري در آن کمتر خواهد بود. مشابه آنچه در پیش
H/معین پارامتر l میزان ولتاژ ناپایداري با در نظر گرفتن پارامترh بیشتر

است.hاز مقدار ولتاژ ناپایداري بدون در نظر گرفتن پارامتر 
هاي در مقیاس نانو بکارگرفتن گرفت که در سیستمتوان نتیجهمی

تر را به سازنده ها امکان طراحی و ساخت دقیقهاي مناسب و تحلیل آننظریه
خواهد داد که درصورت استفاده ازنظریه کلاسیک به اشتباهات فاحشی منجر 

یک نانو تیر دو بعد شدهتغییرات خیز برحسب طول بی7خواهد شد. شکل
بعد شده نانو تیر را در فاصله دهد محور افقی طول بیدرگیر را نشان می

بعد در دهد. پارامترهاي بیصفرتا یک و محور عمودي خیز تیر را نشان می

3صورت به	شدهنظر گرفته 30a Nو = 0n= 25.91bو = 6hو = =

طور که از این شکل مشخص است میزان خیز یا جابجایی نانو باشند. همانمی
عملگر در تئوري کلاسیک بیشتر از تئوري گرادیان کرنش است. دلیل این 
پدیده وجود پارامتر اثر اندازه در معادلات تئوري گرادیان کرنش بوده که باعث 

شود و باعث شده در یک ولتاژ معین نانو انو تیر میشوندگی در نرفتار سخت
تیر خیز کمتري مشابه باحالت استفاده از تئوري کلاسیک داشته باشد. در هر 

به دلیل افزایش سختی در معادلات حاکم نانو تیر، hحالت وجود پارامتر
یر نیروي واندروالس و گیري بهتر تأثشود. براي نتیجهخیز کمتري مشاهده می

رسم شده است. اثر نیروي 9و 8هاي اي دیگر در شکلگونهاثر اندازه، نتایج به
واندروالس بر ولتاژ پولین بدون بعد و خیز ماکزیمم نانو تیر براي مقادیر 

3مختلف  1a 3و = 30a ست رسم شده ا9و 8به ترتیب در شکل =
ها مشخص است با افزایش نیروي واندروالس، مقدار همانطور که از شکل.

PIbیافته و لذا حداکثر خیز وسط نانو تیر دو سر درگیر نیز کاهش کاهش
سخت سوي کوچک خواص مکانیکی بهیابد. مطابق آنچه گفته شد در ابعادمی

بینی نظریه پیش9و 8در شکل تأمل ] و نکته قابل36شدن پیش رفته [
(نسبت کوچک 	گرادیان کرنش است که مطابق آن در ابعاد کوچک تیر 

H l/ مقدار (PIbآمده دردستشود که با نتایج بهتري نتیجه میبزرگ	

نو هر دهد که در مقیاس نانشان می10شکل .مراجع همخوانی مناسبی دارد
دو پارامتر اثر اندازه و نیروي واندروالس مهم هستند. در این شکل تغییرات 

Hصورت تابعی از ولتاژ ناپایداري به l/شده است. زمانی که ما از نمایش داده
شوند که این اثر اندازه صرفنظر کنیم خطوط افقی بر ولتاژ پولین منطبق می

	ریه کلاسیک ولتاژ ناپایداري نسبت به تغییرات اثر اندازهدهد در نظنشان می

حساس نیست. علاوه بر این با در نظر گرفتن اثر نیروي واندروالس 

3( 30)a Hبا کاهش = l/هاي نانو افزایش ولتاژ ناپایداري در سیستم
Hیابد و کاهش مقدارمی l/ با افزایش اثر اندازه منطبق است. نیز زمانی که

Hپارامتر  l/یابد پارامترافزایش میdکند و به سمت صفر میل می
کند. درنتیجه نتایج تئوري گرادیان کرنش به نتایج تئوري کلاسیک میل می

بر روي نتایج کاملاً مشخص است. با توجه به Nدر این شکل تأثیر پارامتر 
h)) اثر این پارامتر کاملاً مشابه با پارامتر 28معادله حاکم بر نانو تیر (رابطه (

یافته و متعاقباً که با افزایش این پارامتر سختی نانو تیر افزایشباشد. بطوريمی
)اثر نیروي محوري11شکل .یابدناپایداري افزایش میولتاژ  )N روي رفتار

6hمقدارو Nاستاتیکی یک تیر با مقادیر مختلف  دهد. در اینرا نشان می=

]39،40[شده در مرجع پارامترها و ثوابت الاستیک استفاده2جدول 
	ثوابت الاستیک	پارامتر هندسی(میکرومتر)	حالت

	g	H	B	L	ν	
تنش 
	E(GPa)	پسماند

1	1	3	50	250	06/0	0	169	
2	1	3	50	350	06/0	0	169	

با پریشیدگی هوموتوپیمقایسه ولتاژ ناپایداري نانو تیر توسط روش 3جدول 
هاي تجربی و عدديداده

1ولتاژ پولین حالات 
مربوط به2و 

	2جدول
	مرجع	نظریه و روش حل

			نظریه	روش	2	1
			)nm0=lکلاسیک(		10/20	40/39
			)l=65کوپل تنش(		13/20	45/39

20/49	10/25		
کوپل 

			)l=9/950تنش(

27/39	04/20		
پریشیدگی 
هوموتوپی

	)l=65گرادیان(
		

81/67	60/34		
پریشیدگی 
هوموتوپی

	)l=9/950گرادیان(
		

تفاضل 	36/20	13/39
		]]39		l(=0مربعات(

		]]40		l(=0تحلیلی(	10/20	40/39
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Hنمودار تأثیر اثر اندازه 3شکل  l/ روي خیز ماکزیمم

external0.38, 0, 6, 20 , 66.66N L H Fn h= = = = =

نیروي بر روي پارامتر اثر اندازه بدون در نظر گرفتننمودار اثر ولتاژ ناپایداري4شکل 
0واندروالس ( 1 6 0 15= = = = =g / B . , ,N ,L Hh n(

اثر نیروي واندروالس بر روي ولتاژ ناپایداري 5شکل 
)/ 0.1, 6, 0h= = =g B N(

گونه ولتاژي به که هیچشکل رابطه نیروي واندروالس و خیز وسط تیر وقتی
0bشده است (شود بیانسیستم اعمال نمی بین ). در حقیقت وقتی فاصله=

شود نیروي واندروالس تیر دو سر درگیر و بستر به مقدار کافی کوچک می
رسد و تیر به گونه اعمال ولتاژ تحریکی به مقدار بحرانی خود میبدون هیچ

تواند پایدار باشد. چنین دستگاهی نمیکند؛ بنابراین اینبستر برخورد می
ه حاکم نانو تیر براي بمنظور محاسبه مقدار بحرانی نیروي واندروالس معادل

0b اثر نیروي کشش محوري ناشی از تنش را 12شود. شکل حل می=
دهد. در این نشان میN=0و hبراي تیر دو سر درگیر و مقادیر مختلف 

گونه ولتاژي به هیچشکل رابطه نیروي واندروالس و خیز ماکزیمم وقتی

دهد که خیز شده است. این شکل نشان میسیستم اعمال نشده است بیان
ماکزیمم با کاهش نیروي محوري کشیدگی براي یک نیروي واندروالس

افزایش یابد، میزان hیابد. همچنین هرچه پارامترمشخص افزایش می
ایجاد یک جابجایی معین، نیروي واندروالس یافته و براي سختی نیز افزایش

اي دیگر مشابه شکل گونهکه نتایج آن به13در شکل بیشتري موردنیاز است. 
H/صورت تابعی از به	شده تغییرات ولتاژ ناپایداريترسیم10 l نمایش

شده در نظر گرفتهN=0شده است اما در این شکل نیروي محوريداده
0.284nمقدار ضریب پؤاسون است. ضمناً باشد. سایر پارامترهاي می=

24hبعد در این مسئلهبی L=25و = H مشاهده 10است. مشابه شکل
معادلات حاکمامتر اثر اندازه درازآنجاکه پار	شود که در حالت کلاسیکمی
	

هاي مختلف براي اثر اندازهاثر نیروي واندروالس بر روي ولتاژ ناپایداري6شکل
)0 1 6 0 15= = = = =g / B . , ,N ,L Hh n(

	
)L=25Hهاي مختلف (براي اثر اندازهجایینمودار خیز تیر برحسب جابه7شکل 

نمودار خیز ماکزیمم نانو تیر براي مقادیر مختلف ولتاژ اعمالی از صفرتا ولتاژ 8شکل 

3ناپایداري  1, / 0.1, 6, 0, 15a h n= = = = = =g B N L H.
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مستقل از اثر اندازه است. نکته دیگري که بنابراین ولتاژ ناپایداريندارد. وجود 
این است که با افزایش نیروي واندروالس ولتاژ کنداین شکل بیان می

H/یابد؛ اما با افزایش پارامتر ناپایداري سیستم کاهش می l که معادل
) است. در دو حالت وجود یا صفر بودن نیروي dکاهش پارامتر اثر اندازه (

یابد. این شکل بیانگر فتار مشابه کاهش میواندروالس ولتاژ ناپایداري با یک ر
افزایش ولتاژ ناپایداري و افزایش آن است که اثر اندازه باعث افزایش سختی، 

دیگر با افزایش ضخامت نانو تیر وعبارتشود. بهمقاومت الاستیک نانو تیر می
	

نمودار خیز ماکزیمم نانو تیر براي مقادیر مختلف ولتاژ اعمالی از صفرتا ولتاژ 9شکل 

3ناپایداري  30, / 0.1, 6, 0, 15a h n= = = = = =g B N L H.

هاي مختلف نانو تیر نمودار تأثیر اثر اندازه روي ولتاژ ناپایداري براي ضخامت10شکل 
/با مقادیر مختلف بارمحوري 0.1, 6, 0, 15h n= = = =g B L H

نمودار ارتباط بین نیروي واندروالس و خیز ماکزیمم براي بارهاي محوري 11شکل 
.مختلف  g B L H H l/ 0.1, 6, 0, 15 , 2h n= = = = =

یافته و نتایج نظریه گرادیان کاهشثابت بودن پارامتر طول مشخصه، اثر اندازه
تأثیر پارامتر 14شکل .]44- 42[دکنکرنش به نتایج نظریه کلاسیک میل می

/H lدهد. نشان می13شده در شکل را روي خیز ناپایداري نانو تیر بررسی
شود در غیاب نیروي واندروالس طور که در این شکل مشاهده میهمان

)3 0a H/)(کاهش d)، با افزایش اثر اندازه (= l خیز ناپایداري نانو تیر (

3یابد این روند براي حالت دو سر درگیر کاهش می 50a براي تیر دو سر =
) را بر روي dتأثیر اثر پارامتر اندازه (15شود. شکل درگیر نیز مشاهده می

دهد. میولتاژ ناپایداري نانو تیر براي دو مقدار مختلف نیروي واندروالس نشان 
مولکولی واندروالس باشد با افزایش نیروي بینهمانطورکه از شکل مشخص می

از سوي دیگر این شکل بیانگر این ولتاژ ناپایداري در تیر کاهش می یابد. 
ها واندروالس، ولتاژ ناپایداري نانو سازهمولکولیحضور نیروي بیندراست که

تغییرات خیز ناپایداري را 16یابد. شکل )، افزایش میdبا افزایش اثر اندازه (
دهد. نیروي واندروالس نشان میبرحسب تابعی از پارامتر اثر اندازه و حضور 

ر دوسر درگیر با افزایش شود خیز ناپایداري نانو تیطور که دیده میهمان
کند. نتایج بررسی پارامتر اثر اندازه و حضور نیروي واندروالس کاهش پیدا می

دهد که اثر همزمان وجود نیروي واندروالس و اثر اندازه یک اخیر نشان می
اید در ها بوده و  ببراي تعیین پارامترهاي ناپایداري نانو سازهموضوع مهم 

د.هاي تئوري لحاظ گردمدل

گیرينتیجه- 6
شده هاي گرادیان کرنش به همراه نظریه تنش کوپل اصلاحدر این مقاله نظریه

مولکولی و اثر اندازه برهاي بینو نظریه کلاسیک براي مدل نمودن اثرات نیرو

	

نمودار ارتباط بین نیروي واندروالس و خیز ماکزیمم براي بارهاي محوري 12شکل 
,0مختلف  / 0.1, 0, 15 , 2b n= = = = = =g B N L H H l

هاي مختلف نانو تیرنمودار تأثیر اثر اندازه روي ولتاژ ناپایداري براي ضخامت13شکل 
)/ 0.1=g B(
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روي پارامترهاي پولین استاتیکی نانو عملگر مورداستفاده قرار گرفت. موارد 
باشد:زیر از نتایج این تحقیق می

ولتاژ پولین و خیز عملگر دو سر درگیر را نیروي واندروالس §
دهد.کاهش می

مولکولی (واندروالس)، ولتاژ پولین تیر با در غیاب نیروي بین§
	یابدافزایش اثر اندازه افزایش می

هاي کوچک ابعاد تیر به صورتی که این اندازه در اندازه§
ي هامقایسه با اندازه طول مادي باشد با توجه به نتایج نظریهقابل

	توان نتیجه گرفت که شده میگرادیان کرنش و تنش کوپل اصلاح
اثر اندازه یکی از پارامترهاي مهم در طراحی و ساخت نانو عملگر 

	باشد.می
هاي موجود در در قیاس با روشپریشیدگی هوموتوپیروش §

هاي مناسبی بوده و به نتایج حل عددي همگرا مراجع داراي پاسخ
است.

	
هاي مختلف نانو تیرنمودار تأثیر اثر اندازه روي خیز ناپایداري براي ضخامت14شکل 

) روي ولتاژ ناپایداري با در نظر گرفتن نیروي dتأثیر پارامتر اثر اندازه (15شکل 
/واندروالس 1, 0, 20 , 24n h= = = = =g B N L H

) روي خیز ناپایداري با در نظر گرفتن نیروي dتأثیر پارامتر اثر اندازه (16شکل 
/واندروالس 1, 0, 20 , 24n h= = = = =g B N L H

هاي بیشتري بر روي نانو عملگرها نیاز است تا درنهایت آزمایش§
هاي گرادیان کرنش و تنش کوپل هاي نظریهمحدودیت

کرنش و تنش هرحال نظریه گرادیان شده را آشکار نماید. بهاصلاح
شده قابلیت مدل نمودن اثر اندازه را دارد که توسط کوپل اصلاح

نتایج آزمایشگاهی مورد قبول است ولی مدل کلاسیک محیط 
پیوسته چنین قابلیتی ندارد.

پیوست-7
0	)1(پ. 1 0 1 1 2 2 4 0, ( (1/( )) ( ))¢= = - + + -a a a a k D k D k N a	
2	)2(پ. 1 1 1 2 2 4 0(( /( )) ( )), ...¢= + -a a k D k D k N a	

شود.غیرخطی حاصل میهاي همچنین روابط زیر براي ترم
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3 3
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00
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