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باشند هاي دوار، موتورها و ورتورها میها، شفتکنها، خشکتوربیناي دوار داراي کاربردهاي صنعتی نظیر سانتریفیوژها، هاي استوانهپوسته
هايسازهنمونهپرکاربردترینازیکیعنوانبهکامپوزیتیمشبکاياستوانههايرسد. پوستهبنابراین بررسی ارتعاشی آنها ضروري به نظر می

هواپیماسازي،صنایعدروسیعیبطورامروزهخوردگی،بهمقاومتخواصوسبکیبالا،ویژهاستحکامفوایدي همچونبودندارابخاطرمشبک،
هاي مختلف با استفاده گاهگیرند در این تحقیق ارتعاشات آزاد استوانه کامپوزیتی مشبک دوار با تکیهمیقراراستفادهموردو دریاییموشکیصنایع

ها ها استفاده گردید. تقویت کنندهمعادل سازي براي معادل کردن سفتی تقویت کنندهتقریبی -شود. از روش تحلیلیاز بسط سري فوریه ارائه می
باشند. معادلات مربوط به آنالیز به صورت تیر در نظر گرفته شدندکه قادر به تحمل نیروهاي برشی و ممان خمشی نسبت به بار محوري وارده می

اي تعیین فوریه تبدیل استوکس فرکانس ارتعاشات پوسته استوانهتفاده بسط سريشود و با اسارتعاشی برمبناي تئوري ساندرز استخراج می
ها و همچنین نیروي محوري مورد روي فرکانس ارتعاشات بررسی قرار شود. اثر تغییر پارامترهاي هندسی و تغییر در زاویه بین تقویت کنندهمی

.اي مطالعات آتی مورد استفاده قرار گیردتواند به عنوان مبنایی برگرفت نتایج حاضر جدید بوده و می
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Rotating cylindrical shells are applied in different industrial applications, such as gas turbine engines,
electric motors, rotary kilns and rotor systems. So, it is of great interest to conduct some researches to
improve the understanding of vibrational characteristics of rotating cylindrical shells. Grid stiffened
laminated composite cylindrical shells are used as components of aerospace, marine industries and civil
engineering structures. In this research free vibration of rotating grid stiffened composite cylindrical
shell with various boundary conditions using the Fourier series expansion method is presented. Smeared
method is employed to superimpose the stiffness contribution of the stiffeners with those of shell in
order to obtain the equivalent stiffness parameters of the whole structure. The stiffeners are considered
as a beam and support shear loads and bending moments in addition to the axial loads. Strain
displacement relations from Sanders's shell theory are employed in the analysis. Using the Fourier series
expansion and Stokes’ transformation, frequency determinant of laminated cylindrical shells is derived.
The effects of shell geometrical parameters and changes in the cross stiffeners angle and axial loading
on the natural frequencies are investigated. Results given are novel and can be used as a benchmark for
further studies.
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مقدمه1-
نمونه پرکاربردترینازیکیعنوانبهکامپوزیتیمشبکاياستوانهيهاپوسته
بالا، سبکیویژهاستحکامفوایدي همچونبودندارابه علتمشبک،هايسازه

صنایع هواپیماسازي،دروسیعیبطورامروزهخوردگی،بهمقاومتخواصو
مشبکسازهیک.گیرندمیقراراستفادهمورددریاییو موشکیصنایع

تشکیلکههمبهمتصلکامپوزیتیيهاریبقرارگیريحاصلکامپوزیتی
دهند، میرابعديسهیاوبعديدوصورتبهراپیوستهمجموعهیک
الیافازدهند،میسازهبهايشبکهشکلکهها ریبازمجموعهاین. باشدمی

مشبکسازهترتیببدین. اندشدهساختهمستحکموسختچقرمهپوسته

درپذیريانعطافوکموزنینسبتبالا،استحکامداشتندلیلبهکامپوزیتی
داراست. فلزييهاسازهبهنسبتبیشتريکاربردييهاقابلیتطراحی

مناسب در هاي مشبک کامپوزیتی به دلیل راندمان وزنی بالا و عملکردي سازه
گیرند. از جمله ها مورد استفاده قرار میها، فضاپیماها و راکتساخت ماهواره

ها که اتصال بین راکت توان به وسایلی به نام وفق دهندههاي فضایی مینمونه
هاي اولین مطالعات بر روي استوانهکنند، اشاره کرد. و فضاپیما را ایجاد می

.]1[دیده مودهاي گذار را کشف نمود دوار توسط برایان انجام شد که پ
دانشجو و همکاران ارتعاشات آزاد و سرعت بحرانی را در مخروط کامپوزیتی با 
استفاده از تئوري تنش برشی مرتبه اول مورد بررسی قرار دادند و از روش 
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GDQM براي حل معادلات استفاده کردند و به این نتیجه رسیدند که روش
اي را کلاسیک نسبت به تئوري تنش برشی مرتبه اول خطاي قابل ملاحظه

کند. با افزایش نیروي کششی سرعت بحرانی کاهش و اثر بار محوري ایجاد می
مک ارتعاشات .]2[باشد روي سرعت بحرانی مستقل از مشخصات هندسی می

هاي خستگی در پوشش واج گذار پوسته موتور توربین گاز که باعث تركام
هوانگ و .]3[شود را مورد مطالعه و بررسی قرار دادکمپرسور موتور جت می

گاه ساده را مورد اي با تکیههاي استوانهسودل ارتعاشات آزاد و اجباري پوسته
هاي د پوسته. سوزوکی و همکاران ارتعاشات آزا]4[بررسی قرار دادند 

.]5[اي دوار را با استفاده از بسط سري توانی انجام دادنداستوانه
هاي استوانه را با در نظر گرفتن تغییر شکل برشی ایگاوا ارتعاشات پوسته

هاي. لی و کیم ارتعاشات خطی و غیر خطی پوسته[6]مورد بررسی قرار داد 
لی و کیم  اثر شرایط مرزي را .]7[اي دوار را مورد بررسی قرار دادند استوانه

هاي طولی و محیطی هاي کامپوزیتی دوار با تقویت کنندهبر روي استوانه
مورد بررسی قرار دادند. آنها نشان دادند که فرکانس پایه با اضافه کردن 

یابد. فرکانس موج پیش رونده به دلیل اثر ها افزایش میتقویت کننده
طالبی توتی و .]8[پس رونده کمتر استکریولیس از فرکانس طبیعی موج 

هاي طولی و همکاران ارتعاشات ازاد مخروط کامپوزیت با تقویت کننده
محیطی مورد مطالعه قرار دادند و از روش المان مجزا براي معادل سازي 

ها و انرژي  براي تحلیل ارتعاشات استفاده کردند و به این نتیجه تقیت کننده
یین حضور تقویت کننده باعث افزایش فرکانس رسیدند که در سرعت پا

شود و افزایش ضخامت تأثیر قابل توجهی بر روي سازه مخروطی طبیعی می
اثر شرایط 2012. سان وهمکاران در سال ]9[کامپوزیتی تقویت شده ندارد 

هاي دوار با استفاده از بسط سري فوریه  مورد بررسی مرزي را بر روي استوانه
اي را تحت اثر هوانگ و هسو پدیده رزونانس پوسته اسوانه. ]10[قرار دادند 

هاي بزرگ هارمونیک و با در نظر گرفتن شتاب کریولیس و تغییر شکلبار 
هاي دورا . چون و برت آنالیز سرعت بحرانی را بر روي پوسته]11[انجام دادند 

هاي استوانهمهرپرور آنالیز ارتعاشی را بر روي .]12[مورد بررسی قرار دادند 
.]13[دوار از جنس مواد تابعی مورد مطالعه قرار دادند 

ها با کیدانه و همکاران با استفاده از روش معادل سازي تقویت کننده
کمانش پوسته استوانه تقویت شده با آرایش ضربدري و افقی به دست آوردند 

ل شد و سفتی کها با سفتی پوسته جمع میکه درآن  سفتی تقویت کننده
ها روش انرژي براي به دست آوردن بار کمانش آمد. آنپوسته به دست می

هاي استفاده کردند و همچنین تست تجربی کمانش را بر روي پوسته
اي انجام دادند و نتایج حاصل از آن را با نتایج تحلیل مقایسه کردند و استوانه

از تحلیل به این نتیجه رسیدند که توافق قابل قبولی بین نتایج حاصل 
. رحیمی و همکاران اثر پروفیل سطح ]14[وآزمایش حاصل گردیده است 

مقطع تقویت کننده روي مقاومت به کمانش پوسته استوانه مورد با استفاده از 
مصطفی و علی تحلیل .]15[روش اجزاي محدود مورد بررسی قرار دادند

و محیطی با هاي طولی اي با تقویت کنندههاي استوانهارتعاشات پوسته
استفاده از روش انرژي مورد مطالعه قرار دادند. آنها ابتدا انرژي پتانسیل و 

ها را به صورت مجزا محاسبه نموده و به منظور انرژي جنبشی تقویت کننده
هاي مربوط به هرکدام را باهم جمع نموده یابی به معادله انرژي کل ترمدست

.]16[فرکانسی را استخراج کردند و با استفاده از روش ریلی ریتز معادله
هاي مخروطی  تقویت شده با رینگ مسیتوگلو به مطالعه رفتار ارتعاشی پوسته

وودسنبت و همکاران مطالعه پارامتریک روي .]17[و استرینگر پرداختند
اي تقویت شده ایزوگرید با کمک سه روش تجربی هاي استوانهکمانش پوسته

. یزدانی و همکاران رفتار کمانشی ]18[ساندند تحلیلی و عددي به انجام ر
اي را مورد مطالعه قرار دادند. آنها همچنین اثرات هاي مشبک استوانهپوسته

هایی که داراي ضخامت کمتري بودند، مورد تغییر شکل شبکه را در نمونه
بررسی قرار دادند و به این نتیجه رسیدند که براي استفاده بهینه از 

ها نیاز است ک به حداقل چگالی از شبکه تقویت کنندههاي مشبپوسته
. رحیمی [20,19]هاي با شبکه لوزي عملکرد بهتري داشتند وهمچنین پوسته

اي را با استفاده از اي مشبک استوانهو همکاران رفتار ارتعاشات آزاد پوسته
ن . مکلمن و همکارا]21[هاي فوریه مورد بررسی قرار دادندگیري از سريبهره

هاي تقویت شده با تقویت به مطالعه رفتار ارتعاشی و کمانش پوسته
هاي خارج از مرکز پرداختند و نشان دادند که خارج مرکزي تقویت کننده
کهکلیروش تحلیل.]22[ها تأثیر مهمی روي فرکانس طبیعی داردکننده

ارتعاشیمدهايوطبیعیهايمحاسبه فرکانسبرايشودمیارائهاینجادر
باچندلایهولایهتکنازكجدارکامپوزیتمشبکاياستوانههايپوسته
هايپوستهطبیعیهايفرکانستعیینمنظوربه.استمرزي همگنشرایط
روشاست. درشدهاستفادهیافتهتعمیمدقیقحلروشیکازمذکور،

هاي پوستهبرعلاوهکهاستیافتهتعمیمايگونهبهدقیقحلشده،پیشنهاد
نیزرادلخواهمرزيشرایطسایرساده،سردومرزيشرایطبااياستوانه
آنمشتقاتاست کهايفوریههايسريبرمبتنیروشدهد. اینپوشش
جملهازاند.یافتهاعتبارمرزيشرایطدربرگیريجهتاستوکستبدیلبوسیله

بهاياستوانههايپوستهخطیارتعاشاتمربوط بهشدهانجاماخیرتحقیقات
اياستوانههايپوستهارتعاشیرفتاربررسیبهتوانمیروشاینکمک

اشاره نژاد و همکارانتوسط همتمختلفمرزيشرایطتحتارتوتروپ ساده
.]23[کرد 

اي ارئه هاي مشبک دوار  مقالهتاکنون در مورد رفتار ارتعاشی پوسته
هاي تقویت شده دوار  با شرایط رفتار ارتعاشی پوستهنشده است. در این مقاله 

گاهی مختلف مورد بررسی قرار گرفته است و اثر پارامترهاي مؤثر تکیه
ها و سرعت دوران  مورد مطالعه قرار خواهد هندسی و زاویه بین تقویت کننده

گرفت.

معادل سازي سفتی2-
در نظر 1براي به دست آوردن مدل تحلیلی یک سلول واحد را مطابق شکل 

. با فرض آیدگرفته و در عمل کل سازه مشبک از تکرار این سلول به دست می
هاي عمود بر راستاي طولی و عمود بر راستاي طولی ناچیز بودن کرنش

ا در هر هکنندهاي تنها کرنش سطح بالایی تقویتها در هرنقطهتقویت کننده
.]14[شود محاسبه می(1)اي از رابطه نقطه

௫௫ߝ = ௫௫ߝ
 + ௫ߢ

ݐ
2

ఏఏߝ = ఏఏߝ
 + ఏߢ

ݐ
2

௫ఏߝ(1) = ௫ఏߝ
 + ௫ఏߢ

ݐ
2

௫ߝکه 
 ،ߝఏఏ

 ߝو௫ఏ
هاکرنشباشند. اینهاي صفحه میانی میکرنش

هاي از آنجا که کرنشباشند. میهاکنندهتقویتمتوسطهايکرنشهمان 
ها در دستگاه کنندههاي سطح بالایی تقویتکرنش(1)محاسبه شده از رابطه 

هایی در دستگاه موازي با باشد، بنابراین بایستی آنها را به کرنشهندسی می
این امر (2)با استفاده از رابطهها تبدیل نمود.راستاي طولی تقویت کننده

.]14[شودمیمیسر 

(2)൝
߳
߳௧௧
߳௧

ൡ = 
ܿଶ ଶݏ ܿݏ
ଶݏ ܿଶ ܿݏ−

ܿݏ2− ܿݏ2 ܿଶ − ଶݏ
൩ ൝

߳௫௫
߳ఏఏ
߳௫ఏ

ൡ
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௧߳که  ௧௧߳ و ،߳کننده، کرنش عمود به ترتیب کرنش در راستاي تقویت
ܿو کننده و کرنش برشی هستندبر محور تقویت = cos ߠ ݏ  و = sinߠ

.استنسبت به محور استوانهکنندهتیتقوهیزاو

ها در صفحه تقویت کنندهتحلیل نیروها و ممان3-
دهد. با استفاده از رابطه نمودار آزاد نیروهاي وارد برالمان را نشان می2شکل 

ܧو ܣ، ߝدر این رابطه آید.ها بدست مینیروي محوري تقویت کننده(2)

محوري هر تهیسیالاستمدولسطح مقطع و،محوريهاي کرنشبه ترتیب 
کننده هستند.تقویت

ଵܨܽ = ߳ଵܧܣ = ௫௫ߝ(ܿଶܧܣ + ఏఏߝଶݏ − (௫ఏߝܿݏ
ଶܨ(3) = ߳ଶܧܣ = ௫௫ߝ(ܿଶܧܣ + ఏఏߝଶݏ + (௫ఏߝܿݏ

ݔبا تصویر کردن نیروهاي وارد بر سلول و جمع نیروها در راستاي  ، ߠ و
نیروي برشی با جمع اجزاي نیرو در یک طرف .آیدبه دست می(4)روابط 

.]14[آید سلول به دست می
௫ܨ = ଵܨ) + ܿ(ଶܨ
ఏܨ = ଵܨ) + ݏ(ଶܨ

௫ఏܨ(4) = ଵܨ) − ܿ(ଶܨ
و با (4)معادلات و استفاده از(3)در معادلات (1)با جایگذاري معادلات 

ها نیروها بر واحد تقسیم نیروهاي به دست آمده بر واحد طول هریک از لبه
.آیندطول سلول به دست می

Fig. 1 Unit cell for a stiffened cylindrical shell
اي تقویت شدهسلول واحد براي پوسته استوانه1شکل 

Fig. 2 Free body diagram of forces and momentums for a unit cell
ها  براي یک سلول واحدنمودار آزاد نیروها و ممان2شکل 

௫ܰ =
ܧܣ

ܽ ቆ2ܿଷߝ௫௫
 + 2ܿଷߢ௫ ൬

ݐ
2൰ + ௫௫ߝଶݏ2ܿ

 + ఏߢଶݏ2ܿ ൬
ݐ
2൰ቇ

ఏܰ =
ܧܣ

ܾ ቆ2ܿݏଶߝఏఏ
 + ௫ߢଶܿݏ2 ൬

ݐ
2൰ + ௫௫ߝଷݏ2

 + ఏߢଷݏ2 ൬
ݐ
2൰ቇ

(5)௫ܰఏ =
ܧܣ

ܾ ቆ2ܿݏଶߝ௫ఏ
 + ௫ఏߢଶܿݏ2 ൬

ݐ
2൰ቇ

را نوشت:(6)توان روابط ها میبه همین ترتیب براي تعادل ممان
௫ܯ = ଵܯ) + ܥ(ଶܯ
ఏܯ = ଵܯ) + ܵ(ଶܯ

௫ఏܯ(6) = ଵܯ) − ܥ(ଶܯ
ها بایستی به صفحه میانی کنندهنیروهاي به دست آمده براي تقویت

هایی نقطه اثر نیرو ممانپوسته منتقل شوند، به همین جهت به دلیل فاصله 
ها در فاصله با ضرب نیرو.نشان داده شده است2شوند که در شکل تولید می

آید.ها به دست میانتقال نیرو به صفحه میانی پوسته مقادیر ممان

ܯ(7) = ܨ
ݐ
2

௫ܯ =
ܧܣ ݐ
2ܽ ቆ2ܿଷߝ௫௫

 + 2ܿଷߢ௫ ൬
ݐ
2൰ + ௫௫ߝଶݏ2ܿ

 + ఏߢଶݏ2ܿ ൬
ݐ
2൰ቇ

ఏܯ =
ܧܣ ݐ
2ܾ

ቆ2ܿݏଶߝఏఏ
 + ௫ߢଶܿݏ2 ൬

ݐ
2

൰ + ௫௫ߝଷݏ2
 + ఏߢଷݏ2 ൬

ݐ
2

൰ቇ

௫ఏܯ(8) =
ܧܣ ݐ
2ܾ

ቆ2ܿݏଶߝ௫ఏ
 + ௫ఏߢଶܿݏ2 ൬

ݐ
2

൰ቇ

آید.بدست می(9)از رابطه ܾ , ܽکه مقدار 

(9)ܽ =
2πܴ

ܰ , ܾ =
2πܴ

ܰ tg ߮
باشد. اي میاستوانهشعاع پوسته ܴها و برابر با نصف تعداد ریبܰ
اند، طبق معادله ) بدست آمده8) و (5هاي نیرو و گشتاور که در روابط (منتجه

با کرنش و انحناي لایه میانی پوسته در ارتباط هستند:(8)

)10(ቂܰୱ୲

ୱ୲ቃܯ = ቂܣୱ୲ ୱ୲ܤ

ୱ୲ܤ ୱ୲ቃܦ ߝ

ߢ
൨

آیدها به صورت زیر بدست مینهایتاً ماتریس سفتی تقویت کننده

[ୱ୲ܣ] = ܧܣ2

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ ܿଷ

ܽ
ଶݏܿ

ܽ
0

ଶܿݏ

ܾ
ଷݏ

ܾ
0

0 0
ଶܿݏ

ܾ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

[ୱ୲ܤ] = ݐܧܣ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ ܿଷ

ܽ
ଶݏܿ

ܽ 0

ଶܿݏ

ܾ
ଷݏ

ܾ
0

0 0
ଶܿݏ

ܾ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

(11)

[ୱ୲ܦ] =
ଶݐܧܣ

2

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ ܿଷ

ܽ
ଶݏܿ

ܽ 0

ଶܿݏ

ܾ
ଷݏ

ܾ
0

0 0
ଶܿݏ

ܾ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

:آیدبه دست می(12)هاي پوسته از رابطه منتجه نیروها و ممان

(12)൫ܣ. .ܤ ൯ܦ = න ܳ(1. .ݖ ݖ݀(ଶݖ
௧/ଶ

ି௧/ଶ

آیدبه دست می(13)هاي پوسته از رابطه و سفتی

(13)ܰୱ୦

ୱ୦൨ܯ = ܣୱ୦ ୱ୦ܤ

ୱ୦ܤ ୱ୦൨ܦ ߝ

ߢ
൨

ممان به میزان کسر حجمی در رابطهقانون ترکیب حجمی نیروها و 

ݔ

ߠ
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آورده شده است(14)

(14)ቂܰ
ቃܯ = ቈ ୱܸ୲ܣୱ୲ + ௦ܸܣୱ୦

௦ܸ௧ܤୱ୲ + ௦ܸܤୱ୦

ୱܸ୲ܤୱ୲ + ௦ܸܤୱ୦
௦ܸ௧ܦୱ୲ + ௦ܸܦୱ୦ ߝ

ߢ
൨

آنالیز ارتعاشی با استفاده از تبدیل استوکس4-
راستاي ݔشود که در آن در نظر گرفته می1اي مطابق شکلستوانهپوسته ا

باشد. روابط در جهت ضخامت پوسته میݖراستاي محیط و ߠیال استوانه، 
].21است [(15)جایی براساس تئوري ساندرز به صورت رابطه کرنش و جابه

௫ߝ
 =

ݑ߲
ݔ߲ , ఏߝ

 =
1
ܴ ൬

ݒ߲
ߠ߲ + ൰ݓ , ௫ఏߛ

 =
1
ܴ

ݑ߲
ߠ߲ +

ݒ߲
ݔ߲

௫ߢ = −
߲ଶݓ
ଶݔ߲

ఏߢ =
1

ܴଶ ቆ
߲ଶݓ
ଶߠ߲ −

ݒ߲
ቇߠ߲

௫ఏߢ(15) =
2
ܴ ቆ

߲ଶݓ
ߠ߲ݔ߲ +

1
4ܴ

ݑ߲
ߠ߲ −

1
4

ݒ߲
ቇݔ߲

است (16)شکل عمومی معادلات حاکم بر پوسته دوار مطابق رابطه 
]25,24[.

߲ ௫ܰ

ݔ߲
+

1
ܴ

߲ܰ௫ఏ

ߠ߲
−

1
2

௫ఏܯ߲

ߠ߲
+ ఏܰ

 ቆ
1

ܴଶ
߲ଶݑ
ଶߠ߲ −

1
ܴ

ݓ߲
ݔ߲

ቇ

௧ߩ−
డమ௨
డ௧మ = 0

߲ ௫ܰఏ

ݔ߲ +
1
ܴ

߲ܰఏ

ߠ߲ +
3
2

௫ఏܯ߲

ߠ߲ +
1

ܴଶ
ఏܯ߲

ߠ߲ + ఏܰ


ܴ
߲ଶݑ

ߠ߲ݔ߲
௧ߩ− ቀడమ௩

డ௧మ + 2Ω డ௪
డ௧

− Ωଶݒቁ = 0

(16)

߲ଶܯ௫

ଶݔ߲ +
2
ܴ

߲ଶܯ௫ఏ

ߠ߲ݔ߲
+

1
ܴଶ

߲ଶܯ௫

ଶߠ߲ −
ܰఏ

ܴ
+

ܰఏ


ܴଶ

× ቀ ଵ
ோమ

డమ௪
డఏమ − ଵ

ோ
డ௩
డఏቁ − ௧ߩ ቀడమ௪

డ௧ మ − ߗ2 డ௪
డ௧

− ቁݓଶߗ = 0
باشد می(17)نیروي کششی ناشی از شتاب گریز از مرکز بصورت رابطه 

]24[.
(17)ܰఏ

 = ௧ܴଶΩଶߩ

ضخامت ، ܴاي به شعاع ها و پوسته استوانهاز برابري جرم تقویت کننده
آید، بنابراین جمله اینرسی تقویت ها به دست میمعادل تقویت کننده

گردد.ها در ضخامت معادل حاصل میها از ضرب چگالی تقویت کنندهکننده

(18)݀ = 2πܴ ܰ⁄ , ܾ = ݀ tan ߮⁄ , ௦௧ݐ =
ୱ୲ܣ

ܾsin ߮

௧ߩ(19) = න ߩ
௧/ଶ

ି௧/ଶ
ݖ݀ + ୱ୲ߩ

ୱ୲ܣ

ܾsin ߮
شود:حاصل می(20)هاي پوسته ازرابطه و ممانمنتجه نیروها

(20)⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ௫ܰ

ఏܰ
ܰ௫ఏ
௫ܯ

ఏܰ
⎭௫ఏܯ

⎪
⎬

⎪
⎫

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ଵଵܣ
ଵଶܣ

0
ଵଵܤ
ଵଶܤ

0

ଵଶܣ
ଶଶܣ

0
ଵଶܤ
ଶଶܤ

0

0
0

ܣ
0
0

ܤ

ଵଵܤ
ଵଶܤ

0
ଵଵܦ
ଵଶܦ

0

ଵଶܤ
ଶଶܤ

0
ଵଶܦ
ଶଶܦ

0

0
0

ܤ
0
0

⎦ܦ
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎩
⎪
⎨

⎪
௫௫ߝ⎧



ఏఏߝ


௫ఏߛ


௫௫ߢ
ఏఏߢ
௫ఏߢ ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

معادلات حرکت پوسته بر حسب (20)و(16)هاي با بکار بردن معادله
است.(21)ها به صورت روابط جابجایی و مشتقات مربوط به آن

ܿଵଵݑ௫௫ + ܿଵଶݑఏఏ + ܿଵଷݒ௫ఏ + ܿଵସݓ௫ + ܿଵହݓ௫௫௫
+ ଵܿݓ௫௫ఏ − ௧݊ଶΩଶߩ − ௫ݓ௧ܴΩߩ = ௧௧ݑ௧ߩ

ܿଶଵݑ௫ఏ + ܿଶଶݒ௫௫ + ܿଶଷݒఏఏ + ܿଶସݓ௫௫ఏ + ܿଶହݓఏ
+ܿଶݓఏఏఏ + ݒ௧Ωଶߩ − 2Ωݒ௧ = ௧௧ݒ௧ߩ

ܿଷଵݑ௫௫௫ + ܿଶଶݑ௫ + ܿଷଷݒ௫ఏఏ + ܿଷସݒ௫௫ఏ + ܿଷହݒఏఏఏ
+ܿଷݒఏ + ܿଷݓ௫௫௫௫ + ܿଷ଼ݓ௫௫ఏఏ + ܿଷଽݓఏఏఏఏ
+ܿଷଵݓ௫௫ + ܿଷଵଵݓఏఏ + ܿଷଵଶݓ + ݓ௧Ωଶߩ + 2Ωݓ௧ = ௧௧ݓ௧ߩ

(21)
هاي درونها و ممانآمده است. لازم است که نیرودر پیوست݆݅ܿضرایب 

ها بیان شوند:جاییصفحه اي به صورت توابعی از جابه
௫ܰ = ܿସଵݑ௫ + ܿସଶݒఏ + ܿସଷݓ + ܿସସݓ௫௫ + ܿସହݓఏఏ

௫ܯ = ܿହଵݑ௫ + ܿହଶݒఏ + ܿହଷݓ + ܿହସݓ௫௫ + ܿହହݓఏఏ
௫ܰఏ = ܿଵݑఏ + ܿଶݒ௫ + ܿଷݓ௫ఏ

(22)ܳ௫ = ܿଵݑ௫௫ + ܿଶݒ௫ఏ + ܿଷݓ௫ + ܿସݓ௫ఏఏ + ܿହݓ௫௫ఏ
جایی به صورت توابعی از شماره اي میدان جابهبراي یک پوسته استوانه

شوند.فرض می(23)به صورت رابطه mو مد محوريnمد محیطی 
.ݔ)ݑ .ߠ (ݐ = (ݔ)ݑ cos ߠ݊ ݁ఠ௧

.ݔ)ݒ .ߠ (ݐ = (ݔ)ݒ ݊݅ݏ ߠ݊ ݁ఠ௧

.ݔ)ݓ(23) .ߠ (ݐ = (ݔ)ݓ ݏܿ ߠ݊ ݁ఠ௧

محوريراستايدرپوستههايجابجاییکهباشندمیمحوريمودالتوابع
مناسبهايسريانتخابشاملحاضرتحلیلمهمقسمت.دهندمینشانرا

کهفوریههايسريازمناسبمجموعهباشد. یکمیمذکورمودالتوابعبراي
را محوريقیدبدونوسادهانتهايدوباپوستهیکبهمربوطمرزيشرایط
است.شدهداده(24) در رابطه سازد،میارضاجملهبهجمله

(ݔ)ݑ = ܽ +  ܽ

ஶ

ୀଵ

cos
݉πݔ

ܮ

(ݔ)ݒ =  ܾ

ஶ

ୀଵ

sin
݉πݔ

ܮ

(ݔ)ݓ(24) =  ܿ

ஶ

ୀଵ

sin
݉πݔ

ܮ

مخفف Sمخفف کسینوس و Cکه CSSصورتبهکه(24)رابطه 
بدونوسادههايگاهتکیهبابه پوستهمربوطمرزيباشد، شرایطسینوس می

آورده شده است.(25)کند که در رابطه میبرآوردهمحوري راقید
(25)௫ܰ = 0, ݒ = 0, ݓ = 0, ௫ܯ = 0

تعریف(26)رابطهصورتبهاست،موسومSSCدسته بهکهدومدسته
شوند:می

(ݔ)ݑ =  ܽ

ஶ

ୀଵ

sin
݉πݔ

ܮ

(ݔ)ݒ = ܾ +  ܾ

ஶ

ୀଵ

cos
݉πݔ

ܮ

(ݔ)ݓ(26) = ܿ +  ܿ

ஶ

ୀଵ

ݏܿ
݉πݔ

ܮ

بدونوآزادانتهايدوباپوستهبرايدقیقحلکنندهبیاندستهاین
این. شودمیمشخصFSNT-FSNTبصورت کهاستمماسیقیدهاي
(27)رابطهبصورتمرزيشرایطدارايخودانتهايدوازیکهردرپوسته
است:
(27)௫ܰఏ = 0, ௫ܯ = 0, ܳ௫ = 0, ௫ఏܯ = 0

دسته بهوشدداده(25)رابطه درکهمحوريمودتوابعازاولدسته
CSSمحوريقیدبدونوپوسته یکبرايمرزي راشرایطمعروف بود، تمام
معادله،حرکتمعادلاتدرتوابعدستهاینجایگذاريبنابراینکنند.میارضا

تمامبرايداد.خواهددستبهSNA-SNAپوستهیکبرايرافرکانس
مرزيشرایطازفرکانسیمعادله مشخصهدیگر،مرزيشرایطباهايپوسته

- فرمولبهبخشیدنعمومیتمنظوربه. آمدخواهددستبهآنمخصوص
پوسته ارتعاشاتتحلیلمنظوربهCSSتوابع دستهاستفاده ازمسأله،بندي

FSNTبهمرزي دیگرشرایطتمام. استشدهتعریفاساسیمسألهعنوانبه
ازکدامهیچشوند.میبیانپایهمسألهاینازايشدهسادههايحالتعنوان
بصورتCSSتوابع توسط(26)معادله درشدهارائهمرزيشرایطهشت

تحمیلبنابراین با استفاده از تبدیل استوك وشوند،نمیارضاترمبهترم
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مرتبهدترمینانبه یکمرزي،شرایطاینارضابرايشدهتعیینقیدهاي
باهايپوستهبرايآمدهدستبههايحل. شودمیمنجرفرکانسبرايهشت

به.شوندمیمنجرکوچکتراندازهبایک دترمینانبهدیگر،مرزيشرایط
انتهایی،نقاطدرتابعمقداربهبایدفوریههايسريازگیريمشتقمنظور
بیان سینوسیسريبا یکتابعیکوقتیمثالعنوانبه. شودکافیتوجه
حالهربهاستوکستبدیلبا. هستندصفراجباراًتابعانتهاییمقادیرشود،

اینوشوندمیآزادجداگانه،تعریفیکباسینوسیهايسريانتهاییمقادیر
(ݔ)݂تابع شودمیشوند. فرضمیواردسريپیدرپیمشتقاتدرمقادیر

,0)در بازه  تابعمقدارهاي݂و ݂که شودبیانسینوسیسريیکبا(ܮ
انتهایی هستند.نقاطدر

(ݔ)݂ =  ܽ

ஶ

ୀଵ

sin
ݔߨ݊

ܮ 0 < ݔ < ܮ

(28)݂(0) = ݂ (ܮ)݂ = ݂
جملهگیريمشتقازتواننمیرا(ݔ)ᇱ݂یعنی(ݔ)݂مشتق کهآنجاییاز

کسینوسیسريبا یک(ݔ)ᇱ݂لذا آورد،دستبهسینوسیسريجملهبه
شود:میتعریف(29)رابطه بصورتمستقل

(29)݂ᇱ(ݔ) = ܾ +  ܾ

ஶ

ୀଵ

ݏܿ
݊πݔ

ܮ

منظوربهجزءبهجزءگیريانتگرالشاملاستوکستبدیلاکنون
باشد:میܾو ܽبین رابطهضرایببینارتباطبهیابیدست

ܾ =
2
ܮ

න ݂ᇱ(ݔ)



cos

݊πݔ
ܮ

ݔ݀

= ଶ


ቂ݂(ݔ) cos ௫


ቃ



+ ଶ

మ ∫ (ݔ)݂
 sin ௫


ݔ݀

(30)= ଶ


[(−1)
݂ − ݂] + 


ܽ

مشتقاتتابع ودوممرتبهمشتقآوردندستبهبرايفوقمشابهروند
سینوسی،هايسريبراي مشتقاتنابراینشود.میاستفادهبالاتر،مراتب
باشند:میاستخراجقابل(31)روابط

(ݔ)݂ =  ܽ

ஶ

ୀଵ

sin
݊πݔ

ܮ
0 < ݔ < ܮ

݂(0) = ݂ , (ܮ)݂ = ݂

݂ᇱ(ݔ) = ܾ +  ܾ

ஶ

ୀଵ

cos
݊πݔ

ܮ
0 ≤ ݔ < ܮ

݂ᇱ(0) = ݂ᇱ
 ݂ᇱ(ܮ) = ݂ᇱ



(31)݂ᇱ(ݔ) =
ߨ
ܮ  

2
ܮ

[ ݂ − (−1)
݂] −

݊π
ܮ ܽ൨

ஶ

ୀଵ

sin
݊πݔ

ܮ
، که با ]24[در مرجع،پوستهمیانیصفحهجابجاییتوابعمشتقات

آید.بدست می(32)، معادلات (21)جایگذاري در دستگاه معادلات 
ܽ = ݂ଵ(ݑ + (ݑ + ݂ଶ(ݒ + (ݒ

+ ݂ଷ(ݓ + (ݓ + ݂ସ൫ݓ෩ + ෩൯ݓ


ଵ݃ଵ ݃ଵଶ ଵ݃ଷ

݃ଶଵ ݃ଶଶ ݃ଶଷ
݃ଷଵ ݃ଷଶ ݃ଷଷ

൩ ൝
ܽ
ܾ
ܿ

ൡ = ൝
ଵܨ
ଶܨ
ଷܨ

ൡ

ଵܨ = ଵ݂ଵ(ݑ + (−1)ݑ) + ଵ݂ଶ(ݒ + (−1)ݒ)
+ ଵ݂ଷ(ݓ + (−1)ݓ) + ଵ݂ସ൫ݓ෩ + (−1)ݓ෩൯

ଶܨ = + ଶ݂ଶ(ݒ + (−1)ݒ)+ ଷ݂ଷ(ݓ + (−1)ݓ)
ଷܨ = ଷ݂ଵ(ݑ + (−1)ݑ) + ଷ݂ଶ(ݒ + (−1)ݒ)

(32)+ ଷ݂ଷ(ݓ + (−1)ݓ) + ଷ݂ସ൫ݓ෩ + (−1)ݓ෩൯
وݓ، ݒ، ݒگنجانده شده است. 1در پیوست ݂و ݃که ضرایب 

به دست (33)باشند که از روابط اي میمقادیر مرزي پوسته استوانهݓ
آیند.می

ݒ = −
2

π sin ߠ݊
.0)ݒ ,(ߠ ݒ = −

2
π sin ߠ݊

.ܮ)ݒ (ߠ

ݓ(33) = −
2

π ݊݅ݏ ߠ݊
.0)ݓ ,(ߠ ݓ = −

2
π ݊݅ݏ ߠ݊

.ܮ)ݓ (ߠ

ها مرتبط در انتها௫ܯو ௫ܰبا نیرو و ممان ෩ݓو ෩ݓ، ݑ، ݑمقادیر 
به (34)این ارتباط به صورت روابط (22)باشند. با استفاده از معادلات می

آید.دست می

൜
ܰ௫(0. (ߠ

− ௫ܰ(ܮ. ൠ(ߠ = ቈ ସ݂ଵ ൜ݑ
ݑ

ൠ + ସ݂ଶ ቄ
ݒ
ݒ

ቅ + ସ݂ଷ ቄ
ݓ
ݓ

ቅ

+ ସ݂ସ ቊ
෩ݓ
෩ݓ

ቋܿݏ ߠ݊

(34)

൜
.௫(0ܯ (ߠ

.ܮ)௫ܯ− ൠ(ߠ = ቈ ହ݂ଵ ൜ݑ
ݑ

ൠ + ହ݂ଶ ቄ
ݒ
ݒ

ቅ + ହ݂ଷ ቄ
ݓ
ݓ

ቅ

+ ହ݂ସ ቊ
෩ݓ
෩ݓ

ቋ cos nθ

،(32)معادلاتدر پیوست آورده شده است. با در نظر گرفتن ݂ضرایب 

௫ܯو، ௫ܯ،،௫ܰݓ، ݓ، ݒ، ݒمجهول 8به بر حسب (30)معادلات 

شود.به صوررت زیر بازنویسی می
ܽ = ݒ)ଶݍ + (ݒ + ݓ)ଷݍ + ସ(ܰ௫ݍ+(ݓ + ௫ܰ)

+ ௫ܯ)ହݍ + (௫ܯ

൝
ܽ
ܾ
ܿ

ൡ = 
ଵଵݏ ଵଶݏ ଵଷݏ
ଶଵݏ ଶଶݏ ଶଷݏ
ଷଵݏ ଷଶݏ ଷଷݏ

൩ ൝
ଵܩ
ଶܩ
ଷܩ

ൡ

ଵܩ = ݒ)ଵଶݍ + (−1)ݒ) + ݓ)ଵଷݍ݂ + (−1)ݓ)
ଵସ(ܰ௫ݍ+ + (−1)

௫ܰ) + ௫ܯ)ଵହݍ + (−1)ܯ௫)
ଶܩ = ݒ)ଶଶݍ+ + (−1)ݒ)+ݍଷଷ(ݓ + (−1)ݓ)
ଷܩ = ݒ)ଷଶݍ + (−1)ݒ) + ݓ)ଷଷݍ + (−1)ݓ)

+ ଷ݂ଷ(ݓ + (−1)ݓ) + ଷ݂ସ൫ݓ෩ + (−1)ݓ෩൯
ଷସ(ܰ௫ݍ+(35) + (−1)

௫ܰ) + ௫ܯ)ଷହݍ + (−1)ܯ௫)

௫ܰ = ௫ܰ(0. (ߠ
cos ߠ݊ , ௫ܰ = −

ܰ௫(ܮ. (ߠ
cos ߠ݊

௫ܯ(36) =
.௫(0ܯߨ (ߠ
ܮ cos ߠ݊ , ௫ܯ = −

.ܮ)௫ܯߨ (ߠ
ܮ cos ߠ݊

کدام از هشت شرط مرزي مربوط به طور که قبلاً گفته شد هیچهمان
FSNT با توابع مودالCSSشوند. بنابراین لازم است شرایط مرزي ارضا نمی

هندسی و طبیعی به کار برده شود. شرط هندسی که باید اعمال شود، شامل 
ݓ߲وݑ0= ⁄ݔ߲ = ارضا رو بایستی باشد که در نتیجه معادلات پیشمی0

شوند.

ܽ +  ܽ

ஶ

ୀଵ

= 0

(37)ܽ +  (−1)ܽ

ஶ

ୀଵ

= 0

ݓ + ݓ

2
+  ݓ} + (−1)ݓ + ݉ܿ݊݉}

ஶ

ୀଵ

= 0

(38)
ݓ + ݓ

2
+  (−1){ݓ + (−1)ݓ + ݉ܿ}

ஶ

ୀଵ

= 0

0ܳ௫=شرط طبیعی که باید اعمال شود شامل  = ܰ௫ఏباشد که با می
به دلیل معادلات مرتبط به آن بایستی ارضا شوند،(22)توجه به رابطه 

براي توضیحات بیشتر به .شودنظر میطولانی بودن روابط از آوردن آنها صرف
مراجعه شود. با جایگذاري ضرایب فوریه در معادلات شرایط ]24[مرجع 

گردد:حاصل می(39)مرزي، معادله 

(39)ൣ݁൧[ ௫ܰ ௫ܰ ௫ܯ ௫ܯ ݒ ݒ ݓ [ݓ
= [0] (݅, ݆ = 1. … 8)

ماتریسهمگن دترمینانخطیسیستماینازجزییغیرحلیکبراي
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باشد. با مساوي قرار دادن دترمینان ضرایب، معادله صفربایدلزوماًضرایب
آید. با حل معادله فرکانسی دو مقدار مشخصه فرکانس طبیعی به دست می

رونده و که یکی فرکانس موج پیششوندکوچک این مقادیر انتخاب می
برايفرکانسیمشخصهرونده می باشد که معادلهدیگري فرکانس موج پس

خواهد گرفت.مرزي در برشرطهر

اعمال شرایط مرزي5-
معادله خصوص،بهمرزيشرطیکفرکانسیمشخصهبراي به دست معادله

مرزي که هر شرطاین منظور براي شود. بهمتناسببایدعمومیماتریسی
گردد. براي مقدار آن صفر باشد سطر و ستون مربوط به آن شرط حذف می

است:(40)رابطهشرایط ابتدا و انتها گیردار شرط مرزي بصورت
ݑ(40) = 0 , ݒ = 0 , ݓ = 0 , ௫ݓ = 0 , ݔ = 0 , ܮ

گردد.حاصل می(41)بنابراین با حذف سطر و ستون مربوطه ماتریس 
(41)ൣ݁൧[ ௫ܰ ௫ܰ ௫ܯ [௫ܯ = [0]

باشد.می(42)براي شرایط ابتدا وانتها ساده، شرط مرزي بصورت رابطه 
ݑ = 0, ݒ = 0, ݓ = 0, ௫ܯ = 0 , ݔ = 0

ݑ(42) = 0, ݒ = 0, ݓ = 0, ௫ܯ = 0 , ݔ = ܮ
شود:حاصل می(43)بنابراین با حذف سطر و ستون مربوطه، رابطه 

(43)ൣ݁൧[ ௫ܰ ௫ܰ ] = [0]
(44)براي شرایط ابتدا گیردار و انتها ساده، شرط مرزي یه صورت رابطه 

است:
ݑ = 0, ݒ = 0, ݓ = 0, ௫ݓ = 0 , ݔ = 0

ݑ(44) = 0, ݒ = 0, ݓ = 0, ௫ܯ = 0 , ݔ = ܮ
شود:حاصل می(45)بنابراین با حذف سطر وستون مربوطه، رابطه 

(45)ൣ݁൧[ ௫ܰ ௫ܯ ݒ [ݓ = [0]

نتایج6-
اي دوار بدون تقویت کننده نتایج حاصل از تحلیل ارتعاشی پوسته استوانه

اي به صورت دور بر آورده شده است . سرعت دوران پوسته استوانه3جدول 
دور بر ثانیه 20شود و مقدار آن نشان داده میߗباشد که با ثانیه می

ریب بر مبناي مسیر ژئودزیک که با 6ها متشکل از باشد. تقویت کنندهمی
به علت نازکی ).3باشند (شکل نسبت به راستاي طولی می- 30و 30زاویه 

اي برقرار است و پوسته به صورت یک لمینیت مدل پوسته حالت تنش صفحه
در نظر گرفتهبعدي ها نیز به صورت یک جسم سهکنندهشده است. تقویت

مدل گردید که داراي ضخامت کلی]0/90/0[لایه 3. پوسته به صورت اندشده
گاه ساده براي این آنالیز در نظر گرفته شد. تکیهباشد.متر میمیلی0.5

آورده 2و1مشخصات هندسی و مکانیکی پوسته و تقویت کننده در جداول 
تغییرات فرکانس طبیعی سازه تقویت شده را برحسب 4شده است. شکل 

طور که از شکل دهد. همانعدد موج محیطی براي موج پیشرو را نشان می
در مودهاي سوم تا هفتم سازه تقویت شده پیداست مقدار فرکانس طبیعی 

اي تقویت نشده هم وزن خود بیشتر است ولی در نسبت به پوسته استوانه
5مودهاي دیگر فرکانس طبیعی سازه تقویت نشده بیشتر است. شکل 

تغییرات فرکانس طبیعی براي دو حالت تقویت شده و تقویت نشده در مود 
شود سازه تقویت نشده عملکرد دیده میطور که دهد هماناول را نشان می

بهتري را نسبت به سازه تقویت نشده را داراست. همچنین پدیده سرعت 
رسد، در این شکل مشاهده بحرانی که در آن فرکانس موج پیشرو به صفر می

شود.می

اثر شرایط مرزي بر روي فرکانس- 1-6
برحسب مود محیطیاي را تغییرات فرکانس طبیعی پوسته استوانه6شکل 

شود اختلافطور که دیده میدهد. همانبراي چهار شرط مرزي را نشان می

هاخواص مکانیکی پوسته وتقویت کننده1جدول 
Table 1 Material properties of shell and stiffeners.

مقدارخواص
.ଷଷܧ)GPa(کششیمدول .ଶଶܧ ଵଵ7.6,7.6,19ܧ
.ଵଶܩ)GPa(برشیمدول .ଵଷܩ ଶଷ4.1,4.1,4.1ܩ

.ଵଶߥپواسونضریب .ଵଷߥ ଶଷ0.26,0.26,0.26ߥ
ρ1643چگالی

مدل حاضرمشخصات هندسی 2جدول 
Table 2 Geometrical parameters of the present model

mm(800(استوانه ارتفاع
mm(100(کوچک شعاع

mm(0.5(ضخامت 
30کنندهتقویتزاویه

4×4کنندهمقطع تقویت 
6کنندهتقویتتعداد

ߩඥܴ߱پارامتر فرکانس 3جدول  با ]0/90/0[براي یک استوانه کامپوزیتی ⁄22ܧ
,h/R=.002گاه ساده و تکیه L/R=1

Table 3 Frequency parameter ܴ߱ඥߩ ⁄22ܧ for a [0°/90°/0°] simply
supported composite cylindrical shell, h/R=.002, L/R=1

present[26][23]nΩ(rev/s)

ࢌ࣓
∗߱

∗߱
∗

0.1

1.0611391.0612331.0612571
0.8038920.8040010.8039812
0.5981840.5981940.5981723
0.4500160.4500360.4498004
0.3451420.3451550.3445105
0.2706570.2706710.2706676
1.0607051.0607201.0610801

0.4

0.8034130.8034160.8037492
0.5977590.5979750.5978583
0.4496620.4496720.4493784
0.3448620.3448580.3439555
0.2704560.2704550.2704686
1.0598361.0600311.0598361

1

0.8024610.8024630.8024642
0.5969310.6001160.5969373
0.4490170.4499420.4490274
0.3444440.3444600.3444595
0.2703290.2703510.2703496

Fig. 3 The model was used in present work
مدل سه بعدي استفاده شده در کار حاضر3شکل 
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Fig. 4 comparison between stiffened and unstiffened  of rotating
cylindrical for 20=ߗ

rev/s 20=ߗمقایسه بین استوانه دوار تقویت شده و تقویت نشده براي4شکل 

Fig. 5 Bifurcation of natural frequencies for n=1
اي فرکانس طبیعی براي مود اولپدیده دوشاخه5شکل 

تر بیشتر است و براي فرکانس بین شرایط مختلف مرزي براي مودهاي پایین
شود و ها مشاهده نمیمودهاي پنجم به بعد تفاوت چندانی بین فرکانس

بیشترین فرکانس مربوط است به شرط مرزي ابتدا و انتها گیردار وکمترین 
باشد. موج پیشرو شرط مرزي ابتدا گیردار و انتها آزاد میفرکانس مربوط به 

چین نشان داده شده است. همچنین بیشترین اختلاف بین موج پیشرو با نقطه
و پسرو مربوط به شرط مرزي ابتدا گیردار و انتها آزاد است. تغییرات فرکانس 

آورده شده است.7طبیعی بر حسب سرعت دوران براي مود اول نیز در شکل 

Fig. 6 effect of boundary conditions on the rotating cylindrical shell for
20=ߗ

20=ߗاثر شرایط مرزي بر روي استوانه دوار براي6شکل 

Fig. 7 Bifurcation of natural frequencies for n=1
فرکانس طبیعی براي مود اولاي پدیده دوشاخه7شکل 

اثر زاویه الیاف بر روي فرکانس- 2-6
براي بررسی اثر زاویه الیاف بر روي فرکانس طبیعی زاویه الیاف لایه اول و 

تغییرات فرکانس 8ماند. شکل شود و لایه میانی ثابت میسوم تغییر داده می
براي دو موج هاي مختلف الیاف اي را برحسب زاویهطبیعی پوسته استوانه

دهد. رونده، در مودهاي دوم و چهارم پوسته را نشان میرونده و پسپیش
شود، در مود دوم بیشترین فرکانس طبیعی در زاویه طور که دیده میهمان

افتد درجه اتفاق می90صفر درجه و کمترین فرکانس طبیعی در فرکانس 
یعی در زاویه براي مود چهارم قضیه برعکس است و بیشترین فرکانس طب

افتد.درجه اتفاق می0درجه وکمترین فرکانس طبیعی در زاویه 90الیاف 

ها بر روي فرکانسکنندهاثر زاویه بین تقویت- 3-6
هاي مختلف را اي براي زاویهتغییرات فرکانس طبیعی پوسته استوانه9شکل

فرکانس طبیعی ها کنندهدهد. در مود اول با افزایش زاویه بین تقویتنشان می
یابد و این بدان دلیل است که به جهت افزایش طول تقویت کننده کاهش می

شده، سرعت افزایش جرم بیشتر از افزایش سفتی و افزایش جرم سازه تقویت
اي شدن، است، ولی در مودهاي دوم به بعد براي جلوگیري از پدیده بشکه

ردد و در نتیجه گسرعت افزایش سفتی بیشتر از سرعت افزایش جرم می
یابد. میزان تغییرات فرکانس با تغییر زاویه بین فرکانس طبیعی افزایش می

ها براي مودهاي بالاتر بیشتر است.تقویت کننده

ها بر روي فرکانسکنندهاثر تعداد تقویت- 4-6
اي ر مود اول را براي تعدادتغییرات فرکانس طبیعی پوسته استوانه10شکل 

Fig. 8 The effect of fiber orientation on natural frequency
اثر زاویه الیاف بر  روي فرکانس طبیعی8شکل 

Backward	wave	
wavewave	

Forward	wave	

Backward wave
Forward wave
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Fig. 9 The effect of stiffener angel on natural frequency
اثر زاویه تقویت کننده بر روي فرکانس طبیعی9شکل 

Fig. 10 The effect of stiffener numbers on natural frequency for n=1
n=1براي تقویت کننده بر روي فرکانس طبیعیتعداداثر 10شکل 

طور که دهد. همانمتفاوت تقویت کننده بر حسب سرعت دوران را نشان می
با یابد وکننده فرکاس ارتعاشات کاهش میشود با افزایش تقویتمشاهده می

ماند و این بدان دلیل است که به جهت افزایش دوران این اختلاف ثابت می
افزایش طول کلی تقویت کننده و افزایش جرم سازه تقویت شده، سرعت 

11طور که در شکل افزایش جرم بیشتر از افزایش سفتی است. ولی همان
س شود در مود چهارم افزایش تقویت کننده باعث افزایش فرکاندیده می

طبیعی سازه شده و با افزایش تعداد تقویت کننده فرکانس طبیعی افزایش 
یابد.هاي بالاتر این اختلاف فرکانسی کاهش مییابد، ولی براي سرعتمی

اثر ضخامت پوسته بر روي فرکانس- 5-6
اي مشبک براي مود غییرات فرکانس طبیعی با عدد موج براي پوسته استوانهت

شود با طور که مشاهده مینشان داده شده است. همان12اول در شکل 
یابد. در مود چهارم با افزایش افزایش ضخامت مقدار فرکانس افزایش می

یابد (شکل یابد و سپس افزایش میضخامت فرکانس طبیعی ابتدا کاهش می
دور بر 20تغییرات فرکانس طبیعی استوانه دوار با سرعت 14). شکل 13

دهد. حالت با تقویت کننده و بدون تقویت کننده را نشان میثانیه براي دو 
متر سازه میلی0.5هاي کمتر ازشود براي ضخامتطور که دیده میهمان

تقویت شده عملکرد بهتري نسبت به سازه بدون تقویت کننده دارد و فرکانس 
هاي بیشتر سازه بدون شده بیشتر است اما براي ضخامتطبیعی سازه تقویت

تقویت کننده عملکرد بهتري دارد و فرکانس طبیعی آن بیشتر است. 

شود براي یک ضخامت بحرانی سازه تقویت شده کمترین همچنین دیده می
فرکانس طبیعی را دارد؛ در این ضخامت، ضخامت پوسته با ضخامت معادل 

هاي کمتر از ي ضخامتآمده، برابر است. برا(18)ها که در رابطهتقویت کننده
این ضخامت سرعت افزایش سفتی بیشتر است از سرعت افزایش جرم و براي 

افزایش جرم از سفتی بیشتر است.هاي بیشتر از ضخامت سرعتضخامت

اثر نیروي محوري روي فرکانس- 6-6
باشد. نیروي محوري در نظر گرفته شده به صورت کسري از بار کمانش می

.]11[باشد می(46)کامپوزیتی بار کمانش به صورت رابطه براي یک استوانه 

(46)ܰ =
ଶℎଶܧ

ܴ(3[1 − (ଶଵ].ହݒଵଶݒ
فرکانس طبیعی سازه مشبک را تحت نیروي 16و 15هاي شکل

طور که مشاهده دهند. همانمحورري براي مودهاي اول و چهارم نشان می
شود فرکانس سازه مشبک تحت بار کششی بیشتر از بار فشاري است. می

مقایسه فرکانس طبیعی بین دو سازه تقویت شده و بدون تقویت 17شکل 
طور که از شکل مشخص دهد. همانکننده را براي دو بار مختلف نشان می

زه تقویت شده و تقویت است با افزایش بار کششی اختلاف فرکانسی بین سا
شود.نشده کمتر می

ثر طول استوانه بر روي فرکانسا- 7-6
اثر طول استوانه روي تغییرات فرکانس طبیعی براي سازه تقویت شده و سازه 
بدون تقویت کننده نیز مورد بررسی قرار گرفت. در مود اول با افزایش طول 

ون تقویت کننده کمتر استوانه فرکانس طبیعی سازه تقویت شده از سازه بد
متر فرکانس میلی400). در مود چهارم به ازاي طول کمتر از 18است (شکل 

400سازه بدون تقویت کننده بیشتر است، ولی براي مقادیر طول بیشتر از 
).19متر فرکانس سازه تقویت شده بیشتر است (شکل میلی

گیرينتیجه7-
اي دوار مورد بررسی قرار استوانهدر این تحقیق ارتعاشات آزاد پوسته مشبک 

ها به پوسته و سازي براي اضافه کردن تقویت کنندهگرفت. از روش معادل
روش تبدیل استوکس براي حل معادلات فرکانسی استفاده شد. نتایج نشان 

تر از ضخامت بحرانی فرکانس طبیعی سازه هاي پایینداد که براي ضخامت
هاي پایین سرعت افزایش سفتیضخامتتقویت شده بیشتر است، زیرا در 

Fig.11 The effect of stiffener numbers on  the natural frequency for n=4
n=4براي تقویت کننده بر روي فرکانس طبیعیتعداداثر 11شکل

௦ܰ = 4	
௦ܰ = 4	
௦ܰ = 6	

	
௦ܰ = 12	

	

௦ܰ = 4	
	

௦ܰ = 6	

௦ܰ = 12	
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Fig.12  The effect of shell thickness on  the natural frequency for n=1
n=1براي پوسته بر روي فرکانس طبیعیاثر ضخامت 12شکل 

Fig.13 The effect of shell thickness on the natural frequency for n=4
n=4براي فرکانس طبیعیپوسته بر روياثر ضخامت 13شکل 

Fig. 14 The effect of shell thickness on natural frequency for stiffened
and un stiffened cylindrical shell 20=ߗ

20=ߗروي فرکانس استوانه تقویت شده و تقویت نشده واثر ضخامت 14شکل 

در مودهاي خاصی براي باشد. همچنین بیشتر از سرعت افزایش جرم سازه می
مقادیر بیشتر طول استوانه از یک مقدار مشخص فرکانس طبیعی سازه تقویت 

هر چه میزان نیروي محوري شده از سازه بدون تقویت کننده بیشتر است.

بیشتر باشد اختلاف فرکانسی بین سازه تقویت شده و تقویت نشده کاهش 
یابد.می

Fig. 15 The effect of axial load on  frequency for n=1
n=1براي روي فرکانس طبیعی نیروي محورياثر 15شکل 

Fig. 16 The effect of axial load on  frequency for n=4
n=4 براي روي فرکانس طبیعی نیروي محورياثر 16شکل 

Fig. 17 Comparison The effect of axial load on  frequency of stiffened
and unstiffened cylindrical shell for n=4

تقویت نشده مقایسه اثر نیروي محوري روي فرکانس استوانه تقویت شده و17شکل 
n=4براي 

௫ܰ = −0.5 ܰ

	௫ܰ = 0.5 ܰ

	

௫ܰ = 0	

௫ܰ = −0.5 ܰ	
	௫ܰ = 0.5 ܰ	
	

௫ܰ = 0.3 ܰ 	

௫ܰ = 0.6 ܰ 	

h/R=0.2	
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h/R=5	
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Fig. 18 Comparison The effect of length on frequency of stiffened and
unstiffened cylindrical shell for n=1

مقایسه اثر نیروي محوري روي فرکانس استوانه تقویت شده و تقویت نشده 18شکل 
n=1 براي 

Fig. 19 Comparison The effect of length on frequency of stiffened and
unstiffened cylindrical shell for n=4

مقایسه اثر نیروي محوري روي فرکانس استوانه تقویت شده و  تقویت نشده 19شکل 
n=4براي 

فهرست علایم8-
قاعده سلول ܽ
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پیوست- 9

 ܿଵଵ = ଵଵܣ ቀ
ߨ
ቁܮ

ଶ
  ,    ଵܿଶ = ܿଵଷ  ,   ܿ ଵସ =

ଵଶܣ

ܴ +
ଵଶܤ

ܴଶ

 ܿଷସ = ܿଵସ  ,  ܿଶଶ = ଵଵ  ,  ܿଶଷܤ =
ଵଶܤ

ܴଶ

ܿଵହ = ܿ   ,  ଵଵܤ ହଶ =
ܣ

ܴ +
ܤ

ܴଶ

ܿଶ = ܿଶଶ ,  ܿଷ = −
ܤ2 + ܦ

ܴଶ   ,    ܿସଵ = ܿଵଵ

 ܿସଶ =
ଵଶܣ

ܴ +
ଵଶܤ

ܴଶ   ,  ܿସଷ = ܿଵସ   ,  ܿଷଷ = ଵଵ  ,  ܿସହܤ =
ଵଶܤ

ܴଶ

ܿଷଽ = ଵଵ  ,  ܿଷଵܤ =
ܣ

ܴ +
ܤ

ܴଶ   ,   ܿଷଵଵ = ଵଵܤ

ܿଷଵଶ =
ܣ

ܴ +
ܤ

ܴଶ   ,   ܿସସ = ଵଵ  ,  ܿସହܤ =
ଵଶܤ

ܴଶ

ܿହଵ = ଵଵ  ,  ܿହଶܤ =
ܣ

ܴ
+

ܤ

ܴଶ ,

ܿଶ = ܿଶଶ ,   ܿଷ = −
ܤ2 + ܦ2

ܴଶ

ܿଵ = ଵଵܤ ,  ܿଶ = ܿହଶ  ,  ܿଷ = ܿହଷ  ,  ܿସ = ܿହହ  ,  ܿହ = ܿହସ

݀ଵ = 2(݊ଶ − ௧߱ଶߩ − ௧Ωଶ)  ,  ݂ଵߩ =
ܿଵଵ

݀ଵ
ቀ

ߨ
ቁܮ

ଶ
  ,   ݂ ଶ =

݊ܿଵଷ

݀ଵ

ߨ
,ܮ

݂ଷ =
ܿଵସ + ݊ଶ

ଵܿ

݀ଵ

ߨ
ܮ   ,  ݂ସ =

ܿଵହ

݀ଵ
ቀ

ߨ
ቁܮ

ଷ

݃ଵଵ = ݉ଶ
ଵܿଵ ቀ

ߨ
ቁܮ

ଶ
+ ܿଵଶ݊ଶ − ௧߱ଶߩ− − ௧Ωଶߩ

݃ଵଶ = −݊݉ ଵܿଷ
ߨ
ܮ

݃ଵଷ = −݉ܿଵସ
ߨ
ܮ

+ ݉ଷܿଵହ ቀ
ߨ
ቁܮ

ଷ
+ ݊ଶ݉ܿଵ

ߨ
ܮ

݃ଶଵ = −݊݉ܿଵଶ
ߨ
ܮ

݃ଶଶ = ݉ଶܿଶଶ ቀ
ߨ
ቁܮ

ଶ
+ ܿଶଷ݊ଶ − ௧߱ଶߩ − ௧ߩ Ωଶ

݃ଶଷ = −݊݉ଶܿଶସ ቀ
ߨ
ቁܮ

ଶ
+ ܿଶହ݊ − ܿଶ݊ଷ

݃ଷଵ = ݉ଷܿଷଵ ቀ
ߨ
ቁܮ

ଷ
+ ݉ܿଷଶ

ߨ
ܮ

− ݊ଶ݉ܿଷଷ
ߨ
ܮ

݃ଷଶ = ݊݉ଶܿଷସ ቀ
ߨ
ቁܮ

ଶ
+ ܿଷହ݊ଷ − ܿଷ݊

݃ଷଷ = −݉ସܿଷ ቀ
ߨ
ቁܮ

ସ
− ݊ଶ݉ଶܿଷ଼ ቀ

ߨ
ቁܮ

ଶ
− ܿଷଽ݊ସ

+݉ଶܿଷଵ ቀ
ߨ
ቁܮ

ଶ
+ ݊ଶܿଷଵଵ − ܿଷଵଶ − ௧߱ଶߩ − ௧Ωଶߩ

ଵ݂ଵ = ܿଵଵ ቀ
ߨ
ቁܮ

ଶ
  ,   ଵ݂ଶ = ݊ܿଵଷ

ߨ
ܮ

ଵ݂ଷ = ܿଵସ
ߨ
ܮ − ݉ଶܿଵହ ቀ

ߨ
ቁܮ

ଷ
− ݊ଶ

ଵܿ
ߨ
ܮ   ,   ଵ݂ଷ = ܿଵହ ቀ

ߨ
ቁܮ

ଷ

ଶ݂ଶ = −݉ܿଶଶ ቀ
ߨ
ቁܮ

ଶ
  ,   ଶ݂ଷ = ݊݉ܿଶସ ቀ

ߨ
ቁܮ

ଶ

ଷ݂ଵ = −݉ܿଷଵ ቀ
ߨ
ቁܮ

ଷ
  ,  ଷ݂ଶ = −݊݉ܿଷସ ቀ

ߨ
ቁܮ

ଶ

ଷ݂ଷ = ݉ଷܿଷ ቀ
ߨ
ቁܮ

ସ
+ ݉݊ଶܿଷ଼ ቀ

ߨ
ቁܮ

ଶ
−݉ܿଷଵ ቀ

ߨ
ቁܮ

ଶ

ଷ݂ସ = −݉ܿଷ ቀ
ߨ
ቁܮ

ସ

ସ݂ଵ = ଵଵܣ−
ଶߨ

ܮ2   ,  ସ݂ଶ = − ൬
ଵଶܣ

ܴ +
ଵଶܤ

ܴଶ ൰
݊ߨ
2

 ସ݂ଷ = −
ߨ
2

൬
ଵଶܣ

ܴ
+

ଵଶܤ

ܴଶ ݊ଶ൰,   ସ݂ସ = ଵଵܤ
ଷߨ

ଶܮ2

ଶݍ = ݂ଶ + ଵܻ + ହܻ  ,  ݍଷ = ݂ଷ + ଶܻ + ܻ
ସݍ = ଷܻ + ܻ   ,  ݍହ = ସܻ + ଼ܻ
ଵଶݍ = ଵ݂ଶ + ଵ݂ଵ ଵܻ + ଵ݂ସ ହܻ
ଵଷݍ = ଵ݂ଷ + ଵ݂ଵ ଶܻ + ଵ݂ସ ܻ
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ଶଶݍ = ଶ݂ଶ   , ଶଷݍ = ଶ݂ଷ
ଷଶݍ = ଷ݂ଵ + ଷ݂ଵ ଵܻ + ଷ݂ସ ହܻ
ଷସݍ = ଷ݂ଷ + ଷ݂ଵ ଶܻ + ଷ݂ସ ܻ
ଷହݍ = ଷ݂ଵ ଷܻ + ଷ݂ସ ܻ
ଷݍ = ଷ݂ଵ ସܻ + ଷ݂ସ଼ܻ

ଵܻ =
( ହ݂ଶ ସ݂ସ − ହ݂ସ ସ݂ଶ)
( ହ݂ସ ସ݂ଵ − ହ݂ଵ ସ݂ସ)   , ଶܻ =

( ହ݂ଷ ସ݂ସ − ହ݂ସ ସ݂ଷ)
( ହ݂ସ ସ݂ଵ − ହ݂ଵ ସ݂ସ)

ଷܻ =
( ହ݂ସ)

( ହ݂ସ ସ݂ଵ − ହ݂ଵ ସ݂ସ)   , ସܻ =
(− ସ݂ସ)

( ହ݂ସ ସ݂ଵ − ହ݂ଵ ସ݂ସ)

ହܻ =
( ହ݂ଵ ସ݂ଶ − ହ݂ଶ ସ݂ଵ)
( ହ݂ସ ସ݂ଵ − ହ݂ଵ ସ݂ସ)   , ܻ =

( ହ݂ଵ ସ݂ଷ − ହ݂ଷ ସ݂ଵ)
( ହ݂ସ ସ݂ଵ − ହ݂ଵ ସ݂ସ)

ܻ =
(− ହ݂ଵ)

( ହ݂ସ ସ݂ଵ − ହ݂ଵ ସ݂ସ)   , ଼ܻ =
( ସ݂ଵ)

( ହ݂ସ ସ݂ଵ − ହ݂ଵ ସ݂ସ)

ଵଵݏ =
(݃ଶଶ݃ଷଷ − ݃ଶଷ݃ଷଶ)

∆
   , ଵଶݏ =

(݃ଶଷ݃ଷଵ − ݃ଶଷ݃ଷଶ)
∆

ଵଷݏ =
(݃ଶଵ݃ଷଶ − ݃ଶଶ݃ଷଵ)

∆
   , ଶଵݏ =

(݃ଵଷ݃ଷଶ − ݃ଵଶ݃ଷଷ)
∆

ଶଶݏ =
(݃ଵଵ݃ଷଷ − ݃ଵଷ݃ଷଵ)

∆    , ଶଷݏ =
(݃ଵଶ݃ଷଵ − ݃ଵଵ݃ଷଶ)

∆
ଷଵݏ =

(݃ଵଶ݃ଶଷ − ݃ଵଷ݃ଶଶ)
∆    , ଷଷݏ =

(݃ଵଵ݃ଶଶ − ݃ଵଶ݃ଶଵ)
∆
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