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كيفيت انتقال حرارت دوبعدي در يك محفظه بسته، بعنوان يك مسئله ترموفيزكي نمونه، همواره از اهميت بسزايي سازي توپولوژيكي بهينه  
دست آودرن توپولوژي بهينه سازي توپولوژي با استفاده از روش مجموعه سطوح تراز جهت بهبرخوردار بوده است. در اين مقاله روش بهينه

اي و بار حرارتي گسترده در دامنه محاسباتي با استفاده مسئله انتقال حرارت دوبعدي شامل بار حرارتي نقطه دست آمده از حلهاي بهبراساس داده
يك تراز از تابع اسكالر ديناميكي   وسيله به  سطوح تراز، مرزهاي سازه  از روش تحليل اجزاء محدود، توسعه داده شده است. در روش مجموعه

سادگي جدا شدن و متصل شدن مرزهاي ديناميكي را  تواند به سازي مي وند. تغييرات اين تابع در مراحل بهينهش ضمني از بعد بالاتر معرفي مي
توان از توابع شكل مورد استفاده در تحليل اجزاء محدود استفاده كرد. تابع  سازي نمايد. براي تشكيل اين تابع و تعيين دماي مجهول مي مدل

فيت توان حرارتي بوده و آناليز حساسيت در چندين مسئله نمونه انتقال حرارت با استفاده از روش مجموعه هدف در اين مقاله كمينه كردن ظر
سازي توپولوژي به همراه روش تحليل اجزاء محدود بررسي شده است. در نهايت نتايج حل سه مسئله نمونه انتقال حرارت سطوح تراز جهت بهينه
ي گسترده و تركيبي از اين دو جهت نشان دادن اعتبار روش مذكور ارائه شده است. با استفاده از اين روش، اي، بار حرارتشامل بار حرارتي نقطه

پولوژي انتقال حرارت محاسباتي تواند براي محدوده وسيعي از مسائل بهينه سازي توهزينه و زمان محاسبات بهينه سازي كاهش يافته و مي
  .كار گرفته شود به

  انتقال حرارت  كليد واژگان:
  سازي توپولوژيبهينه

  روش مجموعه سطوح تراز
  آناليز حساسيت

  اجزاء محدود
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 Topology optimization of the heat transfer quality in two-dimensional heat conduction problem at 
enclosure as one of the typical thermo-physical problems has always been quite important. In this paper 
a level set-based topological optimization procedure of two-dimensional heat conduction problem 
including point and spread thermal on computational domain load using finite elements method is 
developed. In level-set method, all structural boundaries are parameterized by a level of dynamic 
implicit scalar function of higher order. Changes of this function can easily model the detachment and 
attachment of dynamic boundaries in topology procedures. The same shape functions of finite elements 
analysis are employed to approximate the unknown temperatures and geometry modeling of the design 
domain. The objective function to minimize thermal power capacity and sensitivity analysis on some 
heat conduction problems is investigated to deal with the topology optimization using level-set method 
with the finite elements scheme. Finally, topology optimization results of 3 heat conduction problems 
under both point and spread thermal load cases are presented to demonstrate the validity of the proposed 
method. The proposed method leads to a significant reduction of the computational cost and time and it 
can be applied to a wide range of topology optimization problems arising from the heat transfer. 
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 مقدمه 1-

سازي توپولوژي در بسياري از مسائل مهندسي نظير مكانيك، بهينه
كار گرفته شده آكوستيك، جريان سيال، انتقال حرارت و مهندسي سازه به

سازي فرآيند انتقال حرارت جهت است. در طراحي تجهيزات حرارتي، بهينه
سازي يت بسزايي برخوردار است. اخيراً بهينهافزايش كارايي سيستم از اهم

توپولوژيكي در دامنه محاسباتي يك پديده مشتمل بر انتقال حرارت، جهت 
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بيشينه كردن كيفيت انتقال حرارت و بالا بردن كارايي آن مورد توجه قرار 
هاي مختلف گرفته است. در دهه گذشته تعداد زيادي از محققان از روش

اند كه هاي انتقال حرارتي بهره جستهود كيفي سيستمسازي جهت بهببهينه
اي هاي پيشنهادي، سرعت و دقت محاسبات اهميت ويژهدر همه اين روش

ها نقش دارد. روش اجزاء محدود نيز در حل معادلات حاكم بر اين پديده
بسزايي ايفا كرده است. در اين حوزه، بسياري از محققان به بررسي شكل 

در عين حال، روش   [2,1]كنندههاي خنكزي اندازه پرهسادادن و بهينه
جهت طراحي شبكه با انتقال حرارت   [4,3]"شبكه درخت مانند"توليد 

تنها در حدود ده  .اندهدايتي بالا در تجهيزات و قطعات الكترونيكي پرداخته
سازي توپولوژيكي بوروال و هاي پيشگامان مبحث بهينهسال از پژوهش

كه اين روش را جهت حل مسائل سيالاتي و حرارتي توسعه   [5]پيترسون 
 گذرد. اند ميداده

هاي اخير، مفهوم مشتقات توپولوژيك بعنوان يك ابزار جديد در سال
ارائه شده است و اين   [6]سازي شكل، توسط گيلوم و ادريسبراي بهينه

داده  ، جهت افزودن اثر اينرسي توسعه [5]ها توسط بوروال و پيترسونروش
  ادامه يافته است.  [7]شده و توسط سيگموند و ماووت

به طراحي توپولوژي و شكل ساختار انتقال حرارت   [8]لي و همكارانش
پرداختند. موضوع مورد تحليل  1هدايت توسط روش تكامل يافته ساختاري

سازي انتقال حرارت هدايت در شرايط وجود منبع حرارتي تنها و ايشان، بهينه
سازي، توسط حذف تدريجي بخش گانه بوده است. روند بهينهنيز چند

اند، محقق كوچكي از مواد هادي حرارت كه ارتباط اندكي با تابع هدف داشته
  شده است.

هاي درختي سازمان يافته براي انتقال حرارت شبكه [9]نگويا و بژن 
يافتگي را بررسي نمودند. ايشان مسيرهاي هادي را  توسط تئوري سازمان

  جهت كاهش مقاومت حرارتي و وادار كردن پخش حرارت ايجاد نمودند.
سازي مصنوعي را براي مسيرهاي روش بهينه [10]چنگ و همكارانش 

سازي مصنوعي در موثر انتقال حرارت ابداع نمودند. ايده اصلي روش بهينه
خصوص مواد داراي ضريب انتقال حرارت هدايتي بالا كه در آن گراديان دماي 

 وجود دارد به تدريج شكل گرفته است. البته هزينه محاسبات روش بالا
سازي توپولوژي، مصنوعي بالاست. روش معروف و مهم ديگر جهت بهينه

  توسعه يافته است.[11] سازي است. كه توسط بنسو و كيكوچي روش همگن
روش تكامل يافته ساختاري را براي طراحي بهينه [12] لي و همكارانش 

سازي يم جريان هدايت حرارتي پايدار انجام دادند. معيار بهينهشكل در رژ
ايشان توسط انتگرالگيري مقدار شار المان جهت بدست آمدن فرايند بهينه 

  تعريف شده است.
سازي توپولوژي را جهت مطالعه روش بهينه [13]ژو و همكارانش 

طراحي كانال هدايت حرارتي بالاي قطعات الكترونيك استفاده نمودند. 
نتايج بدست آمده از دو روش المان محدود و حجم  [14]گرسبورگ و هانسن 

  ئل انتقال حرارت را بررسي كردند.سازي مسامحدود در خصوص بهينه
ت بار حرارتي وابسته به ، در طول تكرار، اثرا[15]گاوو و همكارانش 

طراحي در دامنه محاسباتي را در نظر گرفتند. در نتيجه، تابع هدف در نظر 
ايشان   گرفته شده در حل بهينه اين مسئله غير يكنواخت شده است. در مقاله

اصلاح شده، توسعه يافته است و نتايج  2روش تكامل يافته ساختاري دو جهته
ته به طراحي و تأثير محدوديت حجم در حل روشني اثر بار حرارتي وابسبه

  بهينه را نشان داده است.
                                                                                                                                  
1Evolutionary Structural Optimization (ESO) 
2Bidirectional Evolutionary Structural Optimization (BESO) 

هاي در نظر گرفته شده در مقاله گاوو و در مقاله حاضر، سه مورد از مثال
سازي توپولوژي، در مسئله انتقال حرارت هدايت همكارانش، جهت بهينه

 3ترازهمراه روش مجموعه سطوح پايدار، با استفاده از روش اجزاء محدود به
  گردد.بررسي شده است و با نتايج گاوو و همكارانش مقايسه مي

] به 16روش مجموعه سطوح تراز براي نخستين بار توسط اشر و ستيان [
منظور حل معادلات حاكم بر مرزهاي ديناميكي از جمله انتشار امواج مورد 

 سازي استفاده قرار گرفت ولي ايده اصلي استفاده از اين روش در بهينه
] ارائه شد. 17توپولوژيكي براي نخستين بار توسط وانگ و همكارانش [

هاي عددي را توسعه داده است. در مقالات  كارهاي وانگ و همكارانش روش
هاي عددي زيادي حل گرديده تا قدرت و عملكرد اين روش را  ها مثال آن

در  دهد. همچنينتحقيقات در اين روش را نشان  ثابت كند و اهميت ادامه
سازي  ]، يك چهارچوب محاسباتي براي بهينه18كارهاي آلاير و همكارانش [

شكل و توپولوژي با روش مجموعه سطوح تراز معرفي شده كه از گراديان 
شكل، براي رشد تابع مجموعه سطوح تراز استفاده شده است و الگوريتم 

  مجموعه سطوح تراز ارائه گرديده است.  عددي، براي حلّ معادله
هاي اين پژوهش اين است كه تابع هدف جهت يكي ديگر از ويژگي

سازي توپولوژي كمينه كردن ظرفيت توان حرارتي در فرآيند بهينه
  .سازي تعريف شده است بهينه

  سازي توپولوژيبندي مسئله بهينهفرمول - 2
  سازي توپولوژي انتقال حرارت هدايتمعرفي مسئله بهينه - 2-1

انتقال حرارت هدايت پايدار درون يك محفظه بسته و با در اين مقاله مسئله 
شرايط مرزي دريخله در نظر گرفته شده است. در اين مسئله كه عبارت منبع 

تواند در دامنه حل وجود اي و گسترده ميهاي منبع نقطهحرارتي به شكل
) 1داشته باشد، معادله كلي انتقال حرارت و شرايط مرزي آن به شكل رابطه (

  شود:ه مينوشت
)1( ∇ ∙ ሺ݇∇ܶሻ − ݂ = 0; ݔ  ∈ ܶ ߗ = 0; ݔ ∈ به ترتيب دما، ضريب انتقال حرارت هدايت و  fو  T ،kدر اين معادله،  ߗ߲

ݍباشد. شار حرارتي نيز بصورت منبع حرارتي مي = گردد. محاسبه مي ܶ∇݇
(روي نقاط شبكه  ftتواند شامل منبع حرارت سطحي  مي fدر رابطه فوق 

(در كل  fb شود) و منبع حرارت حجمي بندي اجزاء محدود اعمال مي
شود) و يا هر دو بطور المانهاي اجزاء محدود بطور يكنواخت اعمال مي

همزمان باشد. زماني كه منبع حرارت حجمي مد نظر باشد مقدار آن از رابطه 
 ) قابل محاسبه است:2(
)2( ݂ = න ܳܪሺ߶ሻ ܰஐ

 ߗ݀
به ترتيب نرخ توليد حرارت حجمي موجود و  Ni و  Q0 در رابطه فوق

  باشد.مي [19]تابع شكل روش تحليل اجزاء محدود 
مفهوم شرط مرزي دريخله القاء شده نيز به معني وجود دماي ثابت 

ܶ =   باشد.مي 1) مطابق شكل ߗ߲بر روي مرزهاي محفظه بسته ( 0
حرارت هدايت پايدار، هدف طراحي بهينه بطور كلي در مسئله انتقال 

اي است كه توليد حرارت براي يك گونهتوپولوژي، يافتن پيكربندي بهينه به
حجم ثابت در دسترس از ماده كمينه گردد. به بيان ديگر توزيع دماي 

گردد. حجم مصالح در اين مسئله نيز مشابه طراحي  كمينهسراسري ماده، 
  دهندهدر آن متغيرهاي چگالي نشان ت؛ يعنيها اسبهينه توپولوژي سازه

  

                                                                                                                                  
3Level set Method (LSM) 
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  Fig. 1 Schematic illustrations of heat conduction optimization design 
problems  سازي انتقال حرارت هدايتهاي طراحي بهينهتوصيف شماتيك مسئله 1شكل  

كه  هدفيوجود و يا عدم وجود ماده در دامنه حل هستند. با اين تعاريف تابع 
  شود:) محاسبه مي3با استفاده از رابطه (بايستي كمينه گردد، 

)3( 

:تابع هدف  ܥ = ∑  ଵ
ଶ ∇ܶ ∙ ሺ݇∇ܶሻ݀ߗ      

 :توابع قيد    
     1:  ܸ   ݔܸܽ݉
هاي طراحيمحدودديت   :2       

آن به منزله  0متغير طراحي است كه عددي باينري بوده و  Xدر آن 
حجم كنوني مصالح  Vبه معني وجود المان مادي است.  1عدم وجود المان و 

  باشد. ر حجم مصالح مورد نظر ميقيد حد اكث Vmaxو 

  (Level-Set)معرفي روش مجموعه سطوح تراز  - 2-2
، يك چارچوب كلي براي محاسبه عددي ارتباط ح ترازوروش مجموعه سط

روش، در ت. ايده اوليه اين با استفاده از يك بيان ضمني اساستنتاجي 
سازي توپولوژي سازه جهت ارائه يك منحني يا سطحي كه داراي تراز  بهينه

]. سپس تغيير شكل 18,17صفر در توابع چند بعدي باشد، شكل گرفت [
منحني و سطح جهت تغيير شكل اين تابع استفاده شد. بنابراين تابع ضمني 

ر يك دامنه حل اي تعريف شد كه د مورد استفاده در اين ارتباط يا مرز بگونه
با يك مرز معين، تابع ضمني وجود خواهد  2در شكل   ߗارائه شده مانند 

  نمايد.مي) را ارضاء 4داشت كه شرايط معادله (
در اين مسئله اين تابع همان متغيرهاي مجموعه سطوح تراز يا 

  متغيرهاي طراحي خواهد بود.

)4( ቐ
߶ሺݔሻ  0, ݔ ∈  ାߗ 
߶ሺݔሻ = 0, ݔ ∈  ߗ߲ 
߶ሺݔሻ ൏ 0, ݔ ∈  ିߗ 

 
∇و تابع انحناي منحني  nبردار يكه نرمال محلي  ∙   به ترتيب به ݊

  
  

     Fig. 2 3D level set surface and divided regions by the zero contour of 
the level set surface.  بعدي تابع مجموعه سطوح تراز و نواحي مجزا شده آن توسط كانتور  نماي سه 2شكل

  صفر مجموعه سطوح تراز

 شوند:) ارائه مي6) و (5صورت روابط (
)5( ݊ = ∇߶

|∇߶| 
ߢ )6( = ∇ ∙ ݊ = div ൬ ∇߶

|∇߶|൰ 
، بر روي منحني ሻሻݐሺݔሺ߶ح تراز وجهت تكميل معادلات حاكم، تابع سط

) 7ژاكوبي به شكل رابطه ( - معادله هميلتنيا سطح مرزي با استفاده از 
  شود.توسعه داده مي

)7( ∂߶ሺݔ, ሻݐ
ݐ∂ − ,ݔ|∇߶ሺݒ |ሻݐ = 0 

 ߶مقدار اوليه مناسب جزء مهمي از روش مجموعه سطوح تراز، انتخاب 
يا همان بردار  ሻݐሺݔسرعت نرمال جابجايي  است كه بيانگر vnو سرعت نرمال 

سرعت تابع مجموعه سطح تراز در سطح تراز صفر تابع بوده و منجر به هدايت 
همچنين در اين روش از توابع گردد. توپولوژي به سمت توپولوژي بهينه مي

) 8به شرح روابط (عنوان ابزار محاسباتي  به ߜو تابع دلتاي ديراگ  Hهويسايد 
  شود.) استفاده مي9و (

ሻሻݔሺ߶ሺܪ   )8( = ൜1, ߶  0
0, ߶ ൏ 0 

ሻ൯ݔ൫߶ሺߜ   )9( = dܪ൫߶ሺݔሻ൯
d߶ =  |߶∇|ሺ߶ሻߜ

) و 10بدين ترتيب دامنه محاسباتي و مرزهاي دامنه به صورت روابط (
  ) تعريف خواهند شد:11(
ߗ   )10( = ൛ܪ     :ݔ൫߶ሺݔሻ൯ = 1ൟ 
ߗ߲   )11( = ൛ߜ    :ݔ൫߶ሺݔሻ൯  0ൟ 

حجمي  ، انتگرالF(x)با توجه به موارد ذكر شده، براي يك تابع دلخواه 
در  F(x)= 1شود و اگر ) نگاشته مي12روي دامنه محاسباتي به شكل رابطه (

) حجم دامنه را محاسبه 13نظر گرفته شود، انتگرال مذكور طبق رابطه (
 خواهد نمود.

)12(  න ݔሺ߶ሺܪሻݔሺܨ
ஐ

 ሻሻ݀Ω 
)13(  ܸሺΩሻ = න ݔሺ߶ሺܪ

ஐ
 ሻሻ݀Ω 

روي مرز دامنه محاسباتي نيز با تعريف مشتق سويي  F(x)انتگرال تابع 
 شود:) نوشته مي14تابع هويسايد به شكل رابطه (

)14(  න ݏሻ݀ݔሺܨ
ୱ

= න ሻ|݀Ωݔሻሻ|∇߶ሺ ݔሺ߶ሺߜሻݔሺܨ
ஐ

 
جهت استفاده در محاسبات عددي، در اين پژوهش از توابع هويسايد و 

) استفاده شده است. كه در 16) و (15ديراگ هموار شده به ترتيب در روابط (
باشد. همچنين توابع ديراگ و سازي تابع هويسايد ميعرض تقريب ߂آن 

  ارائه شده است. (b)3و شكل  (a)3هويسايد به ترتيب در شكل 

)15(  
ሻݔሺܪ = ൞

ݔ             ,                               0  1߂−
2 ቀ1  sin ቀπݔ

, ቁቁ߂2 ߂− ൏ ݔ ൏ ߂
ݔ             ,                               1  ߂

 

ሻݔሺߜ  )16( = ൝
ߨ

߂4 cos ቀπݔ
, ቁ߂2 |ݔ|  ߂

0                         , |ݔ|   ߂

  آناليز حساسيت - 2-3
هاي گراديان تابع به منظور اعمال روش مجموعه سطوح تراز، برخي از داده

هاي اين مسئله مثال رو آناليز حساسيت در موردهدف مورد نياز است. از اين
  فرم تابع لاگرانژيندف و قيود بهانتقال حرارت با استفاده از مشتق تابع ه
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  Fig. 3 (a): The Dirac delta and (b): Heaviside function  3شكل (a):  و   ߜدلتاي ديراگ تابع(b)هويسايد  : تابعH  
 منظور فرم لاگرانژيند. براي اين شو نسبت به متغيرهاي طراحي بيان مي

  شود. ) بازنويسي مي17فرم معادله (سازي مورد نظر به بهينه  مسئله
,ߝሺܬ ߶, ሻߣ = න ሾ1

2 ∇ܶ ∙ ሺ݇ሺ߶ሻ∇ܶሻ  ሺܸሺ߶ሻߣ − mܸaxሻሿ݀ߗ
ஐ

 
)17( 

 باشد.، ضريب لاگرانژ قيد حجم ميߣ)، 17(  كه در رابطه
 ) محاسبه18فرم معادله () روي مرز مصالح به17(  در رابطه ߶تغييرات 

  شود: مي
ܬథߜ = න ቈ1

2 ∇ܶ ∙ ቆ߲݇ሺ߶ሻ
߲߶ ∇ܶቇ  ߣ ሺ߶ሻܪ߲

߲߶  ߜ |థୀ݀ߗ 
ఆ

 
        = න ቈ1

2 ∇T ∙ ቆ∂kሺϕሻ
∂ϕ ∇Tቇ  λ ∂Hሺϕሻ

∂ϕ  ߗℓ݀ߜ|߶∇|
ఆ

 
)18(         = න ቈ1

2 ∇ܶ ∙ ሺ݇∇ܶሻ  ߣ ߗℓ݀ߜ|߶∇|ሺ߶ሻߜ
ఆ

 
) بيان 19صورت رابطه ( لاگرانژ مربوط به هر نقطه به -اولر  معادله

 شود: مي
)19( 1

2 ܶߘ ∙ ሺ݇ܶߘሻ  ൨ߣ |߶ߘ|ሺ߶ሻߜ = 0 
ي فوق غيرممكن است لذا يكي از  در اكثر موارد حل مستقيم معادله

روش هاي عمومي براي حل آن استفاده از معادله مجموعه سطوح تراز مطابق 
 باشد.مي و حل عددي آن با استفاده از شرايط اوليه مشخص )20معادله (

)20( ߲߶
ݐ߲ − 1

2 ∇ܶ ∙ ሺ݇∇ܶሻ  ൨ߣ |߶∇|ሺ߶ሻߜ = 0 
) قابل 21فرم معادله (معادله مجموعه سطوح تراز بهلذا سرعت نرمال 

 بيان است:
ݒ )21( = 1

2 ∇ܶ ∙ ሺ݇∇ܶሻ  ൨ߣ  ሺ߶ሻߜ

صورت به ߣ) ضريب لاگرانژ قيد حجم 21همچنين با استفاده از رابطه (
 ) قابل محاسبه است:22معادله (

ߣ  )22( = −  ቂଵ
ଶ ∇ܶ ∙ ሺ݇∇ܶሻቃ ఆߗ݀|߶∇|ଶሺ߶ሻߜ

 ఆߗ݀|߶∇|ଶሺ߶ሻߜ
 

مد نظر قرار دادن منبع حرارت حجمي، سرعت نرمال همچنين درصورت 
 ) قابل محاسبه است:23مشابه با روند فوق با استفاده از معادله (

ݒ )23( = 1
2 ∇ܶ ∙ ሺ݇∇ܶሻ − ܳܶ  ൨ߣ  ሺ߶ሻߜ

 تابع فاصله علامتدار - 2-4
ه منظور اصلاح تابع مجموعه سطوح تراز پس از هر بار بروز رساني مقادير ب

فرم تابع فاصله نياز است تا تابع مجموعه سطوح تراز بهمجموعه سطوح تراز 
قابل  2دار در شكل  علامت  اي از تابع فاصلهعلامتدار تبديل شود. نمونه

مشاهده است. تبديل تابع مجموعه سطوح تراز به تابع فاصله علامتدار دو 
هاي بسيار تند و همراه خواهد داشت. يكي عدم ايجاد شيبويژگي عمده به

|߶ߘ|به دليل حل معادله كند  = شود شيب تابع مجموعه كه باعث مي 1
گردد و ديگري جلوگيري از افزايش بيش  1سطوح تراز در تمامي نقاط برابر 

از حد مقادير مجموعه سطوح تراز در هر نقطه كه هر دو مورد فوق سرعت 
خواهند داد. اين مرحله از  همگرايي به جواب بهينه را تحت تاثير قرار

سازي به مرحله دوباره مقدار دهي تابع مجموعه سطوح تراز موسوم  بهينه
) 23است. براي اين منظور معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي مطابق رابطه (

  گيرد:مورد استفاده قرار مي
)24( ߲߶

ݐ߲  signሺ߶ሻሺ|∇߶| − 1ሻ = 0 
باشد كه با استفاده از دار ميتابع فاصله علامت signሺ߶ሻ)، 24در رابطه (

) مي توان آنرا براي فرايندهاي عددي به صورت تقريبي محاسبه 25رابطه (
 نمود:

)25( signሺ߶ሻ = ߶
ඥ߶ଶ  |∇߶|ଶ݄ଶ 

 بندي در نظر گرفته شود.تواند برابر با عرض مشمي hدر رابطه فوق 
  حل عددي - 2-5

تفاضل محدود هاي از روشدي معادله مجموعه سطوح تراز به منظور حل عد
صورت زير بيان ) به29تا ( )26شودكه با استفاده از معادلات (استفاده مي

  گردد: مي
)26(  ߶ାଵ = ߶  ,ݒmaxሺൣݐ∆ 0ሻ ∇ା  minሺݒ, 0ሻ ∇ି൧ 

را اقناع  CFLبايست شرايط ، گام زماني بوده كه ميݐ߂در رابطه فوق
  گيرد:) مورد استفاده قرار مي27كند لذا براي اين منظور رابطه (

ݐ߂  )27( = ݄ߝ
max ሼ|ݒ|ሽ 

) قابل 29و ( )28صورت معادلات (ترتيب بهبه ିߘو  ାߘهمچنين 
  محاسبه است:

)28(  ∇ା= ሾmax൫ܦି௫, 0൯ଶ  min൫ܦା௫, 0൯ଶ 
         max ሺܦି௬, 0ሻଶ  min ሺܦା௬ , 0ሻଶሿ.ହ 

)29(  ∇ି= ሾmax൫ܦା௫, 0൯ଶ  min൫ܦି௫, 0൯ଶ 
         max ሺܦା௬, 0ሻଶ  min ሺܦି௬ , 0ሻଶሿ.ହ 

رونده در رونده و پسعملگرهاي تفاضل پيش േ௬ܦو   േ௫ܦدر رابطه فوق
   باشند.محاسبه گراديان تابع مجموعه سطوح تراز مي
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  سازي توپولوژي انتقال حرارتنتايج مثالهاي عددي مسئله بهينه - 3
هاي استفاده شده در مقاله، از مثالهمانطور كه پيش از اين ذكر شد، در اين 

  شود.] جهت مقايسه و تحليل  بهره گرفته مي15پژوهش گاوو و همكارانش [
شايان ذكر است كه در اين پژوهش ورودي اوليه براي تمامي مسائل 

سازي با حجمي  حفره بوده لذا شروع فرايند بهينه 25شامل  4مطابق شكل 
همان كمينه كردن  نيز شده و تابع هدف% حجم كل دامنه آغاز 70 معادل با

طراحي شامل   باشد. دامنهظرفيت توان حرارتي در دامنه محاسباتي مي
در نظر گرفته شده است. كل  1محفظه بسته مربعي شكل واحد مطابق شكل 

بندي شده لذا در كل گرهي شبكه 4المان مربعي متقارن  1600دامنه با 
به ترتيب برابر با  ߂ و ߝ، h ذا مقاديرباشد. لگرهي مي  نقطه 1681شامل 
ضريب هدايت حرارتي يك  در نظر گرفته شده است. 0.2݄و  0.2، 0.025

لحاظ شده و  1ماده با هدايت حرارتي بسيار بالا در اين محفظه  معادل 
صورت دماي صفر روي همه مرزهاي شرايط مرزي دريخله بطور يكسان به

خارجي اعمال شده است. همچنين قيد حداكثر حجم مصالح براي تمامي 
  حجم كل سازه در نظر گرفته شده است.% 50مسائل برابر با 

  1معرفي مثال شماره  - 3-1
بندي  مركزي شبكه  اي در نقطهدر اين مثال فقط يك منبع حرارتي نقطه

  در نظر گرفته شده است.، ft=0.5دامنه محاسباتي معادل 
از آنجا كه در اين مثال فقط يك بار حرارتي متمركز در وسط دامنه در 

ترين مسيرهاي پخش حرارت نظر گرفته شده است، حل مطلوب يافتن كوتاه
 5از مركز دامنه به سمت هر چهار مرز خواهد بود. اين مسيرها در شكل 

بدست آمده است و همانطور كه مشخص است حل عددي حاضر شبيه به يك 
  است. [15,13]پيكربندي صليبي كاملاً مشابه حل اين مسئله در مراجع 

همگرايي مربوط به قيد حجم و تابع هدف مسئله نمودار روند  6در شكل 
نشان داده شده است. همانطور كه واضح است مسئله مزبور در كمتر  1مثال 

باشد لذا تكرار اول حل شده است كه خود حاكي از كيفيت تحليل مي 100از 
  فرايند فقط به منظور كنترل پايداري حل انجام يافته است.  ادامه

  2معرفي مثال شماره  - 3-2
در اين مثال نرخ توليد حرارت يكنواخت در سرتاسر دامنه محاسباتي معادل 

Qi0 =10  شود بر اساس ديده مي 7لحاظ شده است. همانطور كه در شكل
نتيجه بهينه و مطلوب، مسيرهاي پخش حرارت در اطراف چهار مرز توزيع 

اند. زماني كه تنها از نرخ توليد حرارت يكنواخت در سرتاسر دامنه شده
گيرد مركزي دامنه قرار مي  استفاده شود عمده حرارت ايجاد شده در ناحيه

مركزي  صالح موجود در ناحيهاي از م بايست با حذف قسمت عمده لذا مي

دامنه، حرارت ايجاد شده در اين منطقه را كاهش داده و با افزايش مصالح در 
اي افزايش  گونه نواحي دورتر از مركز، حرارت ايجاد شده در آن نواحي را به

دهد تا در نهايت توپولوژي ايجاد شده بتواند حرارت موجود را تعديل كند. در 
 2همگرايي مربوط به قيد حجم و تابع هدف مسئله مثال نمودار روند  8شكل 

 50نشان داده شده است. همانطور كه واضح است مسئله مزبور در كمتر از 
  باشد لذا ادامهتكرار اول حل شده است كه خود حاكي از كيفيت تحليل مي

  منظور كنترل پايداري حل انجام يافته است.فرايند فقط به
  3معرفي مثال شماره  - 3-3

بندي  مركزي شبكه  اي در نقطهيك منبع حرارتي نقطه علاوه بردر اين مثال 
، نرخ توليد حرارت يكنواخت در سرتاسر دامنه ft=0.5دامنه محاسباتي معادل 

  ، نيز لحاظ شده است.Qi0 =10محاسباتي معادل 
مطلوب، شود بر اساس نتيجه بهينه و ديده مي 9همانطور كه در شكل 
صورت تركيبي از دو مثال قبلي درون دامنه حل مسيرهاي پخش حرارت به

 اند.توزيع شده
همگرايي مربوط به قيد حجم و تابع هدف مودار روند ن 10در شكل 

نشان داده شده است. همانطور كه واضح است مسئله مزبور در  3مسئله مثال 
كيفيت تحليل  ازتكرار اول حل شده است كه خود حاكي  50كمتر از 

  فرايند فقط به منظور كنترل پايداري حل انجام يافته است.  باشد لذا ادامه مي
  جمع بندي و نتيجه گيري - 4

در اين پژوهش از روش مجموعه سطوح تراز براي تصويرنمايي توپولوژي 
بهينه استفاده گرديد. با توجه به اينكه در اين روش تصوير روي سطح تراز 

  شود، لذا شكلعنوان توپولوژي تشكيل شده در نظر گرفته ميصفر تابع به
  

  Fig. 4 The initial input structure   سازه ورودي اوليه 4شكل  
 

 Fig. 5 Optimal Result of example 1: (a) current study; (b) Ref [15]; (c) Ref [13].  1مثال  نتايج بهينه 5شكل :(a)  ،مطالعه حاضر(b) ] 15مرجع ،[ (c) ] 13مرجع [ 
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  Fig. 6 Iteration histories of the objective function and volume 
constraint   نمودار روند همگرايي براي تابع هدف و قيد حجم 6شكل  

 

 Fig. 7 Optimal Result of example 1: (a) current study; (b) Ref [15].  2مثال  نتايج بهينه 7شكل :(a)  ،مطالعه حاضر(b) ] 15مرجع  [ 

هاي خاكستري بهينه، شامل مرزهاي بسيار هموار و فاقد مصالح ميانه يا المان
مصالح  باشد كه خود دقت در تعيين توپولوژي نهايي و تخمين حجم واقعيمي

  را بسيار بالا خواهد برد.
سازي توپولوژي كه شامل نرخ توليد حرارت بطور كلي در مسائل بهينه

باشد، اثر تغييرات شار حرارتي يكنواخت در سرتاسر دامنه محاسباتي مي
 رود. در نتيجه) براحتي از بين نمي23نسبت به متغيرهاي طراحي در معادله (

تواند مثبت يا منفي باشد كه اين بدان ) مي23مجموع دو ترم اول معادله (
معناست كه سرعت نرمال معادله مجموعه سطوح تراز، رفتار غير يكنواختي 

  نسبت به تغييرات متغيرهاي طراحي از خود نشان خواهد داد.
وضعيت ويژه مطابق  9براي بررسي نهايي روش حل عددي ارائه شده، 

 )، محفظه با لحاظaابتدا حالت (در نظر گرفته شده است كه در آن  11شكل 
، و Qi0 =10نرخ توليد حرارت يكنواخت در سرتاسر دامنه محاسباتي معادل 

اي در نقطه مركزي شبكه با افزودن يك منبع حرارتي نقطه bدر ادامه حالت 
به حالت قبلي و به تدريج افزايش مقداري اين  ft=0.5دامنه محاسباتي معادل 

  فقط  iبررسي شده و در نهايت حالت hتا  cاي در حالات منبع حرارتي نقطه
 

اي در نقطه مركزي شبكه دامنه محاسباتي حرارتي نقطه شامل يك منبع
  بر 11به تنهايي در نظر گرفته شده است. همانطور كه از شكل  ft=6معادل 

 

 

  Fig. 10 Iteration histories of the objective function and volume 
constraint  نمودار روند همگرايي براي تابع هدف و قيد حجم  10شكل  

  

  Fig. 8 Iteration histories of the objective function and volume 
constraint  نمودار روند همگرايي براي تابع هدف و قيد حجم 8شكل  

 

 Fig. 9 Optimal Result of example 1: (a) current study; (b) Ref [15]  1مثال  نتايج بهينه 9شكل :(a)  ،مطالعه حاضر(b) ] 15مرجع   [ 
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 Fig. 11 Optimal Result of current study; (a): Only  Qi0 =10, (b): ft=0.5 + Qi0 =10, (c): ft=1.5 + Qi0 =10,(d): ft=2.0 + Qi0 =10 ,(e): ft=3.0 + Qi0 =10 ,(f): 
ft=4.0 + Qi0 =10 ,(g): ft=5.0 + Qi0 =10 ,(h): ft=6.0 + Qi0 =10 ,(i): Only ft=6.0  مطالعه حاضر؛  نتايج بهينه 11شكل(a) فقط :Qi0 =10 ،(b) :ft=0.5 + Qi0 =10 ،(c) : ft=1.5 + Qi0 =10 ،(d) : ft=2.0 + Qi0 =10 ،(e) : ft=3.0 + Qi0 =10 ،(f) : ft=4.0 + 

Qi0 =10 ،(g) : ft=5.0 + Qi0 =10 ،(h): ft=6.0 + Qi0 =10 ،(i) فقط : ft=6.0  
اي شرايط حاكم بر توپولوژي آيد به تدريج با افزايش قدرت منبع نقطهمي 

تر سوق پيدا كرده است. طرف وضعيت منبع حرارتي قويبهينه بدست آمده به
اي توانسته تا حدود زيادي اين حاكي از آن است كه قوي شدن منبع نقطه

  شرايط توپولوژي بهينه را به سود خود تحت تاثير قرار دهد.
  فهرست علايم - 5
  منبع حرارت  ݂
h   عرض مش بندي تحليل اجزاء محدود  

  تابع هويسايد   (߶)ܪ

  ضريب انتقال حرارت  ݇
n   بردار نرمال يكه  
ܰ  تابع شكل تحليل اجزاء محدود 

 شار حرارت  ݍ
ܳ  نرخ توليد حرارت حجمي 

sign(߶)  تابع فاصله علامتدار 
ܸ௫  قيد حداكثر حجم مصالح 

 ژاكوبي -سرعت نرمال معادله هميلتون ݒ
ܺ  متغير طراحي 
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  علايم يوناني
Δ  عرض تقريب سازي تابع هويسايد 

  تابع دلتاي ديراك (߶)ߜ
  اندازه گراديان متغير طراحي |߶∇|

 عملگرهاي تفاضل محدود پيشرونده و پسرونده ା∇ و ି∇
   CFLضريب ثابت به منظور اقناع شرط  ࢿ
  انحنا  ߢ
 ضريب لاگرانژ قيد حجم ߣ
 متغير تابع مجموعه سطوح تراز  ߶
 گام زماني t߂
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