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 In this paper, the Wave Finite Element Method (WFEM) is developed for modelling of stress wave 

propagation in one-dimensional problem of nonhomogeneous linear, anisotropic micropolar rod of 

variable cross section. For this purpose, the WFEM equations are developed based on the micropolar 

theory of elasticity. Two kinds of waves with fast and slow velocities are detected. For micropolar 

medium, an additional rotational Degree of Freedom (DOF) is considered besides the classical 

elasticity’s DOF. The method proposed in this paper is implemented to solve the wave propagation and 

impact problems in micropolar rods with different layers. The results of the proposed method are 

compared with some numerical and/or analytical solutions available in the literature, which indicate 

excellent agreement between the results. 
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 مقدمه‌1-

اَج دس هػبلح داسای هیىشٍسبختبس ّب،  ّب، فَم هبًٌذ وبهپَصیت 1هغبلؼِ اًتطبس اه

ّبی ثب اّویت دس ػلن ٍ  [ یىی اص هَضَع2,1ای ] ّب ٍ هػبلح داًِ سشاهیه

الاستیسیتِ ولاسیه ثشای ایي ًَع اص هػبلح آیذ. ًظشیِ  فٌبٍسی ثِ حسبة هی
ّبی  لبدس ثِ هذل وشدى وبهل پذیذُ اًتطبس هَج ًیست. ثشای ایي هٌظَسًظشیِ

اًذ. ًظشیِ ثشادساى وَصسات وِ ثب ًبم  یبفتِ یب هشتجِ ثبلا پیطٌْبد ضذُ تؼوین

س ّبی هشتجِ ثبلای  ضَد، یىی اص ًظشیِ ًیض ضٌبختِ هی 2ًظشیِ هیىشٍپَلا

                                                                                                                                           
1
 microstructure 

2
 micropolar 

آیذ وِ ثشای ًخستیي ثبس تَسظ ثشادساى وَصسات تَسؼِ  ثِ ضوبس هیثشخستِ 

[ 5,4ّبی الاستیسیتِ هشتجِ ثبلا دس هشاخغ دیگش ] [. ًظشی3ِدادُ ضذُ است ]

ّبی ًیشٍیی دس  ثش تٌص ػلاٍُ 3ّبی هضدٍج اًذ. تٌص ًیض هَسد هغبلؼِ لشاس گشفتِ

 [.9-6اًذ ] ًظشیِ هیىشٍپَلاس هؼشفی ضذُ

ىًظشیِ خغی الاس ثشای حل هسئلِ هیلِ تحت اثش  4تیسیتِ گشادیب

[ 11[، دس هشخغ ]10هحَسی استبتیىی ٍ دیٌبهیىی دس هشخغ ] ّبی یه وطص

ًظشیِ الاستیسیتِ گشادیبى وشًص ثشای هغبلؼِ استؼبش آصاد عَلی 

                                                                                                                                           
3
 couple stresses 

4
 theory of gradient elasticity 
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ّبیی اص  هَسد استفبدُ لشاس گشفتِ است. ًوًَِ 1ّبی هذسج تبثؼی هیىشٍهیلِ
ظشیِ الاستیسیتِ هیىشٍپَلاس ثشای تؼییي خػَغیبت ّبی تدشثی دس ً هغبلؼِ

پٍَلاس دس هشاخغ ]  [ هغبلؼِ ضذُ است.16-12هػبلح هیىش

ای ثب تَسق چٌذگبًِ ثب استفبدُ  ّبی لایِ ضشثِ سشػت پبییي دس وبهپَصیت

[ هَسد هغبلؼِ لشاس گشفتِ است. هؼبدلات 17اص سٍش الوبى هحذٍد دس هشخغ ]

خبیی ٍ ثشای دٍساى سغح همغغ دس هشخغ  خبثِهَج اص تؼبدل ًیشٍیی ثشای 

ای خذاس ًبصن  ّبی دایشُ [ تَسؼِ دادُ ضذُ ٍ ثشای اًىسبس هَج دس سیٌگ18]

سبصی  ّبی فطبس دیٌبهیىی تدشثی ٍ هذل هَسد استفبدُ لشاس گشفتِ است. تست

ّبی پشٍپیلي  الوبى هحذٍد ثشای هغبلؼِ سفتبسّبی هبوشٍسىَپیه ٍ هحلی فَم

ّبی سایلی  [ اسائِ ضذُ است. ٍخَد هَج19دیٌبهیىی دس هشخغ ]تحت ثبسّبی 

ّبی هشتجِ ثبلا دس  وٌٌذُ دس هغبلؼِ اًتطبس هَج ثب استفبدُ اص ًظشیِ هتفشق

[ 22ای دس سیبل هیىشٍپَلاس دس هشخغ ] [ ٍ. اًتطبس هَج غفح21,20ِهشاخغ ]

یت ثب ًْب ای دس هیلِ ثی هغبلؼِ ضذُ است. ثشای هغبلؼِ اًتطبس هَج غفحِ

دس هشخغ  2سغح همغغ هستغیلی، ًظشیِ الاستیسیتِ هیىشٍپَلاس اسیٌگي

ّبی  [ ثِ وبس ثشدُ ضذُ است. هذلی اص ًَع هیٌذلیي ثشای تَغیف هَج23]

[ استفبدُ 24ّبی داسای هیىشٍسبختبس دس هشخغ ] تغییشضىلی عَلی دس خسن

 ضذُ است.

پٍَلاس ٍ ا فضبی ثی اًتطبس هَج دس یه ًین ّبی  ًؼىبس هَجًْبیت هیىش

فضبی الاستیه  ای اص یه سغح ّوَاس گیشداس ًین خبیی عَلی غفحِ خبثِ

[ ثشسسی ضذُ است. ًظشیِ خغی الاستیسیتِ 25هیىشٍپَلاس دس هشخغ ]

هحَسی استبتیىی   گشادیبى ثشای حل تحلیلی هسئلِ هیلِ تحت اثش وطص ته

ًتطبس هَج دس [ هَسد استفبدُ لشاس گشفتِ است. ا26ٍ دیٌبهیىی دس هشخغ ]

[ تَسؼِ دادُ 27ای ثب هیىشٍسبختبس ثِ غَست تئَسی دس هشخغ ] هَخجش استَاًِ

 ضذُ است.

سبصی هسبئل اًتطبس اهَاج اص لذستوٌذتشیي  سٍش الوبى هحذٍد ثشای ضجیِ

سبصی خػَغیبت هَج دس  ضَد. ایي سٍش ثشای هذل ّب هحسَة هی سٍش

ّبی اخیش اغلاحبتی  ّبی راتی است. دس سبل داسای ًمع 3ّبی ًبپبیب فشایٌذ

اًذ  ثشای افضایص دلت ایي سٍش ثشای هسبئل اًتطبس اهَاج پیطٌْبد ضذُ

ضَد ٍ  ضٌبختِ هی 4[. سٍش دیگشی وِ ثب ًبم سٍش الوبى هحذٍد هَج29,28]

[. لبثلیت ایي سٍش دس 33-30ّبی اخیش پیطٌْبد ضذُ است ] دس سبل

ّب ثب سشػت هَج  ّب ٍ وشًص ّب، تٌص ب ضذیذ دس سشػتّ سبصی گسستگی هذل

هحذٍد هضیت سٍش الوبى هحذٍد هَج است. سٍش الوبى هحذٍد ولاسیه دس 

ثٌذی  ایي گًَِ اص هسبئل دچبس ضؼف راتی است. دس ایي سٍش ًیبصی ثِ فشهَل

ّبی تمشیجی هَسد ًیبص  هؼبدلات دیفشاًسیل حشوت ًیست ٍ دس ًتیدِ حل

 ًیست.

بلِ هؼبدلات سٍش الوبى هحذٍد هَج ثشای حل هسبئل اًتطبس دس ایي هم

 5ّبی ًبّوگي هَج ٍ هسبئل ضشثِ ثب دس ًظش گشفتي ًظشیِ هیىشٍپَلاس دس هیلِ

الاستیه ثب سغح همغغ هختلف ثشای ًخستیي ثبس تَسؼِ دادُ ضذُ است. 

حل ٍ هؼبدلات خذیذ تَسؼِ دادُ ضذُ ثشای حل  ّذف همبلِ حبضش اسائِ ساُ

اًتطبس هَج ٍ ضشثِ دس هیلِ هیىشٍپَلاس یه ثؼذی ٍ ثشسسی تَاًبیی  هسبئل

ّبی ػذدی ثب  سٍش الوبى هحذٍد هَج دس حل ایي گًَِ هسبئل است. هثبل

استفبدُ اص هؼبدلات پیطٌْبدی خذیذ ثشای اسصیبثی غحت ٍ دلت هؼبدلات 

 اًذ. پیطٌْبدی حل ضذُ
                                                                                                                                           
1
 functionally graded microbars 

2
 Eringen’s micropolar theory of elasticity 

3
 nonstationary 

4
 the Wave Finite Element Method (WFEM) 

5
 nonhomogeneous 

‌محیط‌کوزرات‌)میکروپولار(‌-2
دس هحیظ  6هشثَط ثِ هسبئل همذاس اٍلیِ هشصی هختلظدس ایي ثخص سٍاثظ 

هیىشٍپَلاس خغی اسائِ ضذُ است. ثشای ایي هٌظَس سٍاثظ پبیِ ایي هسبئل ثشای 

اًذ. تفبٍت اغلی ثیي الاستیسیتِ  هحیظ هیىشٍپَلاس ًبّوسبًگشد ثیبى ضذُ

ثشاسبس ایي فشؼ است وِ ًمبط هػبلح  7ّبی پَلاس ولاسیه ٍ ًظشیِ
ثش دسخبت  ػلاٍُ 8ی سا داساست. دس ًظشیِ هیىشٍهَسفیهگیشی خبغ خْت

آصادی ًظشیِ ولاسیه، ًُِ دسخِ آصادی اضبفی ّوشاُ ثب سِ دایشوتَس 

ایي دسخبت آصادی ثِ  9پزیش هؼشفی ضذُ است. دس ًظشیِ هیىشٍاستشذ اًؼغبف

یبثٌذ. دس ًظشیِ هیىشٍپَلاس دسخبت آصادی ثشاثش سِ ّوشاُ ثب  چْبس وبّص هی
 [.9سّبی غلت ّستٌذ ]دایشوتَ

، ٍ    ، تبًسَس تٌص ًیشٍیی   خبیی  دس الاستیسیتِ هیىشٍپَلاس خبثِ

هستمل اص سبیش دسخبت آصادی ٍ ّوچٌیي تبًسَس تٌص     10خبیی هیىشٍخبثِ

ضَد. تبًسَسّبی وشًص خغی ثِ غَست سٍاثظ  دس ًظش گشفتِ هی     11هضدٍج
 ضَد. ( تؼشیف هی2,1)

(1)                 
(2)          

هیىشٍپَلاس  13ّبی سبختبسی است. هؼبدلِ 12چیَیتب -تبًسَس لَی     
ثشای هػبلح ًبّوسبًگشد وِ تبًسَسّبی تٌص ًیشٍیی ٍ هضدٍج سا ثِ 

ضًَذ  ( ثیبى هی4,3وٌٌذ ثِ غَست سٍاثظ ) تبًسَسّبی وشًص خغی هشتجظ هی

[9،34.] 

(3)                       
(4)                       

هذٍل هػبلح ّستٌذ. چگبلی اًشطی وشًطی ٍ       ٍ       ،      

 ضًَذ. ( تؼشیف هی6,5اًشطی خٌجطی ثشای ایي ًَع هػبلح ثِ غَست سٍاثظ )

(5) 
  

 

 
                          

                             

(6)   
 

 
    

        
    

ثش  ای است. ػلاٍُ سشػت صاٍیِ   ثشداس سشػت ٍ    چگبلی خشهی،   

ی ي ثشای هػبلح     14آى هیىشٍایٌشس  ثِ غَست 15ّوسبًگشد اسپی

 ضَد. تؼشیف هی         

‌معادلات‌روش‌المان‌محدود‌موج‌بر‌پایه‌الاستیسیته‌میکروپولار‌-3

 های اساسی روش المان محذود موج فرض -3-1
ّبی اسبسی سٍش الوبى هحذٍد هَج ثب دس ًظش گشفتي  دس ایي لسوت فشؼ

(. دس ایي لسوت اص 1ضَد )ضىل  یه هیلِ الاستیه یىٌَاخت تَضیح دادُ هی

هحذٍد هَج اختٌبة ضذُ ٍ فمظ ثِ  ثیبى هؼبدلات هشثَط ثِ سٍش الوبى

سبصی هسبئل یه ثؼذی تَضیح دادُ ضذُ است. دس  غَست تَغیفی ًحَُ هذل
لسوت ثؼذی ایي همبلِ هؼبدلات خذیذ پیطٌْبدی ثشای حل هسئلِ هیلِ 

 هیىشٍپَلاس اسائِ خَاّذ ضذ.

، سشػت اٍلیِ هیلِ دس لحظِ  ، ٍ سغح همغغ ثبثت  ایي هیلِ ثِ عَل 

  است، دس حبلی وِ ًیشٍّبی عَلی       ش ثشاث     
   ٍ  

 دس دٍ  
 

                                                                                                                                           
6
 mixed boundary initial value problem 

7
 polar theories 

8
 micromorphic continuum theory 

9
 microstretch continuum theory 

10
 microdisplacement field 

11
 couple stress tensor 

12
 Levi-Civita tensor 

13
 constitutive equations 

14
 microinertia 

15
 spin-isotropic material 
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v0(x)

L

T0
+

T0
-

  
Fig. 1 A One-dimensional elastic rod 

 ثؼذی الاستیه یه هیلِ یه 1شكل 

ضًَذ. ثشای ایي هیلِ فشایٌذ حل سٍش الوبى هحذٍد  اًتْبی هیلِ اػوبل هی

 ضَد: هَج ثِ غَست صیش اػوبل هی
  ِتمسین، ٍ فشایٌذ تغییش ضىل دس        الوبى ثِ عَل   هیلِ ث

ضَد، وِ  تمسین هی        ّبی صهبًی وَچه  عَل صهبى ثِ گبم

سشػت اًتطبس هَج     √  دّذ، ٍ  اًذاصُ الوبى سا ًطبى هی   
ثِ سوت ساست »+« هذٍل الاستیسیتِ است(. ثبلاًَیس   عَلی است )

دٌّذُ سوت چپ الوبى  ًطبى« -»الوبى اضبسُ داسد، دس حبلی وِ ػلاهت 

 است.
 ّب ثِ غَست  ّبی ثیي الوبى ، ٍ گشُ         ّب ثِ غَست  الوبى

ضَد وِ دس  ضًَذ. فشؼ هی گزاسی هی ضوبسُ            
ؼٌی دس اًتْبی گبم صهبًی پیطیي(، )ی   ّبی صهبًی گسستِ  لحظِ
)ضبهل هشصّبی ایي   ّبی یىٌَاخت دس ول الوبى  ّب ٍ سشػت تٌص

ّب هطخع ضذُ ثبضٌذ.  ضَد( ٍ ثشای ّش وذام اص الوبى الوبى ًیض هی
ّبی ضذیذ تٌص ٍ سشػت دس هشصّبی  ًتیدِ ایي فشؼ گسستگی

یَستِ ّب ثشای یه خسن پ ّبی هدبٍس خَاّذ ثَد. ایي گسستگی الوبى
تَاًٌذ ٍخَد داضتِ ثبضٌذ، ٍ  فمظ دس یه لحظِ صهبًی ثسیبس وَچه هی

ّبی خذیذ گشّی وبّص  ّب ٍ سشػت ثِ تٌص   ثبیذ دس لحظِ صهبًی 
 پیذا وٌٌذ.

 ّبی هَج تٌص، وشًص ٍ سشػت اص  ّب اًتطبس خجِْ ًتیدِ ایي گسستگی
لَم ثَدى خَاّذ ثَد. ثب هؼ  ّبی هدبٍس ثب سشػت ثبثت  ّش گشُ ثِ الوبى

ّب ٍ ثبسّبی گشّی دس عَل  وِ سشػت ّبی سبختبسی هػبلح ٍ ایي هؼبدلِ
تَاى فشایٌذ اًتطبس خجِْ هَج ثِ  وٌٌذ، هی تغییش ًوی   گبم صهبًی 

ّبی هَج ثِ یىذیگش دس ٍسظ الوبى ٍ  سوت یىذیگش، سسیذى ایي خجِْ
بلیض ّب ثِ سوت هشصّبی الوبى سا هحبسجِ وشد. ثشای آً اًىسبس ایي هَج

ّبی صهبًی، لَاًیي ثمبی خشم ٍ  ػذدی تغییش تٌص ٍ سشػت دس عَل گبم

ثبیذ ثِ عَس غحیح ثشای ّش الوبى هحذٍد ٍ ّوچٌیي ثشای ول  1ضشثِ
ّبی هدبٍس  ّبی هطتشن الوبى ّب دس گشُ خبیی هذل ثشآٍسدُ ضًَذ. خبثِ

دس ول فشایٌذ اًتطبس هَج پیَستِ ّستٌذ ٍ دس ّش گبم صهبًی ثِ غَست 
      

 وٌٌذ. تغییش هی    

  خذیذ دس ّش الوبى  2استبتیىی ، یه حبلت ضجِ  پس اص گبم صهبًی
 دّذ. ضَد وِ اخبصُ تىشاس فشایٌذ هحبسجبت سا هی ثشلشاس هی

 ُّب اختػبظ دادُ  ّبی الوبى ًیشٍّبی خبسخی دس عَل الوبى فمظ ثِ گش
اًٌذ تغییش وٌٌذ تَ ضًَذ. ّوچٌیي ًیشٍّب فمظ دس آغبص گبم صهبًی هی هی

ٍ پس اص آى دس عَل ایي گبم صهبًی ثبثت خَاٌّذ ثَد. فشؼ هطبثْی 
 ضَد. ّب دس ًظش گشفتِ هی ّبی گشُ ثشای سشػت

  حبلت هىبًیىی ّش الوبى ثبثت ثبلی   دس لحظِ صهبًی خیلی ًضدیه ،
ّب،  خبیی دس گشُ استبتیىی(، اهب سشػت ٍ خبثِ خَاّذ هبًذ )یؼٌی ضجِ

 گیشًذ. ذی ثِ خَد هیهمذاسّبی خذی

  ّبی  ثب استفبدُ اص حبلت   دس لحظِ صهبًی   ٍضؼیت خذیذ ّش الوبى
دس گبم صهبًی پیطیي ٍ     ّبی هدبٍس  هؼلَم خَد الوبى ٍ الوبى
ّبی آى دس عَل گبم صهبًی هطخع تؼشیف  ًیشٍّبی اثشوٌٌذُ ثِ گشُ

                                                                                                                                           
1
 laws of mass and impulse conservations 

2
 quasi-static state 

وبى سا تحت ّبی هدبٍس اًتطبس خجِْ هَج دس یه ال ضَد. تٌْب الوبى هی
ّبی ثب فبغلِ صیبد،  دٌّذ؛ دس حبلی وِ ثبسّبی اػوبلی دس گشُ اثش لشاس هی
ّبی ثب  ّب( دس الوبى ّب ٍ وشًص ّب، تٌص )یؼٌی سشػت 3ّب ٍ اص حبلت

 فبغلِ صیبد ثِ هشصّبی الوبى هَخَد دس ایي گبم صهبًی ًخَاٌّذ سسیذ.

  هحبسجبت هشثَط ثِ هحبسجِ حبلت خذیذ ّش الوبى ثذٍى دس ًظش گشفتي

ّبی خجشی ثٌیبدی غَست  ّبی دیگش ٍ ثب استفبدُ اص فشهَل الوبى
 گیشد. ساُ حل اسائِ ضذُ ثِ غَست ًبهطشٍط پبیذاس است. هی

های روش المان محذود موج برای میله یک بعذی  معادله -3-2

  میكروپولار

هَج دس سبصی اًتطبس  دس ایي ثخص هؼبدلات سٍش الوبى هحذٍد هَج ثشای هذل

ّبی  هیىشٍپَلاس ثب تغییشضىل 4هیلِ هستمین، خغی، یه ثؼذی، ًبّوسبًگشد

ضًَذ. دس ًظشیِ الاستیسیتِ هیلِ هیىشٍپَلاس،  وَچه تَسؼِ دادُ هی
خبیی  ٍ هیىشٍخبثِ       خبیی هحَسی  تغییشضىل خسن ثب استفبدُ اص خبثِ

 ضَد. تؼییي هی       ای  صاٍیِ

ضَد.  تؼییي هی  ثؼذی هیلِ هَلؼیت عَل هیلِ ثب  ثشای هذل یه

ًطبى دادُ ضذُ است، وِ وشًص  2سیٌوبتیه هیلِ هیىشٍپَلاس دس ضىل 
 ضَد. ( تؼشیف هی7ًشهبل ٍ وشًص هیىشٍپَلاس ثِ غَست ساثغِ )

(7)       
  

  
           

  

  
  

الاستیه، ًبّوسبًگشد وشًص ثشای هیلِ یه ثؼذی، -ساثغِ تٌص

 ضَد. ( تَغیف هی9,8هیىشٍپَلاس ثب استفبدُ اص سٍاثظ )

(8)                           ̅    ̅     

(9)                           ̅    ̅   

 5پبساهتشّبی سبختبسی ̅        ٍ  ̅        ، ̅        وِ 

ثش آى  [. ػلا36,35ٍُوٌٌذ ] ّستٌذ وِ سفتبس الاستیه هیلِ سا تَغیف هی

ضَد. ایي  اًذسوٌص ثیي تغییشضىل عَلی ٍ دٍساى ثب ایي ضشایت وٌتشل هی
 [ پیطٌْبد ضذُ است.35وِ دس هشخغ ]  ٍ   ،  پبساهتشّب هطبثِ ثب ضشایت 

    ّب دس لحظِ  فشؼ ضَد الوبى
ىی لشاس داسًذ. استبتی دس یه حبلت ضجِ  

ّبی  خبیی ٍ خبثِ     ای  ٍ صاٍیِ     ّبی عَلی  دس ایي لحظِ همبدیش سشػت

    هشصی 
    ٍ دٍساى   

هؼلَم است.           ثشای ّش الوبى   
( هحبسجِ 10تَاى ثب استفبدُ اص ساثغِ ) ّبی ًشهبل ٍ هیىشٍپَلاس سا هی  وشًص

 وشد.

(10)      
    

      
 

   
          

    
      

 

   
  

 

x

u

ψ

 xj

 xj  
Fig. 2 Axial displacement and rotation of a micropolar rod from its 

initial to a deformed formation 
خبیی هحَسی ٍ دٍساى یه هیلِ هیىشٍپَلاس دس دٍ حبلت اٍلیِ ٍ  خبثِ 2شكل 

 یبفتِ تغییشضىل

                                                                                                                                           
3
 states 

4
 anisotropic 

5
 constitutive parameters 
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( 11وشًص دس هیلِ هیىشٍپَلاس ثشای ّش الوبى ثِ غَست ساثغِ )-ساثغِ تٌص
 ضَد. اسائِ هی

(11)                                             

سا دس لحظِ   تَاى خػَغیبت هىبًیىی الوبى  ثب داضتي ایي سٍاثظ هی

    
 (12دست آٍسد. ثشای ایي هٌظَس اًشطی خٌجطی ثب استفبدُ اص ساثغِ ) ثِ  

 ضَد. هحبسجِ هی

(12)      
 

 
       

        
   

وٌذ وِ دس  اسپیي هػبلح سا ثیبى هی -ایٌشسی   سغح همغغ ٍ   

چگبلی  1ضَد. ثب استفبدُ اص اغل ّبهیلتَى ّبی وَچه ثبثت فشؼ هی وشًص
 ضَد. اسائِ هی (13)اًشطی وشًطی تَسظ ساثغِ 

(13) 

     
 

    
 (  (    

      
 )

 
    (    

      
 ) 

               (    
      

 )    (    
      

 )
 
) 

    ًیشٍّبی 
    ّبی  ٍ هوبى  

ّبی آى سا  اثشوٌٌذُ ثِ الوبى دس گشُ  

 ( ًَضت.15,14تَاى ثِ غَست سٍاثظ ) هی

(14) 

    
  

     
     

  
 

   
(  (    

      
 ) 

                                (    
      

 )) 

(15) 

    
  

     
     

  
 

   
(  (    

      
 ) 

                                (    
      

 )) 

 ( سا ثِ غَست صیش داسین.16وِ دس آى ساثغِ )

(16)     
       

          
       

  

دس ّش سغح همغغ ثب   داخلی ثشای الوبى        ٍ هوبى     ًیشٍی 
 ضَد. هی( اسائِ 17استفبدُ اص ساثغِ )

(17)          
               

  

ای دس عَل گبم صهبًی ثشای آًبلیض  لَاًیي هَهٌتَم خغی ٍ هَهٌتَم صاٍیِ
ای ثِ غَست سٍاثظ  ّبی هَج عـَلی ٍ صاٍیِ اًتطبس ًیشٍ ٍ هوبى ثب سـشػت

 ضًَذ. ( تؼییي هی21-18)

(18)     
         

(    
        )             

   
 

(19)   
        

(  
      )       

   
 

ٍ 

(20)     
         

(    
        )         

     

   
 

(21)   
        

(  
      )     

   

   
 

   2اگش ًیشٍی اغغىبن ٍیسىَص خبسخی
ٍ هوبى اغغىبن          

  ٍیسىَص خبسخی 
اػوبل ضَد، وبس اًدبم   ثِ گشُ داخلی          

 ضَد. ( هی22یبفتِ تَسظ ایي ًیشٍّب ثشاثش ساثغِ )

(22)     (  
       

    )     (    
      

 )    

  دٌّذ، ٍ  ضشایت ٍیسىَص سا ًطبى هی   ٍ    دس ایي ساثغِ 
    ٍ  

   

دٌّذُ ًیشٍ ٍ هوبى اغغىبوی خبسخی ٍیسىَص خغی است. ثب استفبدُ اص  ًطبى

ّبی سٍش الوبى هحذٍد هَج ایي ًیشٍّبی اغغىبوی خبسخی ثب ًیشٍّبی  فشؼ
  ضًَذ وِ ثب ًیشٍّبی  گشّی هؼبدل خبیگضیي هی

  ّبی  ٍ هوبى  
خبسخی   

 ضًَذ. خوغ هی

                                                                                                                                           
1
 Hamilton’s principle 

2
 external viscous friction force 

دس   ای ثِ ول الوبى  ٌتَم خغی ٍ صاٍیِّبی هَه دٍثبسُ ثب اػوبل لبًَى
دس لحظِ    ای  ٍ صاٍیِ   ّبی خذیذ خغی  ، سشػت   عَل گبم صهبًی 

  
      

 ضَد. ( هحبسجِ هی24,23ثِ غَست سٍاثظ )      

(23)         
(  

    
 )   

       
 

(24) 
        

(  
    

 )   

     
   

 

 ( سا ًَضت.26,25تَاى سٍاثظ ) ( هی21, 24,23-18ثب استفبدُ اص سٍاثظ )

(25)      
    

       

(26)      
    

       

( 28,27تَاى ثب استفبدُ اص سٍاثظ ) خبیی ٍ دٍساى خذیذ گشّی سا هی خبثِ

 دست آٍسد: ثِ

(27)   
      

    
     

(28)   
      

    
     

ّب ثب استفبدُ اص  ضشط سبصگبسی ٍ ضشط تؼبدل دس هشص هطتشن ثیي الوبى

 ضَد. ( اسائِ هی29-31سٍاثظ )

(29)     
    

          
    

  

(30)   
      

    
         (         )    

(31)   
      

    
         (         )    

  ثِ هٌظَس ثیبى توبهی پبساهتشّب دس لحظِ 
،    ّبی گبم صهبًی  دس تشم  

وٌین وِ هٌدش ثِ سٍاثظ  ( خبیگزاسی هی31-29( سا دس سٍاثظ )21-18سٍاثظ )

 ضَد: صیش هی

  
   

            
                               

                             (         )   
 

         
(  

             )   

                             (         )   
 

(32)  
  

   

           
     

                 
           

     
             

             (         )   
 

            
(  

             )   

     
             

             (         )   
 

(33)  

ّبی ًیشٍیی ٍ هضدٍج ثب استفبدُ اص ًیشٍّب ٍ  خْت هحبسجِ تٌص

اٍثظ ) هوبى  ( استفبدُ وشد.37-34تَاى اص سٍاثظ ) (، هی21-18ّبی س

(34)    
   

      
  

   

     
   

 

(35)    
   

      
  

   

     
   

 

(36)       
      

   

(37)       
      

   

وِ ثشای ول سیستن هطتشن است     ثشای هحبسجِ همذاس گبم صهبًی 

ثبیذ اص تؼبدل اًشطی ول خسن استفبدُ ضَد. لبًَى تؼبدل اًشطی ثشای ول 
 ضَد. ( ًَضتِ هی38خسن ثِ غَست ساثغِ )

(38) ∑(           )

 

   

   

 ثِ غَست ساثغِ            ٍ             وِ دس آى 
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 ( است.39)

(39) ∑(     )

 

   

 ∑∑   

 

   

  

   

   

دّذ. ثشای هیلِ ّوگي گبم  ایي سٍش یه حل پبیذاس ًبهطشٍط سا اسائِ هی

ّب یىسبى است ٍ تؼبدل اًشطی ثشای ّش الوبى دسست  ثشای ول الوبى   صهبًی 

 خَاّذ ثَد.

‌های‌عددی‌مثال‌-4

ّبی پیطٌْبدی،  دس ایي ثخص پٌح هثبل ثشای سٌدص غحت ٍ دلت هؼبدلِ

لبثلیت سٍش الوبى هحذٍد هَج ثشای حل هسبئل هیلِ هیىشٍپَلاس ّوچٌیي 

 اًذ. ثؼذ ًوبیص دادُ ضذُ ّب دس حبلت ثی اًذ وِ ًتبیح آى حل ضذُ

 میله کانتیلور میكروپولار یک بعذی -4-1
هثبل ًخست یه هیلِ وبًتیلَس هیىشٍپَلاس یه ثؼذی تحت اثش ًیشٍی فطبسی 

ضَد )ضىل  اػوبل هی    س صهبى است، وِ ثِ عَس ًبگْبًی د 0.1Nثبثت 

 ( اًتخبة ضذُ است.40(. پبساهتشّبی سبختبسی ثِ غَست ساثغِ )3

(40)         ،            ،             ,                  
( 42( ٍ ضشایظ هشصی ثِ غَست ساثغِ )41ضشایظ اٍلیِ ثِ غَست ساثغِ )

 است.

                                  
(41)      

                          
                             

(42)   
               

    ،          
            

    

خبیی، دٍساى ٍ تٌص دس ٍسظ هیلِ دس  ًتبیح هشثَط ثِ پیطیٌِ صهبًی خبثِ

 ٍ دلت ًتبیح ًیض ثسیبس خَة است.  ًطبى دادُ ضذُ 6-4ّبی  ضىل
 

 میله کانتیلور میكروپولار یک بعذی دو لایه -4-2
دس ایي هثبل اًؼىبس ٍ اًىسبس اهَاج تٌص ثِ دلیل تفبٍت اهپذاًس دس لایِ 

هطتشن یه هیلِ دٍ لایِ هَسد هغبلؼِ لشاس گشفتِ است. یه هیلِ وبًتیلَس 

 ًطبى دادُ ضذُ است. لایِ اٍل ایي هیلِ 7تحت اثش ثبس فطبسی دس ضىل 
 

T, H

1x
 

Fig. 3 A 1D micropolar cantilever rod subjected to a constant force and 

moment 
 هیلِ وبًتیلَس هیىشٍپَلاس تحت اثش ًیشٍ ٍ هوبى ثبثت 3شكل 

 
Fig. 4 Normalized displacement at the midpoint of the micropolar rod 

for the first example 
 خبیی ًشهبل دس ٍسظ هیلِ هیىشٍپَلاس هثبل اٍل خبثِ 4شكل 

 

 
Fig. 5 Normalized rotation at the midpoint of the micropolar rod for the 

first example 
 دٍساى ًشهبل دس ٍسظ هیلِ هیىشٍپَلاس هثبل اٍل 5شكل 

 
Fig. 6 Normalized stress at the midpoint of the micropolar rod for the 

first example 
 تٌص ًشهبل دس ٍسظ هیلِ هیىشٍپَلاس هثبل اٍل 6شكل 

 

(        ( غیش هیىشٍپَلاس، دس حبلی وِ لایِ دٍم )       )

دس ًظش گشفتِ ضذُ است. پبساهتشّبی سبختبسی ثشای ایي دٍ لایِ هیىشٍپَلاس 

 ( است.44,43ثِ غَست سٍاثظ )
     

 

 
 

        ,                             ,  
(43)                                             
  

 
     

        ,                             
(44)         ,                                

ثب ًتبیح اسائِ ضذُ       ٍ       ًتبیح هشثَط ثِ سٍش وًٌَی دس 

اًذ.  ًطبى دادُ ضذُ 9ٍ  8ّبی  [ همبیسِ ضذُ ٍ دس ضىل35دس هشخغ ]

عَس وِ هطخع است سٍش الوبى هحذٍد هَج ثب هَفمیت ثشای حل  ّوبى
 هسبئل هیلِ هیىشٍپَلاس ثِ وبس ثشدُ ضذُ است.

 

T, H

x
1/2 1/2

1  
Fig. 7 A two-layer 1D micropolar cantilever rod subjected to a 

constant force and moment 
یه هیلِ وبًتیلَس یه ثؼذی هیىشٍپَلاس دٍ لایِ تحت اثش ًیشٍ ٍ هوبى  7شكل 
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 برخورد دو میله میكروپولار -4-3
سبصی ضذُ، هیلِ اٍل ثِ عَل  ثشخَسد دٍ هیلِ هیىشٍپَلاس دس ایي لسوت ضجیِ

ًطبى دادُ  10است )ٌّذسِ ایي هثبل دس ضىل  2/3ٍ هیلِ دٍم ثِ عَل  1/3

ضذُ است(. پبساهتشّبی سبختبسی هطبثِ هثبل دٍم است. ایي هثبل ثب استفبدُ 

اص هؼبدلات تَسؼِ دادُ ضذُ سٍش الوبى هحذٍد هَج حل ضذُ است. ضىل 

ّبی  اًتمبل هَج 12، ضىل    پیطیٌِ صهبًی سشػت ًشهبل ضذُ دس  11
ا دس چْبس صهبى تٌص ثِ ٍخَد آهذُ ًبضی اص ثشخَسد دٍ هیلِ هیىشٍپَلاس س

آهذُ ثب استفبدُ اص سٍش الوبى هحذٍد  دست دّذ. ًتبیح ثِ هختلف ًطبى هی

 [ داسًذ.35هَج تغبثك خَثی ثب ًتبیح اسائِ ضذُ دس هشخغ ]

 برخورد دو میله میكروپولار با مصالح مختلف -4-4
 ثِثب هػبلح هختلف سبصی ثشخَسد دٍ هیلِ هیىشٍپَلاس  ایي هثبل خْت هذل

 

 

Fig. 8 Normalized stress at       of the micropolar rod for the 

second example 
 هیلِ هیىشٍپَلاس هثبل دٍم      تٌص ًشهبل دس   8شكل 

 

Fig. 9 Normalized stress at       of the micropolar rod for the 

second example 
 هیلِ هیىشٍپَلاس هثبل دٍم      تٌص ًشهبل دس  9شكل 

v

v

0t 

0t 

1/3 2/3

2/31/3
1

 

Fig. 10 Impact of two micropolar and non-micropolar rods of the third 

example 
 ثشخَسد دٍ هیلِ هیىشٍپَلاس ٍ غیشهیىشٍپَلاس دس هثبل سَم 10شكل 

 سبختبسی ایي(. پبساهتشّبی 10یىذیگش دس ًظش گشفتِ ضذُ است )هطبثِ ضىل 
 

 
Fig. 11 Normalized velocity at     for the third example 

 ثشای هثبل سَم     سشػت ًشهبل دس  11شكل 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 
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(d) 

Fig. 12 Transformation of the normalized stress along the rod at four 

various times, for the third example 

 ثشای هثبل سَمدس چْبس صهبى هختلف اًتمبل تٌص ًشهبل دس عَل هیلِ  12شكل 
 

 تبیح هشثَط ثِ سٍش حبضش ثب ًتبیحهثبل هطبثِ هثبل دٍم اًتخبة ضذُ است. ً

اًذ. ایي  همبیسِ ضذُ    سشػت ًشهبل دس  [ ثشای35اسائِ ضذُ دس هشخغ ]

 آهذُ است. دست اًذ وِ تغبثك خَثی ثِ ثبّن همبیسِ ضذُ 13ًتبیح دس ضىل 

 انذرکنش دو موج در یک میله میكروپولار دوسر آزاد -4-5
ثِ ػٌَاى هثبل آخش یه هیلِ هیىشٍپَلاس دٍسش آصاد وِ دٍ ًیشٍی وططی ثب دٍ 

ضًَذ دس ًظش گشفتِ ضذُ است. ضشثِ  فشم هختلف دس دٍ اًتْبی آى ٍاسد هی

ضىل ٍ ضشثِ سوت چپ هثلثی ضىل است. اًتمبل  سوت ساست هستغیلی

ثشای ضص لحظِ صهبًی  14اهَاج تٌص ثِ ٍخَد آهذُ اص ایي ًیشٍّب دس ضىل 

تَاى دٍ هَج سشیغ ٍ وٌذ سا دس ایي  هختلف ًطبى دادُ ضذُ است وِ هی
 ّب هطبّذُ وشد. ضىل

 

 

Fig. 13 Normalized velocity at       for the fourth example 
 هثبل چْبسم    سشػت ًشهبل دس  13شكل 

 
(a) 

 

 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 
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(f) 

 

Fig. 14 Transformation of different counter-waves in a free-free 

micropolar rod 

 ّبی هختلف دس یه هیلِ دٍ سش آصاد هیىشٍپَلاس اًتمبل اهَاج ثب ضىل 14شكل 

‌گیری‌نتیجه‌-5

همبلِ هؼبدلات سٍش الوبى هحذٍد هَج ثشای حل هسبئل هیلِ ًبّوگي، دس ایي 
ًبّوسبًگشد یه ثؼذی هیىشٍپَلاس ثب سغح همغغ هتفبٍت تَسؼِ دادُ ضذًذ. 

گًَِ وِ دس فشایٌذ  سبصی ضذًذ. ّوبى دٍ ًَع هَج ثب دٍ سشػت هختلف ضجیِ

سبصی اًتطبس هَج ثذٍى  حل سٍش الوبى هحذٍد هَج اضبسُ ضذ، ضجیِ

ّبی تمشیجی اًدبم پزیشفت. خْت  ثٌذی هؼبدلات دیفشاًسیل ثب حل َلفشه
تَغیف لبثلیت ٍ غحت ایي سٍش ثشای هسبئل اًتطبس اهَاج ٍ ّوچٌیي هسبئل 

سبصی ضذًذ. تغبثك ثسیبس خَثی ثیي  ّبی پبیِ هیلِ هیىشٍپَلاس هذل ضشثِ هثبل

آهذ وِ  دست ّبی ػذدی ٍ/ یب تحلیلی هَخَد ثِ ًتبیح سٍش پیطٌْبدی ٍ حل

حبوی اص لبثلیت هٌبست سٍش پیطٌْبدی است. دس ایي همبلِ ًطبى دادُ ضذ 
وِ سٍش الوبى هحذٍد هَج یه سٍش لذستوٌذ ثشای حل هسبئل اًتطبس هَج ٍ 

ضشثِ دس هیلِ هیىشٍپَلاس وِ سٍش الوبى هحذٍد ولاسیه داسای ضؼف راتی 

 گًَِ اص هسبئل است. دس حل ایي

‌مراجع‌-6
[1] S. Diebels, H. Steeb, Stress and couple stress in foams, Computational 

Materials Science, Vol. 28, No. 3, pp. 714-722, 2003. 
[2] A. C. Eringen, G. A. Maugin, Electrodynamics of Continua I: Foundations 

and Solid Media, pp. 128-179, New York: Springer, 1990. 

[3] E. Cosserat, F. Cosserat, Théorie des corps déformables, pp. 1-6,  Paris: 

Hermann et fils, 1909. 

[4] R. Lakes, Experimental methods for study of Cosserat elastic solids and 

other generalized elastic continua, in: H. B. Muhlhaus (Editor), Continuum 

Models for Materials with Microstructure, pp. 1–25, Chichester, UK: Wiley, 

1995. 

[5] G. E. Exadaktylos, I. Vardoulakis, Microstructure in linear elasticity and 

scale effects: A reconsideration of basic rock mechanics and rock fracture 

mechanics, Tectonophysics, Vol. 335, No. 1, pp. 81-109, 2001. 

[6] W. T. Koiter, Couple stresses in the theory of elasticity, Proceedings of the 

Koninklijke Nederlandse Akademie van Wetenschappen, Amsterdam: North-

Holland Publishing Co., Vol. 67, No. 1, pp.17-44, 1964. 

[7] W. Nowacki, Theory of asymmetric elasticity, pp. 1–138, Pergamon-Press, 

Oxford, 1986. 

[8] G. A. Maugin, On the structure of the theory of polar elasticity, 

Philosophical transactions. Series A, Mathematical, physical, and 

engineering sciences Royal Society, Vol. 356, No. 1741, pp. 1367-1395, 

1998. 

[9] A. C. Eringen, Microcontinuum field theories: I. Foundations and solids, pp. 

101-248, New York: Springer, 1999. 

[10] K. G. Tsepoura, S. Papargyri-Beskou, D. Polyzos, D. E. Beskos, Static and 

dynamic analysis of a gradient-elastic bar in tension, Archive of Applied 

Mechanics, Vol. 72, No. 6-7, pp. 483-497, 2002. 

[11] B. Akgöz, Ö. Civalek, Longitudinal vibration analysis of strain gradient bars 

made of functionally graded materials (FGM), Composites Part B: 

Engineering, Vol. 55, No. 1, pp. 263-268, 2013. 

[12] R. D. Gauthier, W. E.  Jahsman, A quest for micropolar elastic constants, 

Applied Mechanics, Vol. 42, No. 2, pp. 369-374, 1975. 

[13] J. F. C. Yang, R. S. Lakes, Experimental study of micropolar and couple 

stress elasticity in compact bone in bending, Biomechanics, Vol. 15, No. 2, 

pp. 91-98, 1982. 

[14] R. S. Lakes, Size effects and micromechanics of a porous solid, Materials 

Science, Vol. 18, No. 9, pp. 2572-2580, 1983. 

[15] R. S. Lakes, Experimental microelasticity of two porous solids, Solids and 

Structures, Vol. 22, No. 1, pp. 55-63, 1986. 

[16] W. B. Anderson, R. S. Lakes, Size effects due to Cosserat elasticity and 

surface damage in closed-cell polymethacrylimide foam, Materials Science, 

Vol. 29, No. 24, pp. 6413-6419, 1994. 

[17] N. Hu, H. Sekine, H. Fukunaga, Z. H. Yao, Impact analysis of composite 

laminates with multiple delaminations, Impact Engineering, Vol. 22, No. 6, 

pp. 633-648, 1999. 

[18] V. P. W. Shim, Y. B. Guo, R. Lan, Elastic stress transmission in cellular 

systems-Analysis of wave propagation, Impact Engineering, Vol. 35, No. 8, 

pp. 845-869, 2008. 

[19] L. Maheo, P. Viot, Impact on multi-layered polypropylene foams, Impact 

Engineering, Vol. 53, No. 1, pp. 84-93, 2013. 

[20] H. G. Georgiadis, E. G. Velgaki, High-frequency Rayleigh waves in 

materials with micro-structure and couple-stress effects, Solids and 

Structures, Vol. 40, No.10, pp. 2501-2520, 2003. 

[21] H. G. Georgiadis, I. Vardoulakis, E. G. Velgaki, Dispersive Rayleigh-wave 

propagation in microstructured solids characterized by dipolar gradient 

elasticity, Elasticity, Vol. 74, No. 1, pp. 17-45, 2004. 

[22] D. Singh, S. K. Tomar, Longitudinal waves at a micropolar fluid/solid 

interface, Solids and Structures, Vol. 45, No. 1, pp. 225-244, 2008. 

[23] R. Y. Vasudeva, R. K. Bhaskara, Wave motion in micropolar elastic bars 

with rectangular cross section, Engineering Science, Vol. 17, No. 8, pp. 965-

971, 1979. 

[24] M. Randrüüt, M. Braun, On one-dimensional solitary waves in 

microstructured solids, Wave Motion, Vol. 47, No. 4, pp. 217-230, 2010. 

[25] T. Ariman, Wave propagation in a micropolar elastic half-space, Acta 

mechanica, Vol. 13, No. 1, pp. 11-20, 1972. 

[26] K. G. Tsepoura, S. Papargyri-Beskou, D. Polyzos, D. E. Beskos, Static and 

dynamic analysis of a gradient-elastic bar in tension, Archive of Applied 

Mechanics, Vol. 72, No. 6, pp. 483-497, 2002. 

[27] A. Charalambopoulos, L. N. Gergidis, G. Kartalos, On the gradient elastic 

wave propagation in cylindrical waveguides with microstructure, Composites 

Part B: Engineering, Vol. 43, No. 6, pp.  2613-2627, 2012. 

[28] S. Ham, K. J. Bathe, A finite element method enriched for wave propagation 

problems, Computers & Structures, Vol. 94, No. 1,  pp. 1-12, 2012. 
[29] G. Noh, S. Ham, K. J. Bathe, Performance of an implicit time integration 

scheme in the analysis of wave propagations, Computers & Structures, Vol. 

123, No. 1, pp. 93-105, 2013. 

[30] B. F. Shorr, Mathematical modelling of wave propagation in a rod of time-

dependent material, Mechanics of Time-Dependent Materials, Vol. 1, No. 4, 

pp. 397-416, 1997. 

[31] B. F. Shorr, Analysis of wave propagation in elastic-plastic rods of a variable 

cross section using direct mathematical modelling, Archive of Applied 

Mechanics, Vol. 65, No. 8, pp. 537-547, 1995. 

[32] B. F. Shorr, A wave approach to finite element analysis of solids, Mechanics 

Research Communications, Vol. 26,  No. 2, pp. 191-196, 1999. 

[33] B. F. Shorr, The wave finite element method, pp. 1-158, Berlin Heidelberg, 

New York: Springer,  2004. 

[34] W. Nowacki, Theory of Asymmetric Elasticity (Translated By H. Zorski), pp. 

1-49, Poland and Oxford, United Kingdom: Polish Scientific Publishers 

(PWN) and Pergamon Press, Warsaw (Warszawa), 1986. 

[35] C. L. Randow, G. A. Gazonas, Transient stress wave propagation in one-

dimensional micropolar bodies, Solids and Structures, Vol. 46, No. 5, pp. 

1218-1228, 2009. 

[36] H. Shahsavari, M. Ostoja-Starzewski, On elastic and viscoelastic helices, 

Philosophical Magazine, Vol. 85, No. 33-35, pp. 4213-4230, 2005. 

D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir 

at
 1

5:
04

 IR
D

T
 o

n 
S

un
da

y 
M

ay
 1

3t
h 

20
18

http://journals.modares.ac.ir/article-15-6893-fa.html
www.SID.ir

