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 مقاله پژوهشی کامل

 1395 اسفند 18دریافت: 
 1396 دخردا 01پذیرش: 

 1196 یرت 02ارائه در سایت: 

ای فلز کامپوزیت تحت بار دینامیکی به کمک تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول و روش حل تحلیلی و عددی مخزن استوانهحل در این مقاله  
بررسی شده است. بدین منظور ابتدا معادلات تعادل پوسته بر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول استخراج شده است.  دیفرانسیل مربعات

تایج آزمایش تجربی یک سوخت دو پایه بدست آمده و سپس بصورت یک بار دینامیکی به مدل مورد استفاده در تحلیل بار اعمالی به پوسته از ن
ای فلز کامپوزیت تحت بار دینامیکی با روش تئوری برشی مرتبه عددی و تئوری اعمال شده است. هدف از این مقاله بررسی رفتار مخزن استوانه

برای حل این روابط از روش  مورد نظرباشد. لذا پس از استخراج روابط تعادل پوسته بر اساس تئوری عددی میاول و مقایسه نتایج آن با حل 
استفاده شده است. پس از بدست آوردن روابط حاکم بر مسئله در یک پوسته فلز کامپوزیت این روابط به فرم معادلات   دیفرانسیل مربعات

گاه گاه ساده و تکیهحالت شرایط تکیه واستخراج شده است. برای اعمال شرایط مرزی از د بعاتدیفرانسیل مرماتریسی مربوط به روش حل 
نویسی گیردار استفاده شده و نتایج حاصل از این دو حالت با یکدیگر مقایسه شده است. برای حل معادلات دیفرانسیلی بدست آمده، از کد برنامه

افزار المان محدود آباکوس صورت سازی و تحلیل عددی مدل مورد نظر در نرمیج حل تئوری، مدلگذاری نتامتلب استفاده شده است. برای صحه
 .مورد مقایسه قرار گرفته است  دیفرانسیل مربعاتنویسی با روش حل افزار با نتایج بدست آمده از برنامهگرفته و نتایج بدست آمده از این نرم
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 In this paper, numerical and analytical solutions of composite metal cylindrical vessel are investigated 

under dynamic load using first-order shear deformation theory and differential quadrature method. For 

this purpose, the shell equilibrium equations are derived based on the first order shear deformation 
theory. The load applied to the shell is achieved from the experimental test of a double-base propellant, 

and then is applied to the model in numerical and theoretical analysis. The aim of this paper is to study 
and investigate the behavior of the composite metal cylindrical vessel under dynamic load with first-

order shear deformation theory and compare its results with the numerical solution. Therefore, after 

extracting the shell equilibrium equations are used from differential quadrature method to solve the 
equations. Then, the governing equations are extracted in a composite metal cylindrical vessel to form 

the matrix equations to solve with differential quadrature method. To apply boundary conditions from 

simply supported and clamped are considered and the results of these two modes are compared together. 
The MATLAB programming code is used to solve differential quadrature equations. To validate 

theoretical results, modeling and numerical analysis are done by Abaqus finite element software and the 

results are compared with the analytical solution using the differential quadrature method. 
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 مقدمه 1-

 فلزات خاص بطور و مواد رفتار با رابطه در كه فرآيندهايي مهمترين از يكي

 عنوانبه. است ديناميكي شديد نيروهاي تحت ماده بارگذاري افتدمي اتفاق

 باشند،مي بالا بسيار هايسرعت داراي كه قطعه دو بين برخورد در مثال

 از استفاده ديگر مثال. گرددمي ايجاد ماده در زيادي العادهفوق هايتنش

 تغيير جمله از صنعتي مختلف يهاپروسه در منفجره مواد از حاصل نيروي

 از حاصل انرژي از. است مختلف اهداف براي فلزات مخصوصا مواد دادن شكل

 كاربردهاي مهمترين از يكي گرفت. كمك مختلف اهداف براي توانمي انفجار

 انفجارات اثر تحت كه ييهاپوسته. است نظامي صنايع در انفجاري انرژي

 گردند،مي تبديل تركش به و شده گسيخته شديدالانفجار مواد از ناشي داخلي
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 و همکاران علی اصغر معصومی ای فلز کامپوزیت تحت بار دینامیکیده از روش حل دیفرانسیل مربعات در تحلیل مخزن استوانهااستف

 

 6شماره  17، دوره 1096 رویرهشمهندسی مکانیک مدرس،  023
 

 در دارند. مختلف يهاپرتابه و سرجنگي در بسياري كاربرد داراي

 مواد آزمايشات انجام جهت خاص هاي-پوسته از نيز انفجار هايآزمايشگاه

 ماده انفجار هنگام به. گرددمي استفاده انفجار يهاسازي شبيه و منفجره

 با انفجاري امواج پوسته، داخل در شديدالانفجار يا گازي از اعم منفجره

 فشاري بار معرض در پوسته بنابراين شود،مي وارد بدنه به بالايي بسيار سرعت

 بالايي ديناميكي ماهيت از مسئله اين نتيجه در گيرد.مي قرار متحرك

 مراتب به بارها اين اثر تحت سازه تحليل و رفتار بينيپيش لذا است. برخوردار

. است ايضربه بارهاي حتي و هيدرواستاتيك فشار بارگذاري از تر مشكل

 بر علاوه توانمي را انفجاري بارهاي اثر تحتها پوسته تحليل نتايج

 و نظامي صنايع در اياستوانه هايپوسته و هامخزن تحليل برايها سرجنگي

 مختلف صنايع در پركاربرد هايسازه از يكيها پوسته. برد بكار صنعت

 به نسبت كمي ضخامت و اندخميده هندسي نظر از هاسازه اين. باشندمي

 كاربه هالوله و مخازن ساخت جمله از مختلف موارد در و دارند ابعادشان ساير

 مهندسي مواد عنوان به مركب مواد تكنولوژي، گسترش با طرفي از. روندمي

. است گرفته قرار استفاده مورد صنعت در مختلف كاربردهاي براي مناسب

 به سختي و دانسيته به مقاومت مناسب، بسيار كارايي و مركب مواد سبكي

 شده ديگر مواد با مقايسه در مواد اين كاربرد توسعه باعث مواد اين دانسيته

 از بسياري در آلومينيوم و فولاد براي مناسبي جايگزين نتيجه در و است

 و مطالعه مورد را اياستوانه يهاپوسته زيادي محققان. است شده صنايع

 برها پوسته تحليل در گرفته صورت مطالعات عمده بخش. اندداده قرار تحقيق

 مرتبه برشي تئوري به كه تئوري اين. باشدمي رايزنر و ميندلين تئوري پايه

 اثر تئوري اين در[. 3-1]شد  معرفي رايزنر و ميندلين توسط است مشهور اول

 اثر احتساب با و است شده گرفته نظر در عرضي برشي يهاشكل تغيير

 و نقدي. است شده داده بهبود نتايج ديناميكي معادلات در دوراني اينرسي

 با[ 5] هرمان و ميرسكي. دادند بسط را برشي شكل تغيير تئوري[ 4] كوپر

 از اياستوانه هايپوسته حل اول يمرتبه برشي شكل تغيير تئوري كارگيريبه

-ميرسكي ينظريه از استفاده با. كردند ارائه را گردهمسان و همگن مواد

 هايپوسته ارتعاشي پاسخ[ 6] پرل و زيو محدود تفاضل عددي روش و هرمان

 استفاده با[ 8,7] تاكاهاشي و سوزوكي. آوردند دستبه را بلند نيمه اياستوانه

 آزاد ارتعاشات پاسخ فروبينيوس سري و برشي شكل تغيير ينظريه از

 دستبه را مخروطي هايپوسته و متغيير ضخامت با اياستوانه هايپوسته

 با گردهمسان و همگن هاياستوانه معادلات[ 9] همكاران و چيايپك. آوردند

 و استخراج اول يمرتبه برشي شكل تغيير تئوري از استفاده با را متغير جدار

 محققاني جمله از[ 14-10] ردي. كردند حل اغتشاشي ينظريه كمك به

 و مطالعات هااستوانه تئوري بر حاكم روابط گسترش و بسط در كه باشدمي

 و مطرح خود را سوم مرتبه تئوري حتي او است. داده انجام زيادي تحقيق

 و ردي مقاله در امروز به تا برشي تئوري از تاريخچه اي. است داده بسط

 هايتئوري با رابطه در بحث بر علاوه آنها. است شده آورده[ 15] ارسينيگا

 درباره بحث به عددي نتايج و مثال ارائه با پوسته، و ورق براي برشي مختلف

 ترموالاستيسيته حالت[ 16] اسلامي و بهتوي. پرداختند روش اين هايقابليت

 تئوري از نيز آنها. دادند قرار بررسي مورد را حرارتي بار تحت اياستوانه پوسته

 نظر در تابعي صورت به را ماده خواص و نموده استفاده اول مرتبه برشي

 ضخيم جدار پوسته الاستيك تحليل[ 17] همكاران و ايپكچي. گرفتند

 غير نيز را داخلي فشار و متغير را پوسته ضخامت آنها. دادند انجام را مخروطي

 حل توانستند اغتشاشات تئوري بستن كار به با. گرفتند نظر در يكنواخت

 مقايسه محدود المان نتايج با و ارائه نظر مورد پوسته پاسخ براي تحليلي نيمه

 ضخيم جدار هاياستوانه عمومي حل[ 19,18] همكاران و قناد. نمودند

 در مستوي يالاستيسيسه تئوري مبناي بر را ام جي اف محوري متقارن

 بر و. نمودند ارائه بسته ياستوانه و ايصفحه كرنش اي،صفحه تنش شرايط

 هاياستوانه بر حاكم معادلات اول يمرتبه برشي شكل تغيير تئوري مبناي

 و جاييجابه سپس و كرده استخراج را ام جي اف محوري متقارن ضخيم جدار

 دستبه تحليلي صورت به مقيد يبسته سر دو با استوانه براي را هاتنش

 يمرتبه برشي شكل تغيير تئوري از استفاده با[ 20] نژادزماني و قناد. آوردند

 براي را گردهمسان و همگن ضخيم جدار هاياستوانه بر حاكم معادلات اول

 يالاستيسيته تئوري با را نتيجه و كردند حل مقيد يبسته سر دو با استوانه

 در با[ 21] رحيمي و عارفي. نمودند مقايسه محدود اجزاي روش و مستوي

 براي را مرزها و مختلف يهاناهمگني تاثير مكانيكي، و حرارتي بار گرفتن نظر

 برشي تئوري و انرژي روش از نيز آنها. كردند منتشر دار گير سر دو سيلندر

 برشي تئوري[ 22] همكاران و اسدي. نمودند استفاده خود مسئله تحليل براي

 بعدي سه حل با آنها. بستند كار به اياستوانه پوسته تحليل براي را اول مرتبه

 سنجي اعتبار و مقايسه به محدود المان تحليل از استفاده با نظر مورد پوسته

 سيلندر براي دقيقي حل[ 23] همكاران و گفتار خوش. پرداختند خود حل

 اول مرتبه برشي تئوري از استفاده با داخلي يكنواخت غير فشار تحت ناهمگن

 تئوري بستن كار به و يكنواخت غير فشار گرفتن نظر در با آنها. نمودند ارائه

 نزديكي در تنها جابجايي ميدان تغييرات كه دادند نشان اول مرتبه برشي

. باشدمي اهميت حائز نيز مرز از دور نقاط در بلكه نداشته اهميت مرزها

 ناهمگن سيلندر براي را برشي تئوري مختلف يهاحالت نيز[ 24] زوزوليا

 ايشان. نمود مقايسه الاستيسيته حل با را خود حل و داد قرار بررسي مورد

 تحليل براي قبولي قابل دقت اول مرتبه برشي تئوري اينكه رغمعلي داد نشان

 دقت با نتايج به توانمي برشي تئوري يهاترم بردن بالا با اما دهدمي مسئله

 كمانش تحليل به[ 25] همكاران و ابوالقاسمي. كرد پيدا دست بيشتري

 تغيير تئوري اساس بر يكنواخت غير ايصفحه بار تحت مستطيلي هايورق

گاه تكيه مرزي شرايط با ورق براي و اندپرداخته اول مرتبه ي برشي شكل

 معصومي. اندكرده استفاده پايداري معادلات حل براي گالركين روش از ساده

 بار تحت كامپوزيت فلز و فلزي اياستوانه مخازن روي بر[ 28-26] همكاران و

 از را ديناميكي بار آنها اندپرداخته عددي و تجربي روش با ديناميكي

 با آباكوس محدود المان افزارنرم با سپس و آورده بدست تجربي يهاتست

 بررسي را خود مطالعه مورد مخزن در وارده يهاتنش مدل به واقعي بار اعمال

 مخزن جهت را كامپوزيت هاي بهينهلايه تعداد و ضخامت مقدار و كرده

گردد كه در ملاحظه ميبا توجه به مقالات بررسي شده . اندكرده پيشنهاد

هيچ يك از مقالات مورد بررسي استفاده از روش حل ديفرانسيل مربعات در 

 تحليل بار ديناميكي به كمك تئوري برشي مرتبه اول وجود ندارد، لذا در

 بار تحت كامپوزيت فلز اياستوانه مخزن عددي و تئوري تحليل حاضر تحقيق

 برشي شكل تغيير تئوري كمك به تجربي نتايج از آمده بدست ديناميكي

 ابتدا منظور بدين. شودمي بررسي مربعات ديفرانسيل حل روش و اول مرتبه

استخراج  اول مرتبه برشي شكل تغيير تئوري اساس بر پوسته تعادل معادلات

 حل يهاماتريس فرم به معادلات مربعات ديفرانسيل روش شود و سپس بامي

 براي شود.مي حل معادلات اين متلب نويسيبرنامه كد با و شده مرتب عددي

 افزارنرم با و محدود المان عددي تحليل روش از تئوري حل نتايج گذاريصحه

است. با توجه به عدم مسئله  گرفته قرار مقايسه مورد آباكوس محدود المان

مشابه اين تحقيق در مراجع ديگر، شرايط مسئله يك الي دو مرجع با كد 

 ايج مورد بحث و بررسي قرار گرفتهشده در اين تحقيق حل شده و نتنوشته 
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 و همکاران علی اصغر معصومی ای فلز کامپوزیت تحت بار دینامیکیمخزن استوانهده از روش حل دیفرانسیل مربعات در تحلیل ااستف

 

 021 6شماره  17، دوره 1096 رویرهشمهندسی مکانیک مدرس، 
 

 شده است.

 روابط تئوری حاکم بر مسئله 2-

اختصاص  1ها بر مبناي تئوري كلاسيكبيشتر تحقيقات انجام شده در پوسته

هاي برشي و اينرسي دارد و از آنجايي كه در اين تئوري از اثر تغيير شكل

بنابراين حوزه اعتباري اين تئوري بيشتر براي شود نظر ميدوراني صرف

هاي نازك بوده و با افزايش ضخامت پوسته بر مقدار اين خطا افزوده پوسته

دليل دقت بالاتر تئوري تغيير شكل برشي مرتبه اول در اين شود. بهمي

تحقيق براي حل مسئله پوسته مورد نظر از اين تئوري استفاده خواهد شد. 

ه بررسي معادلات حاكم در تئوري تغيير شكل برشي مرتبه اول لذا در ادامه ب

اي را در الماني از پوسته استوانه هاي تنشمنتجه 1شكل پرداخته خواهد شد. 

هاي نيرو براي يك پوسته دهد اگر معادلات تعادل اين بردارنشان مي

نوشته شود با استفاده از اصل  𝑁̌و بار محوري  𝑞اي تحت فشار داخلي استوانه

و بار  𝑞اي تحت فشار داخلي كار مجازي معادلات تعادل پوسته استوانه

 [.14( خواهد شد]1به صورت روابط ) 𝑁̌محوري 
𝜕𝑁1
𝜕𝑥1

+
1

𝑅
 
𝜕𝑁6
𝜕𝑥2

= 𝐼0𝑢̈0 + 𝐼1𝜑̈1 

𝜕𝑁6
𝜕𝑥1

+
1

𝑅
 
𝜕𝑁2
𝜕𝑥2

+
𝑄2
𝑅
= (𝐼0 +

2𝐼1
𝑅
)𝑣̈0 + (𝐼1 +

𝐼2
𝑅
)𝜑̈2 

𝜕𝑄1
𝜕𝑥1

+
1

𝑅
 
𝜕𝑄2
𝜕𝑥2

−
𝑁2
𝑅
+ 𝑞 − 𝑁̌

𝜕2𝑤0

𝜕𝑥1
2 = 𝐼0𝑤̈0 

𝜕𝑀1
𝜕𝑥1

+
1

𝑅

𝜕𝑀6

𝜕𝑥2
− 𝑄1 = 𝐼1𝑢̈0 + 𝐼2𝜑̈1 

𝜕𝑀6

𝜕𝑥1
+
1

𝑅

𝜕𝑀2

𝜕𝑥2
−𝑄2 = (𝐼1 +

𝐼2
𝑅
)𝑣̈0 + 𝐼2𝜑̈2 

(1) 

-يماي جهت محيطي مخزن استوانه 𝑥2 وجهت طولي  𝑥1( 1در روابط )

چرخش حول محور  𝜑2و  𝜑1تغيير مكان صفحه مياني،  𝑤و  𝑢0 ،𝑣0باشد. 

𝑥1  و𝑥2 ،𝐼0  و𝐼1  ،ممان اول و دوم حول صفحه مياني𝑁  وM هاي منتجه

هاي نيروي برشي در جهات مختلف منتجه Q ،نيرو و ممان در جهات مختلف

ميدان جابجايي يك پوسته بر اساس تئوري تغيير باشد.ميشعاع استوانه  Rو 

 شود:درنظر گرفته مي( 2شكل برشي مرتبه اول به صورت روابط )
𝑢1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) = 𝑢0(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) + 𝑥3𝜑1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) 
𝑢2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) = 𝑣0(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) + 𝑥3𝜑2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) 
𝑢3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) = 𝑤0(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) (2) 

عمود بر جهت  𝑥3، جهت محيطي 𝑥2 ،جهت طولي 𝑥1( 2در روابط )

در  تغيير مكان صفحه مياني 𝑤0و  𝑢0 ،𝑣0، مخزن استوانهدر يك  محيط

 𝑥2و  𝑥1چرخش حول محور  𝜑2و  𝜑1، جهت طولي، محيطي و شعاعي

( نوشته 3قانون هوك در يك چند لايه كامپوزيت به صورت روابط )باشد. مي

 [.14]خواهد شد
𝑁1 = 𝐴11𝜀1

0 + 𝐴12𝜀2
0 + 𝐴16𝜀6

0 + 𝐵11𝜀1
1 + 𝐵12𝜀2

1 + 𝐵16𝜀6
1 

𝑁2 = 𝐴21𝜀1
0 + 𝐴22𝜀2

0 + 𝐴26𝜀6
0 + 𝐵21𝜀1

1 + 𝐵22𝜀2
1 + 𝐵26𝜀6

1 

𝑁6 = 𝐴61𝜀1
0 + 𝐴62𝜀2

0 + 𝐴66𝜀6
0 + 𝐵61𝜀1

1 + 𝐵62𝜀2
1 + 𝐵66𝜀6

1 

𝑄2 = 𝐾𝑆𝐴44𝜀4
0 +𝐾𝑆𝐴45𝜀5

0 

𝑄1 = 𝐾𝑆𝐴45𝜀4
0 + 𝐾𝑆𝐴55𝜀5

0 

𝑀1 = 𝐵11𝜀1
0 + 𝐵12𝜀2

0 + 𝐵16𝜀6
0 +𝐷11𝜀1

1 + 𝐷12𝜀2
1 + 𝐷16𝜀6

1 

𝑀2 = 𝐵21𝜀1
0 + 𝐵22𝜀2

0 + 𝐵26𝜀6
0 +𝐷21𝜀1

1 + 𝐷22𝜀2
1 + 𝐷26𝜀6

1 

𝑀6 = 𝐵61𝜀1
0 + 𝐵62𝜀2

0 + 𝐵66𝜀6
0 +𝐷61𝜀1

1 + 𝐷62𝜀2
1 + 𝐷66𝜀6

1 (3) 

كرنش خمشي در راستاهاي  𝜀1كرنش در لايه مياني و 𝜀0  (3در روابط )

 ( تعريف خواهد شد.4مختلف بوده و با روابط )

𝜀1
0 =

𝜕𝑢0
𝜕𝑥1

,      𝜀2
0 = (

𝜕𝑣0
𝜕𝑥2

+
𝑤0
𝑅
),      𝜀6

0 = (
𝜕𝑣0
𝜕𝑥1

+
𝜕𝑢0
𝜕𝑥2

)   

                                                                                                                                  
1. Classic Shell Theory (CST) 

𝜀1
1 =

𝜕𝜑1
𝜕𝑥1

,       𝜀2
1 =

𝜕𝜑2
𝜕𝑥2

, 𝜀6
1 = (

𝜕𝜑2
𝜕𝑥1

+
𝜕𝜑1
𝜕𝑥2

) 

𝜀4
0 = (𝜑2 +

𝜕𝑤0
𝜕𝑥2

),          𝜀5
0 = (𝜑1 +

𝜕𝑤0
𝜕𝑥1

) 
(4) 

ks  درنظر گرفته   5/6ضريب تصحيح برشي بوده و مقدار آن برابر با

 -ماتريس سفتي كوپل كششي Bماتريس سفتي كششي،  A. [14]شده است

باشد. با ماتريس سفتي خمشي معادل در يك چند لايه مي Dخمشي و 

( بدست خواهد آمد. اگر روابط 5(، روابط )3( در روابط )4جاگذاري روابط )

( قرار داده شود پنج 1اي )روابط( در روابط معادلات حاكم بر پوسته استوانه5)

( نوشته 10( تا )6دسته معادلات بدست خواهد آمد كه به صورت روابط )

 واهد شد.خ

N1 = A11
∂u0
∂x1

+ A12 (
∂v0
∂x2

+
w0
R
) + A16 (

∂v0
∂x1

+
∂u0
∂x2

) 

      +B11
∂φ1
∂x1

+ B12
∂φ2
∂x2

+ B16 (
∂φ2
∂x1

+
∂φ1
∂x2

) 

N2 = A21
∂u0
∂x1

+ A22 (
∂v0
∂x2

+
w0
R
) + A26 (

∂v0
∂x1

+
∂u0
∂x2

) 

       +B21
∂φ1
∂x1

+ B22
∂φ2
∂x2

+ B26 (
∂φ2
∂x1

+
∂φ1
∂x2

) 

N6 = A61
∂u0
∂x1

+ A62 (
∂v0
∂x2

+
w0
R
) + A66 (

∂v0
∂x1

+
∂u0
∂x2

) 

       +B61
∂φ1
∂x1

+ B62
∂φ2
∂x2

+ B66 (
∂φ2
∂x1

+
∂φ1
∂x2

) 

Q1 = KSA45 (φ2 +
∂w0
∂x2

) + KSA55 (φ1 +
∂w0
∂x1

) 

Q2 = KSA44 (φ2 +
∂w0

∂x2
) + KSA45 (φ1 +

∂w0

∂x1
)  

M1 = B11
∂u0
∂x1

+ B12 (
∂v0
∂x2

+
w0
R
) + B16 (

∂v0
∂x1

+
∂u0
∂x2

) 

       +D11
∂φ1
∂x1

+ D12
∂φ2
∂x2

+ D16 (
∂φ2
∂x1

+
∂φ1
∂x2

) 

M2 = B21
∂u0
∂x1

+ B22 (
∂v0
∂x2

+
w0
R
) + B26 (

∂v0
∂x1

+
∂u0
∂x2

) 

       +D21
∂φ1
∂x1

+ D22
∂φ2
∂x2

+ D26 (
∂φ2
∂x1

+
∂φ1
∂x2

) 
(5) 

 باشد.( مي6دسته اول معادلات بصورت رابطه )

(𝐴11
𝜕

𝜕𝑥1
2 + (𝐴16 +

1

𝑅
𝐴61)

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+
1

𝑅
𝐴66

𝜕

𝜕𝑥2
2) {𝑢0} 

      +((𝐴12 +
1

𝑅
𝐴66)

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+ 𝐴16

𝜕

𝜕𝑥1
2 +

1

𝑅
𝐴62

𝜕

𝜕𝑥2
2) {𝑣0} 

      + (
𝜕

𝜕𝑥1

𝐴12
𝑅
+

𝜕

𝜕𝑥2

𝐴62
𝑅2
) {𝑤0} 

     +(𝐵11
𝜕

𝜕𝑥1
2 (𝐵16 +

1

𝑅
𝐵61)

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+
1

𝑅
𝐵66

𝜕

𝜕𝑥2
2) {𝜑1} 

     +((𝐵12 +
1

𝑅
𝐵66)

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+ 𝐵16

𝜕

𝜕𝑥1
2

+
1

𝑅
𝐵62

𝜕

𝜕𝑥2
2) {𝜑2} = 𝐼0𝑢̈0 + 𝐼1𝜑̈1 

(6) 

 باشد.( مي7دسته دوم معادلات بصورت رابطه )

(𝐴61
𝜕

𝜕𝑥1
2 + (

1

𝑅
𝐴21 + 𝐴66)

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+
1

𝑅
𝐴26

𝜕

𝜕𝑥2
2) {𝑢0} 

     +(𝐴66
𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+
1

𝑅
𝐴22

𝜕

𝜕𝑥2
2

+ (
1

𝑅
𝐴26 + 𝐴62)

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
) {𝑣0} 

     +(
(𝐴62)

𝑅

𝜕

𝜕𝑥1
+
(𝐴22)

𝑅

𝜕

𝜕𝑥2
) {𝑤0} 
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     +(𝐵61
𝜕

𝜕𝑥1
2 + (

1

𝑅
𝐵21 + 𝐵66)

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+ 𝐵26

𝜕

𝜕𝑥2
2) {𝜑1} 

     +(𝐵66
𝜕

𝜕𝑥1
2 +

1

𝑅
𝐵22

𝜕

𝜕𝑥2
2 + (𝐵26 +

1

𝑅
𝐵62)

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
) {𝜑2} 

     = (𝐼0 +
2𝐼1
𝑅
)𝑣̈0 + (𝐼1 +

𝐼2
𝑅
) 𝜑̈2 (7) 

 باشد.( مي8دسته سوم معادلات بصورت رابطه )

(−
𝐴21

𝑅

𝜕

𝜕𝑥1
−
𝐴26

𝑅

𝜕

𝜕𝑥2
) {𝑢0} + (−

𝐴22

𝑅

𝜕

𝜕𝑥2
−
𝐴26

𝑅

𝜕

𝜕𝑥1
) {𝑣0} +

(𝐾𝑆𝐴55
𝜕

𝜕𝑥1
2 +

1

𝑅
𝐾𝑆𝐴44

𝜕

𝜕𝑥2
2 + (𝐾𝑆𝐴45)

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+

1

𝑅
 (𝐾𝑆𝐴45)

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
−
𝐴22

𝑅2
) {𝑤0} + ((𝐾𝑆𝐴55 −

𝐵21

𝑅
)

𝜕

𝜕𝑥1
+

(
1

𝑅
𝐾𝑆𝐴45 −

𝐵26

𝑅
)

𝜕

𝜕𝑥2
) {𝜑1} + ((𝐾𝑆𝐴45 −

𝐵26

𝑅
)

𝜕

𝜕𝑥1
+

(
1

𝑅
𝐾𝑆𝐴44 −

𝐵22

𝑅
)

𝜕

𝜕𝑥2
) {𝜑2} + 𝑞 = 𝐼0𝑤̈0  

(8) 

 باشد.( مي9دسته چهارم معادلات بصورت رابطه )

(𝐵11
𝜕

𝜕𝑥1
2 + (𝐵16 +

1

𝑅
𝐵61)

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+ 𝐵66

𝜕

𝜕𝑥2
2) {𝑢0} +

(𝐵16
𝜕

𝜕𝑥1
2 +

1

𝑅
𝐵62

𝜕

𝜕𝑥2
2 + (

1

𝑅
𝐵66 + 𝐵12)

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
) {𝑣0} +

((
𝐵12

𝑅
− 𝐾𝑆𝐴55)

𝜕

𝜕𝑥1
+ (

𝐵62

𝑅
−𝐾𝑆𝐴45)

𝜕

𝜕𝑥2
) {𝑤0} +

((𝐾𝑆𝐴45 −
𝐵26

𝑅
)

𝜕

𝜕𝑥1
+ (

1

𝑅
𝐾𝑆𝐴44 −

𝐵22

𝑅
)

𝜕

𝜕𝑥2
) {𝜑2} + 𝑞 =

𝐼1𝑢̈0 + 𝐼2𝜑̈1  (9) 

 باشد.( مي10دسته پنجم معادلات بصورت رابطه )

(𝐵61
𝜕

𝜕𝑥1
2 + (

1

𝑅
𝐵21 + 𝐵66)

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+

1

𝑅
𝐵26

𝜕

𝜕𝑥2
2) {𝑢0} +

((𝐵62+
1

𝑅
𝐵26)

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+ 𝐵66

𝜕

𝜕𝑥1
2 +

1

𝑅
𝐵22

𝜕

𝜕𝑥2
2) {𝑣0} +

((𝐵62 −𝐾𝑆𝐴45)
𝜕

𝜕𝑥1
+ (

𝐵22

𝑅2
−𝐾𝑆𝐴44)

𝜕

𝜕𝑥2
) {𝑤0} 

+(−𝐾𝑆𝐴45 + 𝐷61
𝜕

𝜕𝑥1
2 + (

1

𝑅
𝐷21 + 𝐷66)

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥1
+

1

𝑅
𝐷26

𝜕

𝜕𝑥2
2) {𝜑1} + (−𝐾𝑆𝐴44 + (𝐷62 +

1

𝑅
𝐷26)

𝜕

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+

𝐷66
𝜕

𝜕𝑥1
2 +

1

𝑅
𝐷22

𝜕

𝜕𝑥2
2) {𝜑2} = (𝐼1 +

𝐼2

𝑅
)𝑣̈0 + 𝐼2𝜑̈2   (10) 

دو نوع مشتق وجود دارد مشتق زماني و مشتق  (10( تا )5در معادلات )

شود كه مشتقات زماني به روش نيومارك حل ميمكاني، در ادامه توضيح داده 

 ش ديفرانسيل مربعات براي حلشده و جهت حل مشتقات مكاني از رو
 

 
Fig. 1 Laminated shell geometry in cylindrical coordinate system and 
stress resultants on a shell element 

هاي تنش در اي و منتجهاستوانهاي در دستگاه مختصات هندسه پوسته لايه 1شکل 

 الماني از پوسته

شود. در ادامه به بررسي روش حل نيومارك و ديفرانسيل معادلات استفاده مي

 شود.مربعات پرداخته مي

 حل نیومارک روش 3-

ي مرتبه دوم وجود هاي زماني معادلههاي عددي مختلفي براي تقريبروش

ترين آنها عبارت معروف است. متداولگيري مستقيم دارد كه به نام انتگرال

است از: روش تفاضل مركزي، روش نيومارك، روش ويلسون و روش 

. در اين تحقيق از روش نيومارك جهت حل مشتقات زماني در [14]هوبولت

شود. روش نيومارك به اي استفاده ميمعادله حركت حاكم بر پوسته استوانه

tي ش، سرعت در لحظهنوعي بسط روش شتاب خطي است. در اين رو + ∆t 

 :[14]( 11رابطه )برابر است با 

(11) 𝑈̇𝑡+∆𝑡 = 𝑈̇𝑡 +
1

2
(𝑈̈𝑡 + 𝑈̈𝑡+∆𝑡)(∆𝑡) 

 خواهد شد.( 12رابطه )گيري بصورت پس از انتگرال

(12) 𝑈𝑡+∆𝑡 = 𝑈𝑡 + 𝑈̇𝑡(∆𝑡) +
1

4
(𝑈̈𝑡 + 𝑈̈𝑡+∆𝑡)(∆𝑡)

2 

ي زماني ، بطور خطي در فاصله2حال اگر فرض شود شتاب مطابق شكل 

∆𝑡 گردد.( حاصل مي13ي )تغيير كند، آنگاه رابطه 

(13) 𝑈̈𝑡+𝜏 = 𝑈̈𝑡 +
𝑈̈𝑡+∆𝑡 − 𝑈̈𝑡

∆𝑡
𝜏 

روشي بين روش شتاب خطي و  𝛿و  𝛼نيومارك با معرفي پارامترهاي 

𝜏شتاب متوسط انتخاب كرد و معادلات خود را براي زمان  = ∆𝑡  بصورت

 .[14]ارائه داد( 14روابط )

(14) 

𝑈̇𝑡+∆𝑡 = 𝑈̇𝑡 + [(1 − 𝛿)𝑈̈𝑡 + 𝛿𝑈̈𝑡+∆𝑡]∆𝑡 

𝑈𝑡+∆𝑡 = 𝑈𝑡 + 𝑈̇𝑡∆𝑡 + [(
1

2
− 𝛼) 𝑈̈𝑡 + 𝛼𝑈̈𝑡+∆𝑡] ∆𝑡

2 

كه دقت و پايداري حل را كنترل پارامترهايي هستند  𝛿و  𝛼 كه 

δكنند. درصورتيكه مي = 𝛼و  1/2 = اختيار گردد، روش تقريب  1/6

شود. نيومارك روش شتاب متوسط را پيشنهاد كرد كه شتاب خطي حاصل مي

δحالت  در اين = δو  1/2 =  (12)گردد. علاوه بر معادلات اختيار مي 1/4

𝑡ي ، براي حل تغيير مكان، سرعت و شتاب در لحظه(13)و  + ∆𝑡  بايستي ،

 .[14]( نيز برآورده گردد15ي سيستم معادلات حركت )معادله

(15) 𝑀𝑈̈𝑡+𝛥𝑡 +𝐾𝑈𝑡+𝛥𝑡 = 𝑅𝑡+𝛥𝑡 
باشد. از حل نيرو مي 𝑅ماتريس سختي و  𝐾ماتريس جرم ،  𝑀كه در آن 

وجايگزيني آن در  𝑈𝑡+𝛥𝑡برحسب  𝑈̈𝑡+𝛥𝑡براي  (14)ي ي دوم رابطهمعادله

 برحسب مجهول 𝑈̇𝑡+𝛥𝑡و  𝑈̈𝑡+𝛥𝑡روابطي براي  (14)ي ي اول از رابطهمعادله

𝑈𝑡+𝛥𝑡 (15)ي آيد، و آنگاه با جايگزيني اين مقادير در معادلهبدست مي 

 

 
Fig. 2 Display of acceleration linear changes [14] 

 [14]نمايش تغييرات خطي شتاب  2شکل 
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بصورت  (12)و  (11)و سپس مشتق اول و دوم آن را از روابط  𝑈𝑡+𝛥𝑡توان مي

 محاسبه كرد.  (18)تا  (16)روابط 

(16) 

𝑢𝑡+∆𝑡 [𝐾 +
1

𝛼(∆𝑡)2
𝑀] = 𝑅𝑡+∆𝑡 

     +𝑀 [
1

𝛼(∆𝑡)2
𝑢𝑡 +

1

𝛼(∆𝑡)
𝑢̇𝑡 + (

1

2𝛼
− 1) 𝑢̈𝑡] 

(17) 

𝑢̈𝑡+∆𝑡 =
1

𝛼(∆𝑡)2
(𝑢𝑡+∆𝑡 − 𝑢𝑡) −

1

𝛼(∆𝑡)
𝑢̇𝑡 

           +(
1

2𝛼
− 1) 𝑢̈𝑡 

(18) 𝑢̇𝑡+∆𝑡 = 𝑢̇𝑡 + (∆𝑡)(1 − 𝛿)𝑢̈𝑡 + 𝛿(∆𝑡)𝑢̈𝑡+∆𝑡 
با توجه به توضيحات فوق، الگوريتم روش نيومارك به اختصار شامل 

 باشد:مراحل زير مي

جرم و سختي، تعيين  هايالف( محاسبات اوليه شامل: تشكيل ماتريس

ي و محاسبه 𝛿و  𝛼و پارامترهاي  𝑡∆ي زماني مقادير اوليه، انتخاب فاصله

 :(20( و )19روابط )گيري بصورت ثوابت انتگرال

(19) 𝑎0 =
1

𝛼(∆𝑡)2
;     𝑎1 =

𝛿

𝛼∆𝑡
; 𝑎2 =

1

𝛼∆𝑡
;     𝑎3 =

1

2𝛼
− 1 

𝑎4 =
𝛿

𝑎
− 1; 𝑎5 =

∆𝑡

2
(
𝛿

𝛼
− 2) ; 𝑎6 = ∆𝑡(1 − 𝛿); 𝑎7 = 𝛿∆𝑡 

(20)  

𝐾̂ ب( تشكيل ماتريس سختي موثر:  = 𝐾 + 𝑎0𝑀 

𝑡ي ي نيروهاي موثر در لحظهج( محاسبه + ∆𝑡 (21رابطه ) از: 

(21) 𝑅̂𝑡+∆𝑡 = 𝑅𝑡+∆𝑡 +𝑀(𝑎0𝑈𝑡 + 𝑎2𝑈̇𝑡 + 𝑎3𝑈̈𝑡) 
𝑡ي ها در لحظهها و شتابي سرعتد( محاسبه + ∆𝑡  زير  ( 22رابطه )از

 براي استفاده در مرحله بعدي
 

(22) 
𝑈̈𝑡+∆𝑡 = 𝑎0(𝑈𝑡+∆𝑡 − 𝑈𝑡) − 𝑎2𝑈𝑡̇ − 𝑎3𝑈̈𝑡 
𝑈̇𝑡+∆𝑡 = 𝑈̇𝑡 + 𝑎6𝑈̈𝑡 + 𝑎7𝑈̈𝑡 
به اين ترتيب با حذف زمان از معادلات، معادلات ديفرانسيل به معادلات 

ي ديناميكي در شوند. به بياني ديگر به جاي حل يك مسئلهجبري تبديل مي

 كهشود، به طوري حل مي 𝑡∆ي استاتيكي در زمان مسئله T  ،nزمان

𝑇 = 𝑛 ∗ ∆𝑡. 
 

 دیفرانسیل مربعاتحل  روش 4-

مطابق مباني نظري در تئوري ديفرانسيل مربعات مشتق مرتبه اول نسبت به 

 :[29] آيد( بدست مي23يك متغير از رابطه )

(23) 𝜕𝑓

𝜕𝑥
|𝑥𝑖 = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑓(𝑥𝑗)

𝑁
𝑗=1 ,     𝑖 = 1,2, … ,𝑁      

(24) 𝑀(1)(𝑥𝑖) = ∏ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)

𝑁

𝑘=1,𝑘≠𝑖

 

(25) 𝑎𝑖𝑗 =
𝑀(1)(𝑥𝑖)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘).𝑀
(1)(𝑥𝑗)

,   𝑖 ≠ 𝑗 

(26) ∑𝑎𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1

= 0  𝑜𝑟𝑎𝑖𝑖 = − ∑ 𝑎𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1,𝑗≠𝑖

 

 𝑁و  𝑥𝑖در نقطه  𝑥به  نسيت 𝑓(𝑥)اول  مشتق 𝑓(𝑥𝑗)( 23در رابطه )

 روش در .باشدمي اول مشتق براي ضرايب وزني 𝑎𝑖𝑗 .است ايگره تعداد نقاط

 لاگرانژ ميانيابي روش اساس وزني بر ضرايب تعميم يافته ديفرانسيلي مربعات

( و براي 25قطري ماتريس وزني از رابطه )عناصر غير  و شوندمي پايه ريزي

 آيند.( بدست مي26عناصر قطري از رابطه )

بدست ( 28( و )27روابط )مشتق مرتبه دوم نسبت به يك متغير از 

 آيد:مي

(27) 𝑏𝑖𝑗 = 2𝑎𝑖𝑗 (𝑎𝑖𝑖 −
1

𝑥𝑖−𝑥𝑗
) ,   𝑖 ≠ 𝑗      

(28) ∑ 𝑏𝑖𝑗
𝑁
𝑗=1 = 0  𝑜𝑟𝑏𝑖𝑖 = −∑ 𝑏𝑖𝑗

𝑁
𝑗=1,𝑗≠𝑖   

( و 29مشتقات بالاتر عناصر غير قطري ماتريس وزني از رابطه )جهت 

 شود.( استفاده مي30عناصر قطري ماتريس وزني از رابطه )

(29) 

𝑐𝑖𝑗 
(𝑚) = 𝑚(𝑐𝑖𝑖  

(𝑚−1)𝑐𝑖𝑗  
(𝑚−1) −

𝑐𝑖𝑗 
(𝑚−1)

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
)   

  𝑖 ≠ 𝑗& 𝑚 = 2,… . . 𝑛 − 1     𝑖 , 𝑗 = 1,2…𝑛         

(30) 

∑𝑐𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1

= 0  𝑜𝑟 𝑐𝑖𝑗 
(𝑚) = − ∑ 𝑐𝑖𝑗 

(𝑚)

𝑁

𝑗=1,𝑗≠𝑖

 

 𝑖 = 1,2, … ,𝑁 & 𝑚 = 1,2,… . . 𝑛 − 1 

 ديفرانسيل مربعاتبا توجه به توضيحاتي كه پيرامون استفاده از روش 

( بر پايه روش 10( تا )6داده شد فرم مشتقات معادلات حركت در روابط )

 باشد.( مي35( تا )31عددي مذكور به صورت روابط )

(31) 𝜕𝑢0

𝜕𝑥1
= ∑ 𝑎𝑖,𝑘𝑢0𝑘,𝑗 = [𝑎𝑖𝑗][𝑢0]

𝑁
𝑘=1      

(32) 
𝜕𝑢0
𝜕𝑥2

= ∑𝑐𝑗,𝑘𝑢0𝑖,𝑘 =

𝑀

𝑘=1

{[𝑐𝑖𝑗]([𝑢0])
𝑇}
𝑇

 

(33) 
𝜕2𝑢0

𝜕𝑥1
2 = ∑𝑏𝑖,𝑘𝑢0𝑘,𝑗 = [𝑏𝑖𝑗][𝑢0]

𝑁

𝑘=1

 

(34) 
𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2
2 = ∑𝑑𝑗,𝑘𝑢0𝑖,𝑘 =

𝑀

𝑘=1

{[𝑑𝑖𝑗]([𝑢0])
𝑇}
𝑇

 

𝜕2𝑢0
𝜕𝑥1𝜕𝑥2

= ∑ ∑ 𝑎𝑖,𝑘1𝑐𝑗,𝑘2𝑢𝑘1,𝑘2

𝑀

𝑘2=1

=  [𝑎𝑖𝑗]{[𝑐𝑖𝑗]([𝑢0])
𝑇}
𝑇

𝑁

𝑘1=1

 

(35)      = [𝑒𝑖𝑗][𝑐𝑖𝑗][𝑢0] 
بوده و مانند اين  u0( براي ديفرانسيل مربعات پارامتر 35( تا )31روابط )

نيز وجود دارد كه بدليل تشابه  𝜑2 و 𝑣0  ،𝑤  ،𝜑1 روابط براي متغيرهاي

 [𝑎𝑖𝑗]هاي معادلات از نوشتن آنها خودداري شده است. در روابط فوق ماتريس

، [𝑏𝑖𝑗] ، [𝑐𝑖𝑗] [𝑑𝑖𝑗]  و[𝑒𝑖𝑗] باشند. پس از قرار ماتريس ضرايب وزني مي

(( در 35( تا )31دادن ماتريس ضرايب وزني ديفرانسيل مربعات )روابط )

(( فرم نهايي ماتريسي معادلات حاكم بر 10( تا )6معادلات حاكم )روابط )

 آيد.مساله به صورت زير بدست مي

[
 
 
 
 
𝐾11 𝐾12 𝐾13 𝐾14 𝐾15
𝐾21 𝐾22 𝐾23 𝐾24 𝐾25
𝐾31 𝐾32 𝐾33 𝐾34 𝐾35
𝐾41 𝐾42 𝐾43 𝐾44 𝐾45
𝐾51 𝐾52 𝐾53 𝐾54 𝐾55]

 
 
 
 

{
 
 

 
 
{𝑢0}

{𝑣0}

{𝑤0}

{𝜑1}

{𝜑2}}
 
 

 
 

     

+

[
 
 
 
 
 
 
 
[𝐼0] 0 0 [𝐼1] 0

0 [𝐼0 +
2𝐼1
𝑅
] 0 0 [𝐼1 +

𝐼2
𝑅
]

0 0 [𝐼0] 0 0
[𝐼1] 0 0 [𝐼2] 0

0 [𝐼1 +
𝐼2
𝑅
] 0 0 [𝐼2] ]

 
 
 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
{𝑢̈0}

{𝑣̈0}

{𝑤̈0}

{𝜑̈1}

{𝜑̈2}}
 
 

 
 

=

{
 
 

 
 
0
0
[𝑞]

0
0 }
 
 

 
 

 

(36)  
هاي المان 𝐼2تا  𝐼0هاي ماتريس سفتي، المان 𝐾55تا  𝐾11( 36در رابطه )

باشد كه بصورت روابط ارائه شده در فشار داخلي مخزن مي 𝑞ماتريس جرم و 

گاه ساده و باشد. براي اضافه كردن شرايط مرزي با تكيهپيوست الف مي

 [.14گاه گيردار شرايط زير در حل معادلات اعمال شده است]تكيه
براي دو سر ابتدا و  معادله زير 5گاه ساده بايد تكيهدر شرايط مرزي در 

 برقرار باشند:( 37روابط )انتهاي استوانه بصورت 

𝑁1 = 𝐴11
𝜕𝑢0
𝜕𝑥1

+ 𝐴12 (
𝜕𝑣0
𝜕𝑥2

+
1

𝑅0
𝑤0) + 𝐵11

𝜕𝜑1
𝜕𝑥1

+ 𝐵12
𝜕𝜑2
𝜕𝑥2

= 0 

𝑀1 = 𝐵11
𝜕𝑢0
𝜕𝑥1

+ 𝐵12 (
𝜕𝑣0
𝜕𝑥2

+
1

𝑅0
𝑤0) + 𝐷11

𝜕𝜑1
𝜕𝑥1

+𝐷12
𝜕𝜑2
𝜕𝑥2

= 0 
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𝑁6 = 𝐴66 (
𝜕𝑣0
𝜕𝑥1

+
𝜕𝑢0
𝜕𝑥2

) + 𝐵66 (
𝜕𝜑2
𝜕𝑥1

+
𝜕𝜑1
𝜕𝑥2

) = 0 

𝑀6 = 𝐵66 (
𝜕𝑣0
𝜕𝑥1

+
𝜕𝑢0
𝜕𝑥2

) + 𝐷66 (
𝜕𝜑2
𝜕𝑥1

+
𝜕𝜑1
𝜕𝑥2

) = 0 

𝑄1 = 𝐴45 (𝜑2 +
𝜕𝑤0
𝜕𝑥2

) + 𝐴55 (𝜑1 +
𝜕𝑤0
𝜕𝑥1

) = 0 (37) 

گاه گيردار بايد شرايط زير  براي دو سر ابتدا و در شرايط مرزي در تكيه

 برقرار باشند:( 38رابطه )انتهاي استوانه بصورت 
𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 𝜑1 = 𝜑2 = 0 (38) 

( با روش 36با استفاده از اعمال شرايط مرزي فوق، معادلات رابطه )

افزار متلب حل شده و در قسمت نتايج مورد عددي ديفرانسيل مربعات در نرم

 بحث و بررسي قرار گرفته شده است.

 آزمایش تجربی 5-

ذكر شده است. اين  1مشخصات نمونه مورد بررسي جهت آزمايش در جدول 

گيرد تحت بارگذاري مدل كه جهت كاربري خاصي مورد استفاده قرار مي

نمونه آزمايش  3ديناميكي بدست آمده از آزمايش تجربي قرار دارد شكل 

 دهد.روي پايه آزمايش را نشان مينصب شده بر 

هايي تعبيه شده تا گيري فشار در نقاطي از مدل سوراخبراي اندازه

از شركت كيستلر با محدوده فشار  601Hي فشار پيزوالكتريك مدل سنسورها

اي از نصب سنسور و همچنين سنسور فشار صفر تا هزار بار نصب شود. نمونه

گرم سوخت دو  800مشاهده كرد آزمايش با  4و  3هاي توان در شكلرا مي

پس از قرار دادن در داخل  5پايه بصورت بسته بندي شده مطابق شكل 

هاي بدست آمده از آزمايش توسط كابل انجام شده است. دادهمخزن 

( و از آن 7( به شارژ آمپلي فاير )شكل 6كواكسيال با نويز بسيار پايين )شكل 

به ديتا لاگر جهت باز خواني و تفسير داده متصل شده است كه نتايج بدست 

 آيد.بدست مي 8آمده بصورت نمودارهاي فشار بر حسب زمان مطابق شكل 

 معرفی مدل 6-

متر اي با دو ميليهاي مورد نظر شامل يك مخزن استوانهمدل جهت تحليل

( درجه و 90+ ،75، -90،75لاينر آلومينيوم و چهار لايه كامپوزيت با زواياي )

متر در نظر گرفته شده است. ابعاد و شكل ميلي (2.5 ,0.5 ,0.5 ,1)ضخامت 

شده است كه براي كاهش وزن  نشان داده 3و شكل  1مدل اوليه در جدول 

 جاي مخزن فولادي از آلومينيوم جهت لاينر مخزن و از كامپوزيت تيآن به

 براي خواص كامپوزيت و رشته پيچي استفاده شده كه خواص مواد ذكر 700

آمده است. براي اعمال شرايط مرزي در تحليل فشار به  3و  2شده در جداول 

 باشد بهدليل تقارن مدل تنها شرط مرزي در نقطه اتصال مخزن به بدنه مي

 يي و چرخش محوري جلوگيري بكند. براي اين منظورجابهصورتي كه از جا 

 
 ابعاد و اندازه مخزن مورد آزمايش 1جدول 

Table 1 The Vessel size used in test  

 (mmطول ) (mm)ضخامت  (mmشعاع داخلي )
65 5 1000 

 

 
Fig. 3 test Sample and how to install pressure sensors 

 هاي فشارنمونه آزمايش و نحوه نصب سنسور 3شکل 

 
Fig. 4 A Sample of pressure sensor in test 

 يك نمونه از سنسور فشار در آزمايش 4شکل 

 
Fig. 5 Package of double-base propellant with end cap  

 انتهايي درپوش همراه سوخت دو پايه به پكيج 5شکل 

از شرط مرزي تقارن محوري در راستاي محور مخزن استفاده شده است. 

گاهي ساده و گيردار مورد تحليل جهت اعمال قيود مخزن براي دو حالت تكيه

قرار گرفته و نتايج با هم مقايسه شده است كه مراحل بحث و بررسي در 

 بصورت تفضيلي ذكر شده است. 7بخش 

 
Fig. 6 A sample of  low noise data Transmission cable 

 يك نمونه كابل انتقال داده نويز پايين 6شکل 

 
Fig. 7 Sample of device charging amplifier to boost signals 

 هاي آزمايشاير جهت تقويت سيگنالنمونه دستگاه شارژ آمپلي ف 7شکل 
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 و همکاران علی اصغر معصومی ای فلز کامپوزیت تحت بار دینامیکیمخزن استوانهده از روش حل دیفرانسیل مربعات در تحلیل ااستف

 

 023 6شماره  17، دوره 1096 رویرهشمهندسی مکانیک مدرس، 
 

 
Fig. 8 Pressure-time diagram obtained from experimental test 

 بدست آمده از آزمايش تجربي زمان-نمودار فشار 8شکل 

 [30]خواص مكانيكي آلومينيوم  2جدول 

Table 2 Mechanical properties of Aluminum[30]  
 مقدار كميت

 E (GPa)  70  مدول يانگ

 𝐺 (GPa) 26 مدول برشي
 ν  0.33 ضريب پواسون 

 ρ  (kg m-3) 2700  جرم حجمي

 مدل المان محدود 7-

براي مقايسه نتايج تحليل تئوري با نتايج عددي و بررسي درستي و يا 

افزار آباكوس نادرستي نتايج تحليل تئوري مدلي از مخزن مورد مطالعه در نرم

براي المان بندي لاينر فلزي و همچنين پوشش شبيه سازي شده است. 

لمان استفاده شده است. ا 6563به تعداد  1گرهي شل 4كامپوزيتي از المان 

كاربر را براي انتخاب نوع المان، با يك مجموعه بزرگ از  آباكوس افزارنرم

كند، بلكه تعداد محدودي و در برخي هاي مختلف روبرو نميها با قابليتالمان

گذارد و كاربردها تنها يك المان متناسب با زمينه انجام تحليل در اختيار مي

هاي هايي كه كاربر در بخشهاي المان را با ويژگيتطور خودكار، قابليبه

ساير موارد  سازي مانند تعريف خواص مادّه، نوع بارگذاري ومختلف  مدل

بندي شده مخزن كند. نمايي از مدل مشتعيين نموده است، منطبق مي

براي اعمال شرايط بار شود. ديده مي 9 هاي مذكور در شكلتوسط المان

بوده و با  8مدل المان محدود و تئوري مطابق نمودار شكل اعمالي به هر دو 

برابر مقدار ماكزيمم جهت ضريب اطمينان )با مقدار  1.5ضرب آن در مقدار 

بار( به مدل اعمال شده است.جهت اعمال بار ديناميكي شكل  400ماكزيمم 

افزار المان محدود، اين نمودار بصورت مقادير جدول با دو ستون در نرم  9

افزار شناسانده شده است. شرايط زمان و مقدار فشار مطابق با زمان به نرم

گاهي ساده افزار المان محدود آباكوس مطابق دو حالت تكيهمرزي مدل در نرم

 شده است. در دو انتهاي مخزن اعمال 4و گيردار ذكر شده در بخش 

 اعتبارسنجی 8-

چون كار انجام شده انجام يك كار تحليلي شامل بدست آوردن روابط حاكم بر 

 اي تحت بار ديناميكي و حل اين روابط با روش ديفرانسيلپوسته استوانه

 باشد، احتياج بهافزار متلب ميمربعات و نوشتن برنامه كامپيوتري توسط نرم
 

                                                                                                                                  
1 Shell (S4R) 

 [31] با درصد حجمي الياف پنجاه درصد 700خواص كامپوزيت تي  3جدول 
Table 3 Composite properties T700 with fiber volume fraction of 
50%[31]  

 مقدار كميت

 (GPa) مدول يانگ
1E   125 

مدول يانگ
 

(GPa) 
2 3,E E  8.85 

 (GPa) مدول برشي
12 13,G G  5.331 

 (GPa) مدول برشي
23G  2.744 

ضريب پواسون 
12 13,   0.33 

ضريب پواسون 
23 0.45 

 ρ  (kg m-3) 1600  جرم حجمي

𝑋𝑡(MPa) مقاومت كششي طولي
 

 2300 

 𝑋𝑐(MPa) 1080 مقاومت فشاري طولي
 𝑌𝑡(MPa) 30 مقاومت كششي عرضي
 𝑌𝑐(MPa) 70 مقاومت فشاري عرضي

 𝑠12(MPa) 64.8برشي  مقاومت

هاي انجام شده با مراجع ديگر اعتبارسنجي اين دارد كه كد نوشته شده با حل

شود. اگرچه در قسمت بحث و بررسي نتايج حاصل از اين تحقيق با نتايج حل 

و سقم نتايج مورد بررسي قرار خواهد  المان محدود بررسي شده و صحت

[ نتايج حل 33[ و ]32گرفت ولي در اين قسمت با حل انجام شده در مراجع ]

تحليلي مقايسه شده است. لازم بذكر است مطابق با شرايط حل مسئله مورد 

نظر در اين تحقيق در هيچ مرجعي وجود ندارد و شرايط حل اين تحقيق 

باشد ولي شرايط حاكم بر مسئله ي ميجهت تحليل مسئله خاص كاربرد

موجود در مراجع مورد بررسي را به عنوان ورودي در اين كد وارد شده و 

[ بوده و 32نتايج حل با هم مقايسه شده است. اعتبارسنجي اول در مرجع ]

درجه تحت بار فشاري داخلي  90و  0شامل يك كامپوزيت دو لايه با زواياي 

اينچ و  20شعاع داخلي  باشدبر اينچ مربع ميپوند  5000گذرا با مقدار 

اينچ از دو سر گيردار شده قرار دارد نمودار تغيير مكان شعاعي  1ضخامت 

ميلي ثانيه در كد تحقيق حاضر و مرجع اشاره شده در  100مخزن در زمان 

مطابق شكل نتايج بدست آمده از كد تقريبا منطبق  رسم شده است 10شكل 

دهد روند حل تحليلي كد داراي نظر بوده و اين نشان مي بر نتايج مرجع مورد

 باشد.دقت مناسبي مي

باشد و شامل يك كامپوزيت دو لايه با [ مي33اعتبارسنجي دوم مرجع ]

پوند بر  5000درجه تحت بار فشاري داخلي گذرا با مقدار  -45و  45زواياي 

اينچ از دو سر گيردار  1اينچ و ضخامت  20شعاع داخلي  باشد.اينچ مربع مي

ميلي ثانيه در  160شده قرار دارد نمودار تغيير مكان شعاعي مخزن در زمان 

مطابق  رسم شده است 11كد تحقيق حاضر و مرجع اشاره شده در شكل 

شكل نتايج بدست آمده از كد مانند اعتبارسنجي اول تقريبا منطبق بر نتايج 

 باشد.مرجع مورد نظر مي
 

 
Fig. 9 Vessel meshed model 

 مدل مش بندي شده مخزن 9 شکل
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 و همکاران علی اصغر معصومی ای فلز کامپوزیت تحت بار دینامیکیده از روش حل دیفرانسیل مربعات در تحلیل مخزن استوانهااستف

 

 6شماره  17، دوره 1096 رویرهشمهندسی مکانیک مدرس،  026
 

 
Fig. 10 Changes of radial displacement in composite vessel with fibers 
0 and 90 degrees versus time 

درجه بر  90و  0تغييرات جابجائي شعاعي در مخزن كامپوزيتي با الياف  10 شکل

 حسب زمان

 
Fig. 11 Changes of radial displacement in composite vessel with fibers 
45 and -45 degrees versus time 

درجه بر  -45و  45تغييرات جابجائي شعاعي در مخزن كامپوزيتي با الياف  11 شکل

 حسب زمان

 و نتایجبحث  9-

گاهي گيردار و براي دو حالت تكيه 6مدل با مشخصات ذكر شده در بخش 

ساده مورد تحليل و بررسي قرار گرفته است. لازم بذكر است كه شرايط 

ها در مخزن گاهي در دو انتهاي مخزن اعمال شده و زوايا و ضخامت لايهتكيه

[ انتخاب شده است. در 34هاي صورت گرفته در مرجع ]با توجه به تحليل

هي در گانتايج تنش ون ميسز براي لاينر را براي دو حالت تكيه 12شكل 

متر نشان داده شده است. نمودارهاي نشان داده شده براي ميلي 250طول 

، 2گاه گيردار، روش تئوري با تكيه1گاه سادهچهار حالت روش تئوري با تكيه

و روش المان  3گاه گيردارافزار آباكوس با تكيهروش المان محدود با نرم

ها باشد كه در نمايش شكلمي 4گاه سادهافزار آباكوس با تكيهمحدود با نرم

 شود.بصورت روش اختصار آن در لژند نمايش داده مي

طور كه در اين شكل نشان داده شده است تنشها در هردو شرايط همان

باشد و داراي گاهي كاملا به هم نزديك بوده و تقريبا بر هم منطبق ميتكيه

ميلي  7ر زمان باشد. ماكزيمم تنش داختلاف كمي با تحليل المان محدود مي

 مگا پاسكال 211گاهي ساده و مگا پاسكال در شرايط تكيه 199ثانيه و برابر 
 

                                                                                                                                  
1 Analytical method with simple support (AMSS) 
2 Analytical method with clamp support (AMCS) 
3 Finite element method with clamp support (FEMCS) 
4 Finite element method with simple support (FEMSS) 

 
Fig. 12 Von Mises stress of liner in 250 mm length for two modes of 

anchor and comparison with finite element solution versus time 
گاهي و متر براي دو حالت تكيهميلي 250تنش ون ميسز لاينر در طول  12 شکل

 مقايسه آن با حل المان محدود بر حسب زمان

باشد. در گاهي گيردار در حل تحليلي و نتايج المان محدود ميدر شرايط تكيه

گاهي براي نتايج تنش ون ميسز براي لاينر را براي دو حالت تكيه 13شكل 

توجه به شكل مقادير حل  نقاط ابتدايي و انتهايي مخزن رسم شده است. با

گاهي گيردار به هم نزديك بوده ولي تحليلي و المان محدود در شرايط تكيه

گاهي و با توجه به گاهي ساده بدليل دور شدن از نقطه تكيهدر شرايط تكيه

گاهي تعريف شده در آن مقدار تنش به مقدار قابل توجهي كاهش شرايط تكيه

هاي اول تنش در راستاي الياف در لايه 17تا  14هاي داشته است. در شكل

گاهي تا چهارم كامپوزيت نشان داده شده است و  نتايج حل در شرايط تكيه

طور كه در اين گيردار، ساده و المان محدود با هم مقايسه شده است. همان

هاي اول و چهارم  بدليل پيچيدن زواياي ها نشان داده شده است در لايهشكل

 75از مقدار تنش در راستاي  هادرجه تنش در اين لايه 90تاي الياف در راس

درجه  90هاي باشد و اين بدليل تحمل بيشتر بار توسط لايهدرجه بيشتر مي

درجه براي هر دو  75و  90افتد. نتايج بدست آمده در هر دو راستاي اتفاق مي

بدست آمده  گاهي تقريبا به هم نزديك بوده و تطابق خوبي با نتايجحالت تكيه

نمودار تنش عمود بر راستاي  19و  18هاي از حل المان محدود دارد. شكل

گاهي جهت حل تحليلي نشان داده شده است. الياف را براي دو حالت تكيه

لازم به ذكر است به علت نزديك بودن نتايج تنش در روش ديفرانسيل 

شلوغ شدن مربعات با نتايج المان محدود در نمودارهاي بعدي به علت 

ها از ذكر نتايج المان محدود خودداري شده نمودارها و زياد شدن تعداد شكل

شود ( نشان داده مي19و  18طور كه در اين دو شكل )شكل است. همان

هاي اول با چهارم و دوم با سوم بر هم منطبق بوده و نتايج در هر تنش در لايه

ها در اين راستا قدار تنشباشد. مگاهي تقريبا مثل هم ميدو حالت تكيه

)يعني راستاي عمود بر الياف يا راستاي ماتريس( داراي مقادير بسيار كم و در 

رسد و اين بيانگر اين مگا پاسكال مي 7الي  6حالت بيشينه خود به حدود 

باشد كه در راستاي ماتريس مقدار باربرداري بسيار كم بوده و بيشتر بار مي

 شد.توسط الياف تحمل خواهد 

گاهي هاي برشي براي دو حالت تكيهمقدار تنش 21و  20هاي در شكل

هاي مختلف نشان داده شده است. جهت حل ديفرانسيل مربعات در لايه

هاي اول با شود تنش در لايهها نشان داده ميطور كه در اين شكلهمان

دارد و اين چهارم بر هم منطبق بوده و تقريباً مقدار برابر نزديك به صفر را 

بار برشي را تحمل نمي كند و  90هاي با زاويه بيانگر اين مطلب بوده كه لايه

 هاي دوم ووارد خواهد شد. لايه 90هاي با زواياي غير تمام تنش برشي به لايه
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 و همکاران علی اصغر معصومی ای فلز کامپوزیت تحت بار دینامیکیمخزن استوانهده از روش حل دیفرانسیل مربعات در تحلیل ااستف

 

 027 6شماره  17، دوره 1096 رویرهشمهندسی مکانیک مدرس، 
 

 
Fig. 13 Von Mises stress of liner in the beginning and the end of vessel 

for two modes of anchor and comparison with finite element solution 
versus time 

گاهي و تنش ون ميسز لاينر در نقطه ابتد و انتهاي مخزن دو حالت تكيه 13 شکل

 نمقايسه آن با حل المان محدود بر حسب زما

 
Fig. 14 Stress in the fibers for the first layer in 250 mm length for two 

modes of anchor and comparison with finite element solution versus 
time 

متر براي دو حالت ميلي 250تنش در راستاي الياف براي لايه اول در طول  14 شکل

 گاهي و مقايسه آن با حل المان محدود بر حسب زمانتكيه

 
Fig. 15 Stress in the fibers for the second layer in 250 mm length for 

two modes of anchor and comparison with finite element solution 
versus time 

متر براي دو حالت ميلي 250تنش در راستاي الياف براي لايه دوم در طول  15 شکل

 گاهي و مقايسه آن با حل المان محدود بر حسب زمانتكيه

 
Fig. 16 Stress in the fibers for the third layer in 250 mm length for two 

modes of anchor and comparison with finite element solution versus 

time 
متر براي دو حالت ميلي 250تنش در راستاي الياف براي لايه سوم در طول  16 شکل

 گاهي و مقايسه آن با حل المان محدود بر حسب زمانتكيه

 
Fig. 17 Stress in the fibers for the fourth layer in 250 mm length for 

two modes of anchor and comparison with finite element solution 

versus time 
متر براي دو ميلي 250تنش در راستاي الياف براي لايه چهارم در طول  17 شکل

 گاهي و مقايسه آن با حل المان محدود بر حسب زمانحالت تكيه

. 
Fig. 18 Stress perpendicular to the fibers for the various layers in 250 

mm length for the clamp support 
 250هاي مختلف در طول تنش در راستاي عمود بر الياف براي لايه 18 شکل

 گاهي گيردار متر براي حالت تكيهميلي
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Fig. 19 Stress of perpendicular to the fibers for the various layers in 

250 mm length for the simple support 
 250هاي مختلف در طول تنش در راستاي عمود بر الياف براي لايه 19 شکل

 گاهي سادهمتر براي حالت تكيهميلي

 
Fig. 20 Shear stress for the various layers in 250 mm length for the 

clamp suppor 
متر براي حالت ميلي 250هاي مختلف در طول تنش برشي براي لايه 20 شکل

 گيردارگاهي تكيه

 
Fig. 21 Shear stress for the various layers in 250 mm length for the 
simple support 

متر براي حالت ميلي 250هاي مختلف در طول تنش برشي براي لايه 21 شکل

 گاهي سادهتكيه

سوم داراي مقدار تنش برشي قرينه نسبت به يكديگر بوده و اين بدليل قرينه 

 باشد.پيچش نسبت به يكديگر ميبودن زواياي 

متر و ميلي 250تغييرات جابجايي شعاعي لاينر در طول  22در شكل  

طور كه در گاهي بر حسب زمان رسم شده است. همانبراي هر دو حالت تكيه

گاهي اين شكل نشان داده شده است. تغييرات جابجايي در حالت شرايط تكيه

باشد. از گاهي گيردار ميالت تكيهساده داراي مقدار بيشتري نسبت به ح

طرفي اين اختلاف كم بوده و نتايج تقريباً نزديك به يكديگر بوده و با نتايج 

بدست آمده از تحليل المان محدود داراي تطابق خوبي است. از بحث و 

هاي انجام شده در نتايج فوق و مقايسه نتايج روش حل ديفرانسيل بررسي

گيري نمود كه روش حل ديفرانسيل توان نتيجهمربعات با المان محدود مي

باشد. هر مربعات در حل معادلات حاكم داراي دقت مناسب و قابل قبولي مي

روش داراي مزايا و معايب منحصر به فرد خود بوده و روش ديفرانسيل 

مربعات هم از اين قاعده مستثني نمي باشد. لذا در ادامه با استفاده از نتايج 

اين تحقيق به بحث و بررسي نقاط ضعف و قوت اين روش  بدست آمده در

شود. از نقاط قوت اين روش حل صريح و مستقيم معادلات بوده و پرداخته مي

از تشكيل ماتريس اسمبل شده بسيار بزرگ كه عمدتا در حل معادلات با 

دهد جلوگيري شده كه در نتيجه زمان حل و روش المان محدود رخ مي

آن بسيار كم خواهد شد و روش حل بسيار ساده و  خطاي محاسباتي در

كاربردي با دقت نتايج مناسب و قابل قبول بدست خواهد آمد. از نقاط ضعف 

هاي توان به عدم توانايي اين روش در حل مسئله با هندسهاين روش مي

تر در سيستم معادلات اشاره پيچيده و همچنين اعمال شرايط مرزي مشكل

 كرد.

 و نتیجه گیری جمع بندی 10-

اي فلز كامپوزيت تحت تحليل تئوري و عددي مخزن استوانه تحقيق حاضر در

بار ديناميكي بدست آمده از نتايج تجربي به كمك تئوري تغيير شكل برشي 

مورد بررسي قرار گرفت. بدين  ديفرانسيل مربعاتمرتبه اول و روش حل 

منظور ابتدا معادلات تعادل پوسته بر اساس تئوري تغيير شكل برشي مرتبه 

معادلات به فرم  ديفرانسيل مربعاتاول استخراج شد و سپس با روش 

هاي حل عددي نوشته شد و آنگاه جهت حل اين معادلات از كد ماتريس

 ن به درستي كاركرد كد نوشتهبرنامه نويسي متلب استفاده شد. جهت پي برد
 

Fig. 22 Radial displacement changes of liner in 250 mm length for two 

modes of anchor and comparison with finite element solution versus 
time 

متر براي دو حالت ميلي 250تغييرات جابجايي شعاعي لاينر در طول  22 شکل

 گاهي و مقايسه آن با حل المان محدود بر حسب زمانتكيه
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 شده از يك مخزن فلز كامپوزيت با چهار لايه كامپوزيت با ضخامت

( درجه و يك لاينر 90+ ،75، -90،75متر و زواياي )ميلي (2.5 ,0.5 ,0.5 ,1)

متر با بارگذاري ديناميكي ناشي از يك سوخت ميلي 2آلومينيوم به ضخامت 

هاي تجربي استفاده شد. نتايج بدست آمده از دو پايه و بدست آمده از آزمايش

افزار آباكوس كد برنامه نويسي با حل المان محدود مسئله مورد نظر با نرم

مورد مقايسه و بررسي قرار گرفت. نتايج بدست آمده از كد نشان داد كه 

باً در بيشتر موارد اين نتايج با نتايج بدست آمده از المان محدود نزديك تقري

بوده و روند بررسي و حل مسئله در كد مورد نظر بدرستي انجام شده است. 

جهت مقايسه نتايج كد با مراجع ديگر شرايط مسئله ذكر شده در دو نمونه از 

آمده از كد با مراجع در كد برنامه نويسي مورد تحقيق حل و نتايج بدست 

نتايج اين مراجع مورد مقايسه قرار گرفت كه نتيجه بدست آمده نشان داد كه 

باشد. از اين نتايج با نتايج ارائه شده در اين مراجع بسيار به هم نزديك مي

جمله نتايج اين تحقيق بررسي روش حل ديفرانسيل مربعات در حل معادلات 

ا مقايسه نتايج بدست آمده از حل حاكم و نقاط ضعف و قوت اين روش بود. ب

معادلات حاكم بر مسئله با روش ديفرانسيل مربعات و حل عددي المان 

محدود به اين نتيجه رسيده شد كه اين روش در حل معادلات با هندسه 

باشد. يكي از نقاط منظم، بسيار ساده، كاربردي و داراي دقت قابل قبولي مي

ادلات بوده و از تشكيل ماتريس قوت اين روش حل صريح و مستقيم مع

اسمبل شده بسيار بزرگ كه عمدتاً در حل معادلات با روش المان محدود رخ 

دهد جلوگيري شده و در نتيجه زمان حل و خطاي محاسباتي در آن بسيار مي

توان به عدم توانايي اين كم خواهد شد. از جمله نقاط ضعف اين روش مي

پيچيده و همچنين اعمال شرايط مرزي هاي روش در حل مسئله با هندسه

 تر در سيستم معادلات اشاره كرد. مشكل
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