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 1396 مرداد 29دریافت: 
 1396 آبان 15پذیرش: 

 1396 دی 15در سایت: ارائه 

زمان تیر دوسرگیردار با جرم متمرکز در وسط تحت تأثیر هم-های با ساختار میکروی ژیروسکوپهدف این پژوهش، بررسی رفتار وابسته به اندازه 
تئوری تنش کوپل اصلاح شده،  سازی اثرات اندازه از تئوریباشد. بدین منظور، برای مدلی هارمونیک میناگهانی و تحریک از پایه DCولتاژ 

گردد. در ادامه با بکارگیری اصل سازی لحاظ میی تشدید میرایی ویسکوز در مدلشود. همچنین برای جلوگیری از وقوع پدیدهاستفاده می
ل با مشتقات جزئی به های دیفرانسیآیند. سپس با استفاده از تقریب تک مدی گالرکین، معادلههای حاکم بر مسئله بدست میهمیلتون معادله

شود. جهت ی چهار استفاده میکوتای مرتبه-های بدست آمده از روش رانجگردند. برای حل معادلههای دیفرانسیل معمولی تبدیل میمعادله
ق خوبی گذاری شده و تطابی موجود در ادبیات صحهکسب اطمینان از صحت نتایج بدست آمده، نتایج بدست آمده با مقدارهای گزارش شده

شوند. در نهایت، اثر گذاری میافزار کامسول مقایسه و صحهسازی در نرمهای حاصل از شبیهگردد. به علاوه، نتایج بدست آمده با دادهمشاهده می
همچنین شود. های آن بررسی میی نوسانژیروسکوپ و همچنین دامنه-پارمترهای متفاوت موجود در مسئله بر روی ناپایداری کشیدگی میکرو

ژیروسکوپ توسط دو فرکانس متفاوت تحریک -ی هارمونیک، میکروشود که در اثر قرار گرفتن سیستم در معرض تحریک از پایهمشاهده می
 .گرددمی
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 The aim of the proposed study is to investigate the size dependent behavior of the micro-bridge 

gyroscopes under the combined effects of instantaneous DC voltage and harmonic base excitation. To 

do so, modified couple stress theory is utilized to model the size-dependent behavior of the micro-

gyroscope. To avoid resonance, viscous damping is used. Hamilton’s principle is then employed to 

derive the governing equations of motion. Afterwards, to convert the partial differential equations of 

motion to ordinary differential equations of motion, a Galerkin based single mode approximation is 

made. Then fourth-order Range-Kutta method is used to solve the governing equations of motion. To 

check the accuracy of the present model, the results are then validated through comparison with the 

available results in the literature and the comparison shows good agreements. In addition to the previous 

comparison, the present results are the validated through comparison with the results of COMSOL 

simulation. Furthermore, the effects of different parameters on the dynamic pull-in instability and 

amplitude of the vibrations are investigated. The observation shows that for the case of the harmonic 

base excitation, the system will be excited on two frequencies. 
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 مقدمه 1-

ی وسیعی از کاربردها را مکانیکی امروزه محدوده-الکترو-های میکروسیستم

قابلیت تولید انبوه و احتیاج به توان  دهند. به دلیل ابعاد کوچک،پوشش می

های مهندسی از قبیل ابزارها مسیر خود را در انواع زمینه-مصرفی کم، میکرو

رو، توجه بسیاری اند. از همینهموار کرده [2]و مسیریابی  [1]صنایع رباتیک 

 ابزارها در شرایط مختلف جلب شده است-از محققان به بررسی رفتار میکرو
 

[3]. 

ابزارها، نیاز به بررسی دقیق -ربردهای میکروی کادر پی گسترش دامنه

گردد. بدین ها در شرایط متفاوت کاری بیش از پیش احساس میرفتار آن

های ابزارها با المان-سازی میکروهای بسیاری سعی در مدلجهت محقق

سازی اند. در بین اجزاء مکانیکی مورد استفاده جهت مدلمتفاوت نموده

باشند. مجاهدی و همکاران ها میزء پرکاربردترین المانابزارها، تیرها ج-میکرو
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با بکارگیری المان تیر یکسرگیردار با جرم متمرکز در نوک به بررسی  [4]

ها در بررسی خود اثر ها پرداختند. آنژیروسکوپ-پایداری استاتیکی میکرو

ژیروسکوپ مورد بررسی قرار -ی را نیز بر روی رفتار میکروغیر خطی هندسه

دادند. سپس نتیجه گرفتند که در نظر گرفتن انحناهای غیرخطی سبب 

 شود.ی استاتیکی میکاهش دامنه

ابزارها، زمینه برای -با توسعه و گسترش کاربردهای تکنولوژی میکرو

ظهور انواع ابزارها در ابعاد میکرون و زیر میکرون فراهم گردید. لذا تلاقی 

هایی که در گذشته با مشکلاتی همچون یابزارها با تکنولوژ-تکنولوژی میکرو

حجم بالا، دشواری حمل و نقل و وزن زیاد همراه بودند، منجر به ظهور 

توان به ی این ابزارها میهای نوینی گردیده است. از جملهتکنولوژی

ی وسیعی از کاربردها، همچون ها اشاره نمود که گسترهژیروسکوپمیکرو

ژیروسکوپ -دهند. در حالت عمومی، میکرورا پوشش می [5]واقعیت مجازی 

باشد. در چند ای یک سیستم میگیری حرکت زاویهای برای اندازهوسیله

بینی رفتار و سازی و پیشهای بسیاری در راستای مدلی اخیر تلاشدهه

ها به پیدایش انواع ابزارها صورت پذیرفته است. این تلاش-ساخت این میکرو

 منجر گردیده است. در میان انواع هاژیروسکوپ-مختلف میکرو

ی اثر کوریولیس کار هایی که برپایهژیروسکوپ-ها، میکروژیروسکوپ-میکرو

کنند به علت استفاده از یک جزء مرتعش، فرآیند ساخت آسانی را دارند. می

ها ژیروسکوپ-سازی این نوع از میکرواجزای مرتعش متنوعی جهت مدل

هایی همچون تیر، این اجزای مکانیکی، غالباً المانباشند. از میان موجود می

ها بکار ژیروسکوپ-سازی رفتار میکروبرای مدل 1حلقه و تیونینگ فورک

اجزای مکانیکی . تیرهای با حرکت دورانی از جمله [6]شوند گرفته می

باشند. اساس کار این نوع از ها میژیروسکوپ-میکروپرکاربرد در طراحی 

تیر در معرض حرکت -ها به این صورت است که میکروژیروسکوپ-میکرو

شود. سپس در یک جهت دورانی حول محور خنثی خود قرار داده می

شود، به سیستم بار دینامیکی شناخته می 2مشخص، که با نام جهت تحریک

زمان بار دینامیکی و حرکت دورانی، ی اعمال همگردد. در نتیجهاعمال می

استایی عمود بر راستای اعمال بار دینامیکی به های کوریولیس در رشتاب

گیری حرکت در این جهت، که از آن با نام جهت آیند. با اندازهوجود می

ای شود، و بامشخص بودن نوع بار دینامیکی، حرکت زاویهیاد می 3حسگر

 گردد.سیستم مشخص می

ی اثر هایی که بر پایهژیروسکوپ-های میکرودر پی گسترش کاربرد

های بسیاری درصدد بررسی رفتار این نوع از کنند، محققکوریولیس کار می

توان به قومم و ها میی این محقق. از جمله[7]ابزارها برآمدند -میکرو

تیر یکسرگیردار با جرم نوک جهت -اشاره نمود که از یک میکرو [8]همکاران 

سازی، اثرات ها در مدلها بهره گرفتند. آنژیروسکوپ-سازی رفتار میکرودلم

ها ژیروسکوپ در نظر گرفتند. آن-ممان دوم جرمی را نیز بر روی رفتار میکرو

 ACبالا و فرکانس ولتاژ  DCبه این نتیجه رسیدند که اعمال ولتاژهای 

ژیروسکوپ -تیر موجب بهبود عملکرد میکرو-نزدیک فرکانس طبیعی میکرو

ها در ولتاژهای بالا در سیستم-گردد. لذا توجه به این نکته که میکرومی

باشد. لذا گیرند، حائز اهمیت میقرار می 4معرض خطر ناپایداری کشیدگی

ها به یک بحث با اهمیت فراوان ژیروسکوپ-بررسی ناپایداری کشیدگی میکرو

 مبدل گردیده است.

 گاهی تکیهکه نیروی بازگردانندهدهد ناپایداری کشیدگی زمانی رخ می
 

                                                                                                                                      
1 Tuning fork 
2 Drive direction 
3 Sense direction 
4 Pull-in instability 

توانایی مقابله با نیروی الکترواستاتیک را نداشته باشد. ناپایداری کشیدگی در 

، [9]ابزارها توسط پژوهشگران بسیاری مورد بررسی قرار گرفته است -میکرو

 ی بررسی ناپایداری کشیدگیزمینه های کمی دراما تحقیق

ی در زمره [10]ها صورت گرفته است. مجاهدی و همکاران ژیروسکوپ-میکرو

 ند که به بررسی ناپایداری کشیدگینخستین پژوهشگرانی هست

هایی ژیروسکوپ-اند. ناپایداری کشیدگی میکروها پرداختهژیروسکوپ-میکرو

ناگهانی تحریک شده بودند. در  DCرا مورد مطالعه قرار دادند که توسط ولتاژ 

، انحناهای غیرخطی و 5ی سیالی فشردهات میرایی از نوع لایهاین تحقیق اثر

دادند که در نظر فشار هوا نیز در نظر گرفته شده است. نتایج حاصل نشان می

جه گرفتن انحناهای غیرخطی موجب افزایش سفتی سیستم شده و در نتی

ها همچنین در پژوهش خود نشان دادند آن  یابد.ولتاژ کشیدگی افزایش می

ها ژیروسکوپ-ن رفتار میکرودر نظر گرفتن میرایی تأثیر بسزایی در تعیی که

 دارد.

ابزارها، توجه به این موضوع که حداقل یکی -سازی میکرودر هنگام مدل

باشد، از اهمیت فراوانی برخوردار از ابعاد این ابزارها از حدود میکرومتر می

ها از ز ابعاد سیستماست. امروزه ثابت شده است که چنانچه حداقل یکی ا

ها های کلاسیک قادر به توصیف دقیق رفتار آنحدود میکرومتر باشد، تئوری

های چشمگیری را میان . لذا بسیاری از پژوهشگران تفاوت[11]باشند نمی

های کلاسیک و نتایج آزمایشگاهی مشاهده نمودند نتایج حاصل از تئوری

های های کلاسیک، تئوریری. در همین راستا به منظور بهبود تئو[12]

تئوری  [16]. میندلین و اشل [15-13]وابسته به اندازه معرفی گردیدند 

را معرفی نمودند که در آن علاوه بر دو ثابت لامه، پنج ثابت  6گرادیان کرنش

، تئوری [17]ها، فلک و  هاچینسون کار آن دیگر نیز معرفی شده بود. در ادامه

ها را به دیگری را ارائه دادند که در آن  رفتار سیستمی وابسته به اندازه

تانسورهای گرادیان چرخش و گرادیان کشیدگی مربوط دانستند. جهت بهبود 

، گرادیان 7، اثرات تانسورهای گرادیان اتساع [18]این تئوری، لام و همکاران 

بزارها ا-ی میکروانحراف و گرادیان چرخش متقارن را بر رفتار وابسته به اندازه

ها تئوری گرادیان کرنش بهبود یافته را مورد بررسی قرار دادند. در نتیجه آن

، تئوری [13]با سه پارامتر وابسته به بعد معرفی نمودند. به علاوه، توپین 

برای بررسی رفتار سیستم تنها به داشتن دو  تنش کوپل را ارائه داد که در آن

با وجود آنکه این تئوری فقط از دو پارامتر پارامتر وابسته به اندازه نیاز بود. 

باشد. بدین گیرد، اما استفاده از آن همچنان مشکل میوابسته به بعد بهره می

، برای بهبود این تئوری، رفتار سیستم را علاوه بر [15]جهت یانگ و همکاران 

تانسور کرنش به قسمت انحرافی تانسور انحرافی ارتباط دادند و تئوری تنش 

اصلاح شده را با تنها یک پارامتر وابسته به بعد معرفی نمودند. برای  کوپل

مسائلی که تنها با بارگذاری خمشی روبرو هستند، ثابت شده است که تئوری 

 .[19]باشد تنش کوپل اصلاح شده دارای دقت بالایی می

های وابسته به اندازه تمرکز پژوهش بسیاری از اگرچه که با معرفی تئوری

ابزارها معطوف شده -ا به سوی بررسی اثر اندازه بر روی رفتار میکروهمحقق

ابزارها توجه کمی را دریافت کرده -ی میکرواست، اما رفتار وابسته به اندازه

، از تئوری تنش کوپل اصلاح شده جهت بررسی [20]است. غایش و همکاران 

یر یکسرگیردار با ت-های از نوع میکروژیروسکوپ-اثر اندازه بر روی رفتار میکرو

 جرم نوک استفاده نمودند.

 سازیی دیگری که در مدلتهعلاوه بر موارد ذکر شده، نک

ی ابزارها عموما بر رو-ها حائز اهمیت است این است که میکروسیستم-میکرو

                                                                                                                                      
5 Squeeze film damping 
6 Strain gradient theory 
7 Dilatation gradient tensor 
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تواند حرکت مستقلی را داشته باشد و شوند. این مدار میمدار نصب مییک 

گذارد. به اینگونه حرکت ابزارها تأثیر می-رولذا حرکت آن بر روی رفتار میک

ی-میکرو شود. با وجود اینکه فته میگ 1ابزارها، حرکت پی سی ب

شوند، اما های دارای حرکت نصب میها غالبا بر روی سیستمژیروسکوپمیکرو

های کمی در راستای تعیین رفتار ناشی از حرکت عمومی سیستم بررسی

های حاکم بر ، معادله[6]و همکاران  صورت پذیرفته است. اسماعیلی

ی های از نوع تیر یکسرگیردار با جرم نوک را با حرکت پایهژیروسکوپمیکرو

، 2ی گالرکینعمومی بدست آوردند. سپس با استفاده از روش کاهش مرتبه

های دیفرانسیل معمولی حاکم بر دینامیک مسئله را بدست آوردند. معادله

ژیروسکوپ حول محور خنثی -را برای حالتی که میکروها در نهایت مسئله آن

ها رفتار خود حرکت دورانی داشته باشد حل نمودند. شایان ذکر است که آن

ی سیستم سرعت ثابت داشته باشد نیز بررسی سیستم را در حالتی که پایه

 نمودند.

ی رو بر روی بررسی رفتار وابسته به اندازهتمرکز پژوهش پیش

تیر دوسرگیردار با یک جرم متمرکز در -با ساختار میکروهای ژیروسکوپ

 باشد.ش کوپل اصلاح شده میوسط با در نظر گرفتن تئوری تن

ناگهانی قرار گرفته و  DCتأثیر ولتاژ  ژیروسکوپ مورد بررسی تحت-میکرو

های پایه ترین انواع حرکتی هارمونیک به عنوان یکی از متداولحرکت از پایه

شده است. علاوه بر موارد ذکر شده، میرایی ویسکوز نیز در در نظر گرفته 

ژیروسکوپ لحاظ گردیده است. اصل همیلتون برای بدست -سازی میکرومدل

های حاکم بر رفتار سیستم بکار گرفته شده است. سپس برای آوردن معادله

ی های دیفرانسیل معمولی سیستم، از روش کاهش مرتبهدستیابی به معادله

کوتای -بهره گرفته شده است. در ادامه با استفاده از روش رانج گالرکین

 اند.های بدست آمده حل شده، معادله3ی چهارمرتبه

 سازی ریاضیمدل 2-

نشان داده شده است، یک تیر دوسرگیردار را به  1طور که در شکل همان

در جهت حسگر و جرم  bدر جهت تحریک، ضخامت  h، ضخامت Lطول 

های ی تیر تا الکترودهای اولیهدر وسط تیر، در نظر بگیرید. فاصله Mمتمرکز 

باشد. تیر در می wdو  vdهای تحریک و حسگر به ترتیب برابر با ثابت در جهت

ناگهانی قرار داده شده است. به علاوه تیر  DCجهت تحریک توسط ولتاژ 

 همچنین تیر باشد.ر حال دوران مید Ωحول تار خنثی با سرعت دورانی ثابت 
 

 

Fig. 1 Schematic of the micro-bridge gyroscope  
تیر دوسر گیردار با جرم متمرکز -شکل شماتیک ژیروسکوپ با ساختار میکرو 1شكل 

 در وسط
                                                                                                                                      
1 Printed Circuit Board (PCB) 
2 Galerkin’s reduced order model 
3 Fourth order Range-Kutta method 

قرار گرفته است. شایان ذکر است که  Orی تحت تأثیر تحریک از پایه

 باشند.ثابت و دورانی میها به ترتیب دستگاه (x,y,z)و  (X,Y,Z)های دستگاه

 انرژی کرنشی -1-2

بر اساس تئوری تنش کوپل اصلاح شده، انرژی کرنشی بصورت تابعی از 

شود تانسور کرنش کوشی و قسمت متقارن تانسور انحنا در نظر گرفته می

قابل بیان  (1). طبق این تئوری، انرژی کرنشی سیستم بصورت رابطه [15]

 باشد:می

(1) 𝑈 =
1

2
∭(𝜎: 𝜀 + 𝑚⃡  : 𝜒)𝑑𝑉 

به ترتیب نشانگر تانسور تنش کوشی، تانسور کرنش  𝜒و    𝜎 ،𝜀 ،𝑚⃡که در آن 

و قسمت متقارن تانسور انحنا  کوشی، قسمت انحرافی تانسور تنش کوپل

 آیند:بدست می (2)های معادلهباشند. این تانسورها، از می

 𝜎 = 𝜆tr(𝜀)𝐼⃡ + 2𝜇𝜀   ,   𝜀 =
1

2
[∇u + (∇u)T] 

(2) 𝑚⃡  = 2𝜇𝑙2𝜒   ,   𝜒 = [∇θ + (∇θ)T] 

 lبردار موقعیت نسبت به دستگاه دورانی،  uثوابت لامه،  𝜇و  𝜆که در آن 

باشد. باید توجه داشت که بردار بردار چرخش می θپارامتر وابسته به اندازه و 

 بدست خواهد آمد: (3)ی چرخش از معادله

(3) θ =
1

2
curl(𝐮) 

است که تیر مورد  ژیروسکوپ، فرض شده-سازی رفتار میکروبرای مدل

رو، میدان برنولی تبعیت نماید. از همین-بررسی از قوانین جابجایی تیر اولر

 قابل نمایش است: (4)برنولی بصورت روابط -جابجایی تیر اولر

(4) 𝑢 = 𝑢0 − 𝑦
𝜕𝑣0

𝜕𝑥
− 𝑧

𝜕𝑤0

𝜕𝑥
   ,   𝑣 = 𝑣0   ,   𝑤 = 𝑤0 

یک نقطه روی  هایبه ترتیب جابجایی )0w,0v,0u(و  )w,v,u(که در آن 

از یک انتهای  xی سطح مقطع تیر، روی سطح مقطع و تار خنثی در فاصله

باشند. با در نظر گفتن اثر کشش می zو  x ،yدر راستاهای  tتیر و در زمان 

بدست  (5)ی غیر صفر تانسور کرنش بصورت رابطه ی میانی، مؤلفهصفحه

 :[21]آید می

(5) 𝜀𝑥𝑥 = 𝑢0
′ − 𝑣0

′′𝑦 − 𝑤0
′′𝑧 +

1

2
𝑣0

′ 2
+

1

2
𝑤0

′ 2
 

 باشد.های توابع نسبت به مکان میی مشتقکه در آن پرایم نشان دهنده

ی حاصل در و نتیجه (3)ی در معادله (4)ی از جایگذاری معادله

 (6)های غیر صفر قسمت متقارن تانسور انحنا طبق روابط ، مؤلفه(2)ی معادله

 شود:حاصل می

(6) 𝜒𝑥𝑦 = −
1

2
𝑤0

′′, 𝜒𝑥𝑧 =
1

2
𝑣0

′′ 

 بیان نمود: (7)توان بصورت رابطه بنابراین انرژی کرنشی سیستم را می

(7) 

𝑈 =
1

2
∫ [𝐸𝐴 (𝑢0

′ +
1

2
𝑣0

′ 2
+

1

2
𝑤0

′ 2
)

2𝐿

0

+ (𝐸𝐼𝑧𝑧 

    +μ𝑙2𝐴)𝑣0
′′2 + (𝐸𝐼𝑦𝑦 + 𝜇𝑙2𝐴)𝑤0

′′2]𝑑𝑥 

بصورت  zzIو  yyIی تیر است و ی سازندهمدول یانگ ماده Eکه در آن 

 شوند:تعریف می (8)روابط 

(8) 𝐼𝑦𝑦 = ∬ 𝑧2 𝑑𝐴        , 𝐼𝑧𝑧 = ∬ 𝑦2 𝑑𝐴 

 انرژی جنبشی -2-2

توان بصورت روی یک سطح مقطع دلخواه از تیر را می Pی موقعیت هر نقطه

گاه بصورت رابطه گاه و مکان هر نقطه نسبت به تکیهتکیه مجموع موقعیت

 نوشت: (9)
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(9) rP = rO + rrel 

ی بیانگر موقعیت یک نقطه rrelنشانگر تحریک از پایه و   rOکه در آن 

گاه است که در دستگاه مختصات دورانی بیان شده دلخواه نسبت به تکیه

ی مورد بررسی در این پژوهش از نوع است. با توجه به اینکه تحریک از پایه

 را بصورت زیر بیان نمود:  rOتوان باشد، میهارمونیک می
(10) rO = 𝑅𝑂 sin(𝛬𝑡)J 

ی حرکت هارمونیک، فرکانس به ترتیب، دامنه Jو  OR  ،𝛬که در آن 

 باشند.دستگاه مختصات ثابت می Yحرکت هارمونیک و بردار یکه در جهت 

ی مشتق زمانی ، محاسبه(9)ی در معادله (10)ی با جایگذاری معادله

ی های زمانی جابجایی طولی تیر، سرعت نقطهپوشی از مشتقحاصل و چشم

 آید:بدست می (11)از تیر با رابطه  Pدلخواه 

(11) 
vP = (𝑣̇0 − Ω𝑤0 + 𝑉𝑂 cos(𝜃))j + (𝑤̇0 + Ω𝑣0 

     − 𝑉𝑂 sin(𝜃))k  

ی بین زاویه 𝜃است و  Yسرعت تحریک از پایه در جهت  OVکه در آن 

از دستگاه مختصات  yاز دستگاه مختصات ثابت و محور تحریک  Yمحور 

از  𝜃یتیر، زاویه-دوران میکروباشد. با توجه به ثابت بودن سرعت دورانی می

 بدست خواهد آمد: (12)ی معادله
(12) 𝜃 = Ω𝑡 + 𝜃0 

ی میان محور ثابت تحریک از ی اولیه، زاویه𝜃0ی زاویه (12)ی در معادله

باشد. جهت درک بهتر موقعیت می yو محور دورانی جهت تحریک  Yی پایه

شمای شماتیک این دو  2دستگاه دورانی نسبت به دستگاه ساکن، شکل 

 دهد.دستگاه را نشان می

توان رابطه ، برای انرژی جنبشی سیستم می(11)ی با توجه به معادله

 را نوشت: (13)

(13) 

𝑇 =
1

2
∫ (𝜌𝐴 + 𝑀δ (𝑥 −

𝐿

2
)) ((𝑣̇0 − Ω𝑤0

𝐿

0

 

    +𝑉𝑂 cos(𝜃))2 + (𝑤̇0 + Ω𝑣0 − 𝑉𝑂 sin(𝜃))2)𝑑𝑥 

بیان باشد. شایان ذکر است که دات تابع دلتای دیراک می δکه در آن 

 های زمانی توابع است.ی مشتقکننده

 نیروی الكترواستاتیک -3-2

ها که سطح ژیروسکوپ-هایی نظیر میکروباید توجه داشت که در سیستم

ای در تعیین باشد، اثرات لبهمقطع تیر غالباً بصورت مربع و یا نزدیک مربع می

گردند. از این رو نیروی نیروی الکترواستاتیک اعمالی حائز اهمیت می

ناگهانی در جهت تحریک به سیستم  DCالکترواستاتیک را که توسط ولتاژ 

 (14)توان بصورت رابطه ای، میشود با در نظر گرفتن اثرات لبهاعمال می

 نوشت:

(14) 

𝐹𝑣 =
𝜀𝑏(𝑉𝐷𝐶𝑣)2

2(𝑑𝑣 − 𝑣0)2
(1 + 0.65

𝑑𝑣 − 𝑣0

𝑏
) (1 +

𝐴𝑣

𝑏
 

    × δ (𝑥 −
𝐿

2
)) 

 

 

Fig. 2 Position of rotating coordinate system with respect to the fixed 

coordinate system 
 موقعیت دستگاه مختصات دورانی نسبت به دستگاه مختصات ساکن 2شكل 

ی واسط میان الکترود تحریک و الکتریک مادهضریب ثابت دی 𝜀که در آن 

مساحت جرم متمرکز که در معرض نیروی  vAتیر است. همچنین 

ی مورد بررسی باشد. لازم به ذکر است که در مسئلهالکترواستاتیک است، می

 .ی واسط میان دو الکترود هوا در نظر گرفته شده استماده

 میرایی خطی -4-2
نمایند، بالقوه در معرض خطر هایی که حرکت هارمونیک را تجربه میسیستم

لذا برای پیشگیری از این حالت برای سیستم میرایی در نظر  باشند.تشدید می

رو از نوع میرایی خطی گرفته شده است. میرایی مورد بررسی در پژوهش پیش

 آید:بدست می (15)ی باشد و کار نیروی میرایی از معادلهمی

(15) 𝛿𝑊𝑑 = ∫ 𝑐𝑣̇0𝛿𝑣0

𝐿

0

𝑑𝑥 

 باشد.ضریب میرایی ویسکوز می c، (15)ی در معادله

 های حرکتمعادله -5-2

برای بدست آوردن معادلات حاکم بر دینامیک سیستم، از اصل همیلتون 

های ، معادله(15)و  (14)، (13)، (7)های شود. با توجه به معادلهاستفاده می

 بدست خواهند آمد: (16)حاکم بر سیستم بصورت روابط 

�� الف( -16)

𝜕𝑥
[𝐸𝐴 (𝑢0

′ +
1

2
𝑣0

′ 2
+

1

2
𝑤0

′ 2
)] = 0 

 ب( -16)

(𝜌𝐴 + 𝑀𝛿 (𝑥 −
𝐿

2
))

𝜕

𝜕𝑡
(𝑣̇0 − Ω𝑤0 + 𝑉𝑂 

    × cos(𝜃)) − (𝜌𝐴 + 𝑀𝛿 (𝑥 −
𝐿

2
)) (Ω𝑤̇0 

    +Ω2𝑣0 − Ω𝑉𝑂 sin(𝜃)) − 𝐸𝐴
𝜕

𝜕𝑥
(𝑢0

′ 𝑣0
′  

    +
1

2
𝑣0

′ 3
+

1

2
𝑣0

′ 𝑤0
′ 2

) + 𝑐𝑣̇0 + (𝐸𝐼𝑧𝑧 

    +𝜇𝑙2𝐴)𝑣0
′′′′ = 𝐹𝑣 

 ج( -16)

(𝜌𝐴 + 𝑀𝛿 (𝑥 −
𝐿

2
))

𝜕

𝜕𝑡
(𝑤̇0 + Ω𝑣0 − 𝑉𝑂 

    × sin(𝜃)) − (𝜌𝐴 + 𝑀𝛿 (𝑥 −
𝐿

2
)) (Ω2𝑤0 

    −Ω𝑣̇0 − Ω𝑉𝑂 cos(𝜃)) − 𝐸𝐴
𝜕

𝜕𝑥
(𝑢0

′ 𝑤0
′  

    +
1

2
𝑤0

′𝑣0
′ 2

+
1

2
𝑤0

′ 3
)     + (𝐸𝐼𝑦𝑦 + 𝜇𝑙2𝐴) 

    × 𝑤0
′′′′ = 0 

 همچنین شرایط مرزی عبارتند از:

 𝑢0(0, 𝑡) = 0. 𝑢0(𝐿, 𝑡) = 0 

 𝑘0(0, 𝑡) = 0. 𝑘0(𝐿, 𝑡) = 0 

(17) 𝑘0
′ (0, 𝑡) = 0. 𝑘0

′ (𝐿, 𝑡) = 0 

باشد. لازم به ذکر است که شرایط فوق  0wو یا  0vتواند می 0kکه در آن 

 باشد.بیانگر دوسرگیردار بودن میکروژیروسکوپ می

الف(  -17ی )الف( همراه با شرایط مرزی موجود در معادله-16ی )معادله

 را  0uالف(،  -16ی )بصورت تحلیلی حل گردد. با حل معادله 0uتواند برای می

 نوشت: (18)بصورت رابطه  0wو  0vتوان بصورت تابعی از می

𝑢0 = −
1

2
∫ (𝑣0

′ 2
+ 𝑤0

′ 2
)𝑑𝑥

𝑥

0

+
1

2𝐿
∫ (𝑣0

′ 2
+ 𝑤0

′2
)𝑑𝑥

𝐿

0

× 𝑥 

(18)      

بعد حاکم بر دینامیک مسئله، پارامترها های بیبرای بدست آوردن معادله

 اند:معرفی شده (19)در روابط 

 

 

 

𝑤̂ =
𝑤0

𝑑𝑤
, 𝑣̂ =

𝑣0

𝑑𝑣
, 𝑥 =

𝑥

𝐿
, 𝑀r =

𝑀

𝜌𝐴𝐿
, Ωr =

Ω

𝑡̃
 

𝑡̂ = 𝑡𝑡̃ = 𝑡√
𝐸𝐼𝑧𝑧

𝜌𝐴𝐿4
, Λ̅ =

Λ

𝑡̃
, 𝛼1 = 6 (

𝑑𝑣

ℎ
)

2
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(19) 

𝛼2 = 6 (
𝑑𝑤

ℎ
)

2

, 𝑘 =
𝑑𝑤

𝑑𝑣
, 𝜂1 =

𝜇𝑙2𝐴

𝐸𝐼𝑧𝑧
, 𝜂2 =

𝜇𝑙2𝐴

𝐸𝐼𝑦𝑦
 

𝛽1 =
𝜀𝑏𝑉2𝐿4

2𝑑𝑣
3𝐸𝐼𝑧𝑧

, 𝛽2 = 0.65
𝑑𝑣

𝑏
, 𝛽3 =

𝐴𝑣

𝑏𝐿
, 𝑐1 =

𝑐𝑡̃𝐿4

𝐸𝐼𝑧𝑧
 

ℎ1 = −𝜌𝐴 (1 + 𝑀rδ (𝑥 −
1

2
))

𝐴𝑂𝐿4

𝑑𝑣𝐸𝐼𝑧𝑧
, ℎ2 = −

ℎ1

𝑘
 

 باشد.مقدار شتاب حرکت هارمونیک پایه می OAکه در آن 

ج(، قرار  -16ب( و ) -16های )در معادله (18)ی با جایگذاری معادله

ها روابط ی بدست آمده و حذف بالانویسدر معادله (19)های دادن معادله

 آیند:بدست می (20)

 

(1 + 𝑀rδ (𝑥 −
1

2
)) 𝑣̈ + 𝑐1𝑣̇ − (1 + 𝑀r 

    × δ (𝑥 −
1

2
)) Ωr

2𝑣 − 2Ωr𝑘 (1 + 𝑀rδ (𝑥 −
1

2
)) 

    × 𝑤̇ + ℎ1 sin(Λ̅𝑡) cos(𝜃̅) − 𝛼1 ∫ 𝑣′2𝑑𝑥𝑣′′1

0
 

 الف( -20)

    −𝛼2 ∫ 𝑤′21

0
𝑑𝑥𝑣′′ + (1 + 𝜂1)𝑣′′′′ =

𝛽1

(1−𝑣)2
 

    × (1 + 𝛽2(1 − 𝑣)) (1 + 𝛽3δ (𝑥 −
1

2
)) 

 ب( -20)

(1 + 𝑀rδ (𝑥 −
1

2
)) 𝑤̈ − (1 + 𝑀rδ (𝑥 −

1

2
)) 

    × Ωr
2𝑤 + 2 Ωr 𝑘⁄ (1 + 𝑀rδ (𝑥 −

1

2
)) 𝑣̇ 

    +ℎ2 sin(Λ̅𝑡) sin(𝜃̅) − 𝛼1 ∫ 𝑣′2𝑑𝑥𝑤′′ − 𝛼2
1

0
 

    × ∫ 𝑤′21

0
𝑑𝑥𝑤′′ + (1 + 𝜂1)𝑤′′′′ = 0 

 شود:تعریف می (21)بصورت رابطه  𝜃̅که در آن 

(21) 𝜃̅ = Ωr𝑡 + 𝜃0 

 روش حل 3-

ی گالرکین برای تبدیل از روش کاهش مرتبه (16)های برای حل معادله

های دیفرانسیل معمولی استفاده های جزئی به معادلههای با مشتقمعادله

شده است. بر اساس این روش، از تقریب تک مدی گالرکین بهره گرفته شده 

 قابل بیان است: (22)است و بنابراین خیز یک نقطه از تیر بصورت رابطه 

(22) 𝑖 = 𝜓(𝑥)𝑞𝑖(𝑡) =
𝜑(𝑥)

𝜑 (
1

2
)

𝑞𝑖(𝑡) 

شکل مد نامیرای  𝜑(𝑥)باشد. همچنین  wیا  vتواند می iکه در آن 

توان باشد. با توجه به تقارن تیر میتابع زمانی مد اول می 𝑞𝑖(𝑡)نصف تیر و 

 بیان نمود: (23)شکل مد نصف تیر را بصورت رابطه 

(23) 

𝜑𝑛(𝑥) = cosh(2𝛽𝑛𝑥) − cos(2𝛽𝑛𝑥) 

    +
sin(2𝛽𝑛𝑥)+sinh(2𝛽𝑛𝑥)

cos(2𝛽𝑛𝑥)+ cosh(2𝛽𝑛𝑥)
(sinh(2𝛽𝑛𝑥) − sin(2𝛽𝑛𝑥)) 

 آید:بدست می (24)ی از حل معادله 𝛽𝑛که در آن 

(24) 

sin(𝛽𝑛)cosh(𝛽𝑛) +  sinh(𝛽𝑛)cos(𝛽𝑛) + 𝑀r𝛽𝑛 

    × (cos(𝛽𝑛)cosh(𝛽𝑛) − 1) = 0 

و  𝜓ضرب حاصل در  ،(20)های در معادله (22)ی با جایگذاری معادله

بدست  (25)های نهایی سیستم بعد، معادلهی بیگیری روی دامنهانتگرال

 خواهند آمد:

 الف( -25)

𝜎1𝑞̈𝑣 + 𝑐N𝑞̇𝑣 + 𝜎2𝑞𝑣 + 𝜎3𝑞̇𝑤 + 𝜎4𝑞𝑣
3 + 𝜎5𝑞𝑣𝑞𝑤

2  

    +ℎ̅1 sin(Λ̅𝑡) cos(𝜃̅) = 2𝛽1 ∫
𝜓

(1+𝜓𝑞𝑣)2

0.5

0
 

    × (1 + 𝛽2(1 + 𝜓𝑞𝑣)) (1 + 𝛽3δ (𝑥 −
1

2
)) 𝑑𝑥 

 ب( -25)
𝜎1

′𝑞̈𝑤 + 𝜎2
′𝑞𝑣 + 𝜎3

′𝑞̇𝑤 + 𝜎4
′𝑞𝑤

3 + 𝜎5
′𝑞𝑤𝑞𝑣

2 

     +ℎ̅2 sin(Λ̅𝑡) sin(𝜃̅) = 0 

 برقرارند: (26)که در آن روابط 

 

𝑄 = (1 + 𝑀rδ (𝑥 −
1

2
)) , 𝜎1 = 2 ∫ 𝜓2

0.5

0

𝑄𝑑𝑥 

𝜎2 = 2(1 + 𝜂1) ∫ 𝜓𝜓′′′′𝑑𝑥
0.5

0

− 2Ωr
2 ∫ 𝜓2

0.5

0

𝑄𝑑𝑥 

𝜎3 = −4Ωr𝑘 ∫ 𝜓2
0.5

0

𝑄𝑑𝑥  

𝜎4 = −4𝛼1 ∫ 𝜓′2𝑑𝑥
0.5

0

∫ 𝜓𝜓′′𝑑𝑥
0.5

0

 

𝜎5 = −4𝛼2 ∫ 𝜓′2𝑑𝑥
0.5

0

∫ 𝜓𝜓′′𝑑𝑥
0.5

0

, 𝜎1
′ = 𝜎1 

(26) ℎ̅1 = 2 ∫ ℎ1𝜓
0.5

0

𝑑𝑥, ℎ̅2 = −
ℎ̅1

𝑘
 

 نتایج 4-

 گذاریمقایسه و صحه -1-4

ی کوتای مرتبه-های حاکم بر دینامیک مسئله از روش رانجبرای حل معادله

های چهار استفاده شده است. در ابتدا برای کسب اطمینان از صحت داده

اند. از ی موجود مقایسه گردیدههای گزارش شدهبدست آمده، نتایج با داده

های با که تاکنون نتایجی از ولتاژ کشیدگی دینامیکی ژیروسکوپآنجایی

تیر دوسر گیردار با جرم متمرکز در وسط با در نظر گرفتن اثر -میکرو ساختار

ی هارمونیک منتشر نگردیده است، لذا در زمان اندازه و تحریک از پایههم

برابر   Λ̅و  𝑀r ،Ωrی نتایج بدست آمده، پارامترهای اولین قدم جهت مقایسه

صرف نظر شده است.  اند و از اثرات اندازه و میراییبا صفر در نظر گرفته شده

ای میان نتایج بدست آمده در ادامه برای تعیین دقت مدل ارائه شده، مقایسه

انجام شده است. برای  [22]و نتایج موجود در پژوهش مقیمی زند و همکاران 

، ضخامت 183GPaانجام این مقایسه، فرض شده است که مدول یانگ برابر با 

b  20برابر باµm  و ضخامتh 2 برابر باµm  باشند. بر طبق نتایج موجود در

مساوی با  ،است 𝛽1بعد، که برابر با مقدار ، ولتاژ کشیدگی بی[22]مرجع 

 63.7بعد برابر با باشد. بر اساس مدل ارائه شده، ولتاژ کشیدگی بیمی 64.59

آید. با توجه به مقایسه، تطابق خوبی میان نتایج بدست آمده و بدست می

بعد از شود. شایان توجه است که ولتاژ کشیدگی بیمشاهده مینتایج موجود 

 نمایش داده خواهد شد. 𝛽DPIاین پس با نماد 

افزار تر، مدل مورد بررسی در نرمی دقیقی یک مقایسهبمنظور ارائه

ی مسئله مطابق سازی شده است. از این رو مشخصات مادهشبیه 1کامسول

 اند.انتخاب شده 1جدول 

رو از ی مورد استفاده، در پژوهش پیشمشخصات ماده علاوه بر

به عنوان مشخصات هندسی مسئله  2پارامترهای هندسی موجود در جدول 

 استفاده گردیده است.

و  𝑀r ،Ωr، مقادیر 2و  1های علاوه بر پارامترهای آورده شده در جدول

𝛽3  قابل توجه اند.در نظر گرفته شده 0.0025و  0.1، 0.3به ترتیب برابر با 
 

 ژیروسکوپ-ی میکرومشخصات ماده 1جدول 
Table 1 Material properties of the micro-gyroscope 

E (GPa) ν 𝜌 (kg/m3) l (μm) 

169 0.33 2331 0.592 

 مشخصات هندسی مسئله 2جدول 
Table 2 Geometric properties of the problem 

b (μm) dv & dv (μm) h (μm) L (μm) 

3 3 3 200 

                                                                                                                                      
1 Comsol 
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ی سازی اخیر از اثرات اندازه، میرایی و تحریک از پایهاست که در مدل

م شده در هارمونیک صرف نظر گردیده است. با توجه به شبیه سازی انجا

بدست آمده است. مشاهده  205.4Vافزار کامسول، ولتاژ کشیدگی برابر با نرم

ی حاصل از مدل ارائه شده 206.94Vشود که این مقدار با ولتاژ کشیدگی می

توان های انجام شده، میرو تطابق خوبی را دارد. با در نظر گرفتن مقایسهپیش

ی حاضر دقت بسیار خوبی در بررسی اطمینان حاصل نمود که مدل ارائه شده

های با ساختار میکروتیر دوسرگیردار با جرم متمرکز در رفتار ژیروسکوپ

 های متفاوتی از رفتاررسی انجام شده، جنبهی بروسط را دارد. در ادامه

 وسکوپ مد نظر قرار داده شده است.ژیر-میکر

 ژیروسكوپ-پاسخ زمانی میكرو -2-4

شود که تحریک ب(، مشاهده می -25الف( و ) -25های )با توجه به معادله

وی دو راستای تحریک و حسگر ی هارمونیک با تصویر شدن بر رپایه

ℎ̅1 هایی را بصورتعبارت sin(Λ̅𝑡) cos(𝜃̅)  وℎ̅2 sin(Λ̅𝑡) sin(𝜃̅)  در

ژیروسکوپ ایجاد نموده است. جهت -های حاکم بر دینامیک میکرومعادله

 3ژیروسکوپ در اثر اعمال این دو عبارت، شکل -ی رفتار میکرونمایش نحوه

ژیروسکوپ را در حالت پایدار و ناپایدار و در عدم حضور -پاسخ زمانی میکرو

ب( بترتیب نمایشگر  -3الف( و ) -3های )دهد. شکلمیرایی نشان می

ژیروسکوپ در راستاهای تحریک و حسگر بر حسب زمان -های میکروجابجایی

 Ωr  ،Λ̅ ،ℎ̅1باشند. شایان ذکر است که برای رسم این شکل مقادیر بعد میبی

اند. برای این در نظر گرفته شده 0.1 و 5 ،0.2، 0.1ترتیب برابر با به 𝛽3و 

بدست آمده است. قابل توجه است  26.5بعد برابر با کشیدگی بیحالت ولتاژ 

شود. نمایش داده می Ntبعد با نماد رو زمان بیکه از این پس در پژوهش پیش

های متنوعی شکل  Ωrو  Λ̅بعد های بیبا اتخاذ مقادیر متفاوت برای فرکانس

که تحریک گردد. اما از آنجاییژیروسکوپ حاصل می-برای پاسخ زمانی میکرو

ژیروسکوپ را در معرض خطر تشدید -سیستم توسط توابع هارمونیک، میکرو

ری از این پدیده ضروری به نظر دهد، وجود میرایی برای جلوگیقرار می

 تم میرایی در نظر گرفته شده است.ی پژوهش برای سیسرسد. لذا در ادامهمی

 پاسخ زمانی سیستم را در دو راستای تحریک و حسگر در حالتی 4شکل 

 4طور که از شکل دهد. همانداشته باشد، نشان می 1مقداری برابر با  Ncکه 

ی حرکت و در نتیجه افزایش شود، میرایی موجب کاهش دامنهبرداشت می

 28.45بعد برابر با گردد. در این حالت ولتاژ کشیدگی بیولتاژکشیدگی می

 بدست آمده است.

شود که در نظر گرفتن به وضوح دیده می  4و 3های ی شکلبا مقایسه

گردد. این در حالیست که ولتاژ ی ارتعاشات میمیرایی سبب کاهش دامنه

باشد. در می 3بیشتر از مقدار بدست آمده برای شکل  4کشیدگی در شکل 

ی داشته باشد، دامنه نتیجه به ازای ولتاژهای یکسان، چنانچه میرایی وجود

یابد.  این امر بصورت مستقیم حرکت در جهت حسگر به شدت کاهش می

کاهد. چرا که ژیروسکوپ تأثیر گذاشته و از دقت آن می-روی دقت میکرو

ی ایجاد شده در جهت ی حداکثر دامنهها بر پایهژیروسکوپ-دقت میکرو

ی معرض تحریک از پایه هایی که درحسگر استوار است. از این رو، در سیستم

هارمونیک هستند، بهتر است که میرایی انتخاب شده کمترین میزان ممکن را 

داشته باشد. در ادامه برای درک بهتر موضوع، تأثیر میرایی بر روی ولتاژ 

 کشیدگی بررسی شده است.
 

 اثرهای میرایی و سطح جرم متمرکز بر ولتاژ کشیدگی -3-4

 کنند، به طوری اثر کوریولیس کار میبر پایههایی که عملکرد ژیروسکوپ
 

 
 )الف(

 
 )ب(

Fig. 3 Undamped stable and unstable time response of the micro-

gyroscope for (a) drive direction and (b) sense direction 
جهت  ژیروسکوپ برای )الف(-پاسخ زمانی پایدار و ناپایداری و نامیرای میکرو 3شكل 

 تحریک و )ب( جهت حسگر

مستقیم با میزان ولتاژ اعمالی به سیستم ارتباط دارد. اما هرچه که ولتاژ 

 اپایداری کشیدگی دربیشتری به سیستم اعمال گردد، وقوع ن

این  گردد. لذا بررسی ولتاژ کشیدگی درژیروسکوپ بیش از پیش می-میکرو

تأثیر میرایی را بر روی  5ای میابد. شکل ها اهمیت ویژهژیروسکوپ-میکرو

 دهد.ولتاژ کشیدگی برای سه نسبت سطح متفاوت از جرم متمرکز نشان می

و  0.05، 0مورد استفاده در این بررسی عبارتند از ، 𝛽3های، نسبت سطح

شود، افزایش میرایی سبب افزایش مشاهده می 5طور که از شکل . همان0.1

شود. همچنین هرچه نسبت مساحت صورت خطی میبعد بولتاژ کشیدگی بی

 یابد. چرا که در نظرجرم متمرکز بیشتر گردد، ولتاژ کشیدگی کاهش می

های ثانویه در نیروی گرفتن نسبت سطح موجب به وجود آمدن عبارت

 شود که نیروی بیشتری بهگردد. این مهم سبب میالکترواستاتیک می
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 )الف(

 
 )ب(

Fig. 4 Damped stable and unstable time response of the micro-

gyroscope for (a) drive direction and (b) sense direction 
ژیروسکوپ برای )الف( جهت -پاسخ زمانی پایدار و ناپایداری و میرای میکرو 4شكل 

 تحریک و )ب( جهت حسگر
 

در ولتاژهای کمتری  سیستم اعمال شود و از همین رو ناپایداری کشیدگی

 افتد.اتفاق می

مشهود است، در نظر گرفتن سطح جرم متمرکز  5طور که از شکل همان

تأثیر چشمگیری در تعیین ولتاژ کشیدگی دارد. بدین سبب در بخش بعد اثر 

 در نظر گرفتن سطح جرم متمرکز مورد بررسی بیشتری قرار گرفته است.

 متمرکزتأثیر در نظر گرفتن سطح جرم  -4-4

 گیریبنا بر مشاهدات بخش قبل، سطح جرم متمرکز تاثیر بسزایی در شکل

ی ژیروسکوپ دارد. این تأثیر ناشی از حضور این عبارت در رابطه-رفتار میکرو

تغییرات  6تر، شکل باشد. بمنظور بررسی دقیقنیروی الکترواستاتیک می

ی ر برابر زاویهحداکثر خیز وسط تیر در دو راستای تحریک و حسگر را د

 ات ساکن و محور تحریک را نشاناز دستگاه مختص Yی میان محور اولیه
 

دهد. این تغییرات برای سه حالتی که ولتاژ تنها به سطح جرم، تنها به تیر می

دهد. از زمان به تیر و سطح جرم وارد شده باشد را نشان میو بصورت هم

ولتاژ تنها به تیر وارد شود خیز تیر شود، چنانچه الف مشاهده می -6شکل 

نسبت به حالتی که ولتاژ تنها به سطح جرم وارد شود بسیار بیشتر خواهد بود. 

این بدان  .این در حالی است که تفاوت چندانی در جهت حسگر وجود ندارد

معنی است که سیستم در معرض خطر ناپایداری کشیدگی قرار داده شده 

آن به همان نسبت افزایش پیدا نکرده است. که حساسیت است، در صورتی

شود این است که چنانچه تحریک برداشت می 6ی دیگری که از شکل نکته

در  6و  2های پایه در زمان اولیه در خلاف جهت حسگر و یا با توجه به شکل

𝜋ی زاویه ژیروسکوپ حداقل خواهد بود. -وارد شود، حساسیت میکرو ⁄2

ژیروسکوپ بهتر است ولتاژ تنها به سطح -ر میکروبنابراین برای بهبود رفتا

بزرگتر از  𝜃0ی ی هارمونیک با زاویهجرم متمرکز وارد شده و از تحریک پایه

0.5 rad  2.5و کوچکتر از rad  پرهیز گردد. شایان ذکر است که در بررسی

در نظر گرفته شده است. همچنین از  15برابر با  𝛽1بعدانجام شده، ولتاژ بی

 maxVبه بعد حداکثر خیز وسط تیر در جهت تحریک و حسگر بترتیب با  این

 نشان داده خواهند شد. maxWو 

 گیرینتیجه 5-
های با ساختار میکروتیر دوسرگیردار با ی ژیروسکوپرفتار وابسته به اندازه

و تحریک از  DCزمان ولتاژ ناگهانی جرم متمرکز در وسط تحت اثرهای هم

سازی رفتار وابسته به بعد مورد بررسی قرار گرفت. برای مدلی هارمونیک پایه

بهره گرفته شد. اصل ژیروسکوپ از تئوری تنش کوپل اصلاح شده -میکرو

ژیروسکوپ استفاده -های حرکت میکروبدست آوردن معادله همیلتون برای

 های دیفرانسیل با مشتقات جزئی حاصل با بکارگیریشد. سپس معادله

های دیفرانسیل معمولی تبدیل گردیدند. گالرکین به معادلهتقریب تک مدی 

ی کوتای مرتبه-های بدست آمده با استفاده از روش رانجدر ادامه، معادله

 های موجود در ادبیاتچهار حل شدند. نتایج بدست آمده سپس با داده

 مقایسه گردید و تطابق خوبی میان مدل ارائه شده و نتایج موجود مشاهده
 

 
Fig. 5 Variation of non-dimensional dynamic pull-in voltage versus 

non-dimensional damping coefficient for three values of area of proof 

mass ratio 
بعد برای بعد بر حسب ضریب میرایی بیدینامیک کشیدگی بیتغییرات ولتاژ  5شكل 
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افزار ی نتایج حاضر با کار سایر محققان، مسئله در نرمشد. علاوه بر مقایسه

ی میان نتایج کامسول و مدل حاضر مقایسهکامسول شبیه سازی گردید و 

 تطابق بسیار خوبی را نشان داد. در نهایت ناپایداری کشیدگی و خیز

ژیروسکوپ در شرایط گوناگون بررسی گردید. پاسخ زمانی نامیرا در -میکرو

ی هارمونیک در دو حالت پایدار و ناپایدار بدست آمد. حضور تحریک از پایه

ی تشدید، اثرات میرایی نیز بر پاسخ زمانی پدیدهبرای جلوگیری از وقوع 

سیستم ارائه گردید. علاوه بر پاسخ زمانی میرا، اثر ضریب میرایی بر ولتاژ 

بعد برای سه نسبت سطح جرم متمرکز بررسی گردید. نتایج کشیدگی بی

داد که میرایی سبب کاهش ولتاژ کشیدگی شده و ضروری است در نشان 

ی هارمونیک روبرو هستند، میرایی تا حد حریک از پایههایی که با تسیستم

امکان کوچک انتخاب گردد. همچنین میزان تأثیر نسبت سطح جرم متمرکز 

ی هارمونیک بررسی ژیروسکوپ در حضور تحریک از پایه-بر رفتار میکرو

گردید. در ادامه نشان داده شد که چنانچه ولتاژ تنها به سطح جرم متمرکز 

ژیروسکوپ در جهت تحریک بشدت کاهش -ی حرکت میکرومنهوارد شود، دا

یابد. این در حالی بود که کاهش دامنه در جهت حسگر بسیار کمتر بوده و می

لذا نتیجه گرفته شد که اعمال ولتاژ تنها به جرم متمرکز موجب بهبود رفتار 

ی ژیروسکوپ خواهد شد. به علاوه اثر جهت اعمال تحریک از پایه-میکرو

ژیروسکوپ نیز مورد مطالعه قرار گرفت و نشان -ونیک بر رفتار میکروهارم

ی هارمونیک در ابتدا در خلاف جهت حسگر داده شد که چنانچه تحریک پایه

 وارد شود سبب کاهش چشمگیر حساسیت سیستم خواهد شد.
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Fig. 6 Variation of maximum displacement of the proof mass versus 

initial angle 𝜃0 when the voltage is applied to proof mass only, beam 

only and both proof mass and beam for (a) drive direction and (b) sense 

direction 
که هنگامی  𝜃0یی اولیهجرم متمرکز بر حسب زاویهتغییرات حداکثر خیر  6شكل 

زمان به جرم و تیر وارد شود برای )الف( ولتاژ تنها به جرم، تنها به تیر و بصورت هم

 جهت تحریک و )ب( جهت حسگر
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