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مرداک برای وارد  -بعدی دقیق همراه با مدل گورتینکارگیری تئوری الاستیسیته سهحل تحلیلی ارتعاشات آزاد پیچشی نانو ذرات کروی با به 
نمودن اثرات سطح مورد مطالعه قرار گرفته است. برای بدست آوردن معادلات حرکت، معادلات ناویر برای یک محیط مادی نوشته شده و با 

ز جداسازی هلمهولتز، معادلات ناویر به معادلات برداری موج تبدیل شده است  سپس با استفاده از فرضیاتی که برای حرکت پیچشی استفاده ا
های جابجایی و تانسور تنش استخراج شده صورت دقیق حل شده و میدانکره مفروض است معادلات برداری موج در سیستم مختصات کروی به

مرداک، اثرات انرژی سطح که بنوعی مبین اندازه نانو برای کره است در شرایط مرزی مساله وارد  -اده از تئوری گورتیناست. در ادامه با استف
شود. با در نظر گرفتن نانو کره از جنس آلومنیوم و دو نوع سطح شود. نهایتا با اعمال شرایط مرزی معادله مشخصه فرکانسی استخراج میمی

کریستالوگرافی، چندین مثال عددی  مورد بررسی قرار گرفته است تا تاثیر انرژی سطح و به ویژه اندازه شعاع داخلی  هایمختلف متاثر از جهت
نانومتر  50شود برای نانو کره آلومنیوم با اندازه کمتر از سیستم نشان داده شود. مشاهده میپیچشی های طبیعی نانو کره  بر روی فرکانس
 .کانس طبیعی قابل توجه استتاثیرات انرژی سطح بر فر
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 The torsional vibrational characteristics of nano-scale sphere using an exact size-dependent elasticity 

solution based on Gurtin-Murdoch’s surface elasticity model are studied. In the absence of body forces, 
the displacement field is governed by the classical Navier’s equation. Helmholtz decomposition is used 

to separate the dynamic equations of motion into the decoupled vector wave equations. The motion 

under consideration is assumed to be torsional and vector wave equation exactly is solved and 
displacement field and stress tensor are obtained. Size-dependent elasticity solution based on Gurtin-

Murdoch surface energy model is employed to incorporate the surface stress terms into the pertinent 

boundary conditions, leading to frequency equations involving spherical Bessel functions. Isotropic 
aluminum with two different set of surface properties corresponding to the crystallography directions 

are considered and extensive numerical calculations have been carried out to illustrate the size effect of 

the nano-sphere on the first and second dimensionless vibrational natural frequencies. The numerical 

results describe the imperative influence of surface energy and radii ratio on vibrational characteristic 

frequency of nano-sphere. In particular, the surface energy is much important when inner radius is 

smaller than 50 nm. 
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 مقدمه 1-

متون علمی و با کشف نانوذرات و متعاقب آن، انقلاب فناوری نانو، حجم 

ذرات افزایش های مختلف رفتار ارتعاشی نانومهندسی پیرامون بررسی جنبه

تعداد کاربردهای مربوط به بررسی رفتار دینامیکی  چشمگیری داشته است و

رشد است. نیاز به درک بهتر بههای مقیاس نانومتری همچنان روسیستم

گیری در تجهیزاتی با ازههای اندذرات با پیشرفت تکنیکخواص دینامیکی نانو

مقیاس نانو، مانند میکروسکوپ نیروی اتمی، میکروسکوپ انتقال الکترونی و 

به فرد ارتعاشی سنجی رامان آشکارتر شد و از طرف دیگر، خواص منحصرطیف

ها و ابزارهای جدید نانو ها در ساخت دستگاهکارگیری آنذرات باعث بهنانو

ها، رزوناتورهای، اسیلاتورهای فرکانس بالا و کمکانیکی مانند سنسورها، محر

های نشر میدانی شده است و همچنین نانو ذرات شروع به تاثیرگذاری دستگاه

مانند مواد هیبریدی،  "نانو بایو''های آوریهای نوظهور فندر برخی از حوزه

 است. نوعی و درمان سرطان نمودهمص -زیستی

گردد که رتعاشات آزاد کره مشاهده میبا بررسی منابع علمی در زمینه ا

مطالعات بسیاری در زمینه ارتعاشات آزاد اجسام کروی همگن بر پایه تئوری 

های بهبود یافته برای ها نازک و یا تئوریپوسته نازک برای ورق و پوسته
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های نسبتا ضخیم انجام شده است. پیشرفت سریع صنایع معاصر به سمت ورق

تر از رفتار های دقیقبینیی مهندسی، خواستار پیشدقت بالا در کاربردها

های های مکانیکی است. بر این اساس با کاراتر شدن روشدینامیکی سیستم

بعدی عناصر ساختاری با اشکال تحلیلی و کامپیوتر، تحلیل ارتعاشات آزاد سه

های اخیر افزایش یافته است. مختلف بر پایه تئوری الاستیسیته خطی در دهه

ی بر سینماتیک مساله بعدی هیچ فرضیهمطالعات بر پایه الاستیسیته سهدر 

های تقریبی گردد که دیگر روشاعمال نشده و نتایج دقیقی ارائه می

بینی کنند. حل دقیق مسائل با استفاده از الاستیسیته توانند پیشنمی

یات کند بلکه تشخیص خصوصبعدی، نه تنها حل قابل اعتمادی را ارائه میسه

[ دو نوع مد ارتعاشی 2،3[. لامب وچری ]1کند ]فیزیکی مساله را نیز بهتر می

برای ارتعاشات آزاد کره ارائه کرد. ارتعاشات نوع اول ارتعاشات پیچشی 

باشد. در ارتعاشات پیچشی، کره دارای حرکت پیچشی است که در این می

شعاعی صفر  حرکت تغییری در حجم کره بوجود نیامده و همچنین جابجایی

است. ارتعاشات نوع دوم ارتعاشات کروی )تپشی یا جفت شده بین خمشی و 

باشد. در ارتعاشات کروی تغیر شکل کره در نتیجه ارتعاش در کششی( می

راستای شعاعی است. بسیاری از کارهایی که بعدا در این زمینه انجام شد بر 

[ طیف وسیع و کاملی 4]پایه کار لامب بوده است. برای مثال ساتو و یوسامی 

برای مقادیر فرکانسی ارتعاش آزاد کره در جداولی تهیه کرده و متناسب با این 

[ 5های مربوطه را نیز نمایش دادند. سپس شا و همکاران ]ها شکل مدفرکانس

رفتار ارتعاش آزاد کره توخالی را مورد مطالعه قرار داده و با استفاده از آنالیز 

خصه فرکانسی را برحسب توابع بسل کروی نوع اول و نوع بعدی معادله مشسه

دوم بدست آورده و نتایج عددی برای طیف وسیعی از نسبت شعاع به 

 صورت منحنی تهیه کردند.مت را بهضخا

[ 7میله ][، نانو6لوله ]های اخیر، کاربرد ساختارهای نانو مانند نانودر سال

ژیکی روند رو به رشدی را داشته [ در اجزاء تجهیزات تکنولو8و نانو ورق ]

است که این موارد منجر به افزایش تقاضا پیرامون شناخت رفتار مواد در 

تئوری "مقیاس نانو گردیده است. برای مطالعه خواص مواد در ابعاد نانو 

بیان و توسعه داده  "ازهتئوری الاستیسیته وابسته از اند"و  "سازی اتمیمدل

 شده است.

یکی از تئورهای الاستیسیته وابسته از اندازه، تئوری الاستیسیته 

میلادی پیشنهاد  60غیرمحلی است که برای اولین بار توسط ارینگن در دهه 

[. ونگ 12-9میلادی توسعه داده شد ] 70شد و سپس توسط خود او در دهه 

ند تا محلی را برای پوسته توسعه داد[ تئوری الاستیسیته غیر13و همکاران ]

زاده و انتشار امواج در نانولوله کربنی را مورد مطالعه قرار دهند. اخیرا فاضل

محلی، کارگیری تئوری الاستیسیته غیربا به 2012[ در سال 14قواملو ]

ارتعاشات متقارن محوری پوسته کروی مستغرق در سیال را مورد مطالعه قرار 

گیری تئوری الاستیسیته کارهبا ب  2013[ در سال 15ها ]دادند. همچنین آن

محلی معادلات حرکت ارتعاشات آزاد شعاعی نانو کره را استخراج کرده و غیر

طیف فرکانس طبیعی را برحسب پارامتر غیرمحلی، ضریب پواسون و شعاع 

 دست آوردند.کره به

تئوری الاستیسیته سطحی یکی دیگر از تئورهای الاستیسیته وابسته از 

سی رفتار مواد در مقایس نانو است. افزایش میزان سطح نسبت اندازه برای برر

به حجم در یک ذره باعث میشود سطوح ماده تاثیر قابل توجه و گاهی تاثیر 

[. تئوری الاستیسیته وابسته 16،17غالب بر طبیعت تغییرشکل ماده بگذارند ]

ر سال [ د18از اندازه بر پایه انرژی سطح اولین بار توسط گورتین و مورداخ ]

[ توسعه داده شد. 19] 1998ارائه شد و سپس توسط گورتین در سال  1975

کارگیری محاسبات اتمیک ثوابت الاستیک با به  2005[ در سال 20شینوی ]

تغییر شکل تعدادی  2002[ در سال 21دست آورد. شینوی ]سطوح را به

گیری تئوری کار( را با بهالمان در اندازه نانو )همانند تیر، لوله و ورق

الاستیسیته سطحی گورتین مورد مطالعه قرار گرفت و گزارش کرد که نتایج 

دارد. هی  "تئوری اتمی"حاصل از تئوری الاستیسیته سطحی تطابق خوبی با 

های طبیعی نانو وایر ی بر فرکانستاثیر تنش سطح 2008و همکاران در سال 

نژاد [. هاشمی22کارگیری تیوری اویلر برنولی مورد مطالعه قرار دادند ]را با به

بازتابش امواج فشاری و برشی از ناهمگنی  2009و عوض محمدی در سال 

بر  کروی با ابعاد نانو را مورد بررسی قرار دادند و تاثیرات کشش سطحی

 [.23پیرامون ناهمگنی را نشان دادند ]تمرکز تنش دینامیکی 

کارگیری تئوری الاستیسیته غیرمحلی تاثیر اثرات سطح [ با به24ونگ ]

لوله حاوی سیال را مورد مطالعه قرار داد. التاهر و همکاران ارتعاشات آزاد نانو

محلی بر تاثیرات همبسته انرژی سطح و الاستیسیته غیر 2015در سال 

را با استفاد از روش اجزاء محدود مورد بررسی قرار دادند.  در ارتعاشات نانوتیر 

[ تاثیر تنش سطحی بر مشخصات ارتعاشی و 25ادامه انصاری و همکاران ]

ها برای های حاوی سیال را مورد مطالعه قرار دادند آنلولهپایداری نانو

فته سازی از تئوری تیر تیموشنکو و برای حل از روش کوادریچر تعمیم یامدل

بهره گرفتند و تاثیر پارمترهای مختلف را بروی سرعت بحرانی و فرکانس 

گیری کار[ با به26طبیعی مطالعه کردند. پس از آن انصاری و همکاران ]

لوله خطی نانو، ارتعاشات آزاد غیرکارمن-تئوری تیر تیموشنکو و فرضیات ون

کوادریچر تعمیم  حاوی سیال را مورد مطالعه قرار دادند برای حل از روش

یافته بهره گرفتند و تاثیر پارامترهای مختلف و شرایط مرزی مختلف را بر 

[ 27پایداری و فرکانس طبیعی نمایش دادند. انصاری و همکاران در سال ]

ها برای لوله حاوی سیال را مورد مطالعه قرار دادند آنانتشار امواج در نانو

رای حل معادلات از روش کوادریچر سازی از تئوری تیر تیموشنکو و بمدل

محلی گیری تیوری غیرکار[ با به28استفاده نمودند . انصاری و نوروززاده ]

 ارینگن و تئوری الاستیسیته سطح گورتین، کمانش نانو ورق مواد مدرج تابعی

توجهی بر را مورد مطالعه قرار دادند و نشان دادند که اثرات سطح تاثیرات قابل

[ ارتعاشات اجباری غیرخطی 29ورق دارد. نوروززاده و همکاران ]کمانش نانو 

تیر متحرک محوری تحت اثر نیروی هارمونیک و در محیط حرارتی را مورد 

سازی از تئوری تیر تیموشنکو برای تیر متحرک قرار دادند. برای مدل بررسی

نظر با روش محوری بهره گرفتند سپس این معادلات و شرایط مرزی مورد

ربیع دیفرانسیلی تعمیم یافته حل گردید و تاثیر پارامترهای مختلف اعم از ت

سرعت محوری، نیروی عرضی وارد بر تیر، ضریب میرایی و اختلاف دما در 

گاه ساده در دو های فرکانسی تیر متحرک محوری با شرایط مرزی تکیهپاسخ

نانولوله کربنی [، ارتعاشات 30قرار گرفت. انصاری و همکاران ] انتها بررسی

حاوی سیال داخلی با سرعت ثابت و تحت نیروی گسترده خارجی هارمونیک 

پاسترناک را مورد مطالعه قرار دادند. برای -واقع بر بستر الاستیک ویسکو

کار گرفته شد و با استفاده از روش سازی نانولوله، تئوری تیر تیموشنکو بهمدل

بر آن اثرات ابعاد حل گردید و علاوه تربیع دیفرانسیلی تعمیم یافته معادلات

ی و پارامترهای بستر الاستیک بر نانولوله، سرعت سیال، نیروی عرضی اعمال

 های فرکانسی نانولوله مورد بررسی قرار گرفت.پاسخ

کارگیری ذرات کروی با بهرسد ارتعاشات آزاد پیجشی نانونظر میقویا به

ر نگرفته است. همچنین لازم تئوری الاستیسیته سطحی مورد بررسی قرا

ذرات را مورد توجه ای در ارتعاشات نانوذکر است کار حاضر یک مساله پایهبه

ای مرجع برای بررسی عنوان یک کار پایهتواند بهقرار داده است که نه تنها می

[ قرار 34-31و استخراج مشخصات ارتعاشی نانو کره همانند کارهای مراجع ]

توان برای بعضی از کاربردهای تکنولوژیکی اصل از آن را میبلکه نتایج ح گیرد
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ای برای ، وسیله"میکروسکوپ ارتعاشی فراصوتی"[، 35درگیر با انتشار امواج ]

[ 37،38[، سنسور جرمی نانو مکانیکی ]36گیری تانسور الاستیک مواد ]اندازه

 نمود.استفاده 

 معادلات و روابط پایه 2-

 معادلات حرکت -2-1

مفروض  oRو شعاع خارجی iRهندسه مساله، کره همرکز با شعاع داخلی

)است. سیستم محور مختصات کروی  , , )r  
 

به مرکز کره در نظر گرفته 

شده است. معادلات حاکم بر میدان جابجایی در غیاب نیروهای خارجی و با 

فرض ماده الاستیک، خطی، همگن و ایزوتروپیک با استفاده از معادله 

 [.39شوند ]صورت زیر بیان میکلاسیک ناویر به

(1) 𝜌
𝜕2𝑈

𝜕𝑡2 = 𝜇∇2𝑈 + (𝜆 + 𝜇)∇(∇ ∙ 𝑈) 

ثوابت لامه  𝜆، 𝜇 لاپلاسین و  2∇بردار جابجایی،  𝑈چگالی ماده،  𝜌که 

باشند. میدان جابجایی باید شرایط مرزی واقع بر مساله را ارضا کند. با می

جمع دو صورت حاصلبه 𝑈[ بردارجابجایی 40استفاده از اصل هلمهولتز ]

چرخشی میدان جابجایی و بخش غیر 𝑢1شود که نوشته می  𝑢2و  𝑢1بردار 

جابجایی و مرتبط با موج بخش چرخشی میدان  𝑢2 مرتبط با موج فشاری و

 برشی است.

(2) 𝑈 = 𝑢1 + 𝑢2 
∇ که × 𝑢1 = 0, ∇ ∙ 𝑢2 = است. جداسازی هلمهولتز این امکان را  0

را به دو دسته معادله  (1)دینامیکی حرکت  معادلاتکند تا بتوان فراهم می

، که با فرض هارمونیک بودن حرکت با فرکانس  کردبرداری موج جدا 

 آیند:دست میصورت زیر بهمعادلات برداری موج به

(3) 
∇2𝑢1 + 𝛼2𝑢1 = 0 
∇2𝑢2 + 𝛽2𝑢2 = 0 

𝛼2که  = 𝜔2/𝑐𝑝
2 ، 𝛽2 = 𝜔2/𝑐𝑠

𝑐𝑝است و  2
2 = (𝜆 + 2𝜇)/𝜌  و

𝑐𝑠
2 = 𝜇/𝜌  به ترتیب سرعت موج برشی و موج فشاری در ماده الاستیک

 [:40شود ]بیان میصورت زیر (  به3باشند. حل معادلات برداری موج )می

(4) 
𝑢1 = 𝐿 = ∇𝜑 
𝑢2 = 𝑀 + 𝑁 = ∇ × (𝑒𝑟𝑟𝜓) + ∇ × ∇ × (𝑒𝑟𝑟𝜒) 

,𝜒که  𝜓, 𝜑 بایست شوند و میتوابع پتانسیل جابجایی نامیده می

 معادلات اسکالر هلمهولتز را ارضا کنند.

 𝜓در ارتعاشات پیچشی کره، میدان جابجایی تنها متاثر از امواج برشی 

𝜒باشد و می = 𝜑 = 𝑢1(، 2[. بنابراین در معادله )40است ] 0 = است و  0

فرم زیر بیان میدان جابجایی سیستم متاثر از ترم جابجایی چرخشی به

 شود:می

(5) 𝑈 = 𝑢2 = ∇ × (𝑒𝑟𝑟𝜓) 
تابع اسکالر موج برشی است و معادله سکالر  𝜓گونه که اشاره شد همان

 کند.صورت زیر را ارضا میموج به

(6) (∇2 + 𝛽2)𝜓 = 0 
 [:40باشد ]صورت زیر میحسب میدان جابجایی بهتانسور تنش برمیدان 

(7) 𝜎 = λ(∇ ∙ 𝑈)I + 𝜇(∇𝑈 + 𝑈∇) 
ماتریس واحد است. تانسور کرنش و همچنین  Iتانسور تنش و  𝜎که 

 گردد:حسب تانسور تنش از رابطه زیر استخراج میتانسور کرنش سطح بر

(8) 𝜀𝑖𝑗 =
1

2𝜇
𝜎𝑖𝑗 −

𝜈

𝐸
𝛿𝑖𝑗𝜎𝑘𝑘 

، 𝛿𝑖𝑗که   مدول الاستیسیته و 𝐸ضریب پواسون،  𝜈دلتای کرونکر

𝑖 = 𝑗 = 𝑘 =  است. 1,2,3

 تاثیرات سطح -2-2

های روی سطح، پدیده اثرات سطح ظاهر علت برقراری تعادل استاتیکی اتمبه

توان گفت این اثرات در همه مواد وجود عنوان توضیح اولیه میشوند. بهمی

ها ندارند اما این اثرات زمانی اهمیت دارند و ارتباطی به مقیاس و اندازه آن

یری افزایش یابد و گصورت چشمیابند که نسبت سطح به حجم قطعه بهمی

این عمدتا با کاهش حجم قطعه مقارن است. به بیان دیگر با کاهش ابعاد 

توان از یابد که نمیقطعه تا مرتبه نانو نسبت سطح به حجم چنان افزایش می

نظر نمود. بررسی وجود این اثرات در اجسام الاستیک در اثرات سطحی صرف

ها بندی آنانجام شد و فرمول[ 18توسط گورتین و همکارانش ] 1974سال 

بر این پایه استوار است که سطح جسم، مانند یک لایه نازکی در نظر گرفته 

آل به ماده چسبیده است و ثوابت الاستیک سطح با صورت ایدهشده که به

ها معادلات تعادل و ساختاری ماده را با ثوابت الاستیک ماده متفاوت است. آن

صورت بندی کرده و اثرات سطح را بهفرمول استفاده از روابط کلاسیک

های ناشی از سطح در شرایط مرزی ماده وارد نمودند. معادله تعادل تنش

 [.13شود ]صورت زیر نوشته میسطح به

(9) (𝜎𝑖𝑗
+ − 𝜎𝑖𝑗

−)𝑛𝑖𝑛𝑗 = 𝜎𝛼𝛽
𝑠 𝜅𝛼𝛽 

𝜎𝑖𝑗در رابطه فوق 
𝜎𝑖𝑗و  +

های بالایی و زیرین روی دهنده تنشنمایش −

بردار نرمال بر سطح به سمت بیرون  هایمولفههم  𝑛𝑖 باشند.سطح ماده می

σ𝛼𝛽باشند. می
𝑠 و 𝜅𝛼𝛽های سطح و نیز دهنده تنشنیز به ترتیب نشان

𝑖باشند. در این رابطه انحناهای سطح می = 𝑗 =  و نیز 1,2,3

𝛼 = 𝛽 = صورت های سطحی بهبرای سطح ایزوتروپیک تنش باشند.می 1,2

 [:13آیند ]دست میبهزیر 

(10) 𝜎𝛼𝛽
𝑠 = 2𝜇𝑠𝜀𝛼𝛽

𝑠 + 𝜆𝑠𝜀𝛾𝛾
𝑠 𝛿𝛼𝛽 

𝜀𝛼𝛽دلتای کرونکر،  𝛿𝛼𝛽که 
𝑠 کرنش سطح ،𝜇𝑠, 𝜆𝑠   ثوابت لامه سطح و

𝛼 = 𝛽 = 𝛾 =  باشند.می 1,2

 بسط میدان پتانسیل و اعمال شرایط مرزی 3-

دست صورت زیر بهبه(، منتج به میدان موج برشی 6حل معادله اسکالر موج )

 [:40آید ]می

(11) 

𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜙, 𝜔) = ∑ ∑ (𝑎𝑛𝑚 𝑗𝑛(𝛽𝑟)

𝑛

𝑚=−𝑛

∞

𝑛=0

+ 𝑏𝑛𝑚𝑦𝑛(𝛽𝑟))𝑝𝑛
𝑚(cos𝜃) 𝑒𝑖𝑚𝜙 

, 𝑎𝑛𝑚که 𝑏𝑛𝑚   ،ضرایب مجهول مودال𝑗𝑛, 𝑦𝑛  توابع بسل کروی نوع اول

𝑝𝑛و دوم و
𝑚(cos𝜃)  ( در 11باشند. با جایگذاری معادله )تابع لژاندر می

 آیند:دست میهای میدان جابجایی به شکل زیر به، مولفه(5معادله )
𝑢𝑟 = 0, 

𝑢𝜃 = ∑ ∑ (𝑎𝑛𝑚 𝑙𝑛
(1)(𝛽𝑟)

𝑛

𝑚=−𝑛

∞

𝑛=1

+ 𝑏𝑛𝑚𝑙𝑛
(2)

(𝛽𝑟))
i𝑚

𝑟sin(𝜃)
𝑝𝑛

𝑚(cos𝜃) 𝑒𝑖𝑚𝜙 

𝑢𝜙 = ∑ ∑ (𝑎𝑛𝑚 𝑙𝑛
(1)(𝛽𝑟)

𝑛

𝑚=−𝑛

∞

𝑛=1

+ 𝑏𝑛𝑚𝑙𝑛
(2)

(𝛽𝑟))
𝑑

𝑑𝜃
(𝑝𝑛

𝑚(cos𝜃)) 𝑒𝑖𝑚𝜙 

(12) 

𝑖که در آن  = 𝑙𝑛 و 1,2
(𝑖)

= {
𝑗𝑛  (𝑖 = 1)

𝑦𝑛   (𝑖 = 2)
باشند. با جایگذاری می 

صورت زیر های تانسور تنش بهمولفه(، 7های بردار جابجایی در رابطه )مولفه

 آید:دست میبه
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𝜎𝑟𝑟 = 0, 

𝜎𝜃𝜃 = ∑ ∑
2𝜇

𝑟2
(𝑎𝑛𝑚 𝑆1𝑛

(1)(𝛽𝑟)

𝑛

𝑚=−𝑛

∞

𝑛=1

+ 𝑏𝑛𝑚𝑆1𝑛
(2)(𝛽𝑟))

i𝑚

sin𝜃
(

𝑑

𝑑𝜃
(𝑝𝑛

𝑚(cos𝜃))

− cot 𝜃𝑝𝑛
𝑚(cos𝜃)) 𝑒𝑖𝑚𝜙 , 

𝜎𝜙𝜙 = −𝜎𝜃𝜃 , 

𝜎𝑟𝜃 = ∑ ∑
2𝜇

𝑟2
(𝑎𝑛𝑚 𝑆2𝑛

(1)(𝛽𝑟)

𝑛

𝑚=−𝑛

∞

𝑛=1

+ 𝑏𝑛𝑚𝑆2𝑛
(2)(𝛽𝑟))

i𝑚

sin𝜃
𝑝𝑛

𝑚(cos𝜃)𝑒𝑖𝑚𝜙, 

𝜎𝑟𝜙 = ∑ ∑
−2𝜇

𝑟2 (𝑎𝑛𝑚 𝑆2𝑛
(1)(𝛽𝑟)

𝑛

𝑚=−𝑛

∞

𝑛=1

+ 𝑏𝑛𝑚𝑆2𝑛
(2)(𝛽𝑟))

𝑑

𝑑𝜃
(𝑝𝑛

𝑚(cos𝜃))𝑒𝑖𝑚𝜙, 

𝜎𝜃𝜙 = 

∑ ∑
𝜇

𝑟2 (𝑎𝑛𝑚 𝑆1𝑛
(1)(𝛽𝑟)

𝑛

𝑚=−𝑛

∞

𝑛=1

+ 𝑏𝑛𝑚𝑆1𝑛
(2)(𝛽𝑟)) 𝑒𝑖𝑚𝜙 (cot 𝜃

𝑑

𝑑𝜃
(𝑝𝑛

𝑚(cos𝜃))

−
𝑑2

𝑑𝜃2 (𝑝𝑛
𝑚(cos𝜃)) −

𝑚2

sin2𝜃
𝑝𝑛

𝑚(cos𝜃)) , 

(a-13) 
𝑆𝑗𝑛که در آن 

(𝑖)(𝛽𝑟) شود:به شکل زیر تعریف می 

(b-13) 

𝑆1𝑛
(𝑖)(𝛽𝑟) = 𝑟𝑙𝑛

(𝑖)(𝛽𝑟) 

𝑆2𝑛
(𝑖)(𝛽𝑟) =

1

2
𝑟 ((𝑛 − 1)𝑙𝑛

(𝑖)(𝛽𝑟) − 𝛽𝑟𝑙𝑛+1
(𝑖) (𝛽𝑟)) 

( در سیستم مختصات کروی، شرایط 9با بسط معادله تعادل سطح )

گردد که باید در صورت زیر استخراج میمرزی غیرکلاسیک در حالت کلی به

 [:13مرز داخلی نانو کره و مرز خارجی نانو کره برقرار باشد ]

(a-14) 

𝜎𝑟𝑟 =
1

𝑟
(𝜎𝜃𝜃

𝑠 + 𝜎𝜙𝜙
𝑠 ), 

𝜎𝑟𝜃 =
1

𝑟
(

𝜕𝜎𝜃𝜃
𝑠

𝜕𝜃
+

1

sin𝜃

𝜕𝜎𝜃𝜙
𝑠

𝜕𝜙
+ (𝜎𝜃𝜃

𝑠 − 𝜎𝜙𝜙
𝑠 )cot𝜃) 

𝜎𝑟𝜙 =
1

𝑟
(

𝜕𝜎𝜃𝜙
𝑠

𝜕𝜃
+

1

sin𝜃

𝜕𝜎𝜙𝜙
𝑠

𝜕𝜙
+ 2𝜎𝜃𝜙

𝑠 cot𝜃) 

𝜎𝜃𝜃که 
𝑠 ،𝜎𝜙𝜙

𝑠 ،𝜎𝜃𝜙
𝑠 های تنش سطحی هستند. برای محاسبه مولفه

انسور کرنش (، نیازمند محاسبه ت10کارگیری معادله )های سطحی، با بهتنش

آید دست میصورت زیر به( به8است که تانسور کرنش با استفاده از رابطه )

[13:] 

(b-14) 

𝜀𝜃𝜃
𝑠 =

1

𝐸
(𝜎𝜃𝜃 − 𝜈𝜎𝑟𝑟 − 𝜈𝜎𝜙𝜙) 

𝜀𝜙𝜙
𝑠 =

1

𝐸
(𝜎𝜙𝜙 − 𝜈𝜎𝑟𝑟 − 𝜈𝜎𝜃𝜃) 

𝜀𝜃𝜙
𝑠 = 𝜇𝜎𝜃𝜙 

های ، مولفه(10( در رابطه )14با جایگذاری مولفه های کرنش از رابطه )

 گردند.صورت زیر استخراج میتانسور تنش سطحی به

(15) 

𝜎𝜃𝜃
𝑠 = 𝑘1𝜎𝜃𝜃 + 𝑘2𝜎𝜙𝜙 = (𝑘1 − 𝑘2)𝜎𝜃𝜃 

𝜎𝜙𝜙
𝑠 = 𝑘2𝜎𝜃𝜃 + 𝑘1𝜎𝜙𝜙 = (𝑘2 − 𝑘1)𝜎𝜃𝜃 

𝜎𝜃𝜙
𝑠 =

𝜇𝑠

𝜇
𝜎𝜃𝜙 

𝑘1که = (2𝜇𝑠 + 𝜆𝑠(1 − 𝜈))/𝐸 و 

𝑘2 = (−2𝜈𝜇𝑠 + 𝜆𝑠(1 − 𝜈))/𝐸 است و نتیجتا 

𝑘1 − 𝑘2 = 𝜇𝑠/𝜇  باشد.می 

صورت زیر تابعی از تانسور تنش های تانسور تنش سطحی بهنهایتا مولفه

 ماده خواهد شد:

(16) 𝜎𝜃𝜃
𝑠 =

𝜇𝑠

𝜇
𝜎𝜃𝜃,   𝜎𝜙𝜙

𝑠 = −
𝜇𝑠

𝜇
𝜎𝜃𝜃 ,   𝜎𝜃𝜙

𝑠 =
𝜇𝑠

𝜇
𝜎𝜃𝜙 

-14( در رابطه 16های تانسور تنش سطحی معادله )با جایگذاری مولفه

aصورت زیر حاصل خواهد شد: کلاسیک به(، شرایط مرزی غیر 

(17) 𝜎𝑟𝜃 =
1

𝑟

𝜇𝑠

𝜇
(

𝜕𝜎𝜃𝜃

𝜕𝜃
+

1

sin𝜃

𝜕𝜎𝜃𝜙

𝜕𝜙
+ 2𝜎𝜃𝜃cot𝜃) 

(18) 𝜎𝑟𝜙 =
1

𝑟

𝜇𝑠

𝜇
(

𝜕𝜎𝜃𝜙

𝜕𝜃
−

1

sin𝜃

𝜕𝜎𝜃𝜃

𝜕𝜙
+ 2𝜎𝜃𝜙cot𝜃) 

برای اعمال شرایط مرزی نیاز است که روابط فوق ساده گردند که این 

 انجام مراحل ذیل حاصل خواهد شد.مهم با 

صورت زیر بیان حسب تابع موج برشی بهبر 𝜎𝜃𝜃و   𝜎𝜃𝜙های تنشمولفه

 [:39شوند ]می

(19) 

𝜎𝜃𝜃 =
2𝜇

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(

1

sin𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝜙
) 

𝜎𝜃𝜙 =
2𝜇

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(cot𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝜃
−

𝜕2𝜓

𝜕𝜃2 +
1

sin2𝜃

𝜕2𝜓

𝜕𝜙2) 

𝜓��( که 11با توجه به رابطه )

𝜕𝜙
= 𝑖𝑚𝜓  2��و𝜓

𝜕𝜙2 = −𝑚2𝜓 باشند می

 گردد:( به شکل زیر ساده می19معادله )

(20) 

𝜎𝜃𝜃 =
2𝑖𝑚𝜇

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(

1

sin𝜃
𝜓) 

𝜎𝜃𝜙 =
2𝜇

𝑟

𝜕

𝜕𝜃
(cot𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝜃
−

𝜕2𝜓

𝜕𝜃2 −
𝑚2

sin2𝜃
𝜓) 

( برحسب تابع موج 17(، سمت راست معادله )20با توجه به رابطه )

 شود:صورت زیر استخراج میبرشی به

(21) 

1

𝑟

𝜇𝑠

𝜇
(

𝜕𝜎𝜃𝜃

𝜕𝜃
+

1

sin𝜃

𝜕𝜎𝜃𝜙

𝜕𝜙
+ 2𝜎𝜃𝜃cot𝜃)

=
𝑖𝑚𝜇𝑠

𝑟2sin𝜃
(cot𝜃

𝜕𝜓

𝜕𝜃
+

𝜕2𝜓

𝜕𝜃2

+ (2 −
𝑚2

sin2𝜃
) 𝜓) 

( در معادله فوق و انجام 11با جایگذاری تابع موج برشی از رابطه )

 گردد: محاسبات نسبتا مفصل رابطه زیر استخراج می

(22) 

1

𝑟

𝜇𝑠

𝜇
(

𝜕𝜎𝜃𝜃

𝜕𝜃
+

1

sin𝜃

𝜕𝜎𝜃𝜙

𝜕𝜙
+ 2𝜎𝜃𝜃cot𝜃)

= ∑ ∑
𝜇𝑠

𝑟2
(𝑎𝑛𝑚 𝑆3𝑛

(1)(𝛽𝑟)

𝑛

𝑚=−𝑛

∞

𝑛=1

+ 𝑏𝑛𝑚𝑆3𝑛
(2)(𝛽𝑟))

i𝑚

sin𝜃
𝑝𝑛

𝑚(cos𝜃)𝑒𝑖𝑚𝜙, 

𝑆3𝑛که 
(𝑖)(𝛽𝑟) = (−𝑛2 − 𝑛 + 2)𝑙𝑛

(𝑖)(𝛽𝑟) ( 17است. نهایتا معادله )

 صورت زیر حاصل خواهد شد:به

∑ ∑
𝜇

𝑟2
(𝑎𝑛𝑚 𝑉𝑛

(1)(𝛽𝑟) + 𝑏𝑛𝑚𝑉𝑛
(2)(𝛽𝑟))

i𝑚

sin𝜃
𝑝𝑛

𝑚(cos𝜃)𝑒𝑖𝑚𝜙 = 0

𝑛

𝑚=−𝑛

∞

𝑛=1

 

(23)  

𝑉𝑛که
(𝑖)(𝛽𝑟) = 2𝑆2𝑛

(𝑖)(𝛽𝑟) −
𝜇𝑠

𝜇
𝑆3𝑛

(𝑖)(𝛽𝑟)  است. با انجام روش مشابه

 شود:صورت ذیل استخراج می( به18(، نهایتا معادله )18فوق برای معادله )

(24) 

∑ ∑
−𝜇

𝑟2 (𝑎𝑛𝑚 𝑉𝑛
(1)(𝛽𝑟)

𝑛

𝑚=−𝑛

∞

𝑛=1

+ 𝑏𝑛𝑚𝑉𝑛
(2)(𝛽𝑟))

i𝑚

sin𝜃

𝑑

𝑑𝜃
(𝑝𝑛

𝑚(cos𝜃))𝑒𝑖𝑚𝜙 = 0 

  بنابراین با اعمال شرایط مرزی در مرز داخلی و خارجی کره روابط زیر
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 حاصل خواهد شد:

(25) 
𝑎𝑛𝑚 𝑉𝑛

(1)(𝛽𝑅𝑖) + 𝑏𝑛𝑚𝑉𝑛
(2)(𝛽𝑅𝑖) = 0 

𝑎𝑛𝑚 𝑉𝑛
(1)(𝛽𝑅𝑜) + 𝑏𝑛𝑚𝑉𝑛

(2)(𝛽𝑅𝑜) = 0 

 فرم ماتریسی زیر بیان کرد:توان بهنهایتا معادله مقدار ویژه فوق را می

(26) [𝑀]{𝐶} = 0 

{𝐶}که = [𝑎𝑛𝑚, 𝑏𝑛𝑚]T 2ماتریس مربعی  [𝑀]بردار مودال،    × 2 

تابعی از پارامتر فرکانس است. برای محاسبه فرکانس طبیعی دترمینان 

ماتریس مربعی را برابر با صفر قرار داده تا معادله مشخصه فرکانسی سیستم 

های معادله یابی، ریشهدست آید سپس با استفاده از متدهای متداول ریشهبه

ب های طبیعی سیستم است برحسمشخصه فرکانسی که همان فرکانس

آید. در ادامه چندین مثال عددی در دست میپارمترهای هندسی مساله به

 های طبیعی سیستم نمایش داده خواهد شد.نظر گرفته شده و فرکانس

 نتایج عددی 4-

برای نشان دادن تاثیر تنش سطحی بر روی رفتار ارتعاشی نانو کره، چندین 

ن منظور، نانو کره با در این بخش ارائه شده است. برای ایهای عددی نمونه

شود و جنس نانو کره نسبت شعاع خارجی به داخلی دلخواه در نظر گرفته می

 از آلومینیوم دارای خواص فیزیکی
𝜌 = 2700 kg/m3, 𝜇 = 34.7 × 109N/m2, 𝜆 = 52 × 109N/m2  

های شود. دو مجموعه از خواص سطح مربوط به جهتانتخاب می

( برای آلومینیوم در B[ )سطح 111( و ]A[ )سطح 100کریستالوگرافی ]

های های الاستیک مربوط به جهتثابت شوند.محاسبه استفاده می

 A صورت سطح[ به6کریستالوگرافی فوق، در مرجع ]

 (SA)،𝐸𝑠 = −8.95 N/m و سطحB  (SB) ،𝐸𝑠 = 6.08 N/m  داده

C  (SC) ،𝐸𝑠شده است. همچنین سطح = 0  N/m  اشاره به سطح با

 .شرایط کلاسیک دارد

، برای شکل مد 𝜔𝑐𝑝/𝑅𝑖فرکانس طبیعی اول نرمال شده  1در جدول 

𝑛 = 𝑅𝑜/𝑅𝑖و نسبت شعاع "SC"و  "SA " ،"SB"، سه نوع سطح 2 = 2 

طور که مشخص است با افزایش شعاع داخلی نانو نشان داده شده است. همان

 SBو  SAکره برای هر دو سطح نانو  کره، مقدار فرکانس طبیعی نرمال شده

با فرکانس طبیعی نرمال شده کلاسیک که در مراجع نیز آمده است برابر 

 گردد.می

، 𝜔𝑐𝑝/𝑅𝑖تغییرات فرکانس طبیعی پیچشی نرمال شده  "4تا  1شکل "

 برحسب شعاع داخلی نانوکره برای نسبت شعاع خارجی به داخلی

𝑅𝑜/𝑅𝑖 = 𝑛ترتیب برای شکل مد به 1.1 = دهند. این را نشان می 2,3

رسم شده  "SC"و  "SA " ،"SB"نمودارها برای سه نوع سطح مختلف  

 است.

 گیری کرد فرکانس طبیعی نرمال شدهتوان نتیجهها میبا توجه به شکل
 

𝑛 ال شده، برای شکل مدفرکانس طبیعی اول نرم 1جدول  = ، سه نوع سطح و 2

𝑅𝑜/𝑅𝑖نسبت شعاع  = 2 

Table 1 First dimensionless torsional natural frequency for 𝑛 = 2, 
𝑅𝑜/𝑅𝑖 = 2  and three surface types  
𝑅𝑖(nm) SB SC Ref.[4] SA 

1 0.682 0.651 0.596 

10 0.654 0.651 0.646 

20 0.653 0.651 0.649 

30 0.652 0.651 0.649 

40 0.651 0.651 0.650 

 
𝑅𝑖(nm) 

Fig. 1 First dimensionless torsional natural frequencies for 𝑛 = 2, 
𝑅𝑜/𝑅𝑖 = 1.1 and three surface types  

𝑛فرکانس طبیعی اول پیچشی نرمال شده، برای شکل مد  1شکل  = سه نوع  ،2

𝑅𝑜/𝑅𝑖سطح  و نسبت  = 1.1 

 
𝑅𝑖(nm) 

Fig. 2 Second dimensionless torsional natural frequencies for 𝑛 = 2, 
𝑅𝑜/𝑅𝑖 = 1.1  and three surface types  

𝑛فرکانس طبیعی دوم پیچشی نرمال شده، برای شکل مد  2شکل  = ،  سه نوع 2

𝑅𝑜/𝑅𝑖سطح  و نسبت  = 1.1 

 
𝑅𝑖(nm) 

Fig. 3 First dimensionless torsional natural frequencies for 𝑛 = 3, 
𝑅𝑜/𝑅𝑖 = 1.1  and three surface types 

𝑛فرکانس طبیعی اول پیچشی نرمال شده، برای شکل مد  3شکل  = ، سه نوع 3

𝑅𝑜/𝑅𝑖و نسبت سطح  = 1.1 
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𝑅𝑖(nm) 

Fig. 4 Second dimensionless torsional natural frequencies for 𝑛 = 3, 
𝑅𝑜/𝑅𝑖 = 1.1  and three surface types 

𝑛فرکانس طبیعی دوم پیچشی نرمال شده، برای شکل مد  4شکل  = ، سه نوع 3

𝑅𝑜/𝑅𝑖و نسبت سطح  = 1.1 

 به نوعنانو کره با مقادیر کلاسیک آن در حالت کلی متفاوت است و با توجه 

طبیعی نرمال شده نانو کره بیشتر و یا سطح و مرتبه فرکانس، مقدار فرکانس 

( و یا SBیا  SAنظر از نوع سطح )کمتر از مقدار کلاسیک آن است. اما صرف

شود که با افزایش شعاع داخلی نانو کره تاثیرات مرتبه فرکانس مشاهده می

کره به مقدار کلاسیک آن نزدیک  سطح کم شده و فرکانس طبیعی نانو

که، تاثیرات سطح وابسته به مرتبه فرکانس شود. نکته قابل توجه دیگر اینمی

شود که عث میبا SBعنوان مثال در فرکانس اول تاثیرات سطح است به

فرکانس طبیعی نرمال شده از مقدار کلاسیک آن بیشتر شود ولی در فرکانس 

شود که فرکانس طبیعی باعث می SBدوم همان نانو کره اول تاثیرات سطح 

نرمال شده از مقدار کلاسیک آن کمتر شود. از نمودارها قابل مشاهده است 

جا است و همچنین از آن تر مشهودترهای پایینکه اثرات سطح برای فرکانس

است لذا اختلاف  "SB"بزرگتر از  "SA"مطلق ثابت سطح برای که مقدار قدر

 بیشتر است. Aفرکانسی نسبت به حالت کلاسیک برای سطح 

 ،𝜔𝑐𝑝/𝑅𝑖تغییرات فرکانس طبیعی پیچشی نرمال شده  "8تا  5شکل "

 یبرحسب شعاع داخلی نانوکره برای نسبت شعاع خارجی به داخل

𝑅𝑜/𝑅𝑖 = 𝑛به ترتیب برای شکل مد  2 = دهد. این را نشان می  2,3

اند. رسم شده "SC"و  "SA " ،"SB"نمودارها برای سه نوع سطح مختلف 

 شود.مشاهده می "4تا  1شکل "نتایج مشابهی همانند 

را  ،𝜔𝑐𝑝/𝑅𝑖تغییرات سه فرکانس طبیعی پیچشی نرمال شده  "9شکل "

نشان  𝑅𝑖/𝑅𝑜برحسب نسبت شعاع داخلی نانو کره به شعاع خارجی آن 

 ، شکل مدSBنانومتر، سطح  2دهد. این نمودارها برای شعاع خارجی می

𝑛 =  گونه که مشخص است برایاند. همانو سه فرکانس اول آن رسم شده 2

𝑅𝑖/𝑅𝑜نسبت شعاع  > ی های طبیع، با افزایش نسبت شعاع فرکانس 0.15

های اول، دوم و بعد شده افزایش یافته و علاوه بر آن فاصله بین فرکانسبی

𝑅𝑖/𝑅𝑜یابد. اما برای نسبت شعاع سوم نیز افزایش می < مشاهده  0.15

که نحوه رفتار سه فرکانس اول، دوم و سوم یکسان است شود با وجود اینمی

 ی است.صورت نوساناما تغییرات آنها با افزایش نسبت شعاع، به

دهنده فرکانس که نشان "9شکل "در خصوص پدیده تغیرات ناگهانی در 

𝑛پیچشی برای مد  = است این نکته قابل ذکر است در صورتی که کلیه  2

( مختلف بدون در نظر  𝑛مدها شامل شعاعی، پیچشی و ... با شماره مدهای )

شود به ترتیب کوچک به بزرگ چینش و رسم   𝑛گرفتن شکل مد و شماره 

طور کلی قابل در تغییرات فرکانس اول سیستم با افزایش شعاع داخلی به

ملاحظه خواهد بود که فرکانس اول سیستم گاهی شعاعی، گاهی پیچشی که 

عنوان مثال وقتی که فقط مد شماره مد نیز امکان عوض شدن دارد لذا به

انس در نظر گرفته شود تغییرات ناگهانی فرک 2پیچشی و فقط شماره مد 

تواند جابجایی ترتیب مدهای پیچشی با عدد شود که علت آن میدیده می

که علت آن جابجایی ترتیب مدهای پیچشی با مدهای مختلف باشد و یا این

نژاد و پیچشی باشد. برای توضیحات بیشتر به مقاله هاشمیمدهای غیر

 [ مراجعه شود.41میرزایی ]

، 𝜔𝑐𝑝/𝑅𝑖تغییرات سه فرکانس طبیعی پیچشی نرمال شده  "10شکل "

نشان  𝑅𝑖/𝑅𝑜نسبت شعاع داخلی نانو کره به شعاع خارجی آن  را برحسب

و شکل مد  SAنانومتر، سطح  2دهد. این نمودارها برای شعاع خارجی می

𝑛 =  "9شکل "اند. نتایج مشابهی همانند و سه فرکانس اول آن رسم شده 2

 شود.می مشاهده

تغییرات سه دسته فرکانس طبیعی پیچشی نرمال  "12و  11شکل "

، را برحسب نسبت شعاع داخلی نانو کره به شعاع خارجی 𝜔𝑐𝑝/𝑅𝑖شده 

𝑅𝑖/𝑅𝑜 نانومتر و شکل مد 2دهد. این نمودارها برای شعاع خارجی نشان می 

𝑛 =  دسته اولکه که مشخص است در حالیگونه اند. همانرسم شده 2,3,4
 

 
𝑅𝑖(nm) 

Fig. 5 First dimensionless torsional natural frequencies for 𝑛 = 2, 
𝑅𝑜/𝑅𝑖 = 2  and three surface types 

𝑛فرکانس طبیعی اول پیچشی نرمال شده، برای شکل مد  5شکل  = ، سه نوع 2

𝑅𝑜/𝑅𝑖و نسبت سطح  = 2 

 
𝑅𝑖(nm) 

Fig. 6 Second dimensionless torsional natural frequencies for 𝑛 = 2, 
𝑅𝑜/𝑅𝑖 = 2  and three surface types 

𝑛فرکانس طبیعی دوم پیچشی نرمال شده، برای شکل مد  6شکل  = سه نوع  ،2

𝑅𝑜/𝑅𝑖سطح و نسبت  = 2 
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𝑅𝑖(nm) 

Fig. 7 First dimensionless torsional natural frequencies for 𝑛 = 3, 
𝑅𝑜/𝑅𝑖 = 2  and three surface types 

𝑛فرکانس طبیعی اول پیچشی نرمال شده، برای شکل مد  7شکل  = سه نوع ، 3

𝑅𝑜/𝑅𝑖سطح  و نسبت  = 2 

 
𝑅𝑖(nm) 

Fig. 8 Second dimensionless torsional natural frequencies for 𝑛 = 3, 
𝑅𝑜/𝑅𝑖 = 2  and three surface types 

𝑛فرکانس طبیعی دوم پیچشی نرمال شده، برای شکل مد  8شکل  = ،  سه نوع 3

𝑅𝑜/𝑅𝑖سطح  و نسبت  = 2 

 

Fig. 9a dimensionless torsional natural frequencies versus 𝑅𝑖/𝑅𝑜  for 

𝑛 = 2, 𝑅𝑜 = 2 nm and SB surface 
، برای 𝑅𝑖/𝑅𝑜حسب سه فرکانس طبیعی اول پیچشی نرمال شده بر الف 9شکل 

𝑛شکل مد  = 2  ،𝑅𝑜 = 2 nm  و سطحSB  

 

Fig. 9 b dimensionless torsional natural frequencies versus 𝑅𝑖/𝑅𝑜  for 

𝑛 = 2, 𝑅𝑜 = 2 nm and SB surface  
، برای شکل 𝑅𝑖/𝑅𝑜حسب سه فرکانس طبیعی اول پیچشی نرمال شده بر ب 9شکل 

𝑛مد  = 2  ،𝑅𝑜 = 2 nm  و سطحSB  

 
Fig. 10 a dimensionless torsional natural frequencies versus 𝑅𝑖/𝑅𝑜  for 

𝑛 = 2, 𝑅𝑜 = 2 nm and SA surface 
، برای 𝑅𝑖/𝑅𝑜سه فرکانس طبیعی اول پیچشی نرمال شده برحسب الف  10شکل 

𝑛شکل مد  = 2  ،𝑅𝑜 = 2 nm  و سطحSA  

 

Fig. 10 b dimensionless torsional natural frequencies versus 𝑅𝑖/𝑅𝑜  for 

𝑛 = 2, 𝑅𝑜 = 2 nm and SA surface  
، برای  𝑅𝑖/𝑅𝑜سه فرکانس طبیعی اول پیچشی نرمال شده برحسب  ب 10شکل 

𝑛شکل مد  = 2  ،𝑅𝑜 = 2 nm  و سطحSA  
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Fig. 11 dimensionless torsional natural frequencies versus 𝑅𝑖/𝑅𝑜  for 

𝑅𝑜 = 2 nm and SB surface  
 برای 𝑅𝑖/𝑅𝑜تغییرات فرکانس طبیعی پیچشی نرمال شده برحسب  11شکل 

𝑅𝑜 = 2 nm  و سطحSB   

 
Fig. 12 dimensionless torsional natural frequencies versus 𝑅𝑖/𝑅𝑜  for 

𝑅𝑜 = 2 nm and SA surface  
𝑅𝑜 برای 𝑅𝑖/𝑅𝑜نرمال شده برحسب پیچشی طبیعی فرکانس 12 شکل = 2 nm  و

   SAسطح 

گیرند اما دسته سوم فاصله میفرکانسی با افزایش نسبت شعاع از یکدیگر 

های طبیعی سوم هر عدد مد است با افزایش فرکانسی که مربوط به فرکانس

 شوند.تر میعاع به یکدیگر نزدیکنسبت ش

 گیرینتیجه 5-

طور در این مقاله ابتدا کارهای انجام شده در ارتعاشات کره الاستیک و به

کرده و نهایتا حل تحلیلی ارتعاشات خاص در زمینه ارتعاشات نانو کره را مرور 

کارگیری تئوری الاستیسیته دقیق همراه با آزاد پیچشی نانو ذرات کروی با به

ین مرداک مورد بررسی قرار گرفت. سازی اثرات سطح توسط تئوری گورتمدل

های طبیعی پیچشی های عددی متنوعی جهت تجزیه و تحلیل فرکانسمثال

نس طبیعی پیچشی نرمال شده برحسب ات فرکانانو کره حل گردید و تغییر

 ، برای چندین نسبت شعاع خارجی به داخلی𝑅𝑖شعاع داخلی نانو کره 
𝑅𝑜/𝑅𝑖 = و  "SC"و  "SA" ،"SB"و برای سه نوع سطح مختلف   1.1,2

𝑛دو نوع شکل مد  = که اثرات سطح در رسم شد. نتیجه این 2,3

تر مشهودتر است و با افزایش شعاع داخلی تر و کره ضخیمهای پایینفرکانس

بعد شده به یابد و فرکانس طبیعی بیتدریج کاهش مینانو کره این اثرات به

شود. همچنین مشاهده شد هر فرکانس طبیعی کلاسیک بسیار نزدیک می

 ول الاستیسیته سطح بیشتر باشد اختلاف فرکانسیچقدر مقدار قدر مطلق مد

 نسبت به حالت کلاسیک بیشتر است.

که تا قبل از علت اینفزایش نسبت شعاع داخلی به خارجی نانو کره  بهابا 

، تاثیر بزرگ شدن حفره داخلی )بزرگ شدن نسبت شعاع( 0.2نسبت شعاع 

طبیعی بی بعد بر سختی مدهای مختلف متفاوت است لذا تغییرات فرکانس 

شده با افزایش نسبت شعاع برای یک عدد مد مشخص نوسانی است و پس از 

بعد شده افزایش ، با افزایش نسبت شعاع، فرکانس طبیعی بی0.2نسبت شعاع 

، دوم و سوم نیز افزایش های اولیافته و علاوه بر آن فاصله بین فرکانس

 یابد.می

 فهرست علائم 6-

 𝑎𝑛𝑚 ضرایب مجهول مودال
 𝑏𝑛𝑚 ضرایب مجهول مودال

 𝑐𝑠 (ms−1)سرعت انتشار موج عرضی
 𝑐𝑝 (ms−1)سرعت انتشار موج طولی

 𝐸 (N/m)مدول الاستیسیته 
 𝐸𝑠 الاستیسیته سطح

 I ماتریس واحد 
 𝑗𝑛(𝑟) تابع بسل کروی مرتبه اول
 𝑦𝑛(𝑟) تابع بسل کروی مرتبه دوم

𝑝𝑛 چند جمله ای لژاندر اصلاح شده
𝑚(cos𝜃) 

 𝑅𝑖 (nm)شعاع داخلی کره 
 𝑅𝑜 (nm)شعاع خارجی کره 

 𝑈 (m) بردار جابجایی

 𝑢1 (m) بخش غیر چرخشی بردار جابجایی

 𝑢2 (m) بخش چرخشی بردار جابجایی

 علایم یونانی

 2∇ عملگر لاپلاسین
 𝜌 (kg/m3)چگالی ماده 

,𝜒  توابع پتانسیل جابجایی 𝜓, 𝜑 
,𝜆 (N/m2)  ثوابت لامه  𝜇 

 𝜎 (N/m2)تانسور تنش 
 𝜈 ضریب پواسون
 𝛿𝑖𝑗 دلتای کرونکر

𝜎𝛼𝛽 (N/m2) های سطح تنش
𝑠  

 𝜅𝛼𝛽 انحناهای سطح

 تقدیر و تشکر 7-

مقاله فوق برگرفته از طرح پژوهشی است که با حمایت دانشگاه آزاد اسلامی 

وسیله از آن واحد دانشگاهی تقدیر و تشکر واحد دماوند اجرا شده است. بدین 
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