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 چکیده  اطلاعات مقاله
 مقاله پژوهشی کامل

 1396 آذر 06دریافت: 
 1396 بهمن 19پذیرش: 

 1396 اسفند 19ارائه در سایت: 

لزج و آرامِ دوبعدی در شبکه پذیر تراکمسازی جریان ( برای شبیهFVLBMمبنای حجم محدود )افزاری به روش شبکه بولتزمن برنرم 
دقت و چهار مدل شبکه جدید دو بعدی  یافته و ارزیابیافزار توسعهنرم سنجیصحتاست. در مقاله حاضر، سازمان توسعه داده شده الخط بامنحنی

D2Q9L2 ،D2Q13L2 ،D2Q17L2  وD1Q21L2 پذیر سازی جریان تراکمهای گسسته )فازی( شبکه در شبیهبه ازای افزایش سرعت
پذیر در روش شبکه بولتزمن، از روش جدید تابع دایروی سازی جریان تراکمجهت شبیهاست.  مورد مطالعه قرار گرفته و شبکه بهینه معین گردیده

در  3-مرتبه MUSCLوزیع تعادلی استفاده و روش حجم محدود به همراه روش منظور محاسبه توابع تبجای بسط یا تصحیح تابع ماکسول به
و مطالعه است. جهت بررسی عملکرد روش کار گرفته شدهههای جریان بسازی عبارت جابجایی برای بهتر شکار کردن ناپیوستگیگسسته

 10سازمان در زوایای حمله صفر و  الخط بادستگاه منحنی در NACA0012پذیر لزج و آرام پیرامون ایرفویل ارائه شده، جریان تراکمپارامتری 
است. مقایسه شده استوکس -سازی شده در رژیم جریان پیوسته با نتابج عددی معتبر حل معادلات ناویراست. مسائل شبیهسازی شدهدرجه شبیه
های روش حل حاضر و ارزیابی نتایج رخوردار است، محدودیتکه نتایج عددی در مقایسه با حل عددی متناظر از دقت بسیار مناسبی ببا وجود این

 حاصل از شبکه های مختلف مورد تحلیل قرار گرفته است.
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 حجم محدود-روش شبکه بولتزمن

 مطالعه شبکه
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 A Finite Volume-Lattice Boltzmann Method (FVLBM) for simulation of viscous laminar compressible 

flows in 2-D structured curvilinear coordinate system has been developed. In the present study, 
validation of the presented software and accuracy assessment of four new 2D lattices D2Q9L2, 

D2Q13L2, D2Q17L2 and D2Q21L2 based on increasing discrete velocities of lattice has been studied 

and the optimum lattice has been introduced. The presented LBM has developed using new method of 
circular function idea instead of expansion or correction of Maxwelian function for evaluation of 

equilibrium distribution functions. Moreover, in order to capture discontinuities in the flow field, 3rd 

order MUSCL scheme has been implemented for approximation of convective term. The laminar 
compressible viscous flow over the NACA0012 airfoil has been simulated in the curvilinear coordinate 

system for two angle of attacks, 0 and 10 Deg.  The obtained results have been compared with validated 

N.S. solutions. Although the results have desirable accuracy in comparison of those of the N.S. 
solutions, limitation of the presented method and results assessment obtained by the different lattices 

have been investigated. 
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 مقدمه 1- 

ر به عنوان یک روش قدرتمند در دینامیک روش شبکه بولتزمن در حال حاض

های سازی جریان سیال در رژیمبرای شبیه (CFD) 1سیالات محاسباتی

. در روش شبکه [2,1]است  مختلف جریان مورد توجه ویژه قرار گرفته

 -2سازی معادله حاکم جریان سیال در مقیاس مزوسکوپیکبولتزمن با گسسته

                                                                                                                                  
1 Computational Fluid Dynamics 
2 Mesoscopic scale 

سازی دینامیک جریان سیال شبیه -باشدمی 3که همان معادله بولتزمن

توان درست مانند حل عددی شود. هنگام حل عددی معادله بولتزمن، میمی

-یعنی معادلات اویلر یا ناویر 4معادلات حاکم در مقیاس ماکروسکوپیک

های خاص روش شبکه بولتزمن در علت ویژگیاستوکس رفتار کرد. اما به

سازی ذاتی، معادله از قبیل قابلیت موازی CFDهای متداول مقایسه با روش

                                                                                                                                  
3 Boltzmann equation 
4 Macroscopic scale 
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تر، دسترسی به حل آسان میدان فشار، مواجه بودن با عبارت حاکم ساده

-جای عبارت غیرخطی متناظر در معادلات اویلر/ناویرهخطی جابجایی ب

، اعتبار در گستره وسیعی از عدد نادسن و غیره، همه و همه باعث 1استوکس

های روش است. یکی دیگر از برترین روش شدهروی آوری محققین به ای

، ایجاد فضای جدیدی در CFDهای متعارف شبکه بولتزمن نسبت روش

-های بدونروش»دینامیک سیالات محاسباتی است که اصطلاحا به آن 

شود. بر این اساس روش شبکه بولتزمن نیاز به تولید شبکه گفته می 2«شبکه

ت شبکه در یک میدان کارتزین و سپس متداول ندارد و با توزیع یکنواخ

های ریزتر فاز تولید شبکه را به اتمام تعیین مرز هندسه و تطبیق مرز با شبکه

رساند. اما ما در این پژوهش در بخش تولید شبکه از روش متداول استفاده می

باسازمانِ منطبق بر هندسه از روش حجم محدود  3ایم و با تولید شبکهکرده

 ایم.بولتزمن بهره بردهدر روش شبکه 

سازی بر همین اساس استفاده از روش شبکه بولتزمن برای شبیه

ای و های فیزیکی مانند امواج ضربهپذیر و آشکارسازی پدیدههای تراکمجریان

های مختلف عددی از امواج تماسی جذاب خواهد بود. معادله بولتزمن با روش

حدود قابل حل است. در قبیل حجم محدود، تفاضل محدود و المان م

پذیر به های تراکمسازی جریانهای فراوانی برای شبیههای اخیر تلاشسال

روش شبکه بولتزمن صورت گرفته است. کاربرد روش شبکه بولتزمن 

های باشد چرا که مدلناپذیر میهای تراکماستاندارد محدود به تحلیل جریان

ریزی ل در اعداد ماخ کوچک پایهمبنای عبارت تابع ماکسوشبکه بولتزمن بر

های جدید در حوزه دینامیک سیالات است. بنابراین در میان پژوهششده

های جریان گذرصوتی و مافوق عددی، تحقیقات فراوانی برای پوشش رژیم

شود و تاکنون چندین مدل شبکه بولتزمن برای پوشش صوتی مشاهده می

. اولین قواعد برخورد ذرات [3-13] است پذیر ارائه گردیدههای تراکمجریان

. الکساندر و [3]در روش شبکه بولتزمن توسط فریش و همکارانش ارائه شد 

پذیر روش شبکه بولتزمن را برای جریان تراکم 1991همکارانش در سال 

. کونکسو از طریق وارد [4]سازی کردند را شبیه 4کار بردند و معادله برگرزهب

-لی در توابع توزیع ذرات، مدل ساده شده بهاتناگرنمودن یک جمله غیرتعاد

را برای جریان لزج تعمیم داد. وی عنوان نمود که نتیجه این  5کروک-گروس

باشد و همچنین بیان کرد که استوکس می-تر معادلات ناویرکار تقریب دقیق

ای، کردن موج ضربهمدل مذکور برای حل جریان لایه مرزی و البته برای مدل

 .[5]است مناسب 

سازی جریان کینگ لی با ارائه روش تابع توزیع دوگانه مدلی برای شبیه

. چنگهای سان با افزودن سرعت سیال به سرعت [6]پذیر ارائه کرد تراکم

تواند جریان سیال ای اصلاح نمود که میگونهحرکت ذرات روش را به

سازی کند. سان با این روش پذیر را در دامنه وسیعی از اعداد ماخ شبیهتراکم

ای و انعکاس آن در اعداد ماخ بزرگ را مسائلی نظیر مساله پخش موج ضربه

روش سان را برای   2003. چنگهای سان و هسو در سال [7]سازی نمود شبیه

یان روی سیلندر داخل یک کانال و های سه بعدی توسعه دادند و جرجریان

. یالینگ هیو [8]را با آن تحلیل کردند  NACA0012جریان گذرصوتی روی 

بعدی مبتنی بر روش توانستند یک مدل سه 2013و همکاران، در سال 

پذیر با رویکرد تابع اختلاف محدود روش شبکه بولتزمن در جریان تراکم

-9بعدی چن و هیو، یک مدل دو . یان[9]توزیع دوگانه، را تحلیل کنند 

                                                                                                                                  
1 Euler/Navier-Stoks equations 
2 Meshless methods 
3 Grid generation 
4 Bergures equation 
5 Bhatnagar-Gross-Krook (BGK) 

توان ای همراه با سه سطح انرژی، ارائه دادند. از روی این مدل میمولفه

باشد اما می D2Q9معادلات اویلر را بازیابی کرد. در این روش، مدل شبکه 

شود معرفی می D2Q9L2علت تعریف دو سطح انرژی مدل به صورت به

[10] . 

ای که از روی آن مولفه-9بعدی شی و همکارانش نیز یک مدل دو

شود، ارائه دادند. در این روش نیز شبکه و تابع توزیع معادلات اویلر بازیابی می

است. ایشان مدل خود را با سه سطح انرژی معرفی  D2Q9همانند مدل 

را با روش تفاضل محدود همراه با  BGK-کردند و به خوبی توانستند مدل

. [11]ای را آشکار سازند لیل و امواج ضربهتح 6روش کاهش مجموع تغییرات

کیو و همکاران روشی جدید و آسان، برای محاسبه توابع توزیع احتمالی بدون 

. ایشان از یک تابع موسوم به تابع [12]محدودیت عدد ماخ ارائه کردند 

ها بجای ناپذیر استفاده نمودند. آنهای تراکمسازی جریاندر شبیه  7دایروی

وسعه تابع ماکسول که از نقطه نظر عملیات ریاضی یک تابع پیچیده اصلاح و ت

باشد، استفاده از یک تابع دایروی با فرم بسیار ساده را پیشنهاد دادند. این می

 باشد.های جدید شبکه میروش یک روش بسیار موثر برای ارائه مدل

لی در این مقاله از روش تابع دایروی برای محاسبه توابع توزیع احتما

استفاده شده تا محدودیت روش استاندارد شبکه بولتزمن برطرف شود و 

سازی گردد. از طرفی، با توجه به اینکه پذیرِ لزج به خوبی شبیهجریان تراکم

باشد، این ، روشی برمبنای حفظ قوانین بقای فیزیکی می8روش حجم محدود

ه با که معمولا همرا پذیرهای تراکمسازی جریانروش برای شبیه

ای و ناپیوستگی تماسی هستند، مورد هایی چون موج ضربهناپیوستگی

گیرد. در این مقاله، با استفاده از روش حجم محدود در استفاده قرار می

پذیری روش شبکه استاندارد تحلیل عددی معادله بولتزمن، عدم انعطاف

است.  الخط بر طرف گردیدههای پیچیده و منحنیبولتزمن نسبت به شبکه

، از BGK-سازی عبارت جابجایی خطی معادله بولتزمنهمچنین برای گسسته

 شود. استفاده می 3-مرتبه 9روش ماسل

سنجی چهار مدل شبکه جدید دو بعدی در این تحقیق، صحت

D2Q9L2 ،D2Q13L2 ،D2Q17L2  وD1Q21L2  در تحلیل جریان

الخط در دستگاه منحنی NACA0012پذیر لزج و آرام حول ایرفویل تراکم

است. به علت قابلیت روش باسازمان مطالعه شده و شبکه بهینه معین گردیده

، 10سازی جریان در دامنه وسیعی از اعداد نادسنشبکه بولتزمن در شبیه

پذیر، در دو های تراکمسازی جریانافزار توسعه یافته، به خوبی در شبیهنرم

چگالی -های کمسازی جریانابتدا در شبیه زمینه صنعتی کاربرد عملی دارد؛ 

سازی جریان پیرامون اجسام بازگشت به جو در ارتقاعات به عنوان مثال شبیه

سازی کنند؛ دوم، در شبیه( حرکت می1~10بالا که در اعداد نادسن بزرگ )

ها، ها، میکروکمپرسورها، میکرونازلجریان در مقیاس میکرو، مانند میکروکانل

ها که عدد نادسن به سمت جریان مولکولی آزاد )ناپیوسته( میل دهپرن-میکرو

 11اما تمرکز اصلی نویسندگان مقاله حاضر مطالعه شبکه کند وجود دارد.می

های رقیق مدنظر سازی جریانسازی است و مسئله شبیهدر دقت شبیه

 4های جدید شبکه )باشد. به عبارت دیگر؛ در این مقاله به ارائه آرایشنمی

پذیر ها در تحلیل میدان جریان تراکمشبکه جدید( و مقایسه دقت این روش

مطابق تحقیقات به عمل آمده مطالعه  است.لزج و آرام پرداخته شده

های جدید شبکه در روش مدل تابع دایروی تاکنون صورت نگرفته آرایش
                                                                                                                                  
6 Total variation diminishing (TVD) 
7 Circular Function (CF) 
8 Finite Volume Method (FVM) 
9 Monotone Upstream-Centered Schemes for Conservation Laws (MUSCL) 
10 Knudsen number 
11 Lattice  
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است و تحقیق حاضر گام جدیدی در بررسی پارامتریک شبکه در روش تابع 

 شود.یروی محسوب میدا

 روابط حاکم 2- 

ناپذیر( های کم سرعت )تراکممعادله استاندارد شبکه بولتزمن تنها برای جریان

پذیر نیاز به های تراکمبنابراین برای پوشش جریان .[8]باشد معتبر می

باشد. در این مقاله، ابتدا به محاسبه توابع توزیع تعادلی تصحیح این روش می

 سازی معادله بولتزمن پرداخته خواهد شد.و سپس به بیان نحوه گسسته

 تابع دایروی -2-1

معادله ماکسول توابع توزیع تعادلی در روش استاندارد شبکه بولتزمن، توسط 

 آیند:دست میهب

)1( 𝑔 =
𝜌

(2π𝑅𝑇)
𝐾+𝐷

2

exp [
(𝜉 − 𝑢)2 +∑ 𝜉𝑖

2𝐾
𝑖=1

2𝑅𝑇
] 

ایده تابع دایروی بجای بسط و توسعه تابع ماکسول ارائه شد تا از پیچیدگی 

اصلاح این تابع برای اعداد ماخ بزرگ جلوگیری شود. باید توجه داشت که 

پذیر مورد استفاده جریان تراکمسازی تواند در شبیهعملا تابع ماکسول نمی

اتمی، -اتمی یا چند-های دوکه این تابع برای مولکولعلت اینقرار گیرد به

را در نظر نگرفته است و این درجه آزادی در جریان  1درجه آزادی چرخشی

شود شود. بنابراین استفاده از یک تابع ساده پیشنهاد میپذیر فعال میتراکم

درجات آزادی مولکول باشد. این تابع برای مسائل که در بردارنده همه 

 :[13]شود صورت زیر تعریف میدوبعدی، به

(2) 𝑔 = {

𝜌𝑐
2π𝑟

𝜉| اگر              − 𝑢| = 𝑟  و  𝜆 = 𝜆𝑐

𝜌𝑃 𝜉 اگر                            = 𝑢  و  𝜆 = 0
 

، سرعت ویژه 𝑐 یا پتانسیل ذره، ، انرژی داخلی 𝜆 ، سرعت ذره، 𝜉 که در آن 

تعبیر ریاضی باشد. ، سرعت متوسط جریان )ماکروسکوپیک( می𝑢ذره سیال و 

تابع دایروی برای جریان لزج به این صورت است که، چگالی به دو قسمت 

متمرکز  𝜆𝑐 با انرژی  𝑟 ای به شعاع بر روی دایره 𝜌𝑐شود؛ تقسیم می

𝜉𝑥دایره روی صفحه  در تصویر نقطه مرکز 𝜌𝑝است. و قسمت دیگر شده −

𝜉𝑦 ای که تنها (. بنابراین کل انرژی داخلی روی دایره1 گیرد )شکلقرار می

باید روابط زیر را  λcو  𝑟  ،𝜌𝑝 ،𝜌𝑐شود. کسری از چگالی را داراست، توزیع می

 ارضا کنند:

)3( 𝜌 = 𝜌𝑐 + 𝜌𝑃 

)4( 𝜌𝑒 = 𝜌𝑐 (
1

2
𝑟2 + 𝜆𝑐) 

)5( 𝑃 = (𝛾 − 1)𝜌𝑒 =
1

2
𝜌𝑐𝑟

2 

، نسبت گرمایی ویژه 𝛾، فشار استاتیکی و 𝑃، انرژی استاتیکی، 𝑒که در آن، 

 گاز است.

با این روابط، چگالی، انرژی داخلی و فشار بدون تغییر باقی می مانند 

است و تصویر مرکز  به صورت یکنواخت در راستای دایره توزیع شده 𝜌𝑐چون 

است.  𝑣های فازی برابرِ سرعت متوسط جریان این دایره در صفحه سرعت

تا  (3)مومنتوم نیز مشابه چگالی بدون تغییر باقی می ماند. با استفاده از رابطه 

 آیند:دست میهروابط زیر ب (5)

)6( 𝜌𝑃 = 𝜌 − 𝜌𝑐 

)7( 𝑟 = √
2(𝛾 − 1)𝜌𝑒

𝜌𝑐
 

                                                                                                                                  
1 Rotational degrees of freedom 

)8( 𝜆𝑐 =
2(𝛾 − 1)𝜌𝑒

𝜌𝑐
 

𝜌𝑐با استفاده از رابطه  = 𝜌 𝛾⁄ انسکوگ و با تعاریف فوق -و بسط چاپمن

استوکس قابل بازیابی است. برخی -، معادلات ناویرBGK-معادله بولتزمن

 آید:دست میهخواص ماکروسکوپیک سیال به صورت زیر ب

)9( 𝜇 = 𝜏𝑝 

)10( 𝜇b = (
5

3
− 𝛾) 𝜇 

)11( 𝑘 = 𝜏𝑝𝐶p =
𝛾

𝛾 − 1
𝜏𝑝𝑅 

، 𝑘 ، زمان آرامش، 𝜏، لزجت حجمی، 𝜇b ، لزجت دینامیکی، 𝜇که در آن 

، ثابت 𝑅، ظرفیت گرمایی در فشار ثابت و 𝐶pضریب انتقال حرارت گاز، 

جهانی گازها است. نکته قابل توجه این است که لزجت و ضریب انتقال 

ثابت  1حرارت مستقل از هم نیستند )به عبارت دیگر عدد پرانتل برابر

شود چرا که می صفر نمیپذیر لزجت حجشود( و از طرفی در جریان تراکممی

اتمی در -ها تکناپذیر که مولکولپذیر برخلاف جریان تراکمدر جریان تراکم

علت افزایش درجات آزادی و فعال شدن مد انرژی شوند، بهنظر گرفته می

اتمی در نظر گرفته شوند و بنابراین -ها دودورانی مولکولی، الزاما باید مولکول

به خوبی نمایان است  10(. این نکته در رابطه لزجت حجمی صفر نخواهد بود

نشان داده شود و ابعاد  𝐾به نحوی که اگر درجات آزادی اضافی مولکولی با 

معرف تعداد کل درجات آزادی  𝑏 مشخص شود، همچنین چنانچه 𝐷مسئله با 

𝑏اتمی -مولکولی باشد )برای مولکول تک = 𝑏 اتمی-، مولکول دو3 = و  5

 𝑏 =  اتمی خطی و غیرخطی(:-ب برای مولکول گاز سهبه ترتی 7 و 6

)12( 𝐾 = 𝑏 − 𝐷 

از طرفی تعداد کل درجات آزادی مولکولی گاز نسبت گرمایی ویژه گاز را 

 تعیین می کند:

)13( 𝛾 =
𝑏 + 2

𝑏
 

𝑏اگر  = اتمی در نظر گرفته شود )جریان -باشد یعنی مولکول تک 3

𝛾ناپذیر(، تراکم = 5 خواهد بود و لزجت حجمی برابر صفر خواهد شد.  ⁄3

اتمی یا چند اتمی، لزجت -بنابراین در مدل حاضر، برای گاز با مولکول دو

شود در صورتی که در اکثر حجمی غیرصفر هم مرتبه با لزجت دینامیکی می

نظر کوچک است و قابل صرف 𝜇به اندازه کافی نسبت به  𝜇𝑏مسائل مهندسی 

هر حال برای برخی از مسائل )هنگام وجود جدایش جریان لایه باشد. به می

شود. در مدل حاضر باعث بروز خطای عددی می 𝜇𝑏مرزی روی سطح( وجود 

Prپذیر وجود این دو خطا یعنی بنابراین در جریان تراکم = و صفر نبودن  1

لزجت حجمی در این مدل وجود دارد که هر دو ناشی از مدل برخورد 

 وجود 𝜏تنها یک پارامتر BGKباشد، زیرا در مدل برخورد می BGKمولکولی 

 را تنظیم نماید. پیش از این نیز در 𝑘و  𝜇 ،𝜇bدارد که سه پارامتر انتقالیِ 
 

 
Fig. 1 Viscous Circular Function schematic. 

 .[14]شماتیک تابع دایروی لزج 1  شکل
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∇بودن جریان )ناپذیر استوکس با فرض تراکم-معادله ناویر ∙ 𝑉 = ( لزجت 0

 شد.حجمی لحاظ نمی

(14) 

𝜌 (
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ 𝑉 ⋅ ∇𝑉) = −∇𝑝 + 𝜇∇2𝑉

+ (
1

3
𝜇 + 𝜇b) ∇(∇ ⋅ 𝑉) + ℱ 

تواند تواند باشد، این مدل نمیمی 1که عدد پرانتل تنها معادل دلیل اینبه

واحد استفاده شود. اما های لزج حرارتی با پرانتل غیرسازی جریانبرای شبیه

ترمودینامیکی مهم -جریان آزاد زیاد نباشد و اثرات آیروزمانی که عدد ماخ 

نباشد، نیروهای آیرودینامیکی نسبت به دما حساس نیستند و نتایج مناسبی 

آید. تابع دایروی قادر است تمام معادلات بقا را ارضا نماید. توابع دست میهب

ستفاده ( و با ا15تواند توسط رابطه )توزیع تعادلی برای هر سرعت گسسته می

 دست آید:هاز یک تابع وزنی ب

(15) 

𝑓𝑖1
eq
= ∫

𝜌𝑐
2π
𝜑𝑖(𝑢 + 𝑟𝑐cos𝜃, 𝑣 + 𝑟𝑐sin𝜃)

𝜆2 − 𝜆𝑐
𝜆2

𝑑𝜃
2π

0

+ 𝑃𝑝𝜑𝑖(𝑢, 𝑣) 

𝑓𝑖2
eq
= ∫

𝜌𝑐
2π
𝜑𝑖(𝑢 + 𝑟𝑐cos𝜃, 𝑣 + 𝑟𝑐sin𝜃)

𝜆𝑐
𝜆2
𝑑𝜃

2π

0

 

𝜑توان تضمین نمود که تابع وزن می
𝑖
(𝜆, 𝜉)سازد ، تمام قیود بقا را برآورد می

توان تمام توابع توزیع تعادلی را توسط یک مجموعه چند حال می .[14]

ای تمام قیود دست آورد چرا که این چندجملههب 1ایی میانیاب لاگرانژیجمله

توان با جداسازی دو سطح انرژی به کند. برای سادگی میتابع وزن را ارضا می

λ1صورت  = λ2 و 0 > λ𝑐گرفته  ، تابع وزن، فقط تابع سرعت ذرات در نظر

𝜑شود، یعنی 
𝑖
(𝜉) ای لاگرانژی، یک و در ادامه با در نظر گرفتن چندجمله

ایجاد شود. باید توجه داشت که نیاز  D2AQML2دو بعدی با فرم  2شبکه

های سرعت فازی شبکه عدد صحیح باشند چرا که در این نیست همه مولفه

شود. به محدود برای حل معادله بولتزمن استفاده می-مقاله از روش حجم

گیری صورت تحلیلی انتگرال( به15علت ساده بودن تابع دایروی، معادله )

دست آمده توسط این روش، محدودیت عدد هب شود. توابع توزیع تعادلیمی

سازی ها برای شبیهتوان از آنماخ توزیع ماکسول را ندارند و به راحتی می

 .[14]پذیر آرام استفاده نمود های لزج تراکمجریان

 های شبکه جدید دو بعدیارائه مدل -2-2

طور استفاده از یک تابع وزن در نسبت دادن یک متغیر به چندین نقطه به

، و روش 4، روش گردابه3های ذرات، مانند روش ذره در سلولگسترده در روش

ای میانیابی گیرد. یک چند جملهمورد استفاده قرار می 5گردابه در سلول

 باشد:عبارت به فرم زیر می 𝑀بعدی با -یک لاگرانژی

(16) 

𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑦 + 𝑎3𝑥
2 + 𝑎4𝑥𝑦 + 𝑎5𝑦

2

+ 𝑎6𝑥
2𝑦 + 𝑎7𝑥𝑦

2 + 𝑎8𝑥
2𝑦2 +⋯

+ 𝑎𝑀 +⋯ 
 تواند به فرم معادله زیر نوشته شود:ای مینقطه-𝑀ای این چند جمله

(17) 𝜑𝑖(𝑥, 𝑦) = [𝑎𝑡][𝑡] 

 که در آن 

(18) 

[𝑎𝑡] = [𝑎𝑖,1, 𝑎𝑖,2, ⋯ , 𝑎𝑖,𝑀] 
[t] = [1 + 𝑥 + 𝑦 + 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 + 𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2

+ 𝑥2𝑦2, ⋯ ] 

[𝑎𝑖]حال اگر بردار ضرایب  ن مشخص شود، توابع میانیابی یا همان توابع وز 

                                                                                                                                  
1 Lagrangian interpolation polynomial 
2 Lattice 
3 Particle in cell method 
4 Vortex method 
5 Vortex in cell method 

 
D2Q9L2 

 
D2Q13L2 

 
D2Q17L2 

 
D2Q21L2 

Fig. 2 Four 2D new lattices 

 بعدی-چهار شبکه جدید دو 2شکل 
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,φ𝑖(𝑥نیز مشخص خواهند شد. از طرفی  𝑦) ای میانیاب یک چند جمله

 است، یعنی؛ δلاگرانژی است که دارای خاصیت 

(19) 𝜑𝑖(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) = δ𝑖,𝑗 ,        𝑖, 𝑗 = 1,2,⋯ ,𝑀 
 صورت زیر نوشته شود:تواند در فرم ماتریسی به( می19دستگاه معادلات )

(20) [A][T] = [𝐼] 

 که در آن

 

 

(21) 

[A] = [

𝑎1,1 𝑎1,2
𝑎2,1 𝑎2,2

⋯
𝑎1,𝑀
𝑎2,𝑀

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑀,1 𝑎𝑀,1 ⋯ 𝑎𝑀,𝑀

], 

[T] = [𝑡(𝑥1, 𝑦1), 𝑡(𝑥2, 𝑦2),⋯ , 𝑡(𝑥𝑀, 𝑦𝑀)] 
[𝐼] بردار همانی و ،(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) باشد. در مختصات هر سرعت گسسته شبکه می

( با مختصات 2بعدی جدید )شکل -این تحقیق چهار نوع شبکه متقارن دو

طور ( )همان20است. با حل دستگاه )ارائه شده 1سرعت ارائه شده در جدول 

است( بردار ضرایب  [𝑇]معکوس ماتریس  [𝐴]شود ماتریس که مشاهده می

( محاسبه خواهد 17اسطه آن توابع وزن از رابطه )وهدست خواهد آمد و بهب

گیری تحلیلی توابع ( و با یک انتگرال15شد. و سپس با استفاده از رابطه )

شود. باید توجه داشت که در انتخاب تابع توزیع تعادلی به راحتی محاسبه می

تکین نشود.  [𝐴]ای لاگرانژ جملاتی باید انتخاب شوند که ماتریس چند جمله

ای میانیاب برای چند درجه متفاوت در این منظور این تابع چندجمله برای

 است. ارائه شده "3شکل "

 .ای به شکل زیر هستندتوابع چندجمله

تدا  2 جددولهای تولید شدده در بردارهای سرعت فازی هر کدام از شبکه

 است. ارائه شده 5جدول 

 
Fig. 3 Lagrangian interpolation polynomial coefficients 

 ای میانیاب لاگرانژضرایب چند جمله 3شکل 
 
 توابع چند جمله ای لاگرانژ برای چهار شبکه جدید 1جدول 

Table 1 Lagrangian polynomial functions for four new lattices 

 تابع چند جمله ای لاگرانژ شبکه
D2Q9L2 𝑃(𝑥, 𝑦) = 1, 𝑥, 𝑦, 𝑥2, 𝑥𝑦, 𝑦2, 𝑥2𝑦, 𝑥𝑦2, 𝑥2𝑦2 

D2Q13L2 𝑃(𝑥, 𝑦) = 1, 𝑥, 𝑦, 𝑥2, 𝑥𝑦, 𝑦2, 𝑥3, 𝑥2𝑦, 𝑥𝑦2, 𝑦3, 
𝑥4, 𝑥2𝑦2, 𝑦4  

D2Q17L2 𝑃(𝑥, 𝑦) = 1, 𝑥, 𝑦, 𝑥2, 𝑥𝑦, 𝑦2, 𝑥3, 𝑥2𝑦, 𝑥𝑦2, 𝑦3, 
𝑥4, 𝑥3𝑦, 𝑥2𝑦2, 𝑥𝑦3, 𝑦4, 𝑥5, 𝑦5 

D2Q21L2 
𝑃(𝑥, 𝑦) = 1, 𝑥, 𝑦, 𝑥2, 𝑥𝑦, 𝑦2, 𝑥3, 𝑥2𝑦, 𝑥𝑦2, 𝑦3, 

𝑥4, 𝑥3𝑦, 𝑥2𝑦2, 𝑥𝑦3, 𝑦4, 𝑥5, 𝑥3𝑦2, 
𝑥2𝑦3, 𝑦5, 𝑥6, 𝑦6 

 D2Q9L2بردارهای سرعت شبکه  2جدول 
Table 2 velocities vector of D2Q9L2 lattice 

 

 D2Q13L2بردارهای سرعت شبکه  3جدول 
Table 3 velocities vector of D2Q13L2 lattice. 

𝛼 برای = 1 𝑒1 = (0,0) 

𝛼 برای = 2…5 𝑒𝛼 = cyc ∶  (±1,0) 

𝛼 برای = 6…9 𝑒𝛼 = cyc ∶  √2(±1,±1) 

𝑒13 = (0,−2) 𝑒12 = (−2,0) 𝑒11 = (0,2) 
𝑒10
= (2,0) 

 D2Q17L2بردارهای سرعت شبکه  4جدول 
Table 4 velocities vector of D2Q17L2 lattice 

𝛼 برای = 1 𝑒1 = (0,0) 

𝛼 برای = 2…5 𝑒𝛼 = cyc ∶  (±1,0) 

𝛼 برای = 14… 17 𝑒𝛼 = cyc ∶  √2(±1,±1) 
𝑒12

= (
2

3
,−
4

3
) 𝑒10 = (−

4

3
,−
2

3
) 𝑒8 = (−

2

3
,
4

3
) 𝑒6 = (

4

3
,
2

3
) 

𝑒13

= (
4

3
,−
2

3
) 

𝑒11 = (−
2

3
,−
4

3
) 𝑒9 = (−

4

3
,
2

3
) 𝑒7 = (

2

3
,
4

3
) 

 D2Q21L2بردارهای سرعت شبکه  5جدول 

Table 5 velocities vector of D2Q21L2 lattice 

𝛼 برای = 1 𝑒1 = (0,0) 

𝛼 برای = 2…5 𝑒𝛼 = cyc ∶  (±1,0) 

𝛼 برای = 14… 17 𝑒𝛼 = cyc ∶  √2(±1,±1) 

𝛼 برای = 18… 21 𝑒𝛼 = cyc ∶  2(±1,0) 

𝑒12 = (
2

3
,−
4

3
) 

𝑒10

= (−
4

3
,−
2

3
) 𝑒8 = (−

2

3
,
4

3
) 𝑒6 = (

4

3
,
2

3
) 

𝑒13 = (
4

3
,−
2

3
) 

𝑒11

= (−
2

3
,−
4

3
) 

𝑒9 = (−
4

3
,
2

3
) 𝑒7 = (

2

3
,
4

3
) 

در نهایت است.  1ایمعرف جایگشت چرخه cycکه در کلیه جداول بالا، 

های شبکه دست آمده برای مدلهب 1عنوان مثال تابع وزن برای مولفه به

D2Q9L2  تاD2Q21L2  استبه ترتیب صورت زیر: 

های نام برده به ترتیب به صورت نیز برای شبکه 1تابع توزیع تعادلی مولفه 

 آید:دست میهزیر ب

(26) 

𝑓1,1
eq
=

𝜌

16𝜃
(5𝑐2 + 20𝑐2𝑢2 + 4𝑐2𝑣2 + 8𝑢2𝑣2 − 8𝑐2

− 8𝑢2 − 8𝑣2 + 8)(1 − 𝑒𝑝𝛾)

+
𝜌(𝛾 − 1)

𝛾
(𝑢2𝑣2 − 𝑢2 − 𝑣2 + 1) 

(27) 

𝑓1,1
eq
=

𝜌

16𝜃
(5𝑐4 + 20𝑐2𝑢2 + 20 + 4𝑢4 − 16𝑢2𝑣2

+ 4𝑣4 − 20𝑐2 − 20𝑐2 − 20𝑢2

− 20𝑣2 + 16) 
 

                                                                                                                                  
1 Cyclic permutation 

𝛼 برای = 1 𝑒1 = (0,0) 

𝛼 برای = 2…5 𝑒𝛼 = cyc ∶  (±1,0) 

𝛼 برای = 6…9 𝑒𝛼 = cyc ∶  √2(±1,±1) 

(22) 𝜑1 = 𝑥
2𝑦2 − 𝑥2 − 𝑦2 + 1 

(23) 𝜑1 = 1 − (5 4⁄ )𝑥2 − (5 4⁄ )𝑦2 + (1 4⁄ )𝑥4 + 𝑥2𝑦2

+ (1 4⁄ )𝑦4 

(24) 𝜑1 = 1 − (7 4⁄ )𝑥2 − (7 4⁄ )𝑦2 + (3 8⁄ )𝑥4

+ (33 16⁄ )𝑥2𝑦2 + (3 8⁄ )𝑦4 

(25) 

𝜑1 = 1 − (1517 880⁄ )𝑥2 − (15157 880⁄ )𝑦2 

+(643 1408⁄ )𝑥4 + (317 176⁄ )𝑥2𝑦2 

+(643 1408⁄ )𝑦4 − (621 28160⁄ )𝑥6

− (621 28160⁄ )𝑦6 
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 03شماره  18، دوره 1397 خردادمهندسی مکانیک مدرس،  822
 

 

انرژی ویژه است. این دو پارامتر به شکل  𝑒𝑝پارامتر سوئیچ و  𝜃که در آن،

𝜃 = 𝛾 Pr⁄  و𝑒𝑝 = (𝐷 − 𝛾)𝑒 علت طولانی بودن روابط از باشد. بهمی

شود چرا که روند محاسباتی آوردن همه روابط در این مقاله خودداری می

افزار میپل یا متمتیکا به راحتی قابل حصول توابع با یک متن کوتاه در نرم

 است. 

 حجم محدود-روش شبکه بولتزمن3- 

منظور استفاده از روش حجم محدود، معادله بولتزمن در فرم بقایی و در به

 شود:صورت زیر نوشته میهفضای دو بعدی ب

 

 
(30) 

𝜕𝑓𝛼
𝜕𝑡

+
𝜕�̌�𝛼
𝜕𝑥

+
𝜕�̌�𝛼
𝜕𝑦

= Ω̌𝛼 

Ω̌𝛼 =
𝑓𝛼
𝑒𝑞
− 𝑓𝛼
�̌�

 

𝑓𝛼نظر، های گسسته شبکه مورد، نمایشگر سرعت𝛼که در آن، 
، تابع توزیع .

𝑓𝛼، تابع برخورد، Ω𝛼چگالی، 
eq ،تابع توزیع تعادلی ، 𝜏 زمان آرامش و𝐹  و𝐺 ،

باشند. فرم به ترتیب معرف شار جابجایی در دو جهت دستگاه مختصات می

 ( عبارت است از:30گسسته حجم محدود معادله )

(31) 

𝑓𝛼,𝑖,𝑗
𝑛+1 = 𝑓𝛼,𝑖,𝑗

𝑛  

−
Δ𝑡

∀𝑖,𝑗
[(𝐹𝛼,𝑖+1/2,𝑗

𝑛 Δ𝑠𝛼,𝑖+1/2,𝑗+𝐹𝛼,𝑖−1/2,𝑗
𝑛 Δ𝑠𝑖−1/2,𝑗)

+ (𝐺𝛼,𝑖,𝑗+1/2
𝑛 Δ𝑠𝛼,𝑖,𝑗+1/2

+ 𝐺𝛼,𝑖,𝑗−1/2
𝑛 Δ𝑠𝑖,𝑗−1/2)] + Δ𝑡Ω̌𝛼,𝑖,𝑗 

,𝑖در آن که  𝑗  شمارنده مراکز سلول و∀𝑖,𝑗  معرف حجم سلول )برای

𝐹𝛼,𝑖±1/2,𝑗 فضای دو بعدی، سطح( ست.
𝑛  و𝐺𝛼,𝑖,𝑗±1/2

𝑛  شارهای عددی

 بیانگر مساحت سطوح سلول است. Δ𝑠عبوری از سطوح سلول و 

های متداول توانند توسط حلگر ریمان و با روششارهای عددی می

ازی عددی جریان سکه در شبیهمیانیابی محاسبه شوند. نکته بسیار مهم این

نیاز برای آشکارسازی امواج یا لزجت مصنوعی مورد 1پذیر، پخش عددیتراکم

 شود و یا از طریق ای یا از طریق معادلات حاکم به حل عددی اعمال میضربه

                                                                                                                                  
1 Numerical dissipation 

 
Fig. 4 General 2D finite volume structured cell 

 سازمان بعدی و عمومی با-حجم محدود دو 4شکل 

در عبارت برخورد  BGKشود. لزجت مولکولی مدل روش عددی اختیار می

 شود:مولکولی و زمان آرامش لحاظ می

(32) 𝜏 =
𝜇

𝑃
 

 دومین اتلاف باید از طریق روش عددی مناسب ایجاد گردد.

 گسسته سازی عبارت مکانی -3-1

برای تخمین مقادیر شار عبوری از سطوح سلول، از مقادیر مرکز سلول 

همراه با هموار کننده  3استفاده شده و میانیابی توسط روش ماسل مرتبه 

بر روی دو طرف سطح تماس سلول صورت  𝑓𝛼منظور میانیابی مقدار به 2حدی

 گیرد.می

(33) 

𝐹𝛼,𝑖+1/2,𝑗
𝑛

= {
(𝑓L)𝛼,𝑖+1/2,𝑗(𝑒𝛼 ∙ 𝑁𝑖+1/2,𝑗)      اگر (𝑒𝛼 ∙ 𝑁𝑖+1/2,𝑗) ≥ 0

(𝑓R)𝛼,𝑖+1/2,𝑗(𝑒𝛼 ∙ 𝑁𝑖+1/2,𝑗)     اگر (𝑒𝛼 ∙ 𝑁𝑖+1/2,𝑗) ≤ 0
 

𝑖بردار عمود بر سطح  𝑁𝑖+1/2,𝑗که در آن  + 1/2, 𝑗  و𝑓L  و𝑓R  به ترتیب

صورت زیر باشد. این توابع بهتوابع توزیع سمت چپ و راست این سطح می

 اند:قابل محاسبه

{

(𝑓L)𝑘,𝑖+1
2
,𝑗
= 𝑓𝛼,𝑖,𝑗 + {

𝑠

4
[(1 − 𝑘𝑠)Δ− + (1 + 𝑘𝑠)Δ+]}

𝑖
        

(𝑓R)𝑘,𝑖+1
2
,𝑗
= 𝑓𝛼,𝑖+1,𝑗 − {

𝑠

4
[(1 − 𝑘𝑠)Δ+ + (1 + 𝑘𝑠)Δ−]}

𝑖+1

 

)34(  

نیاز داشته مقادیر متفاوتی با توجه به دقت میانیابی مورد تواندمی kپارامتر

𝑘عنوان مثال اگر باشد. به = 1  3-ای با مرتبهنقطه-باشد یک میانیابی سه ⁄3

قرار داده شود، یک روش بسمت  1-یا  0نظر است، حال اگر مقدار آن برابرمد

تخصیص داده شود، روش،  1 لحاظ خواهد شد و اگر به آن مقدار 2-مرتبه 3باد

𝑘شود. در عمل مقادیر ساده تبدیل می 4به یک روش مرکزی = 0, 1 3⁄ 

  .[14]نام دارد  5تابع حدی ونَ البادا s ترند. پارامترمتداول

(35) 𝑠 =
2Δ+Δ+ + 𝜀

2

Δ+
2 + Δ−

2 + 𝜀
 

 ( است.6−10 یک عدد کوچک )در حدود 𝜀  که در آن

                                                                                                                                  
2 Smooth limiter 
3 Upwind 
4 Central 
5 Van Albada limiter function 

𝑓1,1
eq
=

𝜌

128
(69𝑐4 + 276𝑐2𝑢2 + 276𝑐2𝑣2 + 48𝑢4 + 264𝑢2𝑣2

+ 48𝑣4 − 224𝑐2 − 224𝑣2

+ 128)
1 − 𝑒𝑝𝛾

𝛾

+
𝜌(𝛾 − 1)

𝛾
(1 − (7 4⁄ )𝑢2 − (7 4⁄ )𝑣2

+ (3 8⁄ )𝑢4 + (33 16⁄ )𝑢2𝑣2 + (3 8⁄ )𝑣4) 
(28)  

𝑓1,1
eq
=

𝜌

225280
(3105𝑐6 + 27945𝑐4𝑢2 + 27945𝑐4𝑣2

+ 37260𝑐2𝑢4 + 37260𝑐2𝑣4 + 4968𝑢6

+ 4968𝑣6 − 127880𝑐4 − 511520𝑐2𝑢2

− 511520𝑐2𝑣2 − 102880𝑢4

− 405760𝑢2𝑣2 − 102880𝑣4

+ 388352𝑐2 + 388352𝑢2 + 388352𝑣2

− 225280)
1 − 𝑒𝑝𝛾

𝜃

+
𝜌(𝛾 − 1)

𝛾
(1 − (1517 880⁄ )𝑢2

− (1517 880⁄ )𝑣2 + (643 1408⁄ )𝑢4

+ (317 176⁄ )𝑢2𝑣2 + (643 1408⁄ )𝑣4

− (621 28160⁄ )𝑢6 − (621 28160⁄ )𝑣6) 
(29)  
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 824 03شماره  18، دوره 1397 خردادمهندسی مکانیک مدرس، 
 

از تقسیم بر صفر شدن در ناحیه بدون گرادیان جلوگیری  𝜀(، 20در معادله )

 کند، و همچنین داریم:می

(36) 
(Δ+)𝑖 = 𝑓𝛼,𝑖+1,𝑗 − 𝑓𝛼,𝑖,𝑗 ,   

(Δ−)𝑖 = 𝑓𝛼,𝑖,𝑗 − 𝑓𝛼,𝑖−1,𝑗 , 

 شود.صورت مشابه محاسبه میبنابراین شار عددی تمام سطوح سلول به

 بعدسازی و محاسبه خواص ماکروسکوپیکبی -3-2

سازی شده در مقیاس شبکه، باید از روابط بدون شبیه به منظور بیان مسئله

 ،𝜌refجا سه متغیر مستقل مرجع، چگالی مرجع بعد استفاده شود. در این

برای بی بعد کردن  𝑒refو انرژی استاتیکی داخلی مرجع  𝐿refطول مرجع، 

  شود.متغیرها استفاده می

)37( {
  
 

  
 𝑈ref = √𝑒ref, 𝑡ref =

𝐿ref
𝑈ref

, �̌� =
𝑡

𝑡ref

�̌� =
𝑥

𝐿ref
, �̌� =

𝜌

𝜌ref
,  �̌� =

𝑒

𝑒ref

�̌� =
𝜏

𝑡0
, �̌�2 =

𝜆

𝑒ref
, �̌� =

𝑢

𝑈ref
,

 

ای دارد، اهمیت ویژه 𝑒ref بیانگر متغیرهای بدون بعد است. مقدار (�̌�) نماد

کردن و همچنین بی بعد  کندرا معین می 𝑢refچرا که این پارامتر، مقدار 

گیرد. برای اطمینان، این مقدار صورت می 𝑒refانرژی استاتیکی با استفاده از 

𝑒refتواند کمی بزرگتر از بیشینه انرژی سکون داخلی، یعنی می >

max(𝑒0) از  موجود در کل میدان جریان لحاظ شود. انرژی سکون داخلی

𝑒0طریق رابطه  = 𝑒∞(1 + (𝛾 − 1) 2⁄ 𝑀∞
2 شود. بنابراین، محاسبه می (

𝜆
2

�̌�2توان نیز باید به اندازه کافی بزرگ انتخاب شود. برای سادگی می  =

𝑒𝑝  ،باشد. در نتیجه�̌� = و در پی آن خواص ماکروسکوپیک در فضای  1.0

 آیند:دست میهبط زیر بدو بعدی از روا

)38( {
 
 
 
 

 
 
 
 
�̌� =∑∑𝑓𝑖𝑣

2

𝑣=1

13

𝑖=1

                       

�̌��̌� = ∑∑𝑓𝑖𝑣

2

𝑣=1

13

𝑖=1

𝑒𝑖                

�̌��̌� = ∑[∑
𝑓𝑖𝑣𝑒𝑖

2

2
+ 𝑓𝑖2

2

𝑣=1

]

13

𝑖=1

�̌�} و        = �̌� −
‖�̌�‖2

2
      

�̌� = (𝛾 − 1)�̌��̌�    

 

 

 شرایط مرزی4- 

روش اعمال تمام شرایط مرزی ورودی و خروجی، دیواره غیرلزج، شرط تقارن 

,�̌�)و ... بدین صورت است که ابتدا متغیرهای جریان  �̌�, �̌�, �̌�)  توسط روابط

آید سپس مقادیر تابع تعادلی می دستهمتداول دینامیک سیالات محاسباتی ب

𝑓𝛼𝑣
eq   روی مرز با استفاده از(�̌�, �̌�, �̌�, �̌�) شوند. بنابراین استفاده محاسبه می

𝑓𝛼𝑣از مقادیر 
eq  روی مرز بجای مقادیر𝑓𝛼𝑣 عنوان مثال برای دقیق است. به

ها، متغیرهای اساس مشخصهجریان زیرصوت ابتدا با اعمال روش ریمان بر

ها مقادیر تابع توزیع آید و سپس با استفاده از آندست میهجریان روی مرز ب

نهایت معادل مقادیر تابع توزیع در مرز قرار مد و دردست خواهد آهتعادلی ب

های مجازی معادل مقادیر مرز در شود. در این حالت مقادیر در سلولداده می

 شود.نظر گرفته می

 شرط عدم لغزش  -4-1

در روش شبکه بولتزمن استاندارد، شرط عدم لغزش با استفاده از قائده 

ل به روش شبکه بولتزمن روی شبکه شود. برای حبیان می 1بازگشتن به عقب

های منحنی الخط یا بی سازمان، این روش همچنان پا برجاست. اما برای مدل

چند سرعتِ حرارتی، این قائده تنها برای شرط مرزی عدم لغزش و دیواره 

و  2گو و همکاران 2آدیاباتیک صادق است. در مقاله حاضر از روش مرتبه 

شکل ". مطابق [15]شود برونیابی قسمت غیرتعادلی توابع توزیع استفاده می

نزدیکترین گره همسایه  𝑥𝑓یک گره مرزی روی دیواره باشد، و  𝑥𝑏چنانچه  "5

( برابر خواهد 𝑥𝑏های داخل جریان باشد، تابع توزیع در مرز )واقع در سلول

 بود با:

)39( 
𝑓𝑖(𝑥𝑏) = 𝑓𝑖

eq(𝑥𝑏) + [𝑓𝑖(𝑥𝑓) − 𝑓𝑖
eq
(𝑥𝑓)]

= 𝑓𝑖
eq(𝑥𝑏) + 𝑓𝑖

neq
(𝑥𝑓)   

𝑓𝑖که در آن 
eq(𝑥𝑏)  با استفاده از متغیرهای ماکروسکوپیک متوسط جریان

(𝑒𝑏 و 𝑣𝑏 , 𝜌𝑏آید. در تئوری جنبشی گازها، تنش لزج، پخش و دست میه( ب

، با توجه 𝑝𝑏گیرد. اتلاف انرژی تنها از بخش غیرتعادلی تابع توزیع نشأت می

𝑝��به شرط فشار  𝜕𝑛⁄ |𝑏 =  آید:دست میه، به شکل زیر ب0

)40( 𝑃𝑏 =
9𝑝1 − 𝑝2

8
 

 𝑞𝑏 مقدار ثابتی است و اگر شار حرارتی 𝑒𝑏، اگر دیوار همدما باشد

𝑒�� مشخص باشد، گرادیان عمود بر سطح انرژی داخلی 𝜕𝑛⁄ |𝑏 ثابت است و 

𝑒𝑏 شبیه به 𝑝𝑏 شود:برونیابی میهای داخل جریان از گره 

شود. روش دوم که محاسبه می 𝑒𝑏نیز از معادله حالت  𝜌𝑏 چگالی دیواره

های متداول دینامیک سیالات تر است، آن است که مطابق روشیک راه ساده

شود های مجازی دیواره به نحوی حساب میمحاسباتی که خواص در سلول

عدم لغزش روی دیواره برآورد شود، توابع توزیع تعادلی براساس این که شرط 

ها دست آیند و سپس توابع توزیع این سلولههای مجازی بخواص در سلول

معادل توابع توزیع تعادلی در نظر گرفته شود. در این مقاله از روش اول 

 .است استفاده شده

ی جریان با استفاده از سازدر نهایت، در یک نگاه کلی روند نمای شبیه

 .قابل توصیف است "6شکل "حاضر در روش شبکه بولتزمن در تحقیق 

 نتایج عددی5-

سازی عددی دو مسئله کاربردی پرداخته شده و نتایج در این بخش به شبیه

است. در هر دو مسئله جریان استوکس مقایسه شده-های عددی ناویربا داده

است که یکی دارای زاویه تحلیل شده NACA0012پذیر حول ایرفویل تراکم

 حمله بوده و دیگری در زاویه حمله صفر مورد بررسی قرار گرفته است.

 
Fig. 5 No slip boundary condition 

 مرزی عدم لعزش شرط 5شکل 

                                                                                                                                  
1 Bounce-back rule 
2 Guo et al 

)41( 𝑒𝑏 =
9𝑒1 − 𝑒2

8
−
3

8

𝜕𝑒

𝜕𝑛
|
𝑏
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Fig. 6 Lattice Boltzmann method flow simulation flowchart 

 سازی به روش شبکه بولتزمنروند نمای کلی شبیه 6شکل 

در  NACA0012سازی جریان تراکم پذیر حول ایرفویل شبیه -5-1 

∞𝐌درجه 10زاویه حمله  = 𝟎. 𝟖, 𝐑𝐞∞ = 𝟓𝟎𝟎,𝐊𝐧∞ = 𝟐. 𝟑 ×

𝟏𝟎−𝟑, 𝜶 = 𝟏𝟎° 
 سازی مسائل عملی و ارزیابی توانمندی روش شبکه بولتزمن درجهت شبیه

، NACA0012ایرفویل  پیرامون جریان "7شکل " مطابق الخط،منحنی دستگاه

شود. سازی میشبیه 281×70الخط با ابعاد در یک دستگاه شبکه منحنی

است  های عددی استفاده شدهسنجی مدلکه برای صحت C-شبکه نوع

 معادل با شبکه ایست که استقلال حل از آن توسط محققین به اثبات رسیده

 باشد. می D2Q13L2. شبکه بولتزمن استفاده شده در این حل [16]است 

وجود آمده ههدف از ارائه حل عددی این بخش، نمایش اختلاف عددی ب

علت عدم انطباق مدل استفاده شده در صورت وجود جدایش جریان است. به

سازی لزجت حجمی ناتوان است، در مدل BGK-طور که گفته شد مدلهمان

عنوان یک زمینه علمی مناسب و نیاز به اصلاح دارد که در کارهای آینده به

در مدل  𝜇bجود باشد. در صورت وجود جدایش لایه مرزی وقابل عرضه می

پذیر وجود شود. بنابراین در جریان تراکمحاضر باعث بروز خطای عددی می

خطای کوچک نبودن لزجت حجمی باعث بروز اختلاف توزیع فشار در سطح 

وجود  𝜏تنها یک پارامتر BGKاست. در مدل برخورد  بالایی ایرفویل شده

را تنظیم نماید. بنابراین نیاز به تعریف  𝑘و  𝜇 ،𝜇bدارد که سه پارامتر انتقالیِ 

باشد تا بتوان لزجت حجمی )و عدد یک پارامتر جدید در معادله بولتزمن می

𝐿refدر این مسئله، مقادیر مرجع  .صورت دقیق تنظیم نمودپرانتل( را به =

1.0،𝜌ref = 𝑒refو   1.0 = زمان آرامش در  شود.در نظر گرفته می 3.51

�̌�زاد برابر با آبه عدد ماخ و رینولدز جریان  این مسئله با توجه = 2.24 ×

وجود آمده در توزیع ضریب فشار روی هاختلاف ب "8شکل "است.  10−3

دهد. توزیع فشار روی سطح پایینی سطح ایرفویل را به خوبی نشان می

مطابقت دارد، اما سطح بالایی   [16] 1ایرفویل به خوبی با نتایج مرجع معتبر

درصدی دارد. دلیل  30لایه مرزی است اختلافی در حدود  که محل جدایش

 BGKاین امر، عدم تطبیق عدد پرانتل با مقدار واقعی آن و محدودیت 

استفاده شده  BGK-باشد. زمانی که لزجت حجمی به درستی توسط مدلمی

  گردد.شود، اختلاف در توزیع فشار نمایان میدر این تحقیق، اعمال نمی

است که دقت بسیار  نمایش داده شده "9شکل "در  𝐶f توزیع همچنین

استوکس دارد. محل جدایش روی -خوبی در مقایسه با نتایج حاصل از ناویر

𝑥𝑠سطح فوقانی یعنی  = 0.41c 10شکل "است.  به خوبی تخمین زده شده" 

درجه را  10زاویه حمله در  NACA0012مقایسه کانتور توزیع عدد ماخ حول 

گردابه بالای سطح که محل افت فشار کل است به خوبی قابل  دهد.نشان می

. به منظور ارزیابی کمی، است [16]ملاحظه بوده و مطابق با حل مرجع 

 ارائه گردیده 6ضریب آیرودینامیکی برآ برای شرایط مساله فوق در جدول 

درصد خطا نسبت  14.3دست آمده از حل حاضر حدود هی بآاست. ضریب بر

 دلیل مسئله لزجت حجمی است.دارد که این امر به [16]به مرجع 

در  NACA0012سازی جریان تراکم پذیر حول ایرفویل شبیه -5-2

∞𝐌زاویه حمله صفر درجه   = 𝟎. 𝟓, 𝐑𝐞∞ = 𝟓𝟎𝟎𝟎,𝐊𝐧∞ = 𝟏. 𝟓 ×

𝟏𝟎−𝟒, 𝜶 = 𝟎° 
های مختلف تولید شده هدف از ارائه این مسئله، بررسی دقت و کارآیی شبکه

𝐿refمقادیر مرجع . استجریان در حل  = 1.0،𝜌ref = 𝑒refو   1.0 = 2.5  

Fig. 7 C-type structured grid around NACA0012 airfoil 

 NACA0012پیرامون ایرفویل  C-نوع شبکه باسازمان 7شکل 

 
Fig. 8 Pressure coefficient distribution comparison of flow over 

NACA0012 in 10 degree angle of attack 

در زاویه حمله  NACA0012مقایسه توزیع ضریب فشار جریان حول ایرفویل  8شکل 

 درجه 10

 

                                                                                                                                  
1 GAMM workshop in 1985 
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Fig. 9 Skin friction coefficient distribution comparison of flow over 

NACA0012 in 10 degree angle of attack 
 NACA0012مقایسه توزیع ضریب اصطکاک پوستی جریان حدول ایرفویدل  9شکل 

 درجه 10در زاویه حمله 

 
(a) Navier–Stokes solution of Ref. [16]. 

 [16]استوکس مرجع -)الف( حل ناویر

 
 (b) Present solution 

 )ب( حل حاضر

Fig. 10 Mach No. comparison of flow field over NACA0012 in 10 

degree angle of attack. (a) Ref. [16], (b) Present solution 

در زاویه حملده  NACA0012مقایسه کانتور عدد ماخ جریان حول ایرفویل  10شکل 

 .، )ب( کار حاضر[16]درجه. )الف( مرجع  10

در  NACA0012مقایسه ضریب آیرودینامیکی بدرآ جریدان حدول ایرفویدل  6جدول 

 درجه 10زاویه حمله 
Table 6 Lift aerodynamic coefficient comparison of flow over 
NACA0012 in 10 degree angle of attack 

 (𝑪𝐥ضریب برآ ) روش عددی

 0.51 حاضر(روش شبکه بولتزمن )کار 

 0.446 ([17]استوکس )مرجع -ناویر

 14.3 درصد خطای نسبی

 
(a) Navier-Stoks Solution of Ref. [16] 

 [16]استوکس مرجع -)الف( حل ناوبر 

 
(b) Present solution (four new lattice results) 

 )ب( حل حاضر )نتایج چهار شبکه جدید(
Fig. 11 Mach No. comparison of flow field over NACA0012 in 0 
degree angle of attack. (a) Ref. [16], (b) Present solution. 

در زاویده  NACA0012مقایسه کانتور عدد ماخ برای جریان حول ایرفویدل  11شکل 

 )ب( حل حاضر. ،[16]استوکس مرجع -حمله صفر درجه. )الف( حل ناویر

�̌�با شود. زمان آرامش در این مسئله برابر ته میدر نظر گرف = 1.4 × 10−4 

∞𝑝و  = 1 𝛾⁄  .برای چهار شبکه تولید شده در  مقایسه کانتور عدد ماخاست

برای جریان حول  [16]حل حاضر با نتایج حاصل از ناویراستوکس 

NACA0012  است. نشان داده شده "11شکل "در زاویه حمله صفر در

باشد. نتایج نشان دهنده صحت روند حل حاضر مینشانمشابهت کانتورها 

های مختلف اختلاف ناچیزی از نظر کیفی دارند. برای دهند که شبکهمی

برای  𝐶fو ضریب اصطکاک پوستی  𝐶𝑝تر، توزیع ضریب فشار مقایسه دقیق

در این  اند.آورده شده" 13 و شکل12  شکل"های مختلف به ترتیب در شبکه

با نتایج )خطوط مختلف( برای هر چهار شبکه  𝐶fو  𝐶𝑝های توزیعسازی شبیه

، مقایسه )نقاط دایره توخالی( [16]استوکس از مرجع -عددی معادلات ناویر

جریان آرام  دهد.است. این نتایج، دقت مناسب کار حاضر را نمایش می شده

پایای آرام زیرصوت در زاویه حمله صفر درجه که در آستانه حد بالایی جریان 

است. تحت این شرایط جدایش جریان در نزدیکی لبه فرار ایرفویل اتفاق 

طور که از نتایج شود. همانمی 1افتد که باعث ایجاد یک حباب چرخشیمی

یابد و فشار مشخص است در انتهای لبه فرار دقت کاهش می فشار توزیع

 0.97ابر با بر [16]است. نقطه جدایش در مرجع  بیشتر تخمین زده شده

تخمین  0.824است در حالی که در حل عددی حاضر حدود  دست آمدههب

دارای دقت بیشتری نسبت  D2Q9L2و  D2Q13L2است. دو شبکه زده شده

در روش شبکه »توان نتیجه گرفت که: ها هستند. بنابراین میبه دیگر شبکه

سازی شبیههای فازی شبکه، دقت بولتزمن همواره با افزایش تعداد سرعت

 دهد، افزایش دقت نتایج کار حاضر نشان می«. عددی بیشتر نخواهد شد
 

 

                                                                                                                                  
1 Recirculation bubble 
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CF 
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Fig. 12 Pressure coefficient distribution comparison of flow over 

NACA0012 in 0 degree angle of attack for four new lattice solutions. 
مقایسه توزیع ضریب فشار حل چهار شبکه جدید برای جریان حول ایرفویل 12  شکل

NACA0012 .در زاویه حمله صفر درجه 

 
Fig. 13 Comparison of skin friction coefficient distribution of four new 

lattice solutions for flow over NACA0012 in 0 degree angle of attack. 

مقایسه توزیع ضریب اصطکاک پوستی حل چهار شبکه جدید بدرای جریدان  13شکل 

 در زاویه حمله صفر درجه. NACA0012حول ایرفویل 

پذیر است اما با افزایش آن سرعت، امکان 13سرعت فازی به  9سازی از شبیه

کند، به که هزینه محاسباتی را زیاد می، علاوه بر این21یا  17به  13از 

افزایش دقت عددی کمک نخواهد کرد. علت اصلی این اتفاق؛ کاهش پایداری 

بعدی  های فازی شبکه است که در بخشعددی با افزایش تعداد سرعت

 شود.تشریح می

 روند همگرایی 6-

منظور اطمینان از همگرایی حل، نمودار تاریخچه همگرایی ضریب پسا و به

است. پارامتر آورده شده "15 و شکل 14شکل "، در 5-2باقیمانده مسئله 

 شود:باقیمانده توسط رابطه زیر محاسبه می

(42) RES =
√∑(|𝑝𝑛+1 − 𝑝𝑛| Δ𝑡⁄ )2

𝑁 ×𝑀
 

 𝑖 ،𝑀های شبکه در راستای تعداد سلول 𝑁فشار استاتیکی،  𝑃 که در آن 

𝑛و  𝑗 ،𝑛های شبکه در راستای معرف تعداد سلول + به ترتیب معرف گام  1

این مقدار  باشد.باقیمانده می RESزمانی گذشته و زمان حال و درنهایت 

بعد بی RES0معمولا با تقسیم نمودن بر مقدار باقیمانده در لحظه اول، 

تاریخچه . شودصورت مقیاس لگاریتمی برحسب تکرار رسم میشود و بهیم

است. شبکه  شان داده شدهن "15شکل "همگرایی چهار شبکه در 

D2Q13L2  و شبکهD2Q9L2  دارای همگرایی مطلوبی هستند اما دو شبکه

D2Q21L2  وD2Q17L2  از یک تکرار به بعد نوسانی شده و همگرایی

اند. اما علت احتمالی این مسئله آن است که شرط زیر برای مطلوبی نداشته

بهتراست در نظر گرفته شود  D2Q13L2دایروی در شبکه -پایداری مدل تابع

 (.16دایره داخل میدان میانیابی باشد و از برونیابی جلوگیری شود )شکل  تا

(43) |𝑢| + 𝑟 < √2 

های فازی به نوع چینش سرعت D2Q21L2و  D2Q17L2اما در دو شبکه 

نحوی است که نیاز به برونیابی است و لذا این امر باعث کاهش پایداری و 

ها پایداری به شکل زیر شود. برای این شبکهها مینوسانی شدن باقیمانده

 است:

(44) |𝑢| + 𝑟 <
2√2

3
 

(، دایدره خدارج از 2در این دو شدبکه )شدکل  6یا  7های فازی اما برای سرعت

گیرد و به همین خاطر احتمالا پایدداری کداهش یافتده فضای میانیابی قرار می

بایدد بزرگتدر بدوده بده  5و  4، 3، 2های فدازی است. به عبارت دیگدر سدرعت

 در راستای یک خط مورب قرار بگیرند. 13تا  6های صورتی که با سرعت

 
Fig. 14 Comparison of drag coefficient convergence for flow over 

NACA0012 in 0 degree angle of attack. 
مقایسدده رونددد همگرایددی ضددریب پسددای بددرای جریددان حددول ایرفویددل  14شکککل 

NACA0012 .در زاویه حمله صفر درجه 

 
Fig. 15 Comparison of Residual convergence for flow over NACA0012 

in 0 degree angle of attack 
مقایسدده همگرایدی باقیمانددده چهددار شدبکه بددرای جریدان حددول ایرفویددل  15شککل 

NACA0012 در زاویه حمله صفر درجه 
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Fig. 16 Numerical stability criteria of lattice in CF method  

 شرط پایداری عددی شبکه در روش تابع دایروی 16شکل 

 گیری بحث و نتیجه7- 

پذیر لزج با استفاده از روش شبکه سازی جریان تراکمدر این تحقیق به شبیه

دست آوردن توابع توزیع همنظور ببولتزمن پرداخته شد. در کار حاضر، به

تعادلی از یک روش جدید موسوم به روش تابع دایروی به جای بسط و 

استفاده از تابع ماکسول استفاده شد و از این طریق محدودیت عدد ماخ حذف 

، D2Q9L2 ،D2Q13L2گردید. چهار مدل شبکه دوبعدیِ جدید 

D2Q17L2  وD2Q21L2 توسعه ای میانیاب لاگرانژی اساس چند جملهبر

پذیر آرام پیرامون ایرفویل است. جهت اعتبارسنجی، جریان تراکم داده شده

NACA0012 سنجی شد. در دست آمده صحتهسازی و نتایج عددی بشبیه

پذیر، در صورت نبود جدایش جریان، و کاهش اثرات سازی جریان تراکمشبیه

مناسب  شود، دقت نتایج بسیارلحاظ نمی BGKلزجت حجمی که در مدل 

است. با وجود جدایش جریان و افزایش شدید اثر لزجت حجمی و خطای 

 یابد. دقت نتایج کاهش می BGKمدل 

های بولتزمن دوبعدی صورت با توجه به مطالعه ای که بر روی انواع شبکه

از دقت  D2Q9L2و  D2Q13L2دست آمده برای شبکه هگرفت، نتایج ب

آمده در تخمین ضریب اصطکاک  دستهمناسبی برخوردار است و دقت ب

به ترتیب کمتر است،  D2Q21L2و  D2Q17L2پوستی برای دو مدل شبکه 

 D2Q9L2و  D2Q13L2های فازی کمتر دو شبکه از طرفی به علت سرعت

ها کمتر است. از میان دو شبکه زمان اجرای آن به مراتب از این دیگر شبکه

D2Q9L2  وD2Q13L2 شبکه ،D2Q13L2 ری نسبت به بازدهی بهت

منظور پیشبرد دست می دهد. در ادامه بههدیگری دارد و دقت مناسب را ب

تر با استفاده از روش شبکه بولتزمن، توسعه روش حاضر و حل عددی دقیق

های تر لزجت حجمی موضوعبرای تخمین دقیق BGKرفع نقاط ضعف مدل 

 شود.جذاب دیگری است که در این زمینه پیشنهاد می

 فهرست علائم  8- 

  

𝑏 تعداد درجات آزادی اضافی مولکولی 

𝑐 ( )در تابع دایروی( 1بردار سرعت ویژه ذرات-ms) 

𝐷 بعد فضای شبیه( سازیm) 

𝑒𝛼 بردار سرعت( 1های فازی شبکه-ms) 

𝑒 ( انرژی استاتیکیkJ/kg) 

𝑒𝑝 ( انرژی ویژه ذراتkJ/kg) 

𝑒0, 𝐸 ( انرژی سکونkJ/kg) 

𝑓𝛼 ( 3توابع توزیع چگالی-kgm) 

𝑓𝛼
𝑒𝑞

 (kgm-3توابع توزیع تعادلی ) 

𝐹  شارتوابع توزیع در راستایx 

g تابع دایروی یا تابع ماکسول 

𝐺  شار توابع توزیع در راستایy 

𝑘 پارامتر تابع حدی ون البادا 

𝐾𝑛 عدد نادسن 

𝐾 تعداد کل درجات آزادی مولکولی 

𝐿 ( طولm) 

𝑀∞ ماخ جریان آزاد عدد 

𝑁 بردار عمود بر سطح سلول 

𝑁 تعداد کل سلول شبکه 

𝑃 ( 2فشار-s1-kgm) 

Pr∞ عدد پرانتل جریان آزاد 

𝑅 ( ثابت جهانی گازkJ/kg-K) 

Re∞ عدد رینولدز جریان آزاد 

Re𝑠 باقیمانده 

𝑟 ( شعاع تابع دایرویm) 

𝑠 تابع حدی ون البادا 

𝑡 ( زمانsec) 

𝑇 ( دمای استاتیکیK) 

𝑢 ( 1بردار سرعت متوسط سیال-ms) 

𝑥, 𝑦 راستای محور کارتزین 

𝑧 های فازی شبکهبردار از هر نقطه تابع دایروی به سرعت 

 علایم یونانی

𝛼 های فازی شبکهشمارنده سرعت 

𝛾 نسبت حرارتی ویژه گاز 

Δ تفاضل متناهی 

Δ𝑠 ( طول وجه سلولm) 

Δ𝑡  گام زمانی(sec) 

𝜀 عدد نادسن 

𝜃𝑠  پارامتر سویچ 

𝜆 ( انرژی پتانسیل ذراتkJ/kg) 

𝜉 بردار سرعت ( 1ذرات-ms) 

𝜉𝑥  بردار سرعت ذرات در راستای محورx 

𝜉𝑦  بردار سرعت ذرات در راستای محورy 

𝜌 ( 3چگالی-kgm) 

𝜏 )زمان آرامش )عدد نادسن 

𝜇 لزجت سیال 

𝜑  مشخصه(تابع وزن )تابع 

Ω عبارت برخورد 

 پارامتر تابع حدی ∋

 ( 2mمساحت سلول ) ∀

 هابالانویس

eq تعادلی 

n  مرحله زمانی 

www.SID.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

  

 رامین کمالی مقدمو  حامد جلالی پذیر لزجسازی جریان آرام تراکمشبیهحجم محدود در -مطالعه شبکه در روش شبکه بولتزمن

 

 03شماره  18، دوره 1397 خردادمهندسی مکانیک مدرس،  824
 

 مراجع9- 
[1]  L. P.Kadanoff, G. R. McNamara, G. Zanetti, From automata to fluid flow: 

Comparisons of simulation and theory, Physical Review A, Vol. 40, No. 8, pp. 

4527, 1989. 

[2] J. Hardy, Y. Pomeau, O. D. Pazzis, Time evolution of a two‐dimensional 

model system. I. Invariant states and time correlation functions, Journal of 

Mathematical Physics, Vol. 14, No. 12, pp. 1746-1759, 1973. 

[3] F. Uriel, D. d’Humieres, B. Hasslacher, P. Lallemand, Y. Pomeau, J. P. Rivet, 

Lattice gas hydrodynamics in two and three dimensions, Complex Systems, 

Vol. 1, No. 4, pp. 649-707, 1987.  
[4] F. J. Alexander, H. Chen, Sh. Chen, G. D. Doolen, Lattice Boltzmann model 

for compressible fluids, Physical Review A, Vol. 46, No. 4, pp. 1967, 1992. 
[5] X. Kun, A gas-kinetic BGK scheme for the Navier–Stokes equations and its 

connection with artificial dissipation and Godunov method, Journal of 

Computational Physics, Vol. 171, No. 1, pp. 289-335, 2001. 

[6] L. Qing, Y. L. He, Y. Wang, W. Q. Tao, Coupled double-distribution-function 

lattice Boltzmann method for the compressible Navier-Stokes equations, 

Physical Review E, Vol. 76, No. 5, pp. 056705, 2007. 

[7] S. Chenghai, Lattice-Boltzmann models for high speed flows, Physical Review 

E, Vol. 58, No. 6, pp. 7283, 1998. 
[8] S. Chenghai, A. T. Hsu, Three-dimensional lattice Boltzmann model for 

compressible flows, Physical Review E, Vol. 68, No. 1, pp. 016303, 2003. 
 [9] H. Ya-Ling, Q. Liu, Q. Li, Three-dimensional finite-difference lattice 

Boltzmann model and its application to inviscid compressible flows with 

shock waves, Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, Vol. 392, 

No. 20, pp.  4884-4896, 2013. 
[10] G. Yan, Ch. Yaosong, H. Shouxin. Simple lattice Boltzmann model for 

simulating flows with shock wave, Physical Review E, Vol. 59, No. 1, pp. 

454, 1999. 

[11] Sh. Weiping, W. Shyy, R. Mei, Finite-difference-based lattice Boltzmann 

method for inviscid compressible flows, Numerical Heat Transfer: Part B: 

Fundamentals, Vol. 40, No. 1, pp. 1-21, 2001. 

[12] Q, Kun, Ch. Shu, Y. T. Chew, Lattice Boltzmann and finite volume 

simulation of inviscid compressible flows with curved boundary, Advances 

in Applied Mathematics and Mechanics, Vol. 2, No. 05, pp. 573-586, 2010. 
[13] Q. Kun, C. Shu, Y. T. Chew, Alternative method to construct equilibrium 

distribution functions in lattice-Boltzmann method simulation of inviscid 

compressible flows at high Mach number, Physical Review E, Vol. 75, No. 3, 

pp.  036706, 2007. 

[14] J. Blazek, Computational Fluid Dynamics: Principles and Applications: 

Principles and Applications, pp. 94, Kidlington, Oxford, Elsevier, 2001. 
[15] Z. Guo, C. Zheng. An extrapolation method for boundary conditions in 

lattice Boltzmann method, Physics of Fluids, Vol. 14, No. 6, pp. 1-4, 2002. 

[16] M. Bristeau, Ed. Odile, Numerical simulation of compressible Navier-Stokes 

flows: A GAMM workshop, Springer Science & Business Media, Vol. 18, pp. 

21, 2013. 

 

 

( ̌  پارامتر بدون بعد (

 هازیرنویس

ref پارامتر مرجع 

L  سمت چپ 

R سمت راست 

𝑖, 𝑗 شمارنده سلول 

𝜈 شمارنده سطوح انرژی شبکه 

b لزجت حجمی 

www.SID.ir

