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Dynamic Analysis and Motion Control of a Spherical Robot on 
Non-Flat Surfaces

[1] Introducing the “Sphericle”: An experimental testbed for research and teaching in non-
holonomy [2] Motion control of a spherical mobile robot [3] Design experiments and 
motion planning of a spherical rolling robot [4] Dynamic trajectory planning of a spherical 
mobile robot [5] Motion control of spherical robot based on conservation of angular 
momentum [6] Dynamics modeling of spherical robot with arms by using Kane’s Method 
[7] Design and analysis of a spherical mobile robot [8] Gyroscopic stability analysis of a 
rolling robot [9] Stabilization and path following of spherical robot [10] Dynamic Modeling 
and trajectory planning for a mobile spherical robot with a 3Dof inner mechanism [11] 
Omnidirectional locomotion control of a pendulum driven spherical robot [12] Controlled 
motion of a spherical robot with feedback. I [13] A Semi-manual master-slave algorithm for 
control of flexible micro-macro manipulators [14] Engineering mechanics: Dynamics

Spherical robots are the mobile robots with spherical shapes equipped to an internal drive 
mechanism that moves on the ground due to their external shell rolling. In this research, first, 
a pendulum spherical robot is modeled, then using the Lagrange method, dynamic equations 
of plane motion of robot on the non-flat surface are derived. Considering the scarcity of the 
number of operators relative to the number of degrees of freedom of the spherical robot, 
designing of a non-linear controller is performed based on feedback linearization techniques. 
Therefore, regarding non-confirm initial conditions on the trajectory, parametric uncertainty 
and disturbance torque on the robot, the performance of the system has been investigated. 
By selecting the appropriate rotation trajectory, the robot motion is simulated in MATLAB 
software and in following the pendulum rotation angle and actuating torque are obtained. The 
results indicate that the designed controller has proper and resistant performance in tracking 
selected trajectory for sphere shell rotation during moving on a non-flat surface.
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 یوکه ر شکل مجهز به مکانیزم محرک داخلیکروی اریس هایرباتبه  یربات کرو
ن در ای .شودمی اطلاق کنند،میحرکت  شانخارجیپوسته  دنیغلت اثر بر نیزم

سازی شد و سپس به تحلیل تحقیق، ابتدا یک نمونه ربات کروی آونگی، مدل
ای ربات بر مسیرهای غیرتخت دینامیکی و استخراج معادلات حرکت صفحه

با درنظرداشتن کمبود  شده است. همچنین ای به روش لاگرانژ پرداختهصفحه
نده کنروی، طراحی یک کنترلتعداد عملگر نسبت به تعداد درجات آزادی ربات ک

سازی به کمک فیدبک انجام گرفته است. های خطیغیرخطی، مبتنی بر روش
پس از آن با درنظرگرفتن شرایط اولیه غیرمنطبق بر مسیر، نامعینی پارامتری و 

ه شده کننده پرداختنیز گشتاور اغتشاشی بر سیستم به بررسی عملکرد کنترل
سازی و حل عددی برای حرکت ربات، به شبیهاست. با انتخاب مسیر مناسب 

افزار متلب پرداخته و زوایای چرخشی آونگ و گشتاور معادلات حرکت ربات در نرم
دست آمده است. نتایج حاصل، گویای عملکرد مطلوب تولی شده توسط عملگر به

شده برای چرخش پوسته کروی کردن مسیر تعیینکننده در دنبالو مقاوم کنترل
  شده، است.ین عبور بر سطح غیرتخت انتخابربات ح

ی، نامعینی رخطیغربات کروی، سطح غیرتخت، معادلات حرکت، کنترل : هادواژهیکل
  پارامتری
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  مقدمه -۱

های کروی در پانزده تی سیار، رباهارباتدر میان انواع مختلف 
 اند. رباتای مورد توجه محققین واقع شدهطور فزایندهاخیر به سال

شکل مجهز به مکانیزم محرک داخلی های سیار کرویکروی به ربات
، کنندیمحرکت  شانیخارج پوستهکه روی زمین بر اثر غلتیدن 

های کروی ناشی از ایجاد طور کلی حرکت ربات. بهشودیماطلاق 
ها دارای مزایای این ربات .تغییر موقعیت مرکز جرم آنها است

تماسی با زمین دارند که اجازه  نقطهای هستند. آنها فقط یک ویژه
دهد حرکت ربات با حداقل اصطکاک و با کمترین میزان مصرف می

وی نظیر تجهیزات و های کررباتاجزای داخلی انرژی انجام شود. 
خارجی و گرد و غبار توسط پوسته  هایحسگرهای درونی از شوک

ن بدنه ربات، ای بودنبستهشود. علاوه بر این به دلیل محافظت می
های مایع و گاز، نفوذناپذیر و مقاوم بوده ها در برخورد با محیطربات

و همچنین در صورت سقوط از ارتفاع، به دلیل شکل کروی دچار 

ها از جمله شوند که این معضل برای اغلب رباتواژگونی نمی
 کروی فضای پوسته انگیز است.نما بسیار چالشهای انسانربات

عنوان تواند بهمناسبی برای قرارگرفتن اجزای داخلی فراهم کرده و می
یک محافظ خوب برای مراقبت از اجزای داخلی عمل کند. از این رو، 
این نوع ربات اغلب در تحقیقات فضایی و کاوش در مناطق نظامی 

  . شودیمناخته استفاده و ناش
ی، ساز مدلای در رابطه با طراحی، تا به امروز، تحقیقات گسترده

 ی کروی به انجام رسیده است.هارباتسازی و کنترل حرکت شبیه
عنوان مکانیزم محرک از یک ارابه با دو چرخ بهو همکاران  بیکچی

و  المه .[1]کروی ربات استفاده کردند پوستهبرای به حرکت درآوردن 
کره استفاده  دادنحرکتاز یک چرخ درون کره برای  همکاران

، یک ربات کروی با ساختار داخلی کاملاً آگراوالو  باتاچاریا. [2]ندکرد
کروی این  پوستهدر  شدهصبنمتقارن را ابداع کردند. روتورهای 

ای، ربات هزاوی تکانهاستفاده از اصل پایستگی ربات متقارن بوده و با 
و همکاران، یک ربات کروی را مورد  ژان. [3]آوردحرکت در می را به

آن یک آونگ دو درجه آزادی  بررسی قرار دادند که مکانیزم محرک
بود. معادلات حرکت این ربات با استفاده از معادلات بولتزمان و با 

دست آمده و برای حرکت روی بهآونگ  بودنکیاستاتفرض شبه 
 از اصل پایستگی و همکاران شو. [4]ای حل شده استمسیر دایره
 .نداکرده کروی استفاده یک ربات دادنحرکتبرای ی اهیزاو مومنتم

استخراج  مستقیماین ربات برای حرکت روی خط معادلات حرکت 
و همکاران یک ربات کروی را مورد مطالعه  ژانگ. [5]و حل شده است

استخراج  ینروش کرا با استفاده از  قرار داده و معادلات حرکت
ر آن حرکت داند. دینامیک مستقیم ربات با استفاده از معادلات کرده

و همکاران به طراحی و تجزیه  جوشی. [6]تحقیق بررسی شده است
سازی آن در فضای و تحلیل یک ربات کروی و سپس به مدل

و همکاران به بررسی پایداری  پورکریم .[7]بعدی پرداختندسه
و  لیو .8][یک ربات کروی پرداختند غلتشی ژیروسکپی حرکت

حرکت ربات کروی با نوع جدیدی از محرک  مطالعههمکاران به 
و  عزیزی. 9][پس پایداری آن را مورد ارزیابی قرار دادندپرداخته و س

یک  هنیبهریزی مسیر حرکت سازی دینامیکی و برنامهمدل به نادری
حرکت همه  ،نو همکارا مورالیدهاران. [10]تندربات کروی پرداخ

با استفاده از روشی مبتنی بر  یک ربات کروی آونگی را جانبه
 عملگرکمهای جزیی به کمک فیدبک برای سیستم سازیخطی

در داخل پوسته، چرخش  شدهتعبیهکنترل کردند. دو عملگر دورانی 
 هدایتپیشروی و حرکت جانبی ربات  برایراستا آونگ را در دو 

همکاران مدلی از یک ربات کروی با یک عملگر  و ایوانوا .[11]کنندمی
و رده ارایه کبا استفاده از یک سیستم بازخورد را  شدهکنترلآونگی، 
	.[12]را مورد بررسی قرار دادند آنپایداری 

و تحقیقات گذشته، تاکنون تحقیقی  هاتیفعالبا توجه به بررسی 
 در رابطه با دینامیک و کنترل حرکت ربات کروی روی سطوح

ای به انجام نرسیده است. این در حالی غیرتخت در حالت صفحه
است که ضرورت پرداختن به چنین پژوهشی با توجه به موارد 

ی کروی روی سطوح غیرتخت طی هارباتکاربردی آن در عبور 
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ی مختلف نظامی، فضایی و غیره واضح و مبرهن است. از هاکاوش
در تحقیق حاضر نیز اقدامات پیشین محققین،  ادامهاین رو در 

 ای یک ربات کروی آونگیتحلیل دینامیکی و کنترل حرکت صفحه
ی غیرتخت به انجام رسیده است. در این راستا، ابتدا رهایمسروی 
 ای رباتسازی دینامیکی و استخراج معادلات حرکت صفحهبه مدل

کروی آونگی روی سطوح غیرتخت پرداخته شده است و پس از 
سازی حرکت ربات در ی، شبیهرخطیغ نندهککنترلطراحی یک 

های افزار متلب انجام شده است. سپس با درنظرگرفتن نامعینینرم
 بودنمقاومپارامتری و ساختاری بر سیستم، به بررسی میزان 

کننده پرداخته شده است. لازم به ذکر است با توجه به کمبود کنترل
ر ی مبتنی برخطیغ کنندهکنترلتعداد عملگر در این ربات، طراحی 

در  کاررفتهبهکارگیری روش سازی به کمک فیدبک و بهخطی
ماکرو) به انجام رسیده  -ی میکروهاربات(برای کنترل  [13]مرجع
  است.

  
  مدل ساختاری ربات کروی -۲

ربات کروی مورد مطالعه در این تحقیق از نوع آونگی است. اجزای 
بات، ر پوستهموتور،  این ربات کروی شامل یک دهندهلیتشکاصلی 
). موتور ۱اجزای داخلی ربات و آونگ محرک است (شکل  مجموعه

در محل مفصل بین آونگ و اجزای داخلی ربات واقع شده است و 
با ایجاد حرکت دورانی آونگ و تغییر موقعیت مرکز جرم ربات کروی 

  . شودیممنجر به پیشروی ربات 

  

  
  ساختار کلی ربات کروی آونگی )١شکل 

  
ات فرضی درنظرگرفتندر این پژوهش معادلات دینامیکی ربات را با 

	دست خواهیم آورد:زیر به
  شود؛ربات حین حرکت روی مسیر دچار لغزش نمی -١
  شود؛نظر میاز نیروی اصطکاک بین اجزای داخلی ربات صرف -٢
اجزای داخلی (بدون احتساب آونگ) ربات  مجموعهمرکز جرم  -٣

  شود؛گرفته می نظر درره روی مرکز هندسی ک
  شرط عدم جدایش از زمین طی حرکت ربات برقرار است؛ -٤
یک لینک بدون  لهیوسبهیک جرم متمرکز که  صورتبهآونگ  -٥

  شود؛هندسی پوسته متصل است، مدل می جرم به مرکز
کروی با ضخامت کم و همگن است؛ یعنی توزیع جرم در  پوسته -٦

  ت.پوسته یکنواخت و متقارن اس

یک ربات کروی با ساختار کلی محرک آونگی  دهندهنشان، ۱شکل 
که دوران آونگ در دو راستای مستقل باعث پیشروی و حرکت  است

. البته در این پژوهش صرفاً حرکت پیشروی شودمیجانبی ربات 
ربات و بدون درنظرگرفتن امکان حرکت جانبی، به کمک دوران آونگ 

ی، مورد تحلیل دینامیکی و اهصفحدر یک راستا طی یک حرکت 
 مدل دینامیکی و استخراج ارایهکنترلی قرار گرفته است. در ادامه به 

  ی ربات پرداخته شده است.اصفحهمعادلات حرکت 
  
	سازی ربات روی سطح غیرتختمدل -٣
سازی حرکت و همچنین کنترل حرکت ربات کروی منظور شبیهبه

رکت . حشودیمپرداخته  آونگی ابتدا به تحلیل دینامیک سیستم
لی ک معادلهای ربات کروی روی یک سطح غیرتخت دلخواه با صفحه

ݕ ൌ ݂ሺݔሻ  ݔ(در دستگاه مختصات െ  نظر دررا  ٢) مطابق شکل ݕ
زاویه چرخش  ߮زاویه چرخش پوسته،  α، ٢بگیرید. با توجه به شکل 

زاویه شیب متغیر مسیر (زاویه خط مماس بر سطح  ߛآونگ و 
عنوان مختصات را به ߮و  ߙدر هر لحظه) است.  دارشیب
سیستم در نظر گرفته و معادلات حرکت ربات بر حسب  یافتهتعمیم

این دو مختصه و مشتقات آنها پس از محاسبه انرژی جنبشی و 
پتانسیل سیستم و جایگذاری در روابط لاگرانژ مطابق آنچه در پیش 

  است، بیان خواهد شد.
  

  
  حرکت ربات کروی روی سطح غیرتختنمایی از  )٢شکل 

  
  انرژی جنبشی سیستم -۱-٣

دانیم با درنظرگرفتن معادله مسیر حرکت مرکز همان طور که می
ݕصورت تابع کلی ربات کروی به ൌ ݂ሺݔሻ دیفرانسیل جابجایی ،

	شود:بیان می )١١رابطه (صورت مرکز ربات در مختصات دکارتی به

ݏ݀  )۱( ൌ ඥ݀ݔଶ ൅ ଶݕ݀ ൌ ට1ݔ݀ ൅ ሺ
ௗ௬

ௗ௫
ሻଶ ൌ

ඥ1 ൅ ሺ݂′ሺݔሻሻଶ݀ݔ		
	) خواهیم داشت:۱از طرفین رابطه ( گیریانتگرالبا 
ݏ  )۲( ൌ ׬ ඥ1 ൅ ሺ݂′ሺݔሻሻଶ݀ݔ ൌ ሻݔሺܨ

௫

଴
		

دیفرانسیلی بین جابجایی مرکز ربات و چرخش  رابطههمچنین 
	) است.۳صورت رابطه (پوسته به

ݏ݀  )٣( ൌ 		ߙ݀ݎ

  ) داریم: ۲( رابطه) و ترکیب با ۳( رابطهگیری از طرفین با انتگرال
ሻݔሺܨ  )۴( ൌ 	ߙݎ
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صورت کلی مطابق رابطه به ߙصورت تابعی از به x)، ۴با حل معادله (
  ) قابل بیان است.۵(

ݔ  )۵( ൌ ݃ሺߙሻ	

  خواهیم داشت: ݔهمچنین برای زاویه شیب مسیر در موقعیت 
ሻߛሺ݊ܽݐ  )٦( ൌ ݂ᇱሺݔሻ		

  شیب مسیر داریم: هیزاو) برای ۵( رابطهین با ترکیب با بنابرا

ߛ  )۷( ൌ ݊ܽݐ 	ିଵሺ݂ᇱሺݔሻሻ ൌ ሻ൯ሻߙଵሺ݂ᇱ൫݃ሺି	݊ܽݐ ൌ
݄ሺߙሻ		

در هر  ߙرا بر حسب  ߛتوان زاویه که می است) گویای آن ۷رابطه (
صورت ) انرژی جنبشی ربات کروی به۸مطابق رابطه ( لحظه بیان کرد.

)انرژی جنبشی پوسته مجموع  ௦ܶ)،  انرژی جنبشی آونگ( ௣ܶ)  و
)همچنین انرژی جنبشی اجزای داخلی سیستم  ௜ܶ) .قابل بیان است  

)۸(  ܶ ൌ ௦ܶ ൅ ௣ܶ ൅ ௜ܶ 		

	شود.) تعیین می٩انرژی جنبشی پوسته کروی با استفاده از رابطه (

)۹(  ௦ܶ ൌ
ଵ

ଶ
ሺ݉௦ݎଶ ൅ ሶߙ௦ሻܫ ଶ		

ممان اینرسی پوسته حول مرکز  ௦ܫجرم پوسته ربات،  ௦݉که در آن، 
گ آون جنبشیهمچنین انرژی شعاع پوسته ربات است.  ݎجرم آن و 

  ) قابل محاسبه است.١٠از طریق رابطه (

)۱۰(  ௣ܶ ൌ
ଵ

ଶ
݉௣ ௣ܸ

ଶ ൌ
ଵ

ଶ
݉௣

ሬܸԦ
௣. ሬܸԦ௣		

ሬܸԦجرم آونگ و  ௣݉ که در آن،
௣ ای متصل به بردار سرعت جرم نقطه

ق و مشتقات آن مطاب یافتهتعمیمآونگ بوده که بر حسب مختصات 
  .[14]شود) محاسبه می١١رابطه (

)۱۱(  

ሬܸԦ
௣ ൌ ሬܸԦ

௢ ൅ ሬ߱ሬԦ௣ ൈ Ԧ௢௣ݎ ൌ ሶߙݎ ଓ̂ ൅ ሺെ ሶ߮ ሻ ෠݇ ൈ
൫െ݈ ൫߮ݏ݋ܿ െ ݄ሺߙሻ൯ ଔ̂ ൅ ݈ ൫߮݊݅ݏ െ
݄ሺߙሻ൯ ଓ൯̂ ൌ ሺߙݎሶ െ ݈ ሶ߮ ൫߮ݏ݋ܿ െ ݄ሺߙሻ൯ሻ ଓ̂ ൅
ሺെ݈ ሶ߮ ൫߮݊݅ݏ െ ݄ሺߙሻ൯ሻଔ̂		

ሬܸԦ، طول آونگ ݈که در آن 
௢  بردار سرعت مرکز ربات وሬ߱ሬԦ௣  بردار سرعت

ሬܸԦبا جایگذاری  ای آونگ است.زاویه
௣ در ١١از رابطه ( آمدهدستبه (

  ی آونگ داریم:) برای انرژی جنبش١٠رابطه (

)۱۲(  
௣ܶ ൌ

ଵ

ଶ
݉௣ ቀ൫ߙݎሶ െ ݈ ሶ߮ ൫߮ݏ݋ܿ െ ݄ሺߙሻ൯൯

ଶ
൅

൫݈ ሶ߮ ൫߮݊݅ݏ െ ݄ሺߙሻ൯൯
ଶ
ቁ ൌ

ଵ

ଶ
݉௣ሺݎଶߙሶ ଶ ൅

݈ଶ ሶ߮ ଶ െ ሶߙ݈ݎ2 ሶ߮ ൫߮ݏ݋ܿ െ ݄ሺߙሻ൯ሻ		

همچنین با درنظرگرفتن مرکز جرم اجزای داخلی ربات بر مرکز 
	ه کروی داریم:هندسی پوست

)۱۳(  ௜ܶ ൌ
ଵ

ଶ
݉௜ ௢ܸ

ଶ ൅
ଵ

ଶ
ሶߙ௜ܫ ଶ ൌ

ଵ

ଶ
ሺ݉௜ݎଶ ൅ ሶߙ௜ሻܫ ଶ		

ممان اینرسی اجزای  ௜ܫجرم اجزای داخلی ربات و  ௜݉که در آن 
)، برای انرژی ٨داخلی حول مرکز جرم آن است. با بازنویسی رابطه (

	یم داشت:جنبشی ربات کروی خواه

)۱۴(  
ܶ ൌ

ଵ

ଶ
ሺ݉௦ݎଶ ൅ ሶߙ௦ሻܫ ଶ ൅

ଵ

ଶ
݉௣൫ݎଶߙሶ ଶ ൅

݈ଶ ሶ߮ ଶ െ ሶߙ݈ݎ2 ሶ߮ ൫߮ݏ݋ܿ െ ݄ሺߙሻ൯൯ ൅
ଵ

ଶ
ሺ݉௜ݎଶ ൅ ሶߙ௜ሻܫ ଶ		

) بر حسب مختصات ١٤شود، رابطه (همان طور که مشاهده می
  است. و مشتقات آنها بیان شده یافتهتعمیم

  

  انرژی پتانسیل سیستم -٢-۳
صورت مجموع انرژی نیز به (ܷ)انرژی پتانسیل کل سیستم 

)پتانسیل پوسته کروی  ௦ܷ) انرژی پتانسیل آونگ ،( ௣ܷ)  و انرژی
) پتانسیل اجزای داخلی سیستم ௜ܷ) ) قابل تعیین ١٥مطابق رابطه (

  است.
)۱۵(  ܷ ൌ ௦ܷ ൅ ௣ܷ ൅ ௜ܷ 	

رت صودانیم، تابع پتانسیل گرانشی هر بخش بهان طور که میهم
شود. لذا حاصل ضرب وزن در ارتفاع مرکز جرم آن بخش تعیین می

)، ١٦های تابع انرژی پتانسیل با استفاده از روابط (هر یک از بخش
	شود.محاسبه می ٢) و با توجه به شکل ١٨) و (١٧(

)۱۶(  ௦ܷ ൌ ݉௦݄݃௢ ൌ ݉௦݃ሺ݂ሺߙሻ ൅ 	ሻሻሻߙሺ݄ሺݏ݋ܿݎ

)۱۷(  ௣ܷ ൌ ݉௣݄݃௣ ൌ ݉௣݃ሺ݂ሺߙሻ൅ݎ ሻ൯ߙ൫݄ሺݏ݋ܿ
െ ݈ 		ሺ߮ሻሻݏ݋ܿ

)۱۸(  ௜ܷ ൌ ݉௜݄݃௢ ൌ ݉௜݃ሺ݂ሺߙሻ൅ݎ 	ሻሻሻߙሺ݄ሺݏ݋ܿ

ارتفاع جرم متمرکز روی آونگ  ௣݄ارتفاع مرکز کره و  ௢݄که در آنها 
)، تابع ١٥) در رابطه (١٨) و (١٧) و (١٦ستند. با جایگذاری روابط (ه

  شود.) حاصل می١٩پتانسیل ربات کروی مطابق رابطه (

)۱۹(  
ܷ ൌ ݉௦݃ሺ݂ሺߙሻ൅ݏ݋ܿݎ	ሺ݄ሺߙሻሻሻ ൅
݉௣݃ሺ݂ሺߙሻ ൅ ሻ൯ߙ൫݄ሺ	ݏ݋ܿݎ െ ݈ ሺ߮ሻሻݏ݋ܿ ൅
݉௜݃ሺ݂ሺߙሻ ൅ 		ሻሻሻߙሺ݄ሺݏ݋ܿݎ

	معادلات حرکت  استخراج -۳-٣
رای ب شدهدرنظرگرفته یافتهتعمیممختصات  ،همان طور که ذکر شد

که بیانگر دوران پوسته ربات  ߮و  ߙحرکت ربات شامل پارامترهای 
و چرخش آونگ هستند، است. بیان معادلات لاگرانژ بر حسب این 

  ) است.٢١) و (٢٠صورت روابط (دو مختصه به
)۲۰(  ௗ

ௗ௧
ቀడ்
డఈሶ
ቁ െ

డ்

డఈ
൅

డ௎

డఈ
ൌ ܳఈ		

)۲۱(  ௗ

ௗ௧
ቀడ்
డఝሶ
ቁ െ

డ்

డఝ
൅

డ௎

డఝ
ൌ ܳఝ 		

 ߙهای یافته در جهتنیروهای تعمیم ఝܳو  ఈܳکه در این روابط 
بوده و برای تعیین آنها با استفاده از رابطه مجموع کار مجازی  ߮و 

  نیروهای موثر داریم:

ܹߜ  )۲۲( ൌ ߜ ఛܹ೛ ൅ ߜ ఛܹ೔ ൌ ߮ߜ߬	 ൅ ߙߜ߬ ൌ ܳఈߙߜ ൅
ܳఝ߮ߜ		

ترتیب بیانگر گشتاور موتور روی آونگ و به ௜߬و  ௣߬که در آن 
) ߬معکوس گشتاور موتور روی اجزای داخلی ربات (با مقدار برابر 

های مجازی دوران بودندلخواه) و با توجه به ٢٢هستند. بنا بر رابطه (
	یافته سیستم تعیین خواهد شد:، نیروهای تعمیم߮ߜو  ߙߜ

)۲۳(  ቐ
ܳఈ ൌ ߬

ܳఝ ൌ ߬
		

پتانسیل در روابط انرژی پس از جایگذاری توابع انرژی جنبشی و 
ها، معادلات حرکت ربات کروی گیری) و انجام مشتق٢١) و (٢٠(
  اهد شد.) استخراج خو٢٥) و (٢٤صورت روابط (به

)۲۴(  

݉௦ݎଶߙሷ ൅ ሷߙ௦ܫ ൅݉௣ݎଶߙሷ െ݉௣݈ݎ ሷ߮ ൫߮ݏ݋ܿ െ
݄ሺߙሻ൯ ൅ ݉௣݈ݎ ሶ߮ ଶ ൫߮݊݅ݏ െ ݄ሺߙሻ൯ െ
݉௣݈ݎ ሶ߮ ሶߙ ݄ᇱሺߙሻ ൫߮݊݅ݏ െ ݄ሺߙሻ൯ ൅݉௜ݎଶߙሷ ൅ ሷߙ௜ܫ ൅
݉௣ߙ݈ݎሶ ሶ߮ ݄ᇱሺߙሻ ൫߮݊݅ݏ െ ݄ሺߙሻ൯ ൅ ݉௦݂݃ᇱሺߙሻ െ
݉௦݄݃ݎᇱሺߙሻ݊݅ݏ൫݄ሺߙሻ൯ ൅ ݉௣݂݃ᇱሺߙሻ ൅
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݉௣݄݃ݎᇱሺߙሻ݊݅ݏ൫݄ሺߙሻ൯ ൅݉௜݂݃ᇱሺߙሻ െ
݉௜݄݃ݎᇱሺߙሻ݊݅ݏ൫݄ሺߙሻ൯ ൌ ߬		

)۲۵(  

݉௣݈ଶ ሷ߮ െ ݉௣ߙ݈ݎሷ ൫߮ݏ݋ܿ െ ݄ሺߙሻ൯൅
݉௣ߙ݈ݎሶ ሶ߮ ൫߮݊݅ݏ െ ݄ሺߙሻ൯ െ
݉௣ߙ݈ݎሶ ଶ݄ᇱሺߙሻ݊݅ݏ൫߮ െ ݄ሺߙሻ൯ െ
݉௣ߙ݈ݎሶ ሶ߮ ൫߮݊݅ݏ െ ݄ሺߙሻ൯ ൅݉௣݈݃݊݅ݏ	ሺ߮ሻ ൌ ߬		

در بخش بعد با دراختیارداشتن معادلات دینامیکی، به طراحی یک 
ای ربات کروی کننده غیرخطی مناسب برای حرکت صفحهکنترل

  شد.پرداخته خواهد 
  
  ربات کنندهکنترلطراحی  -٤

ای خود دارای دو با توجه به اینکه ربات کروی، در حرکت صفحه
 عملگر است ودرجه آزادی و یک عملگر بوده، بنابراین یک ربات کم

عملگر برای کنترل آن های کمهای کنترلی ویژه رباتباید از روش
وش بتنی بر ردر این تحقیق م شدهارایهاستفاده کرد. روش کنترلی 

ماکرو در  -های میکروبرای کنترل حرکت ربات شدهارایهکلی 
  است. [13]مرجع

)، شکل ماتریسی معادلات حرکت ٢٥) و (٢٤با استفاده از روابط (
  ) قابل بیان است.٢٦صورت رابطه (به

)۲۶(  ൤
ଵଶܯ			ଵଵܯ
ଶଶܯ			ଶଵܯ

൨ ൤
ሷߙ
ሷ߮ ൨ ൅ ൤ ଵܰሺߙ,߮, ሶߙ , ሶ߮ ሻ

ଶܰሺߙ, ߮, ሶߙ , ሶ߮ ሻ
൨ ൌ ቂ

߬
߬ቃ		

  که در آن:
ଵଵܯ  )۲۷( ൌ ሺ݉௦ ൅݉௣ ൅݉௜ሻݎଶ ൅ ௦ܫ ൅ 		௜ܫ

ଵଶܯ  )۲۸( ൌ െ݉௣݈ݎ ሺ߮ݏ݋ܿ െ ݄ሺߙሻሻ		

ଶଵܯ  )۲۹( ൌ െ݉௣ݏ݋݈ܿݎ	൫߮ െ ݄ሺߙሻ൯		

ଶଶܯ  )۳۰( ൌ ݉௣݈ଶ		

)۳۱(  

ଵܰ ൌ	
൅݉௣݈ݎ ሶ߮ ଶ ൫߮݊݅ݏ െ ݄ሺߙሻ൯
൅݉௦݃ൣ݂ᇱሺߙሻെݎ ݄ᇱሺߙሻ݊݅ݏ ൫݄ሺߙሻ൯൧ ൅	
݉௣݃ሾ݂ᇱሺߙሻെ݄ݎᇱሺߙሻ ሻ൯ሿߙ൫݄ሺ݊݅ݏ ൅	
݉௜݃ሾ݂ᇱሺߙሻെ݄ݎᇱሺߙሻ݊݅ݏ	ሺ݄ሺߙሻሻሿ		

)۳۲(  ଶܰ ൌ ݉௣ߙ݈ݎሶ݄ᇱሺߙሻ݊݅ݏሺ߮ െ ݄ሺߙሻሻ ൅
݉௣݈݃݊݅ݏሺ߮ሻ		

با توجه به اینکه متغیر اصلی کنترلی ربات، زاویه چرخش پوسته 
)، گشتاور موتور ٢٦است، با استفاده از معادله ماتریسی ( αیعنی 

  شود.) بیان می٣٣محرک ربات به شکل رابطه (

)۳۳(  ߬ ൌ ቀெభభெమమିெభమெమభ

ெమమିெభమ
ቁߙሷ ൅

ெమమேభିெభమேమ
ெమమିெభమ

		

) ٣٤صورت رابطه (به ربات به شوندهاعمالچنانچه گشتاور کنترلی 
  در نظر گرفته شود:

)۳۴
(  

߬ ൌ ቀெభభெమమିெభమெమభ

ெమమିெభమ
ቁ ሺߙሷௗ െ ݇௏ሺߙሶ െ ሶௗሻߙ െ

݇௉ሺߙ െ ௗሻሻߙ ൅
ெమమேభିெభమேమ

ெమమିெభమ
		

بیانگر تابع زمانی مطلوب حرکت دورانی پوسته کره  ௗߙکه در آن 
ترتیب ضرایب مثبت مشتقی و تناسبی به ௉݇و  ௏݇است. همچنین 

پاسخ  هایکنترلی سیستم هستند که مقادیر آنها در شکل و مشخصه
گذرای خروجی سیستم تاثیرگذار هستند. با اعمال این گشتاور 

صورت سیستم، معادله کنترل مدار بسته سیستم بهکنترلی به 
  شود.) تعیین می٣٥معادله (

)۳۵(  ሷ݁ ൅ ݇௏ ሶ݁ ൅ ݇௉݁ ൌ 0	

تابع زمانی خطای زاویه چرخش پوسته نسبت به حالت  ݁که در آن 
  ) است.٣٦مطلوب مطابق رابطه (

)۳۶(  ݁ ൌ ߙ െ 	ௗߙ

) که ٣٥با انتخاب مقادیر مثبت برای ضرایب کنترلی، پاسخ معادله (
همان خطای پاسخ سیستم است به شکل نمایی به صفر همگرا 

  کننده است.خواهد شد و این به معنای پایداربودن کنترل
  
  حرکت ربات سازیشبیه -٥

با انتخاب مسیر مطلوب برای حرکت ربات کروی و اعمال گشتاور 
سازی و حل عددی معادلات حرکت ات، به انجام شبیهکنترلی به رب

ربات پرداخته شده است که در پی آن، زوایای چرخشی پوسته و 
  د.آیدست میآونگ و گشتاور کنترلی ایجادشده توسط موتور به

مطابق آنچه بیان شد، برای محاسبه انرژی جنبشی و انرژی پتانسیل 
لحظه بر حسب زاویه  در هر (ߛ)سیستم به بیان زاویه شیب مسیر 

نیاز است. به این  ሻߙሺ݄، در قالب تابع (ߙ)چرخش پوسته ربات 
) به طریقی که در ادامه شدهانتخابای منظور (برای مسیر دایره

  شود.آید عمل میمی
  توسط مرکز کره داریم: شدهیطبرای مسافت 

ݏ  )۳۷( ൌ ߠܴ ൌ 	ߙݎ

  بنابراین:
ߠ  )۳۸( ൌ 	

௥ఈ

ோ
		

  ان نوشت:توهمچنین می
ݔ  )۳۹( ൌ 	ሻߠሺ݊݅ݏܴ

) خواهیم ٣٩) در رابطه (٣٨از رابطه ( آمدهدستبه ߠبا جایگذاری 
  داشت:

ݔ  )۴۰( ൌ ݊݅ݏܴ ቀ
ߙݎ
ܴ
ቁ	

با استفاده از معادله  ،(معادله مسیر) ሻݔሺ݂همچنین برای تعیین 
  دایره داریم:

ଶݔ  )۴۱( ൅ ሺܴ െ ݂ሺݔሻሻଶ ൌ ܴଶ	

	بنابراین:
ݕ  )۴۲( ൌ ݂ሺݔሻ ൌ ܴ െඥ	ܴଶ െ 	ଶݔ

نسبت به متغیر  ሻݔሺ݂گیری از ) و با مشتق٤٠با درنظرگرفتن رابطه (
  خواهیم داشت: ߙ

)۴۳(  ݂ᇱሺߙሻ ൌ ݏ݋ܿݎ ቀ
௥ఈ

ோ
ቁሺ

	ோ௦௜௡ቀ
ೝഀ
ೃ
ቁ

ට	ோమିሺோ௦௜௡ቀ
ೝഀ
ೃ
ቁሻమ
ሻ		

ت صور هبنابراین زاویه شیب مسیر بر حسب زاویه چرخش ربات ب
	شود.) بیان می٤٤رابطه (

)۴۴(  ݄ሺߙሻ ൌ arctan	ሺ
ோ௦௜௡ቀ

ೝഀ
ೃ
ቁ	௥௖௢௦ቀ

ೝഀ
ೃ
ቁ

ට	ோమିሺோ௦௜௡ቀ
ೝഀ
ೃ
ቁሻమ
ሻ		

های کننده و مشخصهسازی، بر اساس نوع عملکرد کنترلطی شبیه
پاسخ گذرا و با درنظرگرفتن حد اشباع عملگرها و با استفاده از روش 
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انتخاب شده است.  ١٠برابر عدد  ،௉݇و  ௏݇و خطا، مقادیر سعی 
دول ج مطابقسازی، همچنین مقادیر پارامترهای سیستم برای شبیه

وسته پمرکزی ، برای ممان اینرسی علاوهبه در نظر گرفته شده است. ١
	داریم: (௦ܫ)ربات 

௦ܫ  )۴۵( ൌ ݉௦ݎଶ	
برای موتور محرک سیستم  شدهفتهدرنظرگر همچنین حد اشباع 

است. تابع هدف برای مسیر مطلوب زاویه چرخش  ٢ Nmگشتاور 
) در ٤٦صورت رابطه (، بهشکلایدایرهکره در حین حرکت روی سطح 

	شود.نظر گرفته می
ௗߙ  )۴۶( ൌ 	ሻݐሺ0.2݊݅ݏ

هدف از کنترل حرکت ربات کروی آن است که ربات بتواند تحت 
استه متفاوتی که در ادامه ذکر شده است، تابع مطلوب شرایط ناخو

  دوران پوسته خود را طی حرکت روی سطح غیرتخت دنبال کند.
  

  یساز هیشبمقادیر پارامترهای سیستم برای  )١جدول 
  مقدار  پارامتر سیستم

sM	kg۱	

iM	kg۱	

pM	kg۲  

r	m۵/۰  

R	m۵۰  

VK	1‐s۱۰  

PK	1‐s۱۰  

Ii	2kgm۱/۰  

l  m۴۵/۰  

g	2‐ms۸۱/۹  
  

	کنترل ربات تحت شرایط اولیه غیرمنطبق بر مسیر مطلوب -۱-٥
ای اولیه مطلوب برای چرخش در حالی که زاویه اولیه و سرعت زاویه

منظور بررسی عملکرد ) برابر صفر است، به٤٦ربات مطابق رابطه (
و سرعت  rad٥/٠کننده، زاویه چرخش اولیه ربات را برابر کنترل
گیریم. با ربات را صفر رادیان بر ثانیه در نظر میای اولیه زاویه
سازی و حل عددی معادلات دیفرانسیل کنترل مدار بسته شبیه

پاسخ متناظر با زاویه چرخش واقعی ربات در مقایسه با  ،سیستم
  آید.دست میبه ١حالت مطلوب مطابق نمودار 

  

  
وب تحت شرایط اولیه زاویه چرخش ربات کروی در مقایسه با زاویه مطل )١نمودار 

  مطلوب غیرمنطبق بر مسیر

شود، ربات توانسته است مسیر مطلوب همان طور که مشاهده می
برای زاویه چرخش پوسته خود را پس از زمان  شدهدرنظرگرفته

بهتر  مشاهدهمنظور ثانیه) دنبال کند. به ٣نشست کوتاهی (حدود 
زمانی خطای نمودار  ،شدهطراحیکننده غیرخطی عملکرد کنترل

منظور بررسی ارایه شده است و به ٢پاسخ سیستم مطابق نمودار 
 ،شدهتعیینعدم خروج میزان گشتاور کنترلی از محدوده مجاز 

ترسیم شده  ٣نمودار گشتاور موتور بر حسب زمان مطابق نمودار 
شود موتور محرک مشاهده می ٣است. همان طور که در نمودار 
رای ب شدهتعیینحد اشباع گشتاور  سیستم طی حرکت ربات، به

  سازی نرسیده است.شبیه
  

  
تحت شرایط اولیه  خطای زاویه دوران کره نسبت به حالت مطلوب )٢نمودار 

  غیرمنطبق بر مسیر
  

  
  طلوبم گشتاور موتور ربات کروی تحت شرایط اولیه غیرمنطبق بر مسیر )٣نمودار 

  
  رامتریکنترل ربات با درنظرگرفتن نامعینی پا -۲-٥

کارگیری در تعیین گیری پارامترهای طراحی ربات برای بهدر اندازه
گیری وجود دارد. گشتاور کنترلی، همواره احتمال ایجاد خطای اندازه

لذا با فرض وجود خطا در تعیین مقادیر واقعی پارامترهای سیستم، 
کننده باید توانایی کنترل حرکت را کماکان داشته باشد. کنترل
ری، کننده به نامعینی پارامتکنترل بودنمقاومور بررسی میزان منظبه

برای همگی پارامترهای فیزیکی  %١با درنظرگرفتن خطایی به میزان 
سازی و کنترل حرکت ربات کروی ارایه خواهد شد. ربات، نتایج شبیه
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کاهش  %١بدین صورت که در معادلات دینامیکی حاکم بر مدل، 
شود، در حالی ) اعمال می١تنی بر جدول مقادیر طولی و جرمی (مب

که این تغییرات برای تعیین گشتاور کنترلی وارد بر ربات در نظر 
کننده بر مبنای مقادیر اولیه پارامترها شود و کنترلگرفته نمی

  کند.) عمل می١(جدول 
در این بخش، شرایط اولیه حرکت دورانی ربات منطبق بر شرایط 

رکت سازی حشود. نتایج شبیهر گرفته میاولیه مسیر مطلوب در نظ
ارایه شده است. با  ٦تا  ٤در این حالت، در نمودارهای  شدهکنترل

 صورتکننده بهشود که کنترل، مشاهده می٥و  ٤توجه به نمودارهای 
ق آید های پارامتری فائقابل قبولی توانسته بر اثر نامطلوب نامعینی
خود را  شدهتعیینپیش  و زاویه چرخش ربات، مسیر مطلوب از

، گشتاور محرک از ٦دنبال کند. همچنین با توجه به نمودار  خوبیبه
  برای آن تجاوز نکرده است. شدهدرنظرگرفتهحد اشباع 

  

  
زاویه چرخش ربات کروی در مقایسه با زاویه مطلوب با درنظرگرفتن  )٤نمودار 

  نامعینی پارامتری
  

  
نسبت به حالت مطلوب با درنظرگرفتن نامعینی  خطای زاویه دوران کره )٥نمودار 
  پارامتری

  

  
  ور موتور ربات کروی با درنظرگرفتن نامعینی پارامتری روی سیستمگشتا )٦نمودار 

  کنترل سیستم با درنظرگرفتن گشتاور اغتشاشی -۳-٥
با توجه به اینکه در واقعیت همواره نیروهای مقاوم در مقابل حرکت 

ت باد و همچنین نیروهای اصطکاکی وجود از جمله نیروی مقاوم
در حذف اثر این نوع  شدهطراحیکننده دارد، لذا توانایی کنترل
ای برخوردار است. بنابراین در این بخش اغتشاشات از اهمیت ویژه

روی ربات در حالت  (ௗ߬)با درنظرگرفتن یک گشتاور اغتشاشی 
جاد کننده در ایحرکت روی سطح غیرتخت، به بررسی عملکرد کنترل

پاسخ مطلوب برای چرخش پوسته ربات پرداخته شده است. اثر 
صورت ظهور یک ترم اضافی گشتاور اغتشاشی در معادلات حرکت به

(߬ௗ) یافته متناظر با مختصه در نیروی تعمیمα .است  
)۴۷(  ܳఈ ൌ ߬ ൅ ߬ௗ	

را برابر  ௗ߬ربات در این بخش،  شدهکنترل حرکتسازی برای شبیه
Nmگیریم. نتایج پاسخ خروجی، خطای تعقیب می در نظر ٧/٠

آورده شده  ٩تا  ٧ترتیب در نمودارهای مسیر و گشتاور عملگر به
  است. 

  
زاویه چرخش ربات کروی در مقایسه با زاویه مطلوب با درنظرگرفتن  )٧نمودار 

  گشتاور اغتشاشی وارد بر سیستم
 

  
وران کره نسبت به حالت مطلوب با درنظرگرفتن گشتاور خطای زاویه د )٨نمودار 

  اغتشاشی وارد بر سیستم
  

  
گشتاور موتور ربات کروی با درنظرگرفتن گشتاور اغتشاشی وارد بر  )٩نمودار 
  سیستم
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شود که ربات با وجود مشاهده می ٨و  ٧با توجه به نمودارهای 
ی زمان اعمال گشتاور اغتشاشی بر آن، طی حرکت توانسته تابع

برای زاویه دوران پوسته کروی خود را با وجود  شدهتعریفمطلوب 
خطای اندکی دنبال نماید. همچنین گشتاور عملگر در محدوده مجاز 

  ).٩برای آن طی حرکت ربات باقی مانده است (نمودار  شدهتعیین
کنترل ربات کروی تحت شرایط اولیه غیرمنطبق بر مسیر  -۴-٥

  متری و گشتاور اغتشاشیمطلوب، نامعینی پارا
گیریم که هر سه عامل ناپایدارکننده اکنون شرایطی را در نظر می

امتری های پار ربات، یعنی شرایط اولیه غیرمنطبق بر مسیر، نامعینی
طور همزمان وجود داشته و گشتاور اغتشاشی وارد بر سیستم به

ی خطا در مقادیر همه پارامترهای فیزیک %١باشند. با فرض وجود 
به پوسته کروی و نیز  Nm٥/٠ربات و اعمال گشتاور اغتشاشی 

، به rad٢/٠انتخاب شرایط اولیه نامطلوب متناظر با زاویه چرخشی 
کننده در ایجاد پاسخی که مسیر مطلوب از بررسی عملکرد کنترل

شود. نتایج حاصل از را دنبال کند، پرداخته می شدهتعیینپیش 
مل نمودار زاویه چرخش پوسته، نمودار سازی در این حالت، شاشبیه

خطای پاسخ زمانی و نمودار گشتاور موتور محرک است (نمودارهای 
شود با مشاهده می ١١و  ١٠). همان طور که از نمودارهای ١٢تا  ١٠

وجود عوامل ناپایدارکننده حرکت، زاویه چرخش ربات کروی تابع 
 تعقیب خوبیهبزمانی مطلوب خود را با خطای دائم بسیار اندکی 

، گشتاور موتور از حد ١٢کرده است. همچنین با توجه به نمودار 
  مجاز اشباع تجاوز نکرده است.
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گشتاور موتور ربات کروی تحت شرایط اولیه غیرمنطبق بر مسیر  )١٢نمودار 

  مطلوب، نامعینی پارامتری و گشتاور اغتشاشی

  
  گیرینتیجه -٦

 ایینامیکی و کنترل حرکت صفحهسازی ددر این پژوهش به مدل
یک ربات کروی آونگی روی یک سطح غیرتخت پرداخته شد. به این 

سازی آن بر مبنای منظور ابتدا تشریح ساختار ربات کروی و مدل
فرضیات مذکور به انجام رسیده و در ادامه با انتخاب دو مختصه 

 (߮)ونگ و زاویه دوران آ (ߙ)یافته نظیر زاویه دوران پوسته تعمیم
وی ای ربات ربه تحلیل دینامیکی و استخراج معادلات حرکت صفحه

سطوح غیرتخت (با معادله کلی مسیر) با استفاده از روش لاگرانژ 
  پرداخته شد.

با توجه به کمبود تعداد عملگر نسبت به تعداد درجات آزادی کره، 
ه ببوده و لذا  برانگیزچالشکنترل ربات از نظر برقراری پایداری 

ازی به سغیرخطی، با روشی مبتنی بر خطی کنندهکنترلطراحی یک 
با درنظرگرفتن شرایط اولیه در ادامه، کمک فیدبک پرداخته شد. 

غیرمنطبق بر مسیر، نامعینی پارامتری و همچنین گشتاور اغتشاشی 
کننده را مورد بررسی قرار کنترل بودنمقاوموارد بر سیستم، میزان 

 ایدر چنین شرایط ناپایدارکننده آمدهدستبهتایج نالبته  داده که
مانی) مسیر (تابع ز  کردندنبالکننده در گویای عملکرد مطلوب کنترل

برای زاویه دوران پوسته کروی حین حرکت بر سطح  شدهتعیین
سازی بوده است. طراحی این برای شبیه شدهانتخابغیرتخت 
رای گشتاور قابل تامین ب کننده امکان استفاده از عملگری باکنترل

ربات را فراهم ساخته که این موضوع (حد اشباع عملگر) یکی از 
	شود.های کروی محسوب میهای طراحی در رباتمحدودیت
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