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Numerical Study on the Impact of DC Electric Field on 
Fouling Characteristics of Cross-Flow Filtration

[1] Microfiltration and ultrafiltration: Principles and applications [2] Constant pressure 
blocking filtration laws-application to power-law non-Newtonian fluids [3] The dynamics 
of polarisation in unstirred and stirred ultrafiltration [4] Concentration polarization with 
membrane ultrafiltration [5] A concentration polarization model for the filtrate flux in 
cross-flow microfiltration of particulate suspensions [6] Modeling of flux decline during 
crossflow ultrafiltration of colloidal suspensions [7] Concentration polarization of 
interacting solute particles in cross-flow membrane filtration [8] Crossflow membrane 
filtration of interacting nanoparticle suspensions [9] A suspension flow model for 
hydrodynamics and concentration polarisation in crossflow microfiltration [10] Numerical 
modelling of concentration polarisation and cake formation in membrane filtration 
processes [11] A lattice Boltzmann model for particle transport and deposition [12] The 
lattice boltzmann method [13] Numerical simulation of particle capture process of fibrous 
filters using Lattice Boltzmann two-phase flow model [14] Kinetics of permeate flux decline 
in crossflow membrane filtration of colloidal suspensions [15] Dielectrophoretic levitation 
in the presence of shear flow: Implications for colloidal fouling of filtration membranes

Applying numerical methods for predicting cake formation and development in cross-flow 
membrane filtration has been an area of research. The solutions, which are mainly based on the 
development of zero, one, or two-dimensional methods for estimating filtration parameters, 
have always suffered from an obvious need for some calibration steps. In this paper, an 
independent two-way solving method is presented to determine the time variation of the 
geometry of the cross-flow filtration cake, so that by simultaneously solving the flow through 
the lattice Boltzmann (LB), it is possible to solve the convection-diffusion equation, using 
another mesoscopic method (LB-CA) in a two way coupling manner between flow changes 
and cake growth. Applying LB-CA provides it for all kinds of internal and external forces effects 
on particles trajectories to be explicitly taken into account. The proposed model was validated 
against both of theory of Romero and Davis and some experimental results. Moreover, the 
model was used to determine external effects which are arisen from static imposition of a DC 
electric field, on cross-flow filtration outcomes. The calculated results exhibits considerable 
improvements in flux decline curve and removing of fouling in some areas along the membrane 
length, as DC voltage rises. Also, optimal conditions with considering the electric poles’ size as 
an optimization parameter shows that with considering the maximum improvement in the flux 
curve as the target parameter, the electric poles’ size has an optimal value.
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 ندیدر فرآ یجرم کیحدود و نحوه رشد ک نییتع یبرا یعدد یها استفاده از روش
 یمذکور که عمدتاً مبتن یها است. حل بوده  نیمورد توجه محقق یعرض هیتصف

 یمعرف هیتصف یپارامترها نیتخم یبرا یدوبُعد ای کیصفر،  یها بر توسعه روش
 یشگاهیآزما جیاز نتا تفادهروش با اس میمرحله تنظ کیبر حداقل   یاند، متک شده

 یزمان راتییتغ نییتع یمستقل، برا هیروش حل دوسو کیمقاله  نیهستند. در ا
که همزمان با حل  یطور است. به شده  هیارا ه،یتصف انیجر - یجرم کیهندسه ک

روش  کیبه روش شبکه بولتزمن، حل معادله انتقال جرم را با استفاده از  انیجر
و رشد  انیجر راتییتغ نیب هیارتباط دوسو کی) در LB-CA( گرید کیمزوسکوپ

 یداخل یروهایامکان اعمال اثر ن شده، یمعرف یسازد. روش محاسبات سریم کیک
در  ،یاست. اعتبار روش محاسبات ذرات را فراهم نموده ریبر خط س یو خارج
شده  دییو تا یبررس ،یشگاهیآزما جیو نتا سیداو -رومرو یبا حل تئور سهیمقا

 انیجر یکیالکتر دانی، اثر اعمال مLB-CAبا استفاده از  نیاست. همچن
 یبررس انیشار جر یمنحن رییاجتماع ذرات بر سطح غشا و تغ تیفیبر ک م،یمستق

از اجتماع  جیتدر به م،یمستق انیولتاژ جر شیاست که با افزا  نشان داده شدهو 
 انیشار جر شکاه یغشا ممانعت به عمل آمده، منحن ینواح یذرات در برخ

با درنظرگرفتن  نهیبه طیشرا یبررس نی. همچنابدی یم یا بهبود قابل ملاحظه
است با  نشان داده  یساز نهیعنوان پارامتر به به یکیالکتر یها اندازه پل

عنوان پارامتر هدف، اندازه  به انیشار جر یبهبود در منحن نهیشیدرنظرگرفتن ب
  نه است.یمقدار به کی یدارا یکیالکتر یها پل

 یکیالکتر دانی، مLB-CAشبکه بولتزمن، روش  ،یجرم کیک ،یعرض هیتصف ها: کلیدواژه
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های حاوی  یا تغلیظ جریان استفاده از غشا برای تصفیه، جداسازی
 های های متنوعی از تکنولوژی اعم از فرآیند ذرات در حوزه

محیطی  شیمیایی، بیوتکنولوژی، داروسازی و فرآیندهای زیست
آنچه همواره استفاده صنعتی از غشا در . [1]تاس رواج عام یافته

نماید، رسوب ذرات  فرآیندهای جداسازی را دچار چالش جدی می
ست که در نتیجه شار عبوری ا ها بر سطح و فضای درون سوراخ

کیفیت عملکردی   ،و در نتیجه کند پیدا میصورت نمایی کاهش  به
  . [2]یابد سرعت کاهش می فرآیند جداسازی به

کلی، طراحی آزمایشگاهی سطوح جداساز با در یک حالت 
درنظرگرفتن اثر همه پارامترهای دخیل در کیفیت و رشد رسوبات و 
حصول به یک نقطه بهینه در عمل و نتیجه فرآیند جداسازی، 

بر و پُرهزینه است. در یک فرآیند تصفیه، عمده  فرآیندی بسیار زمان
ن در اثر انسداد پارامترهای کیفی عملکردی غشا به کاهش شار جریا

گرفتگی  شدن و درون غشا با تشکیل و توسعه کیک جرمی، بسته
سازی  های سطح بستگی دارند. بنابراین نتیجه فرآیند بهینه سوراخ

یافتن نداشته و شدیداً وابسته به  آزمایشگاهی قابل عمومیت
کیفیت ماده و هندسه سطح غشا یا از وجه دیگر وابسته به اندازه، 

  ذرات است. شکل و ماده 

های تصفیه، چندین  سازی فرآیند سازی و شبیه در تاریخچه مدل
سازی تشکیل و  عمدتاً برای شبیه روش شاخص و قابل اعتنا،

گیری اثر ساختار رسوب بر  توسعه کیک جرمی بر سطح غشا یا اندازه
با استفاده  [3]فِینو  چوداکاند. در این رابطه  شار جریان ارایه شده

متی صفربعدی، چگونگی کاهش شار جریان را از مدل مقاو
اند. در این روش، میزان دبی عبور جریان در هر  بینی کرده پیش

آمده از  دست لحظه با استفاده از یک مقدار شار جریان پایای به
سازی  ، برای شبیه[4]پورترشود.  محاسبات آزمایشگاهی تعیین می
م را حل کرده شده انتقال جر پدیده تصفیه عرضی، معادله ساده

است. در روش حل او ویژگی فیزیکی امکان برگشت ذرات به جریان 
فعال لحاظ شده است. با این حال در این روش هم نیاز به یک 

شده با استفاده از نتایج تجربی، جزئی  ضریب انتقال جرمی تعیین
، با فرض این که کاهش [5]کلتونو  زیدنیاز فرآیند حل خواهد بود. 

دلیل تشکیل و توسعه کیک جرمی است و  نها بهشار جریان ت
همچنین با فرض پخش ذرات در اثر تنش برشی، مساله 

اند. در  تصفیه ذرات در جریان عرضی را مورد توجه قرار داده میکرو
این تحقیق، با توجه به استفاده از مکانیزم پخش لزجی ذرات در 

رسوبی به توضیح نفوذ و نشست ذرات، امکان برآورد انعکاس ذرات 
ها،  شده است. با این حال، این دسته از مدللحاظ جریان فعال 

بُعدی، تحلیلی و نیازمند به تنظیم بخشی از پارامترها با  یک
فرض  ، با پیش[6]کلارکو  لیاستفاده از آزمایشات تجربی هستند. 

وسیله مکانیزم  کاهش شار جریان در اثر رشد کیک جرمی که خود به
ای از  یابد، مساله اولتراتصفیه در دسته ای توسعه می انتقال جرم ذره

 - بعدی اند. در این روش، حل شبه مسایل را مورد پژوهش قرار داده
استوکس، در هر گام زمانی،  -مقاومتی، بدون حل معادلات ناویر

مقدار سرعت جریان برابر با نسبتی از شار جریان در نظر گرفته شده 
ل جرم در یک فضای دوبُعدی، در است. سپس با حل معادله انتقا

نقاطی که غلظت از حد مشخصی عبور نماید، مقاومت جرم کیک در 
برابر جریان با استفاده از یک روش موازنه جرمی، تعیین و براساس 
مقدار جدید مقاومت در سطح غشا، جریان از دیواره غشا 

، ضمن تلاش برای [7]و همکاران باتاچارجیشود.  روزرسانی می به
محاسبه اثرات غلظت و بار الکتریکی ذرات بر ضریب پخش 
نانوذرات محلول، با درنظرگرفتن یک ساختار مشخص برای رسوب 

زرنیک، اثر رسوب ذرات را  - ذرات و حل معادله انتگرالی اورنستین
اند. این روش  در قالب یک اختلاف فشار اسمزی لحاظ نموده

که کیک جرمی بر سطح محاسباتی، بیشتر در شرایطی کاربرد دارد 
شود، از این رو با استفاده از این روش، کاهش شار  تشکیل نمی

جریان در اثر تشکیل کیک جرمی قابل محاسبه نخواهد بود. در یک 
، با ارایه یک مدل صفربعدی، [8]و همکاران کیمتحقیق جدیدتر، 

علاوه بر تغییرات شار جریان، تغییرات ضخامت کیک جرمی را 
اند. در این روش حل، مقاومت کیک جرمی تابعی از  محاسبه کرده

یک فاصله تعادلی بین ذرات و از این رو، تابعی از نیروهای حاصل 
از اثرات الکتریکی ذرات و محیط، اثرات اسیدی محیط، نیروی 

شده با استفاده از مدل  جذب واندروالسی و نیروی لزجی تعیین
  فته شده است.های مربعی ذرات در نظر گر هپل برای آرایه

انتقال جرم، متاثر  -نیل به درک صحیحی از ارتباط دوسویه جریان
سازی  ساز ایجاد یک روش مدل تواند زمینه از رشد کیک جرمی می

های آزمایشگاهی باشد که این موضوع مورد توجه  مستقل از داده
ترین کار  برخی از محققان قرار گرفته است. در این بین، شاخص

است که با استفاده از روش  [9]و همکاران کرومکمپموجود، مقاله 
 - و ناویر (CDE)شبکه بولتزمن، به حل معادلات کوپل انتقال جرم 

انتقال جرم  -اند. در این کار ارتباط دوسویه جریان استوکس پرداخته
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عنوان یک محیط متخلخل در حال  با فرض محیط کیک جرمی به
های  وجه به محدودیتتوسعه ایجاد شده است. با این حال با ت

ویژه الزام  فراروی یک فرآیند حل بر پایه روش شبکه بولتزمن، به
شده  ، در مقیاس میکرومتریک، نتایج ارایهCDEحل معادله 

وسیله این محققان تنها قابل مقایسه با حل تئوری بوده است و  به
های تصفیه در ابعاد  سازی سلول روش حل قابل استفاده برای شبیه

طور  شده در این کار، به نیست. همچنین در الگوریتم ارایهحقیقی 
های خارجی تعبیه نشده  مشخص جایگاهی برای اعمال اثر نیرو

، با ارایه یک روش ترکیبی [10]و همکاران پایپوریاست. اخیراً 
و  کرومکمپحجم کنترل، مشابه با پژوهش  - شبکه بولتزمن

هایی با  در هندسه، مساله تصفیه عرضی را این بار [9]همکاران
چه در  اند. اگر  های واقعی تصفیه حل نموده ابعادی مشابه با محیط

طور تلویحی، اعمال اثر نیروهای خارجی منوط به اصلاح  این کار به
ضرایب انتقال معرفی شده است، با این حال با استفاده از این 

توان اثر صریح نیروهای خارجی بر خط سیر ذرات  روش ترکیبی نمی
، در ترکیب با روش شبکه بولتزمن امتیاز ویژه این روش CDEا لحاظ نمود. همچنین استفاده از روش حجم کنترل برای حل ر

های سیستم را  مزوسکوپیک مبنی بر بارگذاری موازی در پردازنده
نماید که به این ترتیب، زمان محاسبات  دچار خدشه جدی می

  یابد.شکل قابل توجهی افزایش  تواند به می
تصفیه در ابعادی مشابه  سازی فرآیند میکرو در این مقاله برای شبیه
های تصفیه عرضی، یک روش محاسباتی بر  با ابعاد حقیقی سلول

مبنای استفاده از روش شبکه بولتزمن، برای حل میدان جریان گذرا 
 CDEبرای حل معادله  LB-CAدر ترکیب با روش مزوسکوپیک 

شده در این تحقیق،  معرفی LB-CAارایه شده است. مدل 
و  ماسولتوسیله  شده به گرفته از الگوریتم مزوسکوپیک معرفی الهام
وسیله این محققان بر  شده به که بر خلاف کار ارایه [11]است چوپارد

هندسه جریان انطباق کامل یافته است. برای رهیافتی به بارگذاری 
پارامترهای  ، در ارتباط با روش شبکه بولتزمن وLB-CAصحیح 
کارلوی  هندسی مساله حقیقی، چگونگی تنظیم مدل مونته - عملی

، با استفاده از تحلیل چندمقیاسی و در تناظر با LB-CAمتناظر با 
بررسی شده است. در نهایت، در این تحقیق پس از  CDEمعادله 

سازی تصفیه عرضی  شده برای شبیه بررسی اعتبار روش جامع ارایه
و نتایج تجربی موجود،  رومرو و داویسل تئوری در مقایسه با مد

با استفاده از مزیت  (DC)اثر میدان الکتریکی جریان مستقیم 
در تحلیل اثر نیروهای خارجی، بر هندسه کیک  LB-CAروش 

جرمی و برآیند کلی فرآیند تصفیه ملاحظه شده است. همچنین در 
ترین تراوایی های الکتریکی در تناظر با بیش مورد اندازه بهینه پل

ها  ممکن در طول زمان و در ارتباط با ولتاژ الکتریکی متصل به پل
  طور خاص بحث شده است. به
  
  مدل ریاضی نانو تصفیه عرضی - ۲

تراوا معمولاً با ایجاد جریان  تصفیه ذرات با استفاده از سطح نیمه
شود. در  واسطه یک اختلاف فشار ثابت در دو سوی غشا انجام می به

وسیله  توان با توصیف جریان به رایط، ساز و کار تصفیه را میاین ش
و اندازه حرکت و حل لاگرانژی دینامیک ذرات  CDEمعادلات 

محلول محاسبه کرد. اثر ذرات بر جریان شامل تغییر در لزجت موثر 
عنوان تابعی از غلظت  ، به[9]ای و تغییر ضریب نفوذ ذرات نقطه

  . [7]خواهد بود
در این مقاله، علاوه بر اثرات فیزیکی ناشی از تعامل سیال و 

ویژه اعمال اثر نیروهای براونی، اثر میدان  نانوذرات کلوئیدی، به
عنوان یک عامل  ، بر تصفیه عرضی بهDCجریان الکتریکی 

ضدرسوبی مورد توجه قرار گرفته است. بنابراین علاوه بر معادلات 
)، معادله میدان ۲و  ۱شتار معادلات استوکس، (مطابق با نو - ناویر

) برای تعیین پتانسیل الکتریکی در نقاط ۳الکتریکی (معادله 
 میدان محاسباتی حل خواهد شد.

ݐ߲ߩ߲  )۱( + ∇ሬሬԦ ∙ (ሬԦݑߩ) = 0 

)۲(  
ݐ߲(ሬԦݑߩ)߲ + ൫ݑሬԦ ∙ ∇ሬሬԦ൯(ݑߩሬԦ)= −∇ሬሬԦ ݌ + +(ሬԦݑߩ)ଶ∇(߶)ߥ  Ԧୠ୳୪୩ܨ

)۳(  ∇ଶ߰ = 0 
چگالی نیروی کالبدی  Ԧୠ୳୪୩ܨپارامتر غلظت و  ߶، ۲در معادله 

مقدار پتانسیل الکتریکی در هر  ߰، ۳هستند و همچنین در معادله 
  نقطه است.

و غلظت، از  (ߥ)برای تعیین رابطه تابعی بین لزجت سینماتیک 
توان  می ۴مطابق با رابطه ، رومرو و داویسوسیله  شده به مدل ارایه
  .[9]استفاده کرد

ߥ  )۴( = ଴ߥ ቎1 + 1.5 ߶ቀ1 − ߶ ߶ୡൗ ቁ቏ଶ
 

بیشینه غلظت ذرات کروی در کیک جرمی و معمولاً  ୡ߶، ۴در رابطه 
، برابر با لزجت ν଴همچنین  .شود در نظر گرفته می ۶/۰ا برابر ب

 است.سینماتیک سیال عاری از ذرات 
برای تعیین دینامیک ذرات و متعاقباً تغییرات غلظت ماده جامد 
در محیط لازم است تا اثر نیروی درگ سیال و نیروی براونی وارد بر 

در این صورت با شود. ذرات در شرایط جریان کلوئیدی لحاظ 
، برای حل دینامیک زیدنی) -(کیمدرنظرگرفتن معادله لنگوین 

به هدف این مقاله در تعیین اثر  ، با توجه۵ه شکل رابط ذرات به
ی رسوبی، علاوه بر عبارت اول ها بر مشخصه DC میدان الکتریکی

است، اثر  سمت راست که اثر نیروی درگ جریان را لحاظ نموده
در محاسبه  (Ԧ୆୰,௣ܨ)و نیروی براونی  (Ԧୈ୉୔,௣ܨ)نیروی الکتریکی 

 .شود دینامیک هر ذره لحاظ می
)۵(  

݉௣ ݐሬԦ௣݀ݑ݀ = ሬԦ௣ݑୱ൫ܪܽߤߨ6 − ሬԦ௙൯ݑ + Ԧ୆୰,௣ܨ + +Ԧୈ୉୔,௣ܨ ෍ Ԧୣܨ ୶୲,௣ 

ویسکوزیته دینامیکی سیال و  ߤشعاع ذره،  ܽ ،۵در رابطه 
هستند. مبین حالت ذره و سیال  ترتیب به ݂ و ݌ یها پانویس

که  [8]برای اعمال اثر غلظت است یک ضریب اصلاحی ୱܪ مچنینه
  .شود تعیین می (ୡ߶) عنوان تابعی از غلظت ماده در کیک جرمی به ۶ه مطابق با رابط

ୱܪ  )۶( = 1 + ൫2 3ൗ ൯߶ୡହ ଷൗ1 − ൫3 2ൗ ൯߶ୡଵ ଷൗ + ൫3 2ൗ ൯߶ୡହ ଷൗ − ߶ୡଶ 

  شود. تعیین می ۷علاوه نیروی براونی مطابق با رابطه  به

Ԧ୆୰,௣ܨ )۷( = ݐ୆ܶΔ݇ܽߤߨԦඨ12ߦ  

یک بردار تصادفی گوسی  ߦدما و  ܶثابت بولتزمن،  ୆݇، ۷در رابطه 
  است.
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الکتریک بر ذراتی که در محیط  در نهایت برای اعمال اثر نیروی دی
 شود. استفاده می ۸کنند، از رابطه  یک میدان الکتریکی عمل می

Ԧୈ୉୔,௣ܨ )۸( = ௙Reൣߝଷܽߨ2 ஼݂ெ(ߝ௣∗, ሬԦܧ௙∗)൧∇ሬሬԦ൫ߝ ∙  ሬԦ൯ܧ

ሬԦܧ، ۸در رابطه  = ∇ሬሬԦ߰  میدان الکتریکی وReൣ ஼݂ெ(ߝ௣∗,  ௙∗)൧ߝ
شده در  موستی (با تعریف ارایه - بخش حقیقی فاکتور کلاسیوس

الکتریکی مختلط ذره جامد  عنوان تابعی از دو ضریب دی ) به۹رابطه    است. ∗௙ߝو سیال  ∗௣ߝ

)۹(  ஼݂ெ൫ߝ௣∗, ௙∗൯ߝ = ∗௣ߝ − ∗௣ߝ∗௙ߝ +  ∗௙ߝ2

 (∗ߝ)الکتریک مختلط هر ماده  در یک حالت کلی، ضریب دی
و رسانش  (ϖ)ای میدان الکتریکی  عنوان تابعی از فرکانس زاویه به

  است. ۱۰برابر با رابطه  (ߪ)ماده 

∗ߝ  )۱۰( = ߝ − ߪ)݅ ϖ⁄ ) 
DC ،ϖکه در حالت میدان الکتریکی  = ∗ߝو بنابراین  ∞ =  ߝ

  است.
  
 الگوریتم حل - ۳

و نانوذرات  برای تعیین کمی رشد کیک جرمی در تصفیه عرضی
منحنی تغییرات زمانی شار جریان عبوری از غشا همچنین تعیین 

ی انعکاس ها عنوان تابعی از اندازه ذرات، اختلاف فشار، مکانیزم به
حل  ،ثانویهاثرات ذرات به جریان فعال و دیگر عوامل فیزیکی با 

. عنوان راهکاری جامع در نظر گرفت توان به میرا  ۵و  ۲ ،۱ معادلات
تواند بسته به  می) ۱(شکل بخش  شده در این لگوریتم حل معرفیا

. همان گونه که در توسعه یابد تغییر یا ی خاص هر مسالهها ویژگی
غلظت در همه  ،، در ابتدای محاسباتشود این شکل مشاهد می
 در نظر گرفته (଴߶)با یک مقدار اولیه  برابر نقاط میدان محاسباتی

حل ، با استفاده از یک روش Aه س از آن در مرحل. پشود می
در  ود.ش میدان جریان پایا در محیط محاسباتی تشکیل می ،مناسب
با حل معادله لنگوین، تغییرات سرعت و موقعیت مرکز ، Bه مرحل

 نیروی براونی، نیروی هندسی ذرات، براساس میزان نیروی درگ،
محاسبه  و سایر نیروهای خارجی اعمالی به هر ذره الکتریکی

ه روزرسانی موقعیت ذرات در مرحل هو پس از ب Cه در مرحل ود.ش می Bروزرسانی خواهد  ، مقدار غلظت در هر نقطه میدان محاسباتی به
نیروی کالبدی حاصل از  ، اندازه۱۱ه براساس رابط Dه در مرحل. شد

 (Ԧୡୟ୩ୣܨ)کند  مقاومت میدر مقابل جریان  که تخلخل کیک ذرات
 ۱۲در این رابطه مطابق با رابطه  ୡୟ୩ୣܭشود. پارامتر  تعیین می

  .شود تعیین می ୡ߶ و ߤ، (ୡୟ୩ୣܴ) مقاومت ماده کیک تابعی از عنوان به )،[9]کوزنی - رابطه کارمن(

Ԧୡୟ୩ୣܨ  )۱۱( = ୡୟ୩ୣܭߩሬԦݑ ൬ ߶߶ୡ൰ 
ୡୟ୩ୣܭ1  )۱۲( = ୡୟ୩ୣܴߤ = ߤ ୡଶ߶ܥ ୡܵଶ(1 − ߶ୡ)ଷ 

 a۳/با  برابر ୡܵو  ۵با  ، یک مقدار ثابت و برابرܥپارامتر  ۱۱ه در رابط
  هستند. 
، براساس تعداد نقاطی که وضعیت آنها از یک Eه در مرحل، در نهایت

در صورت  و است نقطه سیالی به یک نقطه کیک جامد تغییر یافته
کننده میدان جریان  تغییرات، مجدداً حل این اهمیت میزان

 Bت الگوریتم حل به جه ،در غیر این صورتشود،  می فراخوانی

جویی  خید و به این ترتیب در هزینه محاسباتی صرفهخواهد چر
 .خواهد شد

  

  
  فلوچارت متناظر با روش عمومی حل نانوتصفیه عرضی )۱شکل 

  
برای اعمال اثر مقاومتی محیط متخلخل غشا در مقابل جریان، 

العمل کیک ذرات در برابر جریان، یک پارامتر  مشابه با نحوه عکس ܴ୫ ًمعرف مقاومت ماده متخلخل غشا در برابر جریان و معادلا ،
و  (୫ߜ)که با نسبت معکوس به ضخامت غشا  ୫ܭیک پارامتر 

شود.  )، در نظر گرفته می۱۳مقاومت غشا وابسته است، (رابطه 
کننده غشا در برابر  ، نیروی مقاومت۱۱همچنین مشابه با رابطه 

  خواهد بود ۱۴جریان، مطابق با رابطه 

୫ܭ1  )۱۳(  = ߤ ܴ୫ߜ୫  

Ԧ୫ܨ  )۱۴( =  ୫ܭߩሬԦݑ

  
 روش عددی - ۴
 تعیین دینامیک جریان ،MRT شبکه بولتزمن - ۱- ۴

، لازم است تا ۱شکل لوچارت ف Aبرای حل میدان جریان در مرحله 
استوکس بهره گرفته  - از یک روش مناسب برای حل معادلات ناویر

ریزی  با قابلیت برنامه MRTاستفاده از روش شبکه بولتزمن . شود
برای حل در نقاط مش محاسباتی غیرمربعی، تنظیم مستقل مقادیر 

، در BGKن ویژه و سطح پایداری بالاتر نسبت به روش شبکه بولتزم
در آن ظهور و بروز  BGKکه همه امتیازات ویژه یک الگوریتم  حالی

سی سازی و برر عنوان ابزاری مناسب برای شبیه تواند به دارد، می
بیش از دو  هاویژه مسایلی که در آن ی مختلف جریانی بهها پدیده

مانند مساله  ،مقیاس زمانی در جزئیات فرآیند جریانی حضور دارند
. حرکت براونی نانوذرات در یک محیط آرام، مورد استفاده قرار گیرد

، روش، براساس حل صریح MRTو  BGKهای  در الگوریتم
محلی ذرات شبکه و مرحله مهاجرت ای (مرحله برخورد  دومرحله

کننده تغییرات  شده معادله بولتزمن و توصیف شکل جبری LBE  بنا شده است. (LBE)ذرات از شبکه) معادله شبکه بولتزمن 
Ԧݔبعدی، dشده در یک فضای  سینماتیک ذرات توزیع ∈ ؛ ௫Ժௗ )Ժߜ

௧Գ଴ߜ ߳ ௡ݐهای زمانی  مجموعه اعداد صحیح) و در طول گام ≔ ,௧{0,1ߜ  … }) ،Գ଴ ؛ مجموعه اعداد حسابی) است. مجموعه
که جهت مجاز انتقال و نفوذ ذرات را  LBEهای شبکه در  سرعت

های  کند، معمولاً متقارن است. بنابراین تعداد سرعت مشخص می
ݍشبکه برابر با  = (1 + سرعت  ܾ، شامل یک سرعت صفر و (ܾ

عدی معمولاً بُ ݀سرعت در فضای  ݍبا  LBغیرصفر است. یک مدل 
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سازی  منظور شبیه شود. در این مقاله به نامیده می ݍD݀Qصورت  به
های شبکه  ، با سرعتD2Q9جریان در محیط دوبُعدی از شبکه  { Ԧܿ௜|݅ = 0, 1, … ,   استفاده شده است. {8

ر برداری توان با نوشتا را میای  دومرحله LBEدر حالت کلی، معادله 
  .ارایه نمود ۱۵

)۱۵(  ௜݂(ݔԦ + Ԧܿ௜ߜ௧, ௡ݐ + (௧ߜ = ௜݂∗(ݔԦ, (௡ݐ = Ω( ௜݂) +  ௜ܨ
 نمایشگر وضعیت پسابرخورد است.  ۱۵، در معادله ∗که بالانویس 
تعریف  ۱۶صورت رابطه  های شبکه به ، سرعتD2Q9برای شبکه 

  شوند. می

)۱۶(  Ԧܿ௜ = ቐ(0, 0),                                     ݅ = 0(±1, 0)ܿ, (0, ±1)ܿ       ݅ = 1 − 4(±1, ±1)ܿ,                    ݅ = 5 − 8 

ܿدر اینجا  = ௫ߜ   های مکانی و زمانی هستند. گام ௧ߜو  ௫ߜو  ⁄௧ߜ
,Ԧݔ)௜݂و  ௜ܨ، ۱۵در رابطه  ترتیب بردار نیروی وارد بر المان  به (௡ݐ

سیال در هر جهت شبکه و بسط هرمیت تابع توزیع بولتزمن در 
 عملگر برخورد است.  Ωشبکه هستند. همچنین 

و  ߩطور مثال چگالی ذرات شبکه  های پایای جریان، به ممان ݆ఈ = هستند. برای اطلاعات بیشتر  ௜݂، تابعی از تابع توزیع ఈݑߩ
در زمینه چگونگی بارگذاری دینامیک شبکه بولتزمن و اعمال 

  مراجعه کرد.  [12]و همکاران کروجرتوان به منبع  شرایط مرزی می
محدودیت آشکار بر استفاده از روش شبکه بولتزمن در حل یک 

مسایل مختلف، ارتباط ویژه گام زمانی با گام مکانی حل مساله 
عنوان مثال زمانی که طول محیط جریان (در یک مساله  است. به

 ۴۰۰متر است و  میلی۷فیلتر)  تصفیه عرضی در محیط یک ماکرو
ستفاده در روش استاندارد فاصله مربعی (مورد ا نقطه با چیدمان هم

شبکه بولتزمن) در این طول، آرایش نقاط محاسباتی محیط حل را 
متر، گام زمانی برابر با e۷۵/۱-۵کنند که برای گام مکانی  ایجاد می

۵-e۱/۵ ثانیه خواهد بود. به این ترتیب، برای حل یک فرآیند
گام  میلیون۲دقیقه، فرآیند حل باید حدود ۱۰۰تصفیه با دوره زمانی 

زمانی پی در پی اجرا شود. این حجم از محاسبات برای اجرا در یک 
کامپیوتر شخصی، اگر نه غیرممکن که بسیار پُرهزینه است، با 

سازی در رقابت با محاسبات آزمایشگاهی  اهداف اصلی فرآیند شبیه
  در تناقض قرار خواهد داشت.

رد، محدودیت دوم بر استفاده از روش شبکه بولتزمن استاندا
چیدمان مربعی نقاط است. اگر چه نویسندگان این مقاله با استفاده 

، روش لازم برای MRTاز مزایای مترتب بر یک شبکه بولتزمن 
های غیرمربعی نقاط (تولید مش در دستگاه  استفاده از چیدمان

اند، با  متعامد) در شبکه بولتزمن را توسعه و مورد استفاده قرار داده
نماید و  حجم محتوای فعلی که خارج از حوصله میاین حال از نظر 

های ترکیبی در  همچنین با توجه به برخی مزایای استفاده از روش
جای حل  حل مسایل کاربردی، آن گونه که پیش از این اشاره شد، به

تعیین دینامیک ذرات  )، حل مزوسکوپیک معادله لنگوین برای[10 ,9](مانند برخی مطالعات CDEمستقیم معادله دیفرانسیل جزئی 
مورد استفاده قرار گرفته است. در این حالت، با توجه به ضخامت 
ناچیز کیک جرمی (در حد چند میکرومتر) در مقابل با بعد عرضی 

جریان مورد نظر، دینامیک ذرات متحرک تنها در بخش نزدیک  ماکرو
% عرض جریان ۵ای با عرضی برابر با  به سطح غشا (در محدوده

مورد توجه قرار گرفته و برای باقیمانده جریان فرض برابری اصلی) 
درآمد فرآیند حل منظور شده است. برای  ، پیش଴߶غلظت با مقدار 

حل مزوسکوپیک معادله لانگوین ذرات در این محدوده، در بخش 

براساس الگوریتم  LB-CAکارلوی  مونته -بعد، روش مزوسکوپیک
حرکت محدود و اتفاقی ذرات ( چوپاردو  ماسولتشده توسط  معرفی

  معرفی شده است. [11]در هندسه سلولی) 
 برای حل مزوسکوپیک معادله لانگوین LB-CAروش  - ۲- ۴

در حالت کلی، انتقال ذرات در سیال متاثر از اثر ترکیبی و دوسویه 
ذره، نیروهای ناشی از شتاب ثقل و شناوری و بیش از  -جریان
، در [11]چوپاردو  ماسولتدر ابتدا ها نیروی براونی ذرات است.  این

را  CAهایی مانند بارش برف، یک مدل  سازی پدیده راستای شبیه
پیشنهاد نمودند که در آن حرکت ذرات با استفاده از یک الگوریتم 

شود. در این شیوه حل به هر سلول  بینی می کارلو پیش مونته
,Ԧݔ)௣ܰمحاسباتی، تعداد معینی از ذرات  اده اختصاص د (ݐ

شود. سپس ذرات تنها مجاز به حرکت در جهات خاصی خواهند  می
شود (دقیقاً مشابه با حرکت ذرات  وسیله شبکه تعیین می بود که به

در شبکه بولتزمن). ایده کلیدی در این روش، جهش ذرات به نقاط 
، (شکل Ԧݔδجایی هر ذره،  همسایه براساس مقایسه تصویر بردار جابه

۲- a چپ با ۱) در دو جهت اصلی شبکه (راست با شمارنده ،
)، با یک زوج ۴و پایین با شمارنده  ۲، بالا با شمارنده ۳شمارنده 

وسیله پردازنده محاسباتی قرار دارد. در  عدد تصادفی تولیدشده به
 D2Q9جایی ذره در یک شبکه  ، مثالی از قاعده جابهc - ۲شکل 

) نمایش b -۲لاگرانژی (شکل جایی  مستطیلی، در قیاس با جابه
کننده مدیریت  داده شده است. استفاده از این روش، تضمین

اشکال حرکت ذرات در حدود نقاط محاسباتی خواهد  هزینه و بی کم
، معمولاً (ݐߜ)ازای گام زمانی  جایی ذره به بود. در حالت کلی، جابه

ی منجر به جایابی ذره در یک نقطه محاسباتی دیگر در همسایگ
وضعیت فعلی آن نخواهد شد. از این رو همواره موقعیت ذره به 

) انتقال خواهد یافت. این b -۲مابینی (شکل  یک نقطه فی
ویژه زمانی که در چالش با شرایط مرزهای جامد متغیر  موضوع، به

یا ثابت با زمان هستیم، مانند شرایط رشد کیک جرمی، 
اید. برای ورود درست به نم هایی را به روند حل تحمیل می پیچیدگی

براساس  (௜ݎܲ)این چالش در هر گام زمانی، یک پارامتر احتمالاتی 
)، به اندازه ۴و  ۳، ۲، ۱جایی (در جهات اصلی  نسبت اندازه جابه

  شود. تعیین می ۱۷مش مطابق با رابطه 

 
)۱۷(  

௜ݎܲ = max ൬0, ሬԦ௣ݑ ∙ Ԧܿ௜ =  ൰ݔ∆ݐ∆ max ቆ0, ݔ∆Ԧ௣ݔ∆ ∙ Ԧܿ௜ቇ , ݅ = 1 − 4 

Ԧ௣ݔ∆که  = ∗Ԧ௣ݔ)است. همچنین موقعیت بعدی ذره  ݐ∆ሬԦ௣ݑ با  (
  شود.  تعیین می ۱۸استفاده از رابطه

∗Ԧ௣ݔ  )۱۸( = Ԧ௣ݔ + ଵߣ Ԧܿଵ + ଶߣ Ԧܿଶ + ଷߣ Ԧܿଷ + ସߣ Ԧܿସ 

با  ௜ߣ، متغیرهای بولی هستند و مقادیر ௜ߣ، پارامترهای ۱۸در رابطه 
ଵݎܲطور مثال زمانی که  بهیک هستند.  برابر با ௜ݎܲاحتمال  > و  0

ଶݎܲهمچنین  > ଷݎܲهستند (متعاقباً  0 = ସݎܲ = و  0 ଷߣ = ସߣ = )، یعنی زمانی که ذره در اثر نیروهای اعمالی دارای 0
)، احتمال این که ذره در موقعیت فعلی خود بدون حرکت باقی a - ۲های مثبت در جهات راست و به سمت بالاست (شکل  جایی جابه

ଵߣ)بماند  = 0, ଶߣ = 1)، برابر با (0 − ଵ)(1ݎܲ − خواهد  (ଶݎܲ
منظور بارگذاری این رویه انتقالی، در هر گام زمانی و برای هر  بود. به

,ଵݎ)ذره واقع در مرکز یک مش، یک زوج عدد تصادفی  ، (ଶݎ
شود. پس  وسیله یک روال مناسب تولید اعداد تصادفی تولید می به

نهایی  ، وضعیت۱۹شده در رابطه  کارلو ارایه از آن با الگوریتم مونته



 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــاحسان داورپناه و علیرضا تیمورتاش  ۱۰۶۶
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∗Ԧ௣ݔ)ذره  و دو عدد  ଶݎو  ଵݎ، اعداد تصادفی (Ԧ௣ݔ)، از وضعیت اولیه (   ، تعیین خواهد شد.ଶݎܲو  ଵݎܲ

۔ۖەۖ  )۱۹(
ଵݎ ۓ > , ଵݎܲ ଶݎ > ଶݎܲ → ∗Ԧ௣ݔ  = ଵݎ                Ԧ௣ݔ ൏ , ଵݎܲ ଶݎ > ଶݎܲ → ∗Ԧ௣ݔ  = Ԧ௣ݔ + Ԧܿଵ∆ݎ ݐଵ > , ଵݎܲ ଶݎ ൏ ଶݎܲ → ∗Ԧ௣ݔ  = Ԧ௣ݔ + Ԧܿଶ∆ݎ ݐଵ ൏ , ଵݎܲ ଶݎ ൏ ଶݎܲ → ∗Ԧ௣ݔ  = Ԧ௣ݔ + Ԧܿହ∆ݐ  

  

  
کردن لاگرانژی و  های دنبال ای از انتقال ذرات با استفاده از روش نمایه )۲شکل 
، D2Q9حرکت ذره نسبت به شبکه  a)؛ LB-CAکردن با استفاده از الگوریتم  دنبال (b  ،حرکت لاگرانژی ذرات نسبت به شبکه(c  حرکت نسبت به شبکه براساس
بُعدی و توابع احتمالاتی متناظر  ای از هندسه سلولی یک نمایه LB-CA ،(dروش 

 با مهاجرت ذرات از و به سلول مرکزی
  

، منوط به استفاده از روش شبکه بولتزمن در حل LB-CAاستفاده از 
کننده جریان دیگری  جریان نیست و این روش در ترکیب با هر حل

هم قابل استفاده خواهد بود. همچنین انتخاب شبکه حرکت ذرات 
 D2Q9متعامد مانند  - های متقارن ، محدود به شبکهLB-CAدر 

قاط محاسباتی نیست و از این رو استفاده از این روش در محیط ن
پذیر خواهد بود. بیش از  با هندسه چیدمانی غیرمربعی هم امکان

)، تعیین وضعیت ذره ۱۹(رابطه  LB-CAاین با توجه به سینماتیک 
در هر لحظه زمان تنها به سرعت محلی ذره وابسته است و به شرایط 
نیاز  در نقاط همسایه وابستگی ندارد. به این ترتیب، فرآیند حل، بی

هایی مانند حجم  زنی متداول در روش  های متعارف گام رآینداز ف
محدود و غیره و با شروع از هر نقطه در میدان محاسباتی پیش 

های  تواند همزمان همه سرنخ خواهد رفت. یعنی پردازنده می
پردازشی (هر هسته یک سرنخ) را بی نیاز از تعیین تکلیف داده در 

  ختصاص دهد.سایر نقاط همسایه به فرآیند حل ا
که در آنها مساله تصفیه نانوذرات  [13]اگر چه تاکنون در کارهایی

جای  به LB-CAغبار از جریان هوا مورد پژوهش قرار گرفته، از روش 
برای تعیین دینامیک ذرات بهره  (CDE)حل معادله انتقال جرم 

با  LB-CAای ذرات در  گرفته شده، با این حال مکانیزم حرکت پله
درستی مقایسه نشده است و بنابراین کیفیت اعداد  ، بهCDEمعادله 

تصادفی مورد نیاز برای بارگذاری این روش عددی مشخص نیست. 
 CDEدر ادامه، برای سادگی و همچنین اختصار در بحث، معادله 

استخراج شده و در مورد لوازم  LB-CAبُعدی از دینامیک  یک

  بحث شده است. LB-CAبارگذاری 
 LB-CAبُعدی از  یک CDEخراج معادله است - ۱- ۲- ۴

صورت ضمنی در بخش قبل به آن اشاره شد، در  همان طور که به
سلول همسایه آن  ۸یک فضای دوبُعدی، ذرات در هر سلول از 

شوند و ذرات سلول به نوبه خود امکان مهاجرت از، یا  تامین می
  ماندن در، سلول فعلی را خواهند داشت.  باقی
بُعدی ذرات هر سلول، حاصل  ر یک فضای یکطور مشابه د به

مهاجرت ذرات از دو همسایه قبلی و بعدی به موقعیت سلول و 
همچنین مهاجرت یا ابقای ذرات سلول هستند. وضعیت سه سلول 

نمایش داده شده  d -۲بُعدی در شکل  مورد بحث در محیط یک
(سلول مرکزی)  ݅، ذرات در سلول d-۲است. مطابق با شکل 

(در صورتی که جهت سرعت ذره به سمت  ௜,ଵݎܲتوانند با احتمال  می
(در  ௜,ଶݎܲ) یا با احتمال ݂راست باشد)، به همسایه بعدی (سلول 

صورتی که جهت سرعت ذره به سمت چپ باشد)، به همسایه قبلی 
با احتمال  ݂)، مهاجرت نمایند. همچنین ذرات سلول ܾ(سلول  وارد خواهند شد.  ݅، به سلول ௕ݎܲا احتمال ب ܾ، و ذرات سلول ௙ݎܲ

 ۲۰توان به شکل رابطه  بنابراین معادله دینامیک انتقال ذرات را می
  نوشت.

)۲۰(  ௜ܰଵ = ௜ܰ଴ − ௜ܰ୭୳୲ + ௙ܰ୧୬ + ௕ܰ୧୬ 

کرده از  ذرات مهاجرت ௜ܰ୭୳୲، ݅تعداد اولیه ذرات در سلول  ௜ܰ଴که 
ذرات  ௕ܰ୧୬و  ݂از سلول  ݅ذرات ورودی به سلول  ௙ܰ୧୬، ݅سلول 

هستند. بنابراین مقدار هر یک از  ܾاز سلول  ݅ورودی به سلول 
، ௜,ଶݎܲ، ௜,ଵݎܲ، از احتمالات انتقال ௕ܰ୧୬و  ௜ܰ଴ ،௜ܰ୭୳୲ ،௙ܰ୧୬عبارات    شوند. تعیین می ۲۱- ۲۴شده در روابط  ترتیب ارایه و به ௕ݎܲ، و ௙ݎܲ

)۲۱(  ௜ܰ଴     =  ߶௜ܣୡୣ୪୪ 
)۲۲(  ௜ܰ୭୳୲ =  ߶௜(ܲݎ௜,ଵ +  ୡୣ୪୪ܣ(௜,ଶݎܲ
)۲۳(  ௙ܰ୧୬   =  ߶௙ܲݎ௙ܣୡୣ୪୪ 
)۲۴(  ௕ܰ୧୬   =  ߶௕ܲݎ௕ܣୡୣ୪୪ 

مساحت سلول  ୡୣ୪୪ܣچگالی ذرات بر واحد سطح و  ߶در اینجا، 
  هستند.

، معادله ۲۰در رابطه  ۲۱- ۲۴گذاری روابط  به این ترتیب، با جای
  یابد. تغییر می ۲۵صورت رابطه  بهانتقال سلولی 

)۲۵(  ߶௜ଵ = ߶௜ ቀ1 − ൫ܲݎ௜,ଵ + ௜,ଶ൯ቁݎܲ + ߶௙ܲݎ௙+ ߶௕ܲݎ௕ 
، ௕߶و  ௙߶با درنظرگرفتن بسط تیلور (با دقت مرتبه دوم) عبارات 

و  ௙ݎܲو بسط تیلور (با دقت مرتبه اول) عبارات  ௜߶حول مقدار  گذاری در  ، و جای௜,ଵݎܲو  ௜,ଶݎܲترتیب  ، حول مقدارهای به௕ݎܲ
  داریم: ۲۵رابطه 

)۲۶(  ߶௜ଵ = ߶௜ ቀ1 − ൫ܲݎ௜,ଵ + + ௜,ଶ൯ቁݎܲ ቆ߶௜ + ߲߶௜߲ݔ ݔߜ + 12 ߲ଶ߶௜߲ݔଶ ଶቇݔߜ ൬ܲݎ௜,ଶ + ݔ௜,ଶ߲ݎ߲ܲ + ൰ݔߜ ቆ߶௜ − ߲߶௜߲ݔ ݔߜ + 12 ߲ଶ߶௜߲ݔଶ ଶቇݔߜ ൬ܲݎ௜,ଵ − ݔ௜,ଵ߲ݎ߲ܲ  ൰ݔߜ
(مطابق با  ௜,ଶݎܲو  ௜,ଵݎܲبا توجه به رابطه سرعت ذره و احتمالات 

  ):۲۷رابطه 

௣ݑ  )۲۷( ݔߜݐߜ = ௜,ଵݎܲ −  ௜,ଶݎܲ

  خواهد شد. ۲۸، منتج به رابطه ۲۶حاصلضرب جملات در رابطه 
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)۲۸(  

߲߶௜߲ݐ + ߲൫߶௜ݑ௣൯߲ݔ = ቈ12 ൫ܲݎ௜,ଵ + ௜,ଶ൯ݎܲ ݐଶ߲ݔߜ ቉ ߲ଶ߶௜߲ݔଶ+ ߲߶௜߲ݔ ߲൫ܲݎ௜,ଵ + ݔ௜,ଶ൯߲ݎܲ −ݐଶ߲ݔߜ 12 ߲ଶ߶௜߲ݔଶ ݔ௣߲ݑ߲ ଶݔߜ  

௜߶߲که  ⁄ݐ߲ = (߶௜ଵ − ߶௜) ، ۲۸است. همچنین در رابطه  ⁄ݐ߲
علت  عبارت سوم سمت راست معادله در مقایسه با سایر عبارات، به

ناپذیر جریان در شبکه بولتزمن، حداقل دو مرتبه  ماهیت شبه تراکم
شود. همچنین برای  تر است، بنابراین از معادله حذف می کوچک

بُعدی در هر نقطه  یک CDE، با معادله ۲۸مشابهت کامل معادله 
 ):۲۹(رابطه 

ݐ߲߶߲  )۲۹( + ߲൫ݑ௣߶൯߲ݔ = ܦ ߲ଶ߶߲ݔଶ  

 بُعدی در هر نقطه: لازم است در فضای یک
ܦ  )۳۰( = 12 ଵݎܲ) + (ଶݎܲ ݐଶ߲ݔߜ  

 طور مشابه در فضای دوبُعدی در هر نقطه و به
ܦ  )۳۱( = 12 ൫ܲݎ୶ + ୷ݎܲ + ୷൯ݎ୶ܲݎܲ ݐଶ߲ݎߜ  

୶ݎܲباشد که در این رابطه  = ଵݎܲ) + ୷ݎܲ، (ଷݎܲ = ଶݎܲ) +   کمینه اندازه گام مکانی هستند. ݎߜو  (ସݎܲ
بنابراین تولید اعداد تصادفی با توزیع احتمال یکنواخت با مقدار 

تواند پاسخگوی فرآیند حل باشد. همچنین  متوسط غیرصفر می
لازم است که عبارت  ۲۹و  ۲۸برای مشابهت کامل بین معادلات 

دو عبارت اول  مرتبه از کیکه  ۲۸سوم سمت راست معادله 
از مرتبه  ݎܲߜ. در این صورت در هر نقطه تر بوده، حذف شودکوچک

نقطه  خواهد بود. یعنی با شروع از یک یا چند (1)݋بزرگی یک 
با هم فاصله دارند)،  ۱۰ݔߜمبنا در میدان حل (که این نقاط حداقل 

در هر نقطه به نحوی تنظیم شود که نسبت به  ݎܲߜباید تغییرات 
شده همسایه در گام زمانی فعلی  سایر نقاط تعیین وضعیت

   باشد. ۱/۰تر از  کوچک
 روش حجم کنترل و حل معادله پتانسیل الکتریکی - ۲- ۴

ل سلولی دینامیک ذرات، در شرایطی که میدان الکتریکی بر برای ح
ୈ୉୔,௣ܨخط سیر ذرات تاثیر قابل توجهی دارد، لازم است تا عبارت  = ,ݔ)ୈ୉୔,௣ܨ درستی تعیین شود. در این شرایط  به (ݕ

با یک الگوریتم عددی مناسب حل شود. در این کار،  ۳باید معادله 
برای حل معادله پتانسیل الکتریکی، یک روش حجم کنترل ضمنی 

ها و  استفاده شده است. هندسه نقاط به نحوی است که تعداد سلول
ابرند یافته در هر ردیف با هم بر های مستطیلی آرایش شبکه ୪ୠݔܽ݉݅) = ها در هر  . همچنین نسبت تعداد سلول(୊୚ݔܽ݉݅

୊୚ݔ݆ܽ݉)ها در آن  ستون به تعداد شبکه مقداری  ⁄(୪ୠݔ݆ܽ݉
ி௏ݔܽ݉ܬدراین مقاله تر یا مساوی یک ( صحیح بزرگ  ⁄௟௕ݔܽ݉ܬ

علت ضخامت ناچیز کیک جرمی در  ) است. در این کار به١٥برابر با 
، تنها یک ۳سلول تصفیه، حل معادله  جریان در ماکروقیاس با بعد 

% عرض ۵برابر با  ୪ୠݔ݆ܽ݉شده  بار و در ابتدای محاسبات انجام
  جریان در نظر گرفته شده است.

  
 اعمال روش پیشنهادی به یک مساله نوعی - ۵

در نظر گرفته شده  ۳محیط جریان تصفیه عرضی مطابق با شکل 
شبه سهموی در اثر اختلاف فشار در است. جریان با نمایه سرعت 

و اختلاف فشار جریان اصلی و  ୭ܲ୳୲و  ୧ܲ୬دو سوی کانال 
شود. رابطه بین  تشکیل می (ܲܯܶ)دست غشای متخلخل  پایین مطابق با رابطه  ୮ܲୣ୰دست المان تصفیه،  و فشار در پایین ܲܯܶ
طولی برابر فاصله از  ଴ܮشود. در این رابطه،  در نظر گرفته می ۳۲

  ورودی کانال تا نیمه طول غشا است. 

ܲܯܶ  )۳۲( = ୧ܲ୬ − ܮ଴ܮ ( ୧ܲ୬ − ୭ܲ୳୲) − ୮ܲୣ୰ 
تغییر  kpa۶۱تا  ۲۱، در بازه ܲܯܶدر انجام محاسبات اختلاف فشار 

داده شده است. همچنین اندازه ذرات در حدود ذرات کلوئیدی و از 
) در نظر گرفته شده و غلظت nm۳۰۰و  ۱۵۰(دو مقدار  nm۱۰۰مرتبه 

- ۴ماده جامد در محلول بر حسب نسبت سطح به سطح، معادل با 

فرض شده  ۹×۱۰-۳حجم به حجم در شرایط آزمایشگاهی برابر با  ۸×۱۰
ݔߜ=۱۵است. بنابراین با نسبت اندازه  برای هر سلول، در ابتدا  ⁄ݕߜ

طور  و بهترتیب  به nm۳۰۰و  ۱۵۰در هر سلول برای اندازه ذرات 
اند. علاوه بر این برای محاسبه اثر  ذره قرار داده شده ۵/۰و  ۲متوسط 

الکتریک  ، بر فرآیند تصفیه عرضی ضریب دیDCمیدان الکتریکی 
 (SiO2)الکتریک ماده جامد  و ضریب دی ۸۰سیال حامل (آب) 

هستند. همچنین برای تشکیل میدان الکتریکی مطابق  ۹/۳برابر با 
های الکتریکی تراوایی تشکیل  سه ممبرین از پل، هند۳با شکل 

برابر عرض هر پل بوده و به هر پل ۲ها  شده که اندازه گام پل
߰)معین،  DCالکتریکی، یک ولتاژ الکتریکی  = ߰௠) متصل ،

ها  و اندازه عرض پل v۵۰۰، بین صفر تا DCشده است. مقدار ولتاژ 
 است. تغییر نموده μm۹۰۰تا  ۲۰۰بین 

  

  
  نمایه محیط دوبُعدی نانوتصفیه عرضی و شرایط مرزی متناظر )۳شکل 

  
 بررسی اعتبار - ۶

برای بررسی اعتبار روش حل تصفیه عرضی، نتایج روش حل با حل 
و نتایج تجربی موجود در این زمینه، در  رومرو و داویستئوری 

قالب دو مساله مقایسه شده است. مقایسه با نتایج تجربی، متمرکز 
ست که در آنها، ناشی از اختلاف فشار در بالادست بر مسایلی ا

دست جریان تصفیه، تشکیل کیک  جریان اصلی در کانال و پایین
جرمی، محرز و عاملی بر کاهش شار جریان باشد. در حقیقت عامل 
ترمودینامیک مهمی که معمولاً در مقابله با اختلاف فشار دو سوی 

آورد، گرادیان  ل میسطح غشا از تشکیل کیک جرمی ممانعت به عم
. [7]فشار اسمزی است که با توان سوم شعاع ذره رابطه معکوس دارد

نانومتر است، ایجاد ۱۰ذره از مرتبه چند  بنابراین زمانی که اندازه نانو
تواند اثر اختلاف فشار اسمزی را  یک اختلاف فشار اندک هم می

خنثی نماید، از این رو تشکیل کیک جرمی حتمی خواهد بود. 
دلیل نمایش توانایی مدل عددی پیشنهادی در محاسبه کیک  به

مقایسه  [14]و همکاران هونگجرمی، نتایج عددی با نتایج تجربی 
منظور تعیین سینماتیک تشکیل کیک جرمی، عمده  اند. آنها به شده
تایج آزمایشگاهی خود را در سه سری آزمایش برای ذرات با ن

 kpa۲۱و  ۴۱، ۶۲، برای سه اختلاف فشار nm۳۰۰و  ۱۵۰های   اندازه
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درصد حجمی ۰۳/۰، و ۰۰۵/۰، ۰۱/۰ (଴߶)و برای غلظت بالادستی 
اند که در این بین، با توجه به ارتباط دوطرفه شار جریان  انجام داده

یعنی میزان ضخامت و مقاومت ماده، و پارامترهای کمی کیک، 
نتایج آزمایشات درباره اثر اختلاف فشار (مرتبط با آهنگ شارش 
سیال از محیط متخلخل غشا) و اندازه ذرات (مرتبط با پارامترهای 

عنوان مرجعی برای آزمایش روش عددی در تعیین  کمی کیک) به
 رشد کیک مورد استفاده قرار -صحیح سینماتیک جریان تصفیه

 اند. گرفته
مادی تصفیه، در انجام آزمایشات سلول  -از نظر پارامترهای هندسی

ترتیب  های به ای با طول و قطر شکل یک محیط استوانه تصفیه به
بوده است. ذرات جامد از جنس جامد سیلیکا  mm۷و  ۲۵۰ (SiO2) های تجاری  با نامPST-1  وPST-3  انتخاب شد و بار

الکتریکی این ذرات خنثی بوده است. در نهایت، تخلخل ماده کیک 
است که به این  ۳۷/۰، برابر با (ୡ߳)آمده از آزمایشات  دست به

ୡ߶ترتیب غلظت ماده جامد در محیط کیک  = 1 − ߳ୡ = 0.63 
  خواهد بود. 

از نظر پارامترهای عملیاتی تصفیه، در انجام آزمایشات تجربی 
بوده و  msିଵ۲۴۶/۰متوسط جریان در سلول تصفیه برابر با سرعت 

های  )، برای ذرات به اندازه۱۱کوزنی (رابطه  - با توجه به رابطه کارمن
، مقاومت هیدرودینامیک ماده کیک در مقابل جریان nm۳۰۰و  ۱۵۰

هستند. همچنین  m-2۱۰۱۶×۱۲۵/۱و  ۵/۴×۱۰۱۶ترتیب برابر با  نشتی، به
  خواهد بود. m-1۱۰۱۲×۱/۱مقاومت محیط غشا برابر با 

، ابتدا باید ضخامت ۱۴در معادله  ୫ܭآوردن عبارت  دست برای به
غشای مورد استفاده در آزمایشات معین شود. با توجه به این که در 

، شار جریانی معادل با kpa۶۱ازای اختلاف فشار  ، به[14]یک مقاله ms-1۵ -۱۰×۷/۴ ای ممبرین با اندازه  های استوانه در سوراخnm۲۰ 
ایجاد شده است، براساس رابطه بین سرعت متوسط جریان آرام در 

اندازه سوراخ و طول سوراخ و  لوله، اختلاف فشار، لزجت دینامیکی،
୫ߜعبارتی ضخامت ممبرین  به = ଶܦ݌∆ ⁄ݒ̅ߤ32  μm۱۶، برابر با  

خواهد بود. در این صورت، مقدار فیزیکی ضریب سرعت در رابطه 
۱۴ ،1 است. برای تبدیل این پارامتر  s-1۱۰۱۶×۸۸/۶، برابر با ⁄୫ܭߩ

) به پارامتر معادل آن در realشده با پانویس  فیزیکی (مشخص
) از ارتباط lbشده با پانویس  فضای شبکه بولتزمن (مشخص

୫ୣ୫ܴابعادی بین  = ܴ୫  ۳۳دو فضا، مطابق با رابطه  ، در⁄୫ߜ
  شود. استفاده می

)۳۳(  ܴ୫ୣ୫,୪ୠܴ୫ୣ୫,୰ୣୟ୪ = ൬݈୰ୣୟ୪݈୪ୠ ൰ଶ
 

کننده در برابر جریان عبوری از  در اینجا بعد هیدرودینامیک مقاومت
) و بعد هیدرودینامیک nm۲۰برابر با قطر سوراخ غشا ( (୰ୣୟ୪݈)غشا 

هم مسیر هایی بوده که مستقل از  در محیط شبکه، معادل با سوراخ
اند و بنابراین برابر با یک است. همچنین با  جریان را فراهم آورده

، در فضای (ν)و لزجت سینماتیک  (ߩ)توجه به این که چگالی 
2߬)یک و ترتیب برابر با  شبکه بولتزمن به − 1) هستند، برای  ⁄6
߬ضریب تخفیف  = (که در همه محاسبات از آن استفاده شده  1

1است)، مقدار  ⁄୫ܭߩ = ߤ) ⁄ߩ )ܴ୫ୣ୫  در فضای شبکه برابر با
شود که این مقدار بسیار بیشتر از بیشینه مجاز برای  می ۵۲/۲۷

) است. بنابراین برای اجرای یک حل صحیح در ۵/۰ضریب سرعت (
محیط شبکه بولتزمن، ضخامت غشا در محیط حل عددی، چند 

شود. در انجام  تر از مقدار حقیقی در نظر گرفته می مرتبه بزرگ
نقطه محاسباتی پوشش داده  ۴۵۰با  mm۷ات ارتفاع کانال محاسب

است.  m۵ -۱۰×۵۵/۱، برابر با ݔδشده، از این رو، گام فضایی 

؛ گام lu۴۰ )luیک مستطیل به عرض  همچنین محیط غشای
) اختیار شده است. به این ترتیب مقدار ݔδشبکه؛ معادل با  ܴ୫ୣ୫ در فضای حقیقی برابر با ،s-1۱۰۱۵×۷۷/۱  و در نتیجه، ضریب

 و در محدوده مجاز قرار خواهد داشت. ۱۱/۰سرعت برابر با 
1) ۱۲برای تعیین عبارت ضریب سرعت در معادله  ، ⁄(ୡୟ୩ୣܭߩ

مشابه با حالت تعیین ضریب سرعت برای غشای ممبرین عمل 
، برابر با فاصله ۳۳در معادله  ୰ୣୟ୪݈شود. با این تفاوت که  می

ای  فاصله ℎୣ୯است. در حقیقت،  (ℎୣ୯)تعادلی سطوح ذرات کیک 
است که در آن نیروهای جذبی واندروالسی، جذبی اسید پایه، دفعی 

کننده لایه  مایع قطبیده و نیروی مقاومت - الکترواستاتیک سطح
شونده، به تعادل  نزدیک هم لزج سیال بین سطوح کروی ذرات به

به  رسد و از نزدیکی یا دورشدن بیشتر سطوح ذرات ممانعت می
، از روابط لازم برای هر یک از ℎୣ୯آید. برای تعیین  عمل می

آمده، استفاده شده است و  [8]نیروهای فوق که در یک پژوهش
و  ۵/۵ترتیب  به nm۳۰۰و  ۱۵۰های  ، برای ذراتی به اندازهℎୣ୯مقدار  nm۷ ترتیب  و از این رو، ضریب سرعت برای این دو اندازه ذرات، به
  خواهند بود. ۱۱/۰و  ۲۴/۰

های غشا  پس از ارایه نکات لازم برای تعیین ضریب سرعت محیط
و کیک در فضای شبکه از مقدار حقیقی آن، ذکر یک نکته دیگر 
بوده است. در  mm۲۵۰و طول سلول تصفیه برابر با  msିଵ۲۴۶/۰ضروری است. در انجام آزمایشات، سرعت متوسط جریان اصلی 

منظور انجام محاسبات در  بهبر عدد یک ( ߬صورت تنظیم 
؛ گام زمانی شبکه) خواهد lt؛ گام مکانی شبکه و lu( lultିଵ۶۳/۰ترین توالی ممکن)، سرعت متوسط اصلی در ابعاد شبکه  سریع

بود که این مقدار خیلی بیشتر از حدود پایداری سرعت شبکه 
)lultିଵ۳/۰ است. در حقیقت برای اجرای محاسبات در روش (

منظور نیل به حداکثر  در یک فرآیند حل پایدار و به شبکه بولتزمن
ناپذیر لازم است تا  مشابهت شرایط جریان به یک جریان تراکم
باشد. از  lultିଵ۰۱/۰حداکثر سرعت در محیط حل عددی از مرتبه 

 ۴۵۰، جهت عمودی با mm۷طرف دیگر، زمانی که برای ارتفاع 
ت افقی (به نقطه پوشش داده شده است، برای پوشش دادن جه

نقطه خواهد بود. اما حل در  ۱۶۱۰۰) نیاز به حدوداً mm۲۵۰طول 
بر خواهد بود. این  بسیار زمان lu۱۶۱۰۰×lu۴۵۰یک محیط با اندازه 

مشکل حتی با انجام محاسبات در میدان نقاطی که نسبت گام 
ݔδ)مکانی طولی به گام مکانی عرضی  δݕ⁄ به اندازه دلخواه  (

یک تنظیم شده است (با استفاده از روش شبکه بولتزمن  تر از بزرگ MRT  در میدان نقاط محاسباتی با چیدمان غیرمربعی)، بهبود
ها  چندانی نخواهد یافت. چون در این شرایط مساحت سلول

افزایش یافته و هر سلول برای پُرشدن و رسیدن غلظت محتوای آن 
߶به حالت کیک جرمی با  = ߶ୡ  به نسبتδݔ δشدن  ، به انباره⁄ݕ

تعداد ذرات بیشتری نیازمند است، به این ترتیب، زمان محاسبات 
  مجدداً افزایش خواهد یافت. 

با توجه با آنچه گفته شد، باید تدبیری برای حل جریان با سرعت 
مناسب و همچنین راهی برای کاهش تعداد نقاط محاسباتی در نظر 

رشد آن با حداکثر  گرفته شود، به نحوی که فیزیک تشکیل کیک و
مشابهت تخمین زده شود. در مساله تصفیه عرضی همواره برای 
شرط مرزی در سطح مرز جامد تراوا، اعم از سطح اولیه تمیز غشا یا 

در  ۳۴صورت رابطه  سطح کیک جرمی، شرایط عدم عبور جرم و به
  شود.  نظر گرفته می

߶௡ݑ  )۳۴( − ܦ ߲߶߲݊ = 0 
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  جهت عمود بر مرز جامد تراوا است. ݊در این رابطه، 
و سرعت متوسط  (୫ܮ)ازای طول غشا  را به ۳۴توان رابطه  می

)جریان عرضی  ୡܷ୰) در این صورت، مشابهت بین دو . بعد کرد بی
های مختلف محیط، مستلزم  ها و اندازه محیط تراوشی، با سرعت

ܦبعد  برابری عدد بی ୫ܮ ୡܷ୰⁄، راین با در دو محیط خواهد بود. بناب
های حل  های زمان و مکان در محیط توجه به برابری گام

شده با پانویس  ) و حقیقی (معرفیnumشده با پانویس  (معرفی cell ܦ)، نسبت ضریب نفوذ୬୳୫  ܦبهୡୣ୪୪ به  ۳۵، مطابق با رابطه
  نسبت احتمالات انتقالی وابستگی خواهد داشت.

)۳۵(  
ߙ = ୡୣ୪୪ܦ୬୳୫ܦ = ୫ܮ) ୡܷ୰)୬୳୫(ܮ୫ ୡܷ୰)ୡୣ୪୪= ൫ܲݎ୶ + ୷ݎܲ + ୶ݎ୷൯୬୳୫൫ܲݎ୶ܲݎܲ + ୷ݎܲ + ୷൯ୡୣ୪୪ݎ୶ܲݎܲ  

و  ୶,୬୳୫ݎܲاز این رو، در انجام محاسبات هر دو احتمال انتقال    شوند.  ، برابر کاهش داده می(ߙ)، در مرز تراوا ୷,୬୳୫ݎܲ
   رومرو و داویسمقایسه با حل تئوری  - ۱- ۶

وجودآمده در ایجاد مشابهت  گیری از امکان به پس از این، با بهره
، ୫,୬୳୫ܮو  ୡܷ୰,୬୳୫بین یک محیط حقیقی و محیط حل، 

اند که به  در نظر گرفته شده mm۶و  msିଵ۰۲۴۶/۰ترتیب برابر با  به
خواهند بود.  ߙ=۴/۲×۱۰-۳ضریب  و lu۴۰۰این ترتیب طول غشا 
منظور شده  lu۷۰۰طول میدان محاسباتی  همچنین در این تحقیق،

  است. 
، دو نمایه از تغییرات ضخامت کیک جرمی با زمان برای ۱در نمودار 

عمر تصفیه، یعنی زمانی که شار عبوری از غشا به  یک لحظه در نیم
) و نهایتاً برای a -۱نصف حالت اولیه کاهش یافته است (نمودار 

% شار اولیه کاهش یافته ۲۰که در آن شار جریان تا  min۱۷۵زمان 
برابر  ܲܯܶاند. در این حالت  ) نمایش داده شدهb - ۱است (نمودار 

مطابق با نمودار، ضخامت کیک جرمی از اند.  بوده mmsିଵ۰۳/۰ و متوسط شار جریان پایا از غشای تمیز برابر با kpa۴۱با 
رفته افزایش یافته است و این  ابتدای غشا تا انتهای آن رفته

موضوع با حقیقت فرآیند تشکیل کیک مورد اشاره در بسیاری از 
، منحنی شار c -۱مطابقت دارد. پس از این، در نمودار  [10 ,9]مراجع

رومرو و جریان در طول غشا، در چند لحظه از تصفیه با حل تئوری 
رومرو وسیله  شده به مقایسه شده است. مطابق با بحث ارایه داویس
که حاصل تعارض اختلاف فشار ترمودینامیک  ، در شرایطیو داویس

اسمزی و اختلاف فشار جریان، تشکیل یک لایه بسیار نازک از 
(از ابتدای غشا) باشد، شار  ୡ୰ݔکیک جرمی در طولی بیش از 

، از مقدار شار جریان در (௦௦ܬ)جریان پایای عبوری در طول غشا 
  شود. تعیین می ۳۶و با رابطه  (଴ܬ)ابتدای طول غشا 

௦௦ܬ  )۳۶( = ଴ܬ ቆ1.5 ݔ) − ୡ୰ݔ(ୡ୰଴ݔ + 1ቇିଵ ଷൗ
 

با هم برابرند، برای  ୡ୰ݔو  ୡ୰଴ݔ، رومرو و داویسدر حالی که در حل 
استفاده از این رابطه در شرایطی که ضخامت کیک بیش از آن است 
که تنها حاصلی از تقابل اختلاف فشار اسمزی و جریان انگاشته 

، در مخرج ୡ୰ݔ، در صورت کسر و ୡ୰଴ݔتوان بین مقدار  شود، می
تمایز قائل شد. در حقیقت، در حالت مد نظر در این مقاله (تشکیل 

ناپذیر کیک جرمی)، در حالی که در هر لحظه امکان  و رشد بازگشت
تشکیل کیک در ابتدای غشا وجود دارد، همزمان، احتمال بیشتر 

ر دست، عامل تغیی های پایین جذب ذرات به سطح کیک در طول
زمانی انحنای کیک، متعاقباً شار جریان و در نتیجه، کاهش جریان 

، با فرض یک تناظر خطی معکوس ୡ୰ݔتصفیه است. بنابراین عبارت 
بین شار جریان و ضخامت کیک، طول جدید محدوده رشد کیک 

توان فرض کرد، در هر لحظه، رشد کیک (مشابه  است. در حقیقت می
عادل با یک فرآیند شبه تعادلی بوده )، مرومرو و داویسبا فرضیات 

که در آن سطح مجموعه متخلخل کیک و غشا، برابر یک سطح 
، طول پیدایش نقاط کیک در این سطح جدید ୡ୰ݔاولیه جدید و 

است. با توجه به این که با رشد ضخامت کیک، احتمال جذب ذرات 
، با ୡ୰ݔرود مقدار  های کمتر افزایش خواهد یافت، انتظار می در طول

آمده از  دست ، نقاط بهc - ۱رفته کاهش یابد. در نمودار  زمان رفته
اند.  و برازش یافته بر نتایج حل عددی به نمایش در آمده ۳۶رابطه 

آمده برای منحنی شار جریان در طول  دست در این نمودار، نتایج به
ݔlu۱۰۰غشا (از نقطه  ݔlu۵۰۰تا نقطه   = )، بر حسب نسبت شار =
ابتدای غشا به شار جریان در ابتدای غشای تمیز  جریان در ଴ܬ) رومرو و آمده از فرمول  دست ، ترسیم و با مقدار متناظر به⁄(଴଴ܬ
اند. مطابق با این نمودار در همه حالات،  مقایسه شده داویس

را دنبال کرده و  - ۳۳۳/۰ای با توان  خوبی نمایه منحنی شار عددی به
نزدیکی نتیجه حل عددی به حل تئوری در شرایط منتهی به پایان 

଴ܬتصفیه (زمانی که نسبت  شود) افزایش  به صفر نزدیک می ⁄଴଴ܬ
ୡ୰ݔت ، تغییرات نسب۱یافته است. همچنین در جدول  ⁄୫ܮ بر   

ܬحسب  رفته با نزدیکی  ذکر شده که مطابق با این اعداد رفته ⁄଴଴ܬ
 ୡ୰ݔبیشتر به شرایط انسداد کامل غشا و مطابق با انتظار طول 

  کاهش یافته است.
  

  
عمر رشد کیک و در  رشد کیک جرمی در دو گام زمانی متفات  در نیم )۱نمودار 

شده  انتهای محاسبات زمانی و همچنین تغییرات شار جریان در طول غشا، رسم
଴ܬبر حسب نسبت  در  a)؛ داویسو  رومروشده با حل تئوری  و مقایسه ⁄଴଴ܬ

ۧܬۦدر انتهای محاسبات زمانی که  b)عمر رشد کیک،  نیم ⁄଴ۧܬۦ =  c)است،  0.2
଴ܬشده بر حسب نسبت  تغییرات شار جریان در طول غشا، رسم و  ⁄଴଴ܬ

  داویسو  رومروشده با حل تئوری  مقایسه
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ୡ୰ݔتغییرات ) ۱جدول  ܬبر حسب  ⁄୫ܮ ࡶ  ⁄଴଴ܬ ૙૙൘ࡶ  ۲/۰  ۳/۰  ۴/۰  ۵/۰  ۶/۰  ۸/۰ ܚ܋࢞  ൗܕࡸ  ۰۲۵/۰  ۰۳/۰  ۰۳۷۵/۰  ۰۵/۰  ۰۸۷۵/۰  ۱۵/۰  
  
  مقایسه با نتایج تجربی - ۲- ۶
 اثر اختلاف فشار و اندازه ذرات بر منحنی تصفیه - ۱- ۲- ۶

در بخش اول بررسی اعتبار در مقایسه نتایج عددی با نتایج تجربی، 
، و ۴۱، ۲۱ ܲܯܶآمده از محاسبات برای سه  دست منحنی شار به kpa۶۱۲اند (نمودار  ، با نتایج تجربی مشابه مقایسه شده - a در .(

 v۰های الکتریکی  و ولتاژ پل nm۱۵۰این حالات اندازه ذرات 
آمده  دست ، تغییرات شار جریان بهb -۲اند. همچنین در نمودار  بوده

 nm۳۰۰و  ۱۵۰سازی با نتایج تجربی برای دو اندازه ذرات  از شبیه
  است.  kpa۴۱برابر با  ܲܯܶمقایسه شده است. در این حالت 

  ر است.تر و بیشت تری دارند، محسوس که ذرات اندازه کوچک
  

  
سازی و  تغییرات شار جریان با زمان در شرایط مختلف حاصل از شبیه )۲نمودار 

تغییرات شار جریان با  a)؛ [14]و همکاران هونگشده توسط  نتایج تجربی ارایه
تغییر  kpa۴۱تا  ۲۱در بازه  ܲܯܶاست و  nm۱۵۰زمان در شرایطی که اندازه ذرات 

، در شرایطی که nm۳۰۰و  ۱۵۰تغییرات شار جریان با زمان برای ذرات  b)کند،  می در این تصویر خطوط، نمایشگر نتایج حاصل از است؛  kpa۴۱برابر با  ܲܯܶ
  است. [14]و همکاران هونگشده توسط  سازی و نقاط نتایج تجربی ارایه شبیه

  
خوبی توانایی تخمین اثر  ، مدل عددی بهa -۲به نمودار  توجهبا 

دوسویه جریان و کیک جرمی و به عبارت دیگر، تخمین فرآیند 
های متفاوت و بنابراین مقدار متفاوت شار ܲܯܶتصفیه را برای 

جریان عبوری از غشا دارد. این در حالی است که فرآیندهای تصفیه 
غیرمتشابه و  کاملاً  kpa۶۱و  ۴۱، ۲۱های متفاوت ܲܯܶعرضی با 
عمرهای تصفیه کاملاً متفاوت هستند. بنابراین روش حل  دارای نیم

عددی از ارایه نتایج متشابه با تغییر پارامترهای عملیاتی جریان 
رشد  - مبرا شده است. در حقیقت، زمانی که ارتباط دوسویه جریان

درستی ایجاد نشود، ارتباط بین شار جریان و رشد  کیک جرمی به
درستی  عمر تصفیه، به ویژه در بازه زمانی پس از نیم ی، بهکیک جرم
های  شود و نتایج سطح بالاتری از تراوایی را در زمان ایجاد نمی

زند. در این حالت، منحنی  عمر تصفیه را تخمین می بیشتر از نیم
آید و بین شرایط  شکل یک منحنی نمایی مستقیم در می تصفیه به

 یرواقعی را نشان خواهد داد.عملیاتی متفاوت یک تشابه غ
و مطابق با انتظار، با افزایش  b -۲همچنین با توجه به نمودار 

شدت کاهش یافته و بنابراین  اندازه ذرات، مقاومت ماده کیک به
برای یک دوره زمانی یکسان تصفیه و با غلظت یکسان ماده جامد 

  محلول، کاهش شار جریان در شرایطی
های الکتریکی بر  و هندسه پل DCریکی تعیین اثر میدان الکت - ۷

 رشد کیک جرمی
اگر چه پیش از این در برخی مقالات، گروهی از محققان به مطالعه 
اثر میدان الکتریکی در کاهش جرم گرفتگی و انسداد غشای تصفیه 

علت عدم برخورداری از شرایط  ها به اند، اما عمده این تلاش پرداخته
جرمی و جریان، تصویری کامل از سازی اثر دوسویه کیک  شبیه

وقایع تصفیه ضمن اثرگذاری میدان الکتریکی بر مسیر تعداد 
، در چند [15]باتاچارجیو  ملااند.  شماری از ذرات را ارایه ننموده بی

های  پژوهش عددی شاخص در این حوزه، به بررسی اثر میدان
تفاده از اند، اما با اس ، بر خط سیر ذرات پرداختهACو  DCالکتریکی 

عددی غیر از تعیین مرزهای بین یک فرآیند  - این دیدگاه تحلیلی
تصفیه پاک و تصفیه دارای رسوب، نتیجه عمده دیگری قابل 

توان به درکی از  ویژه با این روش حل نمی استحصال نیست. به
تواند  تمایزات رشد کیک در شرایطی که میدان الکتریکی تنها می

یک جرمی شود، دست یافت. یک راه مانع از تشکیل بخشی از ک
رفت از این نقصان در تحلیل، حل مزوسکوپیک معادله  برای برون CDE  .با امکان تحلیل خط سیر ذرات در یک فرآیند دوسویه است

توان معادله  ، اگر از یک طرف میLB-CAدر حقیقت با استفاده از  CDE  را در مقیاس مزوسکوپیک حل کرد، همزمان امکان اعمال
ثراتی در مقیاس میکروسکوپیک به وجود خواهد آمد. در این ا

هایی از نتایج حل جریان تصفیه در حضور میدان  بخش، نمونه
، kpa ۴۱برابر با  ܲܯܶارایه شده است. نتایج برای  DCالکتریکی 

، و ۳۰۰، ۲۰۰های الکتریکی  ، و اندازه پلnm ۱۵۰اندازه ذرات برابر با  μm۹۰۰ های  میدان الکتریکی اعمالی به پل اند. محاسبه شده
در نظر  v۵۰۰و  ۳۰۰، ۲۰۰، ۱۰۰و اندازه آن برابر با  DCالکتریکی از نوع 

الکتریک آب و ماده جامد  ضریب دیگرفته شده است. همچنین،  SiO2 که به این ترتیب مولفه  هستند ۹/۳ و ۸۰ترتیب  بهy  نیروی
، در سمت جریان مثبت و در ۸شده از رابطه  الکتریکی محاسبه

نماید. در نمودار  تقابل با نیروی درگ سیال و رشد رسوب عمل می
های  ، هندسه دوبُعدی میدان الکتریکی ایجادشده در حدود پل۳

و ولتاژ  μm۹۰۰ها  غشا نمایش داده شده و در این تصویر، اندازه پل
  است. v۵۰۰هر پل 

  

  
یافته در جهت جریان  توسعه DCتصویری از کانتور میدان الکتریکی ) ۳نمودار 

  های الکتریکی  به پل v۵۰۰تصفیه در زمان ولتاژ اعمالی 
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بزرگای ولتاژ اعمالی، هندسه رسوب و اثرات ضدرسوبی  - ۱- ۷
  متناظر

عنوان تابعی از  ، گراف تغییرات زمانی شار جریان بهa - ۴در نمودار 
های غشا نمایش داده شده است. در  ولتاژ اعمالی به پلبزرگای 

های الکتریکی مستطیلی  انجام محاسبات این نمودار، اندازه پل
در نظر گرفته شده و ولتاژ  μm۳۰۰فاصله، برابر با  همسان و هم
  تغییر داده شده است.  v۵۰۰-۰اعمالی در بازه 

  

  
 و DCعنوان تابعی از پتانسیل الکتریکی  منحنی کاهش شار جریان به) ۴نمودار 
های دوبُعدی رسوب بر سطح غشای متاثر از اثر ضدرسوبی میدان پتانسیل  نمایه

عنوان  منحنی کاهش شار جریان به a)؛ ، برای ولتاژهای اعمالیDCالکتریکی 
بر سطح غشای  های دوبُعدی رسوب نمایه DC ،(b-eتابعی از پتانسیل الکتریکی 

پل  ۲۰در این نمودارها، ممبرین شامل ؛ d v۵۰۰)و  a v۰ ،(b v۲۰۰ ،(c v۳۰۰)، برای ولتاژهای اعمالی DCمتاثر از اثر ضدرسوبی میدان پتانسیل الکتریکی 
، ܲܯܶبرابر عرض آن است. همچنین ۲فاصله بوده که گام هر پل  مستطیلی هم

  است kpa۴۱برابر با 
  

در یک روند کلی با افزایش میدان  a - ۴با توجه به نمودار 
رفته به یک فرآیند غیررسوبی نزدیک  الکتریکی، فرآیند تصفیه رفته

تر شده است. اما وابستگی نرخ رسوب به ولتاژ اعمالی،  و نزدیک
 v۱۰۰یک وابستگی خطی نیست و در ابتدا با افزایش ولتاژ از صفر تا 

شار جریان قابل مشاهده نیست. با این  تغییر محسوسی در منحنی
ای  شکل قابل ملاحظه ، بهv۲۰۰تا  ۱۰۰حال در گام دوم، افزایش از 

کند و بنابراین کیفیت غیررسوبی  منحنی شار جریان رشد پیدا می
یابد. در اینجا اگر مبنای مقایسه نسبت  فرآیند تصفیه افزایش می ܬ)݀ ⁄଴଴ܬ )௧ୀ௧೐ ܬ)زمانی است که  ௘ݐباشد،  ⁄߰݀ ⁄଴଴ܬ =

0.2)టୀ଴شود. این نسبت برای  ، در حالات مختلف استفاده می
، ۰۰۷۰۴/۰، ۰۰۱۰۱/۰ترتیب برابر با  به v۵۰۰، و ۳۰۰، ۲۰۰، ۱۰۰ولتاژهای 
، است. به این ترتیب، بیشترین رشد نمودار شار ۰۰۲۰۱/۰و  ۰۰۴۰۲/۰

تاده و اتفاق اف v۲۰۰جریان به نسبت رشد ولتاژ اعمالی، در حالت 
 DCرفته شدت اثر ضدرسوبی میدان الکتریکی  پس از آن رفته

های پایین ژکاهش یافته است. بنابراین همان گونه که اعمال ولتا
تواند هیچ انتظاری را برآورده نماید، ممکن است  نمی v۱۰۰حدود 

های لازم برای تشکیل یک میدان  براساس مصالحه بین هزینه
مابینی  یک نقطه عملیاتی فی الکتریکی قوی و کاهش رسوب،

  گزینه بهتری باشد.
شده متناظر با  ، هندسه رسوب تشکیلeتا  b -۴در نمودار 
، برای ولتاژهای a - ۴شده در نمودار  های شار جریان گزارش منحنی
، b - ۴اند. با توجه به نمودار  ترسیم شده v۵۰۰و  ۳۰۰، ۲۰۰صفر، 

زمانی که خط سیر ذرات تحت تاثیر میدان الکتریکی قرار نگرفته، 
دست هموار است که در سراسر  هندسه کیک جرمی یک محیط یک

گرفتن از ابتدای غشا بر  رفته با فاصله طول غشا تشکیل شده و رفته
ضخامت آن افزوده شده است. این وضعیت با اعمال میدان 

ابل توجهی به هم خورده و در شکل ق به v۲۰۰الکتریکی با ولتاژ 
های تراوای متعددی ایجاد شده است  هندسه کیک جرمی شکاف

(نمودار  v۳۰۰). با افزایش بیشتر ولتاژ اعمالی تا حد c - ۴(نمودار 
۴- dهای تراوا در طول کیک، رسوب در  )، علاوه بر افزایش شکاف

بخشی از محدوده ابتدایی غشا و اندکی از محدوده انتهای غشا 
کاملاً ناپدید شده است. نهایتاً با افزایش بیشتر ولتاژ اعمالی تا 

های تراوا به هم متصل شده و اندازه  ، اکثریت شکافv۵۰۰سطح 
رسوب در ابتدای غشا تا حدود نقاط مرکزی توسعه یافته  محیط بی

  ).e - ۴است (نمودار 
های تراوا و توسعه  شود، تشکیل شکاف بنابر آنچه ملاحظه می

ترتیب اهمیت در ابقای شار  رسوب در ابتدای غشا به بیمحیط 
های درجه اول و درجه دوم را به عهده دارند. به این  جریان، نقش

های تراوا را  ترتیب اگر بتوان اثر میدان الکتریکی در تشکیل شکاف
توان  افزایش داد، به همان میزان استفاده از میدان الکتریکی را می

  ر گرفت.تر در نظ فرآیندی موفق
  های الکتریکی، هندسه رسوب و حد بهینگی هندسه پل - ۲- ۷

های تراوا در ابقای شرایط جریان  با توجه به نقش درجه اول شکاف
به آن پرداخته شد، در این بخش به اثر اندازه  ۱- ۷که در بخش 

شود. در حقیقت با این ایده که تعدد  های الکتریکی پرداخته می پل
های تراوای درون بستر  تواند بر تعدد شکاف های الکتریکی می پل

های الکتریکی بر  کیک جرمی بیافزاید، در این بخش، اثر اندازه پل
  شود. منحنی شار جریان و هندسه کیک جرمی بررسی می

عنوان تابعی از اندازه  ، تغییرات زمانی شار جریان بهa - ۵در نمودار 
به نتایج این  های الکتریکی نمایش داده شده است. با توجه پل

ها و متعاقباً افزایش تعداد آنها در ابتدا (با  نمودار، کاهش اندازه پل
) باعث بهبود در روند منحنی μm۳۰۰به  ۹۰۰ها از  کاهش اندازه پل
های  شود. پس از آن کاهش بیشتر اندازه پل شار جریان می

)، تاثیر قابل μm۲۰۰به  ۳۰۰ها از  با کاهش اندازه پلالکتریکی (
ای بر روند کاهش شار جریان نخواهد داشت. بنابراین اندازه  حظهملا
برای درک دلیل وجود اندازه بهینه برای اندازه است.  μm۳۰۰های الکتریکی، دارای یک نقطه بهینه بوده که در اینجا تقریباً  پل
آمده برای  دست توان به هندسه رسوب به های الکتریکی می پل

(نمودار  μm۲۰۰، ۳۰۰، ۹۰۰های  به اندازههایی  فرآیند تصفیه با پل
۵- b  تاd بهبودی در روند ۵) مراجعه کرد. با توجه به نمودار ،

، مرهون افزایش cبه حالت  bمنحنی شار جریان در گذر از حالت 
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  ۱۳۹۸ اردیبهشت، ۵، شماره ۱۹دوره                                                                        پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس                                                                                                     - ماهنامه علمی

های تراوا و کاهش نسبی ضخامت کیک جرمی است که  شکاف
آیند ای برای بهبودبخشیدن به فر عنوان ایده پیش از این هم به

تصفیه الکتریکی در نظر گرفته شد. با این حال، عدم تغییر بیشتر 
های تراوا و  شدن به تعداد شکاف رغم افزوده در منحنی شار علی

را  cنسبت به حالت  dکاهش نسبی ضخامت کیک در حالت 
، dهای حالت  توان مربوط به ظرافت بیشتر مسیر عبور از شکاف می

، بر c). اگر چه در حالت ۵(نمودار دانست  cدر مقایسه با حالت 
تر  عرض های کم های تراوا افزوده شده است، اما مسیر تعدد شکاف

، مقاومت بیشتری را cجریان در این حالت در قیاس با حالت 
ها خواهد  فراروی جریان قرار خواهد داد و از اثر مثبت تعدد شکاف

  کاست. 
  

  
های  عنوان تابعی از اندازه پل تغییرات زمانی شار عبوری از غشا، به )۵نمودار 

های الکتریکی  های دوبُعدی رسوب بر سه چیدمان متفاوت پل الکتریکی و نمایه
های  عنوان تابعی از اندازه پل تغییرات زمانی شار عبوری از غشا، به a)؛ تراوا

های  مان متفاوت پلهای دوبُعدی رسوب بر سه چید نمایه b-d)الکتریکی، 
و  v۳۰۰نتایج برای ولتاژ اعمالی هستند؛  d μm۲۰۰)و  b μm۹۰۰ ،(c μm۳۰۰)فاصله برابر با  های الکتریکی یکسان و هم الکتریکی تراوا، زمانی که اندازه پل   اند. به دست آمده kpa۴۱برابر با  ܲܯܶ

  
 گیری نتیجه - ۸

مساله تصفیه در در این پژوهش، یک روش عددی جامع برای حل 
های بزرگی متفاوت (از مرتبه میکرو تا  هایی با مقیاس محیط
شده در  های تصفیه) ارایه شد. بنای روش عددی ارایه سلول ماکرو

عنوان حلگر جریان  این تحقیق بر استفاده از روش شبکه بولتزمن به

یافته بر فیزیک انتقال جرم  دوبُعدی و انطباق LB-CAو یک روش 
ه محیط تصفیه گذاشته شده است. با استفاده از این در محدود

روش حل، امکان حل مزوسکوپیک معادله لانگوین و تعیین 
جریانی  دینامیک ذرات متاثر از همه انواع نیروهای خارجی و درون

ایجاد شده است. اعتبار روش عددی مورد اشاره، در مقایسه با حل 
وسیله  شده به ارایه و همچنین نتایج تجربی رومرو و داویستئوری 
 مورد تایید قرار گرفت.  [14]و همکاران هونگ

، در تحلیل اثر نیروهای خارجی، مساله تصفیه الکتریکی LB-CAدر نهایت، در این کار با استفاده از امتیاز روش بناشده بر الگوریتم 
شده درون  های الکتریکی تراوای تعبیه بر پل DCبا اعمال ولتاژ 

توجه قرار گرفت. در این مقاله نشان داده شد که محیط غشا مورد 
های تراوا در هندسه کیک  اعمال میدان الکتریکی با ایجاد شکاف

شکل قابل توجهی  جرمی و روبش بخشی از ذرات در ابتدای غشا به
کند. نشان داده شد که  به بهبود روند کاهشی شار جریان کمک می
های جرمی، نقاط  ه پلبرای بیشینه ولتاژ اعمالی و کمینه انداز

ای متصور خواهد بود که هسته تحلیل در این مورد دستیابی  بهینه
های تراوای عریض با کمترین ولتاژ  به بیشترین تعدد در شکاف

  اعمالی ممکن است. 
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