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Investigating the internal resonance and energy exchange 
between the vibration modes of a cracked beam

[1] An analytical approach for obtaining the location and depth of an all-over part-through 
crack on externally in-plane loaded rectangular plate ... [2] A novel method for crack 
detection in beam-like structures by measurements ... [3] Identification of a crack in 
clamped-clamped beam using frequency-based method ... [4] On the classification of 
normalized natural frequencies for damage detection ... [5] Sensitivity of fundamental mode 
shape and static deflection for damage identification ... [6] Mode shapes analysis of a cracked 
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analysis: Overview and comparison. Mechanical Systems ... [8] The new frequency response 
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crack using ... [12] A theoretical and experimental investigation on free vibration behavior 
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linear bars by ... [16] Geometrically non-linear free vibrations of clamped-clamped beams ... 
[17] Geometrically non-linear steady state periodic forced response of a clamped-clamped 
beam with an edge ... [18] Vibration based damage detection in composite beams under 
temperature variations using ... [19] Non-linear vibration of Timoshenko damaged beams 
by a new p-version finite ... [20] Vibrations of beams with a breathing crack and large 
amplitude ... [21] Nonlinear reduced models for beam damage detection using data on 
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functionally graded beam with an edge crack using ... [24] Geometrically non-linear free and 
forced vibration of clamped-clamped functionally graded beam ... [25] Nonlinear ... [26] 
Analytical methods in ...[27] Beam vibrations with an arbitrary number...

The equations of nonlinear motion of clamped-hinged beam with an open crack were extracted 
and through solving them, the internal resonance in the cracked beam was studied. To this end, 
the crack was modeled as a torsional spring and the cracked beam was considered as two beam 
segments connected by a torsional spring. The equations of motion of the cracked beam were 
extracted considering the geometrical nonlinearity. Then, using the Galerkin’s method, these 
equations were changed to a set of nonlinear differential equations for vibration modes which 
were solved by the perturbation method. Since the mechanical energy of the beam in each 
mode depends on the instantaneous amplitude of vibration of the beam at the corresponding 
mode, so to analyze the influence of the crack on the energy exchange between the modes, 
the instantaneous amplitudes of the vibration modes were obtained. The results show that 
in the cracked beam the magnitude of the energy exchanged between the modes is less and 
the frequency is more than that in the intact beam. Also, by increasing the crack depth the 
frequency of energy exchange between the modes increases. The Vibration response obtained 
for the cracked beam with various amounts of the damping ratios shows that the frequency and 
the amplitude of energy exchange between the modes are independent of the system damping. 
To validate the results by the perturbation method, the equations of motions are also solved by 
a numerical method and the obtained results are in agreement with the results of the analytical 
method. 

A B S T R A C TA R T I C L E    I N F O

Article Type
Original Research

Authors
Rezaee M.*1 PhD,
Shaterian_Alghalandis V.1 MSc

  Keywords Clamped-Hinged Beam; Open Crack; Geometrical Nonlinearity; Internal Resonance; 
Hilbert Transform

*Correspondence
Address: Department of Mechanical 
Engineering, Faculty of Mechanical 
Engineering, University of Tabriz, 
29 Bahman Boulevard, East Az-
arbaijan, Tabriz, Iran. Postal Code: 
5166616471
Phone: +98 (41) 33392459
Fax: +98 (41) 33354153
m_rezaee@tabrizu.ac.ir 

1Department of Mechanical Engi-
neering, Faculty of Mechanical Engi-
neering, University of Tabriz, Tabriz, 
Iran

Article History
Received: March 19, 2018                                                                                             
Accepted: February 4, 2019                                                              
ePublished: September 01, 2019

How to cite this article
Rezaee M, Shaterian_Alghalandis V. 
Investigating the internal resonan-
ce and energy exchange between 
the vibration modes of a cracked 
beam. Modares Mechanical Engin-
eering. 2019;19 (9): 2139-2148.

www.SID.ir

http://www.SId.ir


Archive of SID  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ موسی رضائی و وحید شاطریان القلندیس ۲۱۴۰

 ۱۳۹۸ شهریور، ۹، شماره ۱۹دوره                                                                                                                                                                                پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس -ماهنامه علمی

بررسی پدیده تشدید درونی و انتقال انرژی بین 
 دار مودهای ارتعاشی در تیر ترک

 
 PhD *یرضائ یموس

 رانیا ز،یتبر ز،یدانشگاه تبر ک،یمکان یدانشکده مهندس ک،یمکان یگروه مهندس
 MSc سیالقلند انیشاطر دیوح

 رانیا ز،یتبر ز،یدانشگاه تبر ک،یمکان یدانشکده مهندس ک،یمکان یگروه مهندس
 

 چکيده
سر مفصل با  دار و یک  سر گیر در این مقاله معادلات حرکت غیرخطی تیر یک

دار  شده و با حل آن به مطالعه پدیده تشدید درونی در تیر ترک باز استخراج ترک
دار  سازی شده و تیر ترک فنر پیچشی مدلپرداخته شده است. ترک به صورت یک 

اند در نظر گرفته  به صورت دو تیر مجزا که با یک فنر پیچشی به هم متصل شده
دار با فرض غیرخطی هندسی استخراج و با  شده است. معادله حرکت تیر ترک

ای از معادلات غیرخطی برای مودهای  استفاده از روش گالرکین به مجموعه
ند و با استفاده از روش اغتشاشات حل شدند. با توجه به ارتعاشی تبدیل شد

وابستگی انرژی مکانیکی تیر با دامنه نوسان آن، برای بررسی انتقال انرژی بین 
 .مودهای ارتعاشی و تاثیر ترک در آن، دامنه آنی مودهای ارتعاشی به دست آمد

انتقالی بین دار مقدار انرژی  دهد که در تیر ترک آمده نشان می دست نتایج به
مودها کمتر از تیر سالم بوده ولی نرخ تکرار انتقال انرژی بیشتر از تیر سالم است 

جایی انرژی بین مودها با افزایش عمق ترک با شیب تندتری افزایش  به جا و نرخ
های  دار با میرائی آمده برای تیر ترک دست یابد. همچنین پاسخ ارتعاشی به می

دار و سرعت انتقال انرژی وابستگی ناچیزی به دهد که مق مختلف نشان می
آمده از روش اغتشاشات،  دست سنجی نتایج به میرائی سیستم دارد. برای صحه

آمده حاکی از  دست معادلات حرکت با استفاده از روش عددی حل شده و نتایج به
 های تحلیلی و عددی است. آمده از روش دست همخوانی کامل نتایج به

 ،غیرخطی هندسی، تشدید درونی ،، ترک بازسر مفصل سر گیردار و یک تیر یکها:  واژه دکلی
 تبدیل هیلبرت
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 مقدمه -۱

دهنده  عنوان جزء اصلی تشکیل در تیر به  های رایج یکی از عیب
است. با توجه به اینکه ترک سبب تغییر در ها، وجود ترک  سازه

دار در  شود، در صورتی که تیر ترک های مکانیکی تیر می مشخصه
معرض بارهای دینامیکی واقع شود رفتار ارتعاشی آن متفاوت با 
رفتار سازه سالم خواهد بود. بنابراین تحلیل ارتعاشات تیرها 

شود. در  می ای شناخته عنوان روشی برای شناسایی عیوب سازه به
گرفته در زمینه ارتعاشات تیر  ادبیات فن، بیشتر مطالعات صورت

نهایت کوچک، بر مبنای  دار، با فرض دامنه ارتعاشی بی ترک
بودن معادلات حاکم بر حرکت ارتعاشی تیر استوار است. بر  خطی

این اساس، با تحلیل پاسخ ارتعاشی خطی تیر، پارامترهای 
های ذاتی تیر بوده  که وابسته به مشخصهاند  متعددی استخراج شده

اند. در حوزه  و از این رو برای شناسایی ترک مورد استفاده قرار گرفته
ترین پارامترها برای تشخیص و شناسایی  ارتعاشات خطی، مهم

شده از  های ارتعاشی استخراج ترک، پارامترهای مودال و مشخصه
ترین  یکی از اصلیعنوان  های طبیعی تیر به آنها هستند. فرکانس

منظور شناسایی ترک مورد  پارامترها در تحقیقات بیشماری به
. شکل مودهای ارتعاشی و توابع [4-1]اند استفاده قرار گرفته

های مودال دیگری هستند که در  شده از آنها مشخصه مشتق
. در مراجع متعددی، توابع [7-5]شوند شناسایی ترک استفاده می

عنوان  دار به ات ایجادشده در آنها در تیر ترکپاسخ فرکانسی و تغییر
-8]اند روشی برای شناسایی و مطالعه ترک مورد استفاده قرار گرفته

های مبتنی بر المان محدود از تغییرات  . همچنین، در روش[12

پذیری برای شناسایی ترک استفاده  های سفتی یا انعطاف ماتریس
 .[14 ,13]شود می

تر، رفتار ارتعاشی  های ارتعاشی بزرگ از سوی دیگر، در دامنه
متعددی مانند تشدید   های غیرخطی صورت پدیده غیرخطی به

هارمونیک، تشدید فراهارمونیک، خمیدگی منحنی پاسخ   زیر
کند. با مروری بر ادبیات فن،  فرکانسی، پدیده پرش و غیره بروز می

شود که تاکنون مطالعات بسیار محدودی در زمینه  مشخص می
خطی ناشی از دامنه نوسان   ی تاثیر ترک در رفتار ارتعاشی غیربررس

منظور مطالعه  به [15]برسنویچو  سینفانسکیصورت گرفته است. 
ارتعاشات غیرخطی تیر ناشی از غیرخطی هندسی، معادله غیرخطی 
حاکم بر حرکت ارتعاشی تیر را با درنظرگرفتن رابطه غیرخطی بین 

د بر آن استخراج نموده و تاثیر ترک انحنای تیر و گشتاور خمشی وار
صورت کاهش موضعی در ممان اینرسی سطح مقطع  خستگی را به

تیر در نظر گرفتند. نتایج حاصل از حل معادلات حرکت نشان داد که 
خطی جدیدی در   های غیر وجود ترک خستگی سبب ایجاد مولفه

 های غیرخطی ناشی شود که مستقل از مولفه پاسخ ارتعاشی تیر می
ها شامل ایجاد  از دامنه نوسان تیر است. برخی از این مشخصه

هارمونیک، ایجاد   حالت خودتحریکی در طیف فرکانسی زیر
و غیره  ۱/۳های هارمونیک زوج در طیف فراهارمونیک مرتبه  مولفه

های  های غیرخطی روش هستند. محققان با استفاده از این مولفه
از  [16]و همکاران البیکرید. جدیدی برای شناسایی ترک ارایه دادن

های غیرخطی برای  یافته به سیستم ریتز تعمیم - روش ریلی
های نوسانی  آوردن شکل مودهای غیرخطی و فرکانس دست به

های طبیعی و  غیرخطی استفاده کردند. بنابراین مقادیر فرکانس
دار برای مقادیر متنوعی از  شکل مودهای غیرخطی تیرهای ترک

سان و نیز موقعیت و عمق ترک استخراج شد. همین های نو دامنه
با توسعه روش فوق به ارتعاش  [17]محققان در تحقیقی دیگر

دار را به تحریک هارمونیک  اجباری، پاسخ غیرخطی هندسی تیر ترک
با فرکانسی نزدیک به فرکانس طبیعی پایه تیر به دست آوردند. 

ارتعاشات با دامنه بزرگ تیر تیموشینکو  [18]و همکاران مانوچ
دار تحت تحریک هارمونیک و نیز تحت تغییرات دمایی را با  ترک

عددی و تجربی مورد مطالعه قرار دادند. برای این منظور،  های  روش
صورت کاهش مدول الاستیسیته تیر در  سازی ترک به با مدل

جربی به دست صورت عددی و ت پیرامون آن، پاسخ ارتعاشی تیر را به
آورده و با استخراج نمودارهای پوانکاره پاسخ، به بررسی تاثیر ترک 
در نمودار پوانکاره پاسخ تیر ترکدار با دمای متغیر پرداختند. در این 

یابی در تیر به وضوح نشان داده  تحقیق، تاثیر دما در فرآیند ترک
برای بررسی ارتعاشات تیر  [19]و همکاران استاجانوویچشد. 

دار با دامنه بزرگ از روش المان محدود جدیدی به  تیموشینکو ترک
های عددی  سازی نام روش "نسخه پی" بهره جستند. در شبیه

گرفته در محدوده ارتعاش خطی، نوعی همبستگی بین  صورت
های ارتعاش طولی و چرخش سطح مقطع تیر مشاهده شد،  مولفه

لی تغییر علامت داده جایی طو به طوری که در محل ترک مولفه جا به
و همزمان، تغییری آنی در مقدار چرخش سطح مقطع ایجاد 

شود. در ادامه، ارتعاش اجباری غیرخطی هندسی نیز در حوزه  می
زمان و با استفاده از روش نیومارک مورد مطالعه قرار گرفت و ابعاد 

جایی کشف شد.  به های جا جدیدی از همبستگی ما بین مولفه
ترک خستگی را با درنظرگرفتن آثار باز و  [20]مکارانو ه رو کارنیه
صورت یک تابع اغتشاش در توزیع یکنواخت تیر در  شدن آن به بسته

شود. بنابراین  نظر گرفتند که سبب کاهش ضریب سفتی کلی تیر می
معادله حرکت تیر را با استفاده از روش المان محدود نسخه پی و با 

آثار ترک را در بر داشته باشد، به  معرفی توابع شکل مود جدیدی که
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دست آورده و برای حل آن از روش نیومارک بهره جستند. این 
آمده از پاسخ ارتعاشی  دست های فاز به محققان با مطالعه منحنی

های فاز  تیر نشان دادند که وجود ترک سبب تغییر در تقارن منحنی
ت و شتاب شونده در سرع شود. همچنین، تاثیر ترک باز و بسته می

و  ماجومدرجایی آن است.  به پاسخ ارتعاشی تیر بسیار بیشتر از جا
دار به  از پاسخ غیرخطی هندسی تیر اویلر برنولی ترک [21]همکاران

یک بار متحرک برای شناسایی ترک بهره جستند. برای این کار از 
ای متغیر با زمان  های سازه روش المان محدود که در آن، ماتریس

ای از  هره گرفته شد. درنهایت، پارامترهای ترک با حل دستههستند، ب
و  کیتی پورنچایمعادلات غیرخطی فرامعین به دست آمدند. 

ارتعاشات غیرخطی تیر مدرج تابعی با یک ترک باز را  [22]همکاران
با استفاده از تئوری تیر تیموشینکو و با در نظر رفتار غیرخطی 

ار دادند. در این تحقیق، مقطع هندسی وون کارمن مورد مطالعه قر
سازی شده و برای  وسیله فنر پیچشی بدون جرم شبیه دار به ترک

آوردن  دست استخراج معادله مشخصه حاکم بر نوسان تیر و به
های طبیعی غیرخطی از روش ریتز بهره گرفته شده و  فرکانس

مطالعه جامعی برای بررسی تاثیر ترک و مشخصات مکانیکی مواد 
های ارتعاش  بت رعنایی آن و شرایط مرزی روی مشخصهتیر، نس

 [23]و همکاران چاجیدار صورت گرفت.  غیرخطی آزاد تیر ترک
ارتعاشات غیرخطی تیر مدرج تابعی متخلخل دو سرگیردار با یک 
ترک عرضی را مورد مطالعه قرار دادند. برای این منظور، یک سیستم 

ل تعریف کرده و همگن و ایزوتروپیک معادل برای تیر متخلخ
سپس با استفاده از اصل همیلتون و با درنظرگرفتن مدل 

صورت مجموعه  تحلیلی برای پاسخ تیر، معادلات حرکت تیر به نیمه
معادلات مقدار ویژه غیرخطی استخراج و با حل آنها مقادیر 

های طبیعی غیرخطی و شکل مودهای ارتعاشی تیر را به  فرکانس
آمده از این تحقیق برای استخراج  دست دست آوردند. از نتایج به

 .[24]پاسخ ارتعاش اجباری تیر به تحریک هارمونیک استفاده شد
های غیرخطی ناشی از کشش که در تیرهای دو سر  یکی از پدیده

آید، تشدید درونی است که در آن، در حین ارتعاش تیر  ثابت می
 صورت متناوب در میان مودهای ارتعاشی انرژی مکانیکی به

جا شده و در نتیجه، سطح انرژی هر یک از  به غیرخطی آن جا
شود. با توجه به ارتباط  مودهای ارتعاشی دچار تغییرات نوسانی می

بین انرژی مکانیکی تیر و دامنه نوسان آن در هر یک از مودهای 
توان با بررسی دامنه آنی نوسان  ارتعاشی، پدیده تشدید درونی را می

های ارتعاشی مورد مطالعه قرار داد. از سوی تیر در هر یک از مود
طور که اشاره شد، در ادبیات فن در مورد تاثیر عیوب  دیگر همان

خطی   های غیر ای در پدیده تشدید درونی نیز همانند سایر پدیده سازه
ناشی از دامنه نوسان تحقیقی صورت نگرفته است. بنابراین در این 

گیردار و یک سر   تیر یک سر مقاله تاثیر ترک در تشدید درونی یک
گیرد. برای  مفصل تحت ارتعاشات آزاد میرا مورد مطالعه قرار می

دار با فرض دامنه نوسان  این منظور، معادله حرکت حاکم بر تیر ترک
پوشی از اثر نیروی برشی و  بزرگ و میرائی از نوع ویسکوز و با چشم

وجه به شود. در این شرایط با ت اینرسی چرخشی استخراج می
بودن دو انتهای تیر، در حین نوسان، تیر تحت کشش واقع  ثابت

شده و این موضوع سبب ارتعاشات غیرخطی از نوع هندسی 
دار با  آمده برای تیر ترک دست خطی به  شود. معادله حرکت غیر می

خطی   استفاده از روش گالرکین به دستگاه معادلات دیفرانسیل غیر
شود که  ارتعاشی تیر تبدیل میکوپل برای بخش زمانی پاسخ 

های مکانیکی تیر و ترک موجود  پارامترها و ضرایب آنها به مشخصه
های مختلف و  در آن وابسته هستند؛ این معادلات، برای ترک

های  ازای مقادیر مختلف میرائی سیستم با استفاده از روش به

آید. با توجه به  اغتشاشات حل شده و توابع زمانی به دست می
تباط بین انرژی مکانیکی تیر با دامنه ارتعاشی آن در یک مود ار

معین، برای بررسی تغییرات انرژی مکانیکی و انتقال آن بین 
مودهای ارتعاشی، تغییرات زمانی دامنه آنی هر یک از توابع مودال 

آمده و تاثیر ترک در نوسانات  دست با استفاده از تبدیل هیلبرت به
گیرد. همچنین، برای  مورد مطالعه قرار می دامنه آنی توابع مودال

آمده، دستگاه معادلات غیرخطی مربوط  دست سنجی نتایج به صحه
به توابع زمانی با استفاده از روش عددی حل و نتایج آن با نتایج 

 گیرد. آمده از روش اغتشاشات مورد مقایسه قرار می دست به
 
 دار معادله حرکت تیر ترک -۲

و  l̂، تیر یکنواخت یک سر گیردار و یک سر مفصل به طول ۱در شکل 
نشان داده شده است. ترک از نوع باز  l̂1با ترک عرضی در موقعیت 

منظور تحلیل ارتعاشات  شود. در ادبیات فن به در نظر گرفته می
صورت دو تیر پیوسته مجزا  دار به  دار، عموماً تیر ترک خطی تیر ترک

شود. در  یکدیگر متصل هستند در نظر گرفته می که در محل ترک به
این تحقیق با درنظرگرفتن اثر کشش محوری، ارتعاشات غیرخطی 

 گیرد. دار مورد بررسی قرار می هندسی تیر ترک
 

 
 تیر یک سر گیردار و یک سر مفصل با ترک باز) ۱شکل 

 
جایی عرضی تیر در سمت چپ و راست ترک  به جا ۱اگر مطابق شکل 

�𝑤𝑤(تیر سمت چپ و راست) را با  i, (i = جایی محوری را  به ، جا(1,2
نشان دهیم،  𝐹�iو نیروی عرضی وارد بر واحد طول تیر را با 𝑢𝑢�iبا 

معادله حرکت ارتعاشی دوبعدی تیر با درنظرگرفتن ارتعاش 
پوشی از اثرات برش و  غیرخطی ناشی از کشش تیر و با چشم

 :[25]آید صورت زیر به دست می اینرسی دورانی به

الف) -۱(  𝜌𝐴
𝜕2𝑢𝑢�𝑖
𝜕𝑡̂2 − 𝐸𝐴

𝜕2𝑢𝑢�𝑖
𝜕𝑥𝑥�2 =

1
2𝐸𝐴

𝜕
𝜕𝑥𝑥�

�
𝜕𝑤𝑤�𝑖
𝜕𝑥𝑥�

�
2

 

ب) -۱(  
𝜌𝐴

𝜕2𝑤𝑤�𝑖
𝜕𝑡̂2 + 𝐶

𝜕𝑤𝑤�𝑖
𝜕𝑡̂ + 𝐸𝐼

𝜕4𝑤𝑤�𝑖
𝜕𝑥𝑥�4

= 𝐸𝐴𝜎𝑖
𝜕2𝑤𝑤�𝑖
𝜕𝑥𝑥�2 + 𝐹� 

ج)-۱(  𝜎𝑖 =
𝜕𝑢𝑢�𝑖
𝜕𝑥𝑥� +

1
2�
𝜕𝑤𝑤� 𝑖
𝜕𝑥𝑥� �

2

 

 𝐼 مدول الاستیسیته و 𝐸 ضریب میرایی، 𝐶 چگالی، 𝜌 که در آن،
 ممان اینرسی سطح مقطع تیر است.

در تیرهای بلند که ابعاد سطح مقطع تیر در مقایسه با طول آن 
توان از اینرسی تیر در راستای محوری  میبسیار کوچک است 

پوشی از جمله اینرسی  . در این حالت، با چشم[25]پوشی کرد چشم
) به ۲گیری از معادله حاصل، رابطه ( الف) و انتگرال -۱در معادله (

 آید. دست می

)۲(  𝜕𝑢𝑢�𝑖
𝜕𝑥𝑥� = −

1
2 �
𝜕𝑤𝑤� 𝑖
𝜕𝑥𝑥� �

2

+ 𝑒𝑖(𝑡�) 

𝑙𝑙1 
 𝑙𝑙 

 

𝑥𝑥� 
 𝑢𝑢� 

 

𝑤𝑤�  
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گیری نسبت به متغیر  ناشی از انتگرال 𝑒i(𝑡)که در آن، تابع زمانی 
شود.  است و با توجه به شرایط مرزی تیر تعیین می �𝑥𝑥زمانی 

 𝜎iهمان تابع  𝑒i(𝑡)ج) تابع  -۱) و (۲همچنین، با توجه به روابط (
گیری مجدد  ج) است. با انتگرال -۱است که در رابطه تعریف شده (

) ۳ین ترک با رابطه (جایی محوری تیر در طرف به )، جا۲از رابطه (
 شود: تعریف می

الف) -٣(  

𝑢𝑢�1 = 𝑒1(𝑡�)𝑥𝑥�+ 𝑐1(𝑡�)

−
1
2� �

𝜕𝑤𝑤� 1
𝜕𝑥𝑥� �

2𝑥𝑥�

0
d𝑥𝑥�   0

≤ 𝑥𝑥� ≤ 𝑙̂𝑙1 

ب) -٣(  

𝑢𝑢�2
= 𝑒2(𝑡�)�𝑥𝑥� − 𝑙̂𝑙1�+ 𝑐2(𝑡�)

−
1
2� �

𝜕𝑤𝑤� 2
𝜕𝑥𝑥� �

2𝑥𝑥�

𝑙̂𝑙1
d𝑥𝑥�      𝑙̂𝑙1 ≤ 𝑥𝑥� ≤ 𝑙̂𝑙2 

با شرایط مرزی تیر تعیین  𝑒1 ،𝑒2همانند  𝑐2و  𝑐1که در آن 
بودن تیر در دو انتها، شرایط مرزی در  شوند. با توجه به ثابت می

 جایی صفر خواهد بود: به صورت جا به ۲و انتهای تیر  ۱ابتدای تیر 

الف) -٤(  𝑢𝑢�1(0, 𝑡�) = 0 

ب) -٤(  𝑢𝑢�2�𝑙̂𝑙, 𝑡�� = 0 
جایی محوری و نیروی محوری  همچنین، با توجه به پیوستگی جابه

 خواهیم داشت:در محل ترک، 

الف) -٥(  𝑢𝑢�1�𝑙̂𝑙1, 𝑡�� = 𝑢𝑢�2�𝑙̂𝑙1, 𝑡�� 

ب) -٥(  𝜕𝑢𝑢�1
𝜕𝑥𝑥� �𝑙̂𝑙1� =

𝜕𝑢𝑢�2
𝜕𝑥𝑥� �𝑙̂𝑙1� 

درنهایت  𝑒2و  𝑒1) توابع ۵) و (۴) در روابط (۳با قراردادن رابطه (
 شوند: ) زیر استخراج می۶صورت رابطه ( به

الف) -۶(  

𝑒1(𝑡) =
𝑙̂𝑙2
2𝑙𝑙��

𝜕𝑤𝑤� 1
𝜕𝑥𝑥� �

2

�
𝑙̂𝑙1

−�
𝜕𝑤𝑤� 2
𝜕𝑥𝑥� �

2

�
𝑙̂𝑙1

�

+
1
2𝑙̂𝑙
� �

𝜕𝑤𝑤� 1
𝜕𝑥𝑥� �

2𝑙𝑙1

0
d𝑥𝑥�

+
1
2𝑙̂𝑙
� �

𝜕𝑤𝑤� 2
𝜕𝑥𝑥� �

2𝑙𝑙

𝑙𝑙1
d𝑥𝑥� 

ب) -۶(  

𝑒2(𝑡) =
𝑙̂𝑙1
2𝑙𝑙��

𝜕𝑤𝑤� 2
𝜕𝑥𝑥� �

2

�
𝑙̂𝑙1

−�
𝜕𝑤𝑤� 1
𝜕𝑥𝑥� �

2

�
𝑙̂𝑙1

�

+
1
2𝑙̂𝑙
� �

𝜕𝑤𝑤� 1
𝜕𝑥𝑥� �

2𝑙𝑙1

0
d𝑥𝑥�

+
1
2𝑙̂𝑙
� �

𝜕𝑤𝑤� 2
𝜕𝑥𝑥� �

2𝑙𝑙

𝑙𝑙1
d𝑥𝑥� 

جایی  به توان جا نمودن معادلات، می سازی و خلاصه منظور ساده به
صورت زیر تعریف  ، را در سرتاسر آن با تابع واحدی بهwعرضی تیر، 

 کرد:

)٧(  𝑤𝑤� = �𝑤𝑤� 1        0 ≤ 𝑥𝑥� ≤ 𝑙̂𝑙1
𝑤𝑤� 2        𝑙̂𝑙1 ≤ 𝑥𝑥� ≤ 𝑙̂𝑙

  

= 𝑤𝑤�1 + H�𝑥𝑥� − 𝑙𝑙1�(𝑤𝑤�2 −𝑤𝑤�1) 

 ساید است. تابع هوی Hکه در آن، 

توان برای دو بخش تیر با یک تابع  را نیز می 𝑒، تابع �𝑤𝑤همانند تابع 
 واحد تعریف نمود:

)٨(  𝑒 = 𝑒1 + H�𝑥𝑥� − 𝑙𝑙1�(𝑒2 − 𝑒1) 
ب)،  -۱به این ترتیب معادله حرکت ارتعاش عرضی تیر، رابطه (

 شود: صورت زیر بازنویسی می به

)٩(  𝜌𝐴
𝜕2𝑤𝑤�
𝜕𝑡̂2 + 𝐶

𝜕𝑤𝑤�
𝜕𝑡̂ + 𝐸𝐼

𝜕4𝑤𝑤�
𝜕𝑥𝑥�4 = 𝐸𝐴𝑒

𝜕2𝑤𝑤�
𝜕𝑥𝑥�2 + 𝐹� 

 کنیم: ا تعریف میربعد زیر  )، متغیرهای بی۹عادله (قبل از حل م
)١٠( 

𝑥𝑥 =
𝑥𝑥�
𝐿, 

𝑤𝑤 =
𝑤𝑤�
𝐿 , 

𝑢𝑢 =
𝑢𝑢�
𝐿, 

𝐹 =
𝐿
𝐸𝐴𝐹

� , 

𝑡 =
𝑟̂
𝐿2 �

𝐸
𝜌 𝑡̂, 

𝑟 =
𝑟̂
𝐿, 

𝑙𝑙 =
𝑙𝑙
𝐿, 

طول مشخصه تیر  𝐿شعاع ژیراسیون سطح مقطع و  �𝑟که در آن، 
 است.

بعدشده حرکت  )، معادله بی۹) در معادله (۱۰گذاری روابط ( با جای
 آید: صورت زیر به دست می به

)١١( 𝑟2 �
𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝑡2 + 2𝜇

𝜕𝑤𝑤
𝜕𝑡 +

𝜕4𝑤𝑤
𝜕𝑥𝑥4� = 𝑒

𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝑥𝑥2 + 𝐹 

) در حقیقت معادله حرکت غیرخطی هندسی تیر است که ۱۱معادله (
) و ۶شده در معادلات ( گیری از توابع استخراج این تحقیق، با بهره در
 دار با ترک باز تعمیم داده شده است. ) به تیر ترک۸(

شود. برای این  ) از روش گالرکین استفاده می۱۱برای حل معادله (
صورت  ) به۱۲) مطابق رابطه (۱۱منظور، پاسخ معادله غیرخطی (

دار و  مودهای خطی تیر ترکهای شکل  ضرب مجموعی از حاصل
شود. همچنین، با توجه به این  توابع مودال زمانی در نظر گرفته می

که در این تحقیق، هدف مطالعه ارتعاشات غیرخطی ضعیف تیر 
دار است، برای اجتناب از ایجاد آثار غیرخطی شدید، دامنه  ترک

ع ای کوچکتر از شعاع ژیراسیون سطح مقط نوسان تیر کم و از مرتبه
سو با توجه به  شود، در این شرایط از یک آن در نظر گرفته می

بودن دو انتهای تیر، کشش ایجادشده در آن در حین ارتعاش  ثابت
علت  سبب ایجاد آثار غیرخطی هندسی در آن شده و از سوی دیگر به

شود.  پوشی می دامنه نوسان کوچک، از اثرات برشی و دورانی چشم
 ) تعریف کرد:۱۲صورت رابطه ( توان به را می 𝑤𝑤تابع 

)١٢(  𝑤𝑤 = 𝑟𝑘�𝜙𝑛(𝑥𝑥)𝜂𝑛(𝑡)
∞

𝑛=1

 

ام تیر با 𝑛 شکل مود خطی  𝜙𝑛(𝑥𝑥)تابع زمانی و  𝜂𝑛(𝑡)که در آن، 
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𝑟ترک باز است. همچنین، با توجه به اینکه  ≪ ، در نتیجه برای 1
 𝑘، پارامتر 𝑟بودن دامنه نوسان نسبت به شعاع ژیراسیون  کوچک

تر از یک خواهد بود. برای استخراج شکل مودهای خطی، تیر  بزرگ
وسیله یک فنر پیچشی معادل با  صورت دو تیر مجزا که به دار به ترک

  . شکل[26]شود سازی می اند مدل ترک باز به هم متصل شده
مودهای خطی هر یک از دو بخش تیر در طرفین ترک با استفاده از 

 :[27]) است۱۳صورت رابطه ( بهبرنولی  -تئوری تیر اویلر
)۱۳( 

𝜙𝑛
𝑖 (𝑥𝑥) = 𝐴1

𝑖 sin�𝛽𝑖(𝑥𝑥− 𝑥𝑥𝑖−1)�+𝐴2
𝑖 cos�𝛽𝑖(𝑥𝑥− 𝑥𝑥𝑖−1)�  

+𝐴3
𝑖 sinh�𝛽𝑖(𝑥𝑥− 𝑥𝑥𝑖−1)�

+𝐴4
𝑖 cosh�𝛽𝑖(𝑥𝑥− 𝑥𝑥𝑖−1)�, 

 𝑥𝑥𝑖−1 < 𝑥𝑥 < 𝑥𝑥𝑖      𝑖 = 1,2 

𝜙𝑛که در آن، 
𝑖 (𝑥𝑥), 𝑖 = ام nترتیب بیانگر شکل مود خطی  به 1,2

𝛽𝑖تیر در سمت چپ و راست ترک است. همچنین،  = �𝜌𝐴𝜔𝑖
2

𝐸𝐼 ، و �
𝑥𝑥0 ،𝑥𝑥1  و𝑥𝑥2 0ترتیب برابر  به ،𝑙𝑙1  و𝑙𝑙  ضریب  ۸هستند. برای تعیین

شرط مرزی برای تیر  ۴شرط مرزی ( ۸)، ۱۳در رابطه ( 𝐴𝑗𝑖مجهول 
شرط مرزی برای تیر فرضی سمت راست  ۴فرضی سمت چپ ترک و 

، شرایط مرزی ابتدایی ۱یین شوند. مطابق شکل ترک) بایستی تع
صورت گیردار و شرایط مرزی انتهایی تیر راست،  تیر چپ، به

 صورت مفصل است: به
الف) -١٤(  𝑤𝑤(0, 𝑡) =

𝜕𝑤𝑤
𝜕𝑥𝑥

(0, 𝑡) = 0 

ب) -١٤(  𝑤𝑤(𝑙𝑙, 𝑡) =
𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝑥𝑥2

(𝑙𝑙, 𝑡) = 0 
همچنین، شرایط مرزی انتهای تیر اول و ابتدای تیر دوم براساس 

جایی، گشتاور خمشی و نیروی برشی در محل  جابهپیوستگی در 
 شود: ) بیان می۱۵صورت روابط ( ترک به

الف) -١٥(  𝑤𝑤(𝑙𝑙1−, 𝑡) = 𝑤𝑤(𝑙𝑙1+, 𝑡) 

ب) -١٥(  𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝑥𝑥2 (𝑙𝑙1−, 𝑡) =

𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝑥𝑥2 �𝑙𝑙1

+, 𝑡� 

ج) -١٥(  𝜕3𝑤𝑤
𝜕𝑥𝑥3 (𝑙𝑙1−, 𝑡) =

𝜕3𝑤𝑤
𝜕𝑥𝑥3 �𝑙𝑙1

+, 𝑡� 

شده، اختلاف  به مدل فنر پیچشی درنظرگرفته درنهایت، با توجه
) با گشتاور خمشی در ۱۶شیب تیر در طرفین ترک مطابق با رابطه (

 محل ترک مربوط است:

)١٦(  𝑘𝑠 �
𝜕𝑤𝑤
𝜕𝑥𝑥 (𝑙𝑙1−, 𝑡)−

𝜕𝑤𝑤
𝜕𝑥𝑥 �𝑙𝑙1

+, 𝑡�� =
𝜕2𝑤𝑤
𝜕𝑥𝑥2 �𝑙𝑙1

+, 𝑡� 

) ۱۷صورت رابطه ( ضریب فنر پیچشی بوده و به 𝑘𝑠که در آن، 
 :[26]شود تعریف می

)١٧(  𝑘𝑠 = �6𝜋𝜇2𝑓(𝛼)ℎ�−1 
عمق نسبی ترک است و تابع  𝛼بعد تیر و  ضخامت بی ℎکه در آن، 

𝑓(𝛼) [26]شود صورت زیر تعریف می به: 

)١٨(  
𝑓(𝛼) = 0.6384− 1.035𝛼 + 3.7201𝛼2

− 5.1773𝛼3+7.553𝛼4
− 7.332𝛼5 + 2.4909𝛼6 

)، یک مساله مقدار ۱۷) تا (۱۵) در روابط (۱۴گذاری رابطه ( با جای
بعد تیر  های طبیعی بی شود که با حل آن، فرکانس ویژه حاصل می

و در نتیجه، شکل مودهای خطی  𝐴𝑗𝑖دار و نیز ضرایب مجهول  ترک
را  𝜙𝑛(𝑥𝑥). شکل مودهای خطی [26]شوند دار استخراج می تیر ترک

برای دو بخش تیر با یک رابطه تعریف  𝑒و  �𝑤𝑤ند توان همان نیز می
 کرد:

)١٩(  𝜙𝑛(𝑥𝑥) = 𝜙𝑛
1 + H(𝑥𝑥− 𝑙𝑙1)(𝜙𝑛

2 −𝜙𝑛
1) 

) نرمالیزه ۲۰صورت رابطه ( توان به شکل مودهای ارتعاشی را می
 نمود:

)٢٠(  � 𝜙𝑖(𝑥𝑥)𝜙𝑗(𝑥𝑥)d𝑥𝑥
𝑙𝑙

0
= δ𝑖𝑗 = �

0         𝑖 ≠ 𝑗
1         𝑖 = 𝑗 

)، ضرب طرفین در شکل مود ۱۱در معادله ( 𝑤𝑤گذاری تابع  با جای
گیری در طول تیر و با توجه به تعامد شکل  ام و انتگرال𝑛 دلخواه 

دار   دار، درنهایت مجموعه معادلات حرکت تیر ترک های تیر ترک مود
 شوند: صورت زیر استخراج می به

)٢١(  

𝜂̈𝑛 + 2𝜀𝜇𝑛𝜂̇𝑛 +𝜔𝑛
2𝜂𝑛

= 𝜀 � ��Γ𝑛𝑚𝑝𝑞𝜂𝑚𝜂𝑝𝜂𝑞

∞

𝑞=1

∞

𝑝=1

∞

𝑚=1
+ 𝑓𝑛,    𝑛 = 1,2,3, … 

 که در آن:
الف) -٢٢(  𝜀 = 𝑟2(𝑘−1) 

ب) -٢٢(  𝑟2+𝑘𝑓𝑛 = �𝐹𝜙𝑛d𝑥𝑥
𝑙𝑙

0
 

ج) -٢٢(  𝜇𝑛 = � 𝜇𝜙𝑛
2d𝑥𝑥

𝑙𝑙

0
 

د) -٢٢(   

Γ𝑛𝑚𝑝𝑞

= �
𝑙𝑙2
2𝑙𝑙��

d𝜙𝑝
d𝑥𝑥

d𝜙𝑞
d𝑥𝑥 ��

𝑙𝑙1
−

− �
d𝜙𝑝
d𝑥𝑥

d𝜙𝑞
d𝑥𝑥 ��

𝑙𝑙1
+
�+

1
2𝑙𝑙�

d𝜙𝑝
d𝑥𝑥

d𝜙𝑞
d𝑥𝑥 d𝑥𝑥

𝑙𝑙

0
� �

d𝜙𝑚
d𝑥𝑥 𝜙𝑛��

𝑙𝑙1
−

− �
𝑙𝑙1
2𝑙𝑙��

d𝜙𝑝
d𝑥𝑥

d𝜙𝑞
d𝑥𝑥 ��

𝑙𝑙1
+

 

−�
d𝜙𝑝
d𝑥𝑥

d𝜙𝑞
d𝑥𝑥 ��

𝑙𝑙1
−
�+

1
2𝑙𝑙�

d𝜙𝑝
d𝑥𝑥

d𝜙𝑞
d𝑥𝑥 d𝑥𝑥

𝑙𝑙

0
� �

d𝜙𝑚
d𝑥𝑥 𝜙𝑛��

𝑙𝑙1
+

− �
𝑙𝑙1
2𝑙𝑙��

d𝜙𝑝
d𝑥𝑥

d𝜙𝑞
d𝑥𝑥 ��

𝑙𝑙1
+

−�
d𝜙𝑝
d𝑥𝑥

d𝜙𝑞
d𝑥𝑥 ��

𝑙𝑙1
−
�+

1
2𝑙𝑙�

d𝜙𝑝
d𝑥𝑥

d𝜙𝑞
d𝑥𝑥 d𝑥𝑥

𝑙𝑙

0
� 

× ��
d𝜙𝑚
d𝑥𝑥

d𝜙𝑛
d𝑥𝑥 d𝑥𝑥

𝑙

𝑙1
�

− �
𝑙𝑙2
2𝑙𝑙 ��

d𝜙𝑝
d𝑥𝑥

d𝜙𝑞
d𝑥𝑥 ��

𝑙1−

− �
d𝜙𝑝
d𝑥𝑥

d𝜙𝑞
d𝑥𝑥 ��

𝑙1+
�+

1
2𝑙𝑙 �

d𝜙𝑝
d𝑥𝑥

d𝜙𝑞
d𝑥𝑥 d𝑥𝑥

𝑙

0
� ��

d𝜙𝑚
d𝑥𝑥

d𝜙𝑛
d𝑥𝑥 d𝑥𝑥

𝑙1

0
� 

 شود. ج) میرائی مودال در نظر گرفته می -۲۲در رابطه (
دار با ترک باز است.  ترک  ) معادله حرکت غیرخطی تیر۲۱معادله (

مودها و  ترک باز سبب تغییر در پارامترهای مودال (شکل

www.SID.ir

http://www.SId.ir


Archive of SID  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ موسی رضائی و وحید شاطریان القلندیس ۲۱۴۴

 ۱۳۹۸ شهریور، ۹، شماره ۱۹دوره                                                                                                                                                                                پژوهشی مهندسی مکانیک مدرس -ماهنامه علمی

شده  های طبیعی) تیر شده و با توجه به روابط استخراج فرکانس
 شود. ) می۲۱ضرایب معادلات حرکت ()، سبب تغییر در ۲۲(

های چندگانه استفاده شده  ) از روش مقیاس۲۱برای حل معادله (
صورت رابطه  به 𝑇𝑝های زمانی  . در این روش، مقیاس[25]است

مطابق رابطه  𝜂𝑛شوند و متغیر وابسته  الف) تعریف می -۲۳(
 شود: ب) در نظر گرفته می -۲۳(

الف) -۲۳(  𝑇𝑝 = 𝜀𝑝𝑡,    𝑝 = 1,2, … 

ب) -۲۳(  𝜂𝑛 = 𝜂𝑛0(𝑇0,𝑇1, … ) + 𝜀𝜂𝑛1(𝑇0,𝑇1, … )
+𝑂(𝜀2) 

الف)،  -۱۳شده با رابطه ( با توجه به متغیرهای مستقل تعریف
صورت زیر باز تعریف شده و در معادله  به 𝜂𝑛مشتقات زمانی توابع 

 شوند: ) جایگزین می۲۱(

الف) -۲۴(  
𝑑𝜂𝑛
𝑑𝑡 =

𝜕𝜂𝑛
𝜕𝑇0

+ 𝜀
𝜕𝜂𝑛
𝜕𝑇1

+𝑂(𝜀2) 
     = 𝐷0𝜂𝑛 + 𝜀𝐷1𝜂𝑛 + 𝑂(𝜀2) 

ب) -۲۴(  

𝑑2𝜂𝑛
𝑑𝑡2 =

𝜕2𝜂𝑛
𝜕𝑇0

2 + 2𝜀
𝜕2𝜂𝑛
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

+ 𝜀2 𝜕
2𝜂𝑛
𝜕𝑇1

2

+𝑂�𝜀3� 
     = 𝐷02𝜂𝑛 + 2𝜀𝐷0𝐷1𝜂𝑛 + 𝜀2𝐷02𝜂𝑛

+ 𝑂(𝜀3) 

) و با فرض ارتعاشات ۲۱) در معادله (۲۴) و (۲۳با قراردادن روابط (
 آزاد خواهیم داشت:

𝐷0
2𝜂𝑛0 + 𝜀 �𝐷0

2𝜂𝑛1 + 2𝐷0𝐷1𝜂𝑛0�+𝜔𝑛
2�𝜂𝑛0 + 𝜀𝜂𝑛1�

= 𝜀�� ���Γ𝑛𝑚𝑝𝑞�𝜂𝑚0

∞

𝑞=1

∞

𝑝=1

∞

𝑚=1

+ 𝜀𝜂𝑚1� �𝜂𝑝0 + 𝜀𝜂𝑝1� 

)٢٥(  × �𝜂𝑞0 + 𝜀𝜂𝑞1�� − 2𝜇𝑛[𝐷0𝜂𝑛0
+ 𝜀(𝐷0𝜂𝑛1 +𝐷1𝜂𝑛0)]� 

خواهیم  𝜀های یکسان  که با مساوی صفر قراردادن ضرایب توان
 داشت: 

الف) -٢٦(  𝐷0
2𝜂𝑛0 +𝜔𝑛

2𝜂𝑛0 = 0 

ب) -٢٦(  

𝐷0
2𝜂𝑛1 + 2𝐷0𝐷1𝜂𝑛0 +𝜔𝑛

2𝜂𝑛1

= � ���Γ𝑛𝑚𝑝𝑞𝜂𝑚0𝜂𝑝0𝜂𝑞0�
∞

𝑞=1

∞

𝑝=1

∞

𝑚=1
− 2𝜇𝑛𝐷0𝜂𝑛0 

 آید: صورت زیر به دست می به 𝜂𝑛0الف)، تابع  -۲۶با حل معادله (

)٢٧(  𝜂𝑛0 = 𝑎𝑛(𝑇1)cos (𝜔𝑛𝑇0 + 𝛽𝑛(𝑇1)) 

ب) و جداسازی جملات  -۲۶) در معادله (۲۷با قراردادن تابع (
کردن دو مود ابتدایی تیر، به معادلات حالت زیر  سکولار و با لحاظ

𝑛برای  𝛽𝑛و  𝑎𝑛برای توابع  = رسیم که با حل آنها و  می 1,2
,𝜂n)، توابع  ۲۷گذاری در معادله ( جای 𝑛 = به  𝜀تا مرتبه  1,2

 دست خواهند آمد:

الف) -٢٨(  𝜔1𝑎́1 + 𝜔1𝜇1𝑎1 −
1
8
𝑄1𝑎1

2𝑎2sin (𝛾1) = 0 

ب) -٢٨(  
𝜔1𝑎1𝛾́2 −𝜔1𝑎1𝜎2 −

1
8 �𝛼11𝑎1

2 + 𝛼12𝑎2
2�𝑎1

−
1
8𝑄1𝑎1

2𝑎2cos (𝛾1) = 0 

ج) -٢٨(  𝜔2𝑎́2 + 𝜔2𝜇2𝑎2 +
1
8
𝑄2𝑎1

3sin (𝛾1) = 0 

د) -٢٨(  
𝜔2�𝛾́1 − 3𝛾́2 + 3𝜎2 − 𝜎1�𝑎2 +

1
8 (𝛼21𝑎1

2

+ 𝛼22𝑎2
2)𝑎2

+
1
8𝑄2𝑎1

3cos (𝛾1) = 0 

 در آن: که
𝛾1 = 𝜎1𝑇1 + 𝛽2 − 3𝛽1, 
 
𝛾2 = 𝜎2𝑇1 − 𝛽1, 
 
𝛼11 = Γ1111 
 
𝛼22 = 3Γ2222, 
 
𝑄1 = 3Γ1112, 
 
𝑄2 = Γ2111, 
 
𝛼12 = 𝛼21 = 2(Γ1122 + 2Γ1212) 
 

) اندیس پریم بیانگر مشتق نسبت به متغیر زمانی ۲۸در روابط (
𝑇1 ) ۲۷) و قراردادن آن در معادله (۲۸است. با حل معادلات ،(

 -۲۳آید. با توجه به معادله ( به دست می 𝜂𝑛0تغییرات زمانی توابع 
توان از  به اندازه کافی کوچک باشد، می 𝜀ب) در صورتی که پارامتر 

صرف نظر نمود. در این شرایط، دامنه توابع زمانی  𝜀جملات مرتبه 
𝜂𝑛 توان با دقت خوبی برابر با  را می𝑎𝑛  در نظر گرفت و با مطالعه

توان چگونگی انتقال انرژی بین مودهای  می 𝑎𝑛تغییرات زمانی 
ارتعاشی را مورد مطالعه قرار داد. در ادامه، پاسخ ارتعاش آزاد تیر 

ازای مقادیر  یک سر گیردار و یک سر مفصل با ترک عرضی باز به
آوردن  دست ستم، مورد مطالعه قرار گرفته و با بهمختلف میرائی سی

دامنه توابع مودال، تاثیر ترک در پدیده تشدید درونی مورد مطالعه 
 گیرد. قرار می

 
 مطالعه موردی -۳

در این بخش، تغییرات زمانی دامنه مودهای ارتعاشی اول و دوم 
ازای مقادیر مختلف عمق ترک و میرائی سیستم به  دار به تیر ترک

ست آمده و انتقال انرژی بین مودهای ارتعاشی مورد بررسی قرار د
بوده و شرایط مرزی  ۱گیرد. مشخصات تیر مطابق جدول  می
 شود. صورت یک سر گیردار و یک سر مفصل در نظر گرفته می به
 

 مشخصات مکانیکی و هندسی تیر )۱ جدول
 ٢٠٢٤آلومینیوم  جنس

 ٥٦ متر) طول (سانتی
 ٥٤/٢ متر) عرض (سانتی

 ٦٤/٠ متر) ضخامت (سانتی
 ٢٧٨٠ چگالی (کیلوگرم بر مترمکعب)

 ٧٢٤٠٠ مدول الاستیسیته (مگاپاسگال)

 
جایی اولیه آن  به تیر در لحظه اولیه ساکن در نظر گرفته شده و جا

مود اول و  ۵/۰صورت ترکیب خطی دو شکل مود اول و با نسبت  به
پاسخ تیر در نقطه  ۱شود. در نمودار  مود دوم در نظر گرفته می ۵/۰

دار با ترکی با عمق نسبی  و حالت ترک (a)میانی آن در حالت سالم 
نمایش داده شده  (b)از انتهای گیردار  ۶/۰سبی در فاصله ن ۴/۰
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است. در هر دو حالت، سیستم کم میرا و نسبت میرائی مودال 
منظور  به ۲در نظر گرفته شده است. در نمودار  ۰۰۲/۰ (ζ)سیستم 

درک بهتر فرآیند انتقال انرژی بین مودهای ارتعاشی اول و دوم، 
و نمای  ۲ودار تغییرات زمانی دامنه آنی دو مود اول در نم

نمایش داده شده است. در این  ۳ای از آن در نمودار  شده بزرگ
,𝑎iنمودارها،        i = ترتیب بیانگر دامنه مودهای اول و دوم  به 1,2

 است.
آمده از روش اغتشاشات،  دست سنجی نتایج به منظور صحه به

) با استفاده از روش عددی رانگ کوتا نیز حل شد. در ۲۱معادله (
آمده  دست تغییرات دامنه مودهای اول و دوم به ۵و  ۴مودارهای ن

 اغتشاشات و روش عددی نمایش داده شده است.   از روش
 

 
) با یک ترک با عمق b، ) در حالت سالمa؛ پاسخ ارتعاشات آزاد تیر) ۱نمودار 
 ۶/۰در موقعیت نسبی  ۵/۰نسبی 

 

 
 تیر سالم دامنه آنی مودهای ارتعاشی اول و دوم) ۲نمودار 

 

 
تغییرات دامنه آنی مودهای ارتعاشی تیر سالم در لحظات اولیه ) ۳نمودار 

 ارتعاش آزاد
 

 
 های تحلیلی و عددی آمده از روش دست دامنه آنی مود ارتعاشی اول به) ۴نمودار 

 
های تحلیلی و  آمده از روش دست دامنه آنی مود ارتعاشی دوم به) ۵نمودار 
 عددی

 
اغتشاشات   آمده از روش دست نتایج به ۵و  ۴با توجه به نمودارهای 

و روش عددی همخوانی کاملی با یکدیگر دارند. همچنین، با توجه 
با کاهش دامنه ارتعاشات تیر، نوسانات دامنه مودهای  ۲به نمودار 

ارتعاشی نیز میرا شده و در نتیجه، انتقال انرژی بین مودها کاهش 
𝑡ری که بعد از زمان طو یابد؛ به می = نوسانات دامنه از بین  25

با توجه به  ۳شود. در نمودار  رفته و اثرات تشدید داخلی ناپدید می
روند تغییرات دامنه مودهای ارتعاشات و با توجه به وابستگی آنها 

توان نتیجه گرفت که بسامد  به سطح انرژی در هر یک از مودها، می
عاشی اول و دوم با یکدیگر برابر بوده تغییرات انرژی در مودهای ارت

و سطح انرژی کمینه در یکی از آنها معادل با سطح انرژی بیشینه 
دهنده انتقال انرژی بین  در مود دیگر است و این موضوع نشان

علت  مودهای ارتعاشی است. همچنین در مود ارتعاشی دوم، به
دامنه برخورداری از سطح بالاتری از انرژی نسبت به مود اول، 

نوسانات در حین انتقال انرژی بین مودها نوسانات کمتری نسبت 
به دامنه مود ارتعاشی دوم خواهد داشت. از این رو، مود ارتعاشی 

تر از مود دوم بوده و  اول برای مطالعه پدیده تشدید درونی مناسب
بنابراین، در ادامه برای بررسی تاثیر ترک و نیز میرائی سیستم در 

ژی بین مودها، نوسانات دامنه آنی مود اول مورد بررسی انتقال انر
 گیرد. قرار می

دار  تغییرات دامنه مود ارتعاشی اول تیر سالم و ترک ۶در نمودار 
شده در بالا نمایش داده شده است. با توجه به  برای ترک اشاره

را کاهش و تعداد دفعات  𝑎1، ایجاد ترک دامنه نوسانات ۶نمودار 
دار و  در تیرهای ترک 𝑎1دهد. بسامد نوسان  افزایش مینوسان آن را 

هرتز ۷۱/۰و  ۴۲/۰ترتیب برابر با  بدون ترک تقریباً ثابت بوده و به
در تیر ترکدار و  𝑎1است. همچنین، نرخ تغییرات دامنه نوسانات 

متغیر  ۷نمایش داده شده است. در نمودار  ۷بدون ترک در نمودار 
𝑎re نوسانات  برابر با نسبت دامنه𝑎1 .بر مقدار میانگین آن است 

در تیر  𝑎1شود، شدت نوسان دامنه  طور که ملاحظه می همان
توان  دار کمتر از نصف تیر بدون ترک است و بنابراین، می ترک

نتیجه گرفت که وجود ترک در تیر سبب کاهش آثار تشدید درونی 
 در ارتعاشات آزاد تیر شده است.

در نوسانات دامنه مودهای ارتعاشی در برای بررسی تاثیر ترک 
کنش ترک  هم  های بالاتر و بررسی تاثیر میرائی سیستم در بر میرائی

و تشدید درونی تیر، پاسخ ارتعاشی تیر در حالت سالم و حالت 
ζدار با فرض میرائی مودال  ترک = آید. شرایط  به دست می 0.005

شود.  ر گرفته میاولیه تیر و ترک مورد نظر همانند حالت قبل در نظ
دار نمایش داده  در تیر سالم و ترک 𝑎1 تغییرات دامنه ۸در نمودار 

در تیر سالم برابر با  𝑎1شده است؛ مطابق نمودار، بسامد نوسان 
است. بنابراین، با مقایسه با  ۷۲/۰دار برابر با  و در تیر ترک ۴۳/۰

ثیری توان نتیجه گرفت که افزایش میرائی سیستم تا می ۶نمودار 
و در نتیجه بسامد انتقال انرژی بین مودها در  𝑎1در دفعات نوسان 
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دار نخواهد داشت. همچنین با مقایسه  تیرهای سالم و ترک
شود افزایش میرائی سیستم، هم در  مشاهده می ۸و  ۶نمودارهای 

و  𝑎1دار سبب کاهش دامنه نوسانات  تیر سالم و هم در تیر ترک
میرائی سریع آن شده و در نتیجه آثار پدیده تشدید درونی را کاهش 

ازای میرائی بالا نیز همانند حالت قبل،  دهد. با این حال، به  می
دار نسبت به تیر سالم کاهش ولی  در تیر ترک 𝑎1دامنه نوسانات 

 ۹یابد. این موضوع با بررسی نمودار  دفعات نوسان آن افزایش می
دهد قابل  را نشان می 𝑎1مانی دامنه نسبی نوسان که تغییرات ز
درنهایت، برای بررسی روند تغییرات پدیده تشدید  استنتاج است.

برای مقادیر  𝑎1درونی با افزایش عمق ترک، تغییرات بسامد نوسان 
 مختلف عمق ترک محاسبه شد.

تغییرات بسامد تشدید درونی با افزایش عمق ترک  ۱۰در نمودار 
ζ  های میرائی با نسبتبرای تیر  = ζو  0.002 = نشان  0.005

دهنده بسامد انتقال  نشان 𝜔𝑖𝑛𝑡داده شده است. در این نمودار، 
عمق نسبی ترک است. با  γانرژی بین مودهای اول و دوم بوده و 

با شیب صعودی  𝜔𝑖𝑛𝑡توجه به نمودار، با افزایش عمق ترک، 
طور که قبلاً نیز  همان 𝜔𝑖𝑛𝑡یابد. همچنین، مقدار  افزایش می

مشخص شد، تقریباً مستقل از مقدار میرائی سیستم است. 
های بالاتر  آمده نشان داد که در میرائی عمل های به درنهایت، بررسی

رود.  اثر پدیده تشدید درونی در پاسخ ارتعاشی تیر از بین می
های مختلف  آمده برای موقعیت دست همچنین، پاسخ ارتعاشی به

دهنده تاثیر مشابه ترک در تشدید درونی تیر است. به  رک، نشانت
عبارت دیگر، با افزایش عمق ترک در هر موقعیتی از تیر، بسامد 

 یابد. نوسان دامنه مودها افزایش و دامنه آن کاهش می
 

 
در ارتعاشات آزاد تیر سالم و تیر با ترک در موقعیت نسبی  a1تغییرات ) ۶نمودار 

 ۰۰۲/۰، ضریب میرائی مودال ۴/۰نسبی و عمق  ۶/۰
 

 
ارتعاشات آزاد تیر سالم و تیر با ترک در موقعیت  درare  تغییرات) ۷نمودار 
 ۰۰۲/۰، ضریب میرائی مودال ۴/۰و عمق نسبی  ۶/۰نسبی 

 

 
در ارتعاشات آزاد تیر سالم و تیر با ترک در موقعیت نسبی  a1تغییرات ) ۸نمودار 

 ۰۰۵/۰ضریب میرائی مودال ، ۴/۰و عمق نسبی  ۶/۰

 
ارتعاشات آزاد تیر سالم و تیر با ترک در موقعیت  درare  تغییرات) ۹نمودار 
 ۰۰۵/۰، ضریب میرائی مودال ۴/۰و عمق نسبی  ۶/۰نسبی 

 

 
در برابر عمق  l1=0.6در تیر با ترک در موقعیت  𝝎𝒊𝒏𝒕تغییرات  )١٠نمودار 

 ٠٠٥/٠و  ٠٠٢/٠ازای ضرایب میرائی مودال  نسبی ترک به

 
 گیری نتیجه -۴

دار دو سر  در این مقاله، معادله حرکت ارتعاشی غیرخطی تیر ترک
ثابت (یک سر گیر دار و یک سر مفصل) تحت دامنه نوسان بزرگ، 
 استخراج و با حل آن، پدیده تشدید درونی و تاثیر ترک و میرائی تیر

در این پدیده غیرخطی مورد مطالعه قرار گرفت. برای این منظور، با 
صورت دو  دار به استفاده از مدل فنر پیچشی برای ترک باز، تیر ترک
اند در نظر گرفته  تیر مجزا که توسط فنر پیچشی به هم متصل شده

شده و معادله حاکم بر ارتعاش تیر، با فرض ارتعاش غیرخطی 
در تیر استخراج شد. سپس معادله حاکم هندسی ناشی از کشش 

ای از معادلات  صورت مجموعه با استفاده از روش گالرکین به
غیرخطی کوپل استخراج و این معادلات در حالت ارتعاشات آزاد تیر 

جایی اولیه معین حل شد. در حل این  و با درنظرگرفتن جابه
وش بودن آنها از ر بودن و نیز کوپل علت غیرخطی معادلات به

اغتشاشات استفاده شد. با حل این معادلات تغییرات دامنه توابع 
مودال برای مقادیر مختلف عمق ترک و میرائی سیستم استخراج 

 شدند.
دار نسبت به تیر  دهد که در تیر ترک آمده نشان می دست نتایج به

بدون ترک دامنه نوسانات دامنه آنی توابع مودال کمتر بوده و 
آمده  دست منه بیشتر است. همچنین، نتایج بهبسامد نوسانات دا

دهد که با افزایش عمق  برای مقادیر مختلف عمق ترک نشان می
ترک، بسامد نوسان دامنه با نرخی صعودی افزایش یافته و مقدار 

سنجی نتایج  منظور صحه آن مستقل از میرائی سیستم است. به
طی آمده از روش اغتشاشات، دستگاه معادلات غیرخ دست به

حاصل، با استفاده از روش عددی نیز حل شده و توابع مودال زمانی 
استخراج شدند. سپس دامنه آنی تغییرات توابع زمانی با استفاده از 

شده از روش  روش هیلبرت به دست آمده و با نتایج حاصل
 اغتشاشات مورد مقایسه قرار گرفت.

 
 است.موردی توسط نویسندگان گزارش نشده تشکر و قدردانی: 

 موردی توسط نویسندگان گزارش نشده است.اخلاقی:  تاییدیه
 موردی توسط نویسندگان گزارش نشده است.تعارض منافع: 
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(نویسنده اول)، موسی رضائی  سهم نویسندگان:
 وحید شاطریان القلندیس%)؛ ٥٠شناس/پژوهشگر اصلی ( روش

 %)٥٠(نویسنده دوم)، پژوهشگر اصلی (
 نویسندگان گزارش نشده است.موردی توسط منابع مالی: 

 
 نوشت ) پی۵

 علایم انگلیسی
𝐶 ضریب میرایی ویسکوز 
𝐸 مدول الاستیسیته 
𝐹� نیروی عرضی وارد بر واحد طول تیر 
𝐹 بعد وارد بر واحد طول تیر نیروی عرضی بی 
𝑓𝑛 نیروی عرضی مودال وارد بر تیر 
H ساید تابع هوی 
ℎ بعد تیر ضخامت بی 
𝐼 ممان اینرسی سطح مقطع تیر 
𝑘𝑠 ضریب فنر پیچشی بوده 
𝐿 بعد سازی معادلات مشخصه طول در بی 
𝑙𝑙1 موقعیت طولی ترک در تیر 
𝑙𝑙 طول تیر 
𝑟̂ شعاع ژیراسیون سطح مقطع 
𝑟 بعد سطح مقطع شعاع ژیراسیون بی 
𝑇𝑝  متغیر زمانی مرتبهp های چندگانه در روش مقیاس 
𝑡̂  زمانیمتغیر 
𝑡 بعد متغیر زمانی بی 
𝑢𝑢� جایی طولی تیر به جا 
𝑢𝑢 بعد تیر جایی طولی بی به جا 
𝑤𝑤�  جایی عرضی تیر به جا 
𝑤𝑤 بعد تیر جایی عرضی بی به جا 
𝑥𝑥� متغیر مکانی تیر 
𝑥𝑥 بعد تیر متغیر مکانی بی 

 علایم یونانی
𝛼 عمق نسبی ترک 
𝜀 بعد در روش اغتشاشات پارامتر کوچک بی 
ζ ضریب میرایی ویسکوز مودال 
𝜂𝑛  تابع زمانی مودالn ام 
𝜇  ضریب میرایی ویسکوز 
𝜌 چگالی تیر 
𝜙𝑛  شکل مود خطیn دار ام تیر ترک 
𝜔𝑛 بعد  فرکانس طبیعی بیn دار ام تیر ترک 
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