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  تحليل ترك در مواد مركب به وسيله روش انرژي

  
  2، فرهان يكتاي كيا،*1عبدالحسين فريدون

  
  

 چكيده  اطلاعات مقاله
  1387 آذردريافت مقاله: 
ي ا هي ـلابـراي محاسـبه و تحليـل تـرك در مـواد مركـب        Jل در اين مقالـه، روش انتگـرا    1388 خردادپذيرش مقاله: 

ــرار   ــتفاده ق ــورد اس ــم ــگ يم ــا     در .ردي ــف ب ــاي مختل ــرك تحــت زواي ــژوهش ت ــن پ اي
و حالـت بحرانـي و    ردي ـگ يم ـي مختلف در انواع لايـه بنـدي مـورد بررسـي قـرار      ها طول

بــراي تحليــل تــرك در مــاده مركــب ابتــدا توســط  .گــردد يص مــبهتــرين حالــت مشــخ
يك نرم افزار المـان محـدود مـاده مـورد تحليـل قـرار گرفتـه و توسـط يـك برنامـه كـه            

بــه  J انتگــرال شــود يمــنــرم افــزار المــان محــدود تعريــف ي گانــه بــرابــه صــورت جدا
ضـريب تمركـز تـنش     Jسـپس بـا اسـتفاده از انتگـرال      شـود  يم ـصورت عددي محاسبه 

. علـت ايـن كـه بـه طـور مسـتقيم ضـريب تمركـز         ردي ـگ يم ـدر ماده مورد محاسبه قرار 
ين         شود ينمتنش محاسبه   باشـد  يم ـايـن اسـت كـه چـون تـرك در نـوك آن داراي تكـ

ولـي بـا    دي ـنما يم ـبنابراين نـرم افـزار المـان محـدود بـا خطـاي بـالايي آن را محاسـبه         
ــرال    ــير انتگ ــتقلال از مس ــتفاده از خاصــيت اس ــ Jاس ــوان يم ــر از  ت ــيرهاي دورت در مس

  د.و در نتيجه ضريب تمركز تنش را محاسبه كر Jنوك ترك انتگرال 
  

 

   واژگان كليدي:
  ترك
  Jل انتگرا
  تشكس

  كبمواد مر
  تمركز تنش

  

  

  *مقدمه -1

مسائلي اسـت   نيتر عمدهپديده شكست در اجسام يكي از 
ابزارهـا بـا آن مواجـه     نيتر سادهكه انسان از زمان ساختن 

ايـن  ر بوده و به دليل پيشـرفت تكنولـوژي در عصـر حاض ـ   
مسئله از اهميـت بيشـتري نسـبت بـه گذشـته برخـوردار       

  .باشد يم
ــي    ــاني بس ــيختگي ناگه ــع گس ــزات در واق و اري از تجهي

ي صنعتي، نه تنها عواقب جاني نـاگواري را در پـي   ها سازه
دارد، بلكــه ضــررهاي چشــمگير اقتصــادي را نيــز فــراهم  

نشان داده اسـت كـه قيمـت     ]1[ . تحقيقات اخيرآورد يم
                                                 

 ab.fereidoon@gmail.com :* پست الكترونيك نويسنده مسئول
  دانشگاه سمنان ، دانشكده مهندسي مكانيك،ياردانش. 1
 دانشگاه سمنان دانشكده مهندسي مكانيك، ،دانشجوي كارشناسي ارشد. 2

  

هاي ناگهـاني در ايـالات متحـده     ضررهاي ناشي از شكست
ديده كه ميليارد دلار گر 119بالغ بر  1978آمريكا درسال 

% توليد ناخـالص ملـي ايـن كشـور را تشـكيل      4در حدود 
  دهد. مي
هـاي   اي با زمينه و الياف ي اخير مواد مركب لايهها سالدر 

هاي مكانيكي  مختلف مورد توجه قرار گرفته است و تحليل
ي ا ژهي ـوتحت انواع بارها براي ايـن گونـه مـواد از اهميـت     

ركـب تحـت بارهـاي    تحليل مواد م باشد. مثلاً برخوردار مي
  و غيره. ها آنديناميكي و بار ضربه و تحليل ارتعاشي 

هـا و   درون لايـه  هـا  حفـره در اين گونه مواد احتمال وجود 
كه توسـط مـواد پـر نشـده      ها هيلايي در بين ها تركوجود 

باشد. لذا همزمان بـا افـزايش كـاربرد مـواد      است، زياد مي
بسـياري بـه   ي هـا  تـلاش مركب به ويژه در دو دهـه اخيـر   

صورت ب هاي تحليلي در مواد مرك منظور دستيابي به حل
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هاي قابل كاربرد در زمينـه مـواد    گرفته است. از بين روش
، روش ترتيبي توان از روش شرايط مرزي انس ميغير متج

  مرزي و روش اجزاء محدود نام برد.
شكسـت  ، س معيار مكانيك شكست الاستيك خطيبر اسا

دهد كه ضـرايب شـدت    مي رخ مياو رشد ترك پايدار هنگ
) بـه يـك   ها آنبر حسب حالات بارگذاري يا تركيب تنش (

ين فرض استوار اسـت  مقدار بحراني برسند. اين نظريه بر ا
الاستيك و ترد بوده و در نتيجه از اثر ناحيه  كه ماده كاملا

پلاستيك در نـوك تـرك بـه علـت كـوچكي صـرف نظـر        
ايجاد و گسترش ناحيه شود لذا لازم نيست كاري براي  مي

پلاستيك انجام گيرد. در حقيقت انرژي كرنشي آزاد شـده  
در اين از نظر تـوازن انـرژي، نـرخ انـرژي آزاد شـده بـراي       

گردد  شروع ترك ناپايدار كه در نهايت به شكست منجر مي
بايد با انرژي سطح ترك برابر باشد. انرژي سـطح در واقـع   

ي گسـيختن تمـامي   مقدار انرژي لازم بر واحد سـطح بـرا  
پيوندهاي بين دو سطح ترك است كه در آستانه جـدايش  

  قرار دارند.                        
مفهوم نرخ آزاد سازي انرژي را گسـترش داد و  ] 2[ ايروين

اي مطـرح كـرد كـه     در حقيقت نظريه گريفيث را به گونـه 
تـر بـود مـدتي بعـد      براي حل مسـائل مهندسـي مناسـب   

روش نيمه معكوس براي تحليل تـنش   يك ]3[ وسترگارد
از  ]4[ و جابجايي در نوك تـرك پيشـنهاد نمـود. ايـروين    

روش وسترگارد استفاده نمود تا نشـان دهـد كـه تـنش و     
توان بـه كمـك يـك     جابجايي در نزديكي نوك ترك را مي

مقدار ثابت كـه مـرتبط بـا نـرخ آزاد سـازي انـرژي اسـت        
ك بـه عنـوان   توصيف كرد. اين پارامتر مشخصـه نـوك تـر   

  .شود يمضريب شدت تنش شناخته 
محققــين نظــر خــود را متوجــه     1960بعــد از ســال  

پلاستيسيته نوك ترك كردند. زماني كه قبـل از شكسـت   
د در جســم تغييــر شــكل پلاســتيك قابــل تــوجهي ايجــا 

، در اين صورت ديگر مكانيك شكسـت الاسـتيك   گردد يم
اً كوتاهي باشد. در طي فاصله زماني نسبت خطي معتبر نمي

تحقيقات زيادي در مـورد مسـئله تسـليم در نـوك تـرك      

و مك ] 6[ ، ولز]5[ صورت گرفت. در اين زمينه، بارنبلات
  شد. ارائه ]7[ كلينتون

تصحيح ناحيه پلاستيك توسط ايروين در واقع يـك بسـط   
ساده روابط مكانيك شكست الاستيك خطي بود. در حالي 

 ـ  كه بارنبلات مدل پر زحمت ر پايـه تسـليم يـك    تـري را ب
تسمه باريك از مواد در نوك ترك بسط دادند ولز پيشنهاد 
كرد كه زماني پلاستيك قابل توجهي قبل از شكست اتفاق 

افتد كه از جابجايي سـطوح تـرك بـه عنـوان محـك و       مي
ميزان شكست استفاده شود. اين موضوع زماني به فكر ولز 

يك تا روش مكانيـك شكسـت الاسـت    ديكوش يمرسيد كه 
ي فلزي با استحكام متوسط و پايين به ها سازهخطي براي 

پـذيرتر   كار برد. او به اين نتيجه رسيد كه اين مواد انعطاف
از آن هستند كه مكانيك شكست الاستيك خطي در مورد 

به كار گرفته شود. بعد ولز متوجه شد كـه همـراه بـا     ها آن
تغييــر شــكل پلاســتيك، ســطوح تــرك از يكــديگر جــدا  

وند. اين منجر به معرفي پارامتري شد كه امـروزه آن  ش مي
يــا ميــزان بــاز شــدگي نــوك تــرك  *CTODرا بــه نــام 

شناسند و بر اين اساس استوار اسـت كـه اگـر كـرنش      مي
پلاستيك در نوك ترك از يك مقدار بحرانـي تجـاوز كنـد    
بايد انتظار شروع رشد ترك را داشت، از ايـن رو اسـتنباط   

بحرانـي صـورت    CTODك كـه شكسـت در ي ـ   شـود  يم
  د.گير مي

براي مشخص كردن رفتار غيـر خطـي مـواد در     ]8[ رايس
آل سـازي   نوك ترك پارامتر ديگري معرفي نمود و با ايـده 

پلاستيك بـه رفتـار الاسـتيك غيرخطـي      -رفتار الاستيك
د اي بـراي نـرخ آزاد سـازي انـرژي در مـوا      توانست رابطـه 

ايـن مقـدار را   غيرخطي بـه دسـت آورد. او نشـان داد كـه     
توان به صورت انتگرال خـط مسـتقل از مسـير عنـوان      مي

بعـد از  د. نامي ـ Jكرد. رايس اين انتگرال خطي را انتگـرال  
و رايس و  ]9[ ، هاتچينسونتوسط رايس Jمعرفي انتگرال 

را به ميدان تنش نـوك تـرك در    Jانتگرال  ]11[ روزنگرن
داد كـه   نشـان  ها ليتحلمواد غير خطي مرتبط كردند. اين 

                                                 
1- Crack Tip-Opening Displacement  
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ميدان تنش غير خطي را نيز به دست  توان يم Jبه كمك 
  آورد.

 Jنشــان دادنــد كــه بــين انتگــرال ]11[ شــيه و همكــاران
اسـتفاده از هـر دو ايـن     اي موجود است. رابطه  CTODو

پارامترها براي سنجش وضعيت شكست در اجسـام معتبـر   
در سـال   Jدر ادامه تحقيقـات در مـورد انتگـرال    باشد.  مي

تحت شرايط  Jانتگرال  ]12[ لابنز، بوي و آمستوي 1981
در ايـن حالـت از    Jسه بعدي را معرفـي كردنـد. انتگـرال    

مجمــوع دو انتگــرال تشــكيل شــده اســت. يكــي از ايــن   
ها، انتگرال خط و ديگري انتگرال سطح اسـت. هـر    انتگرال

 هـا  آنكدام از اين اجزاء وابسته به مسير بوده امـا مجمـوع   
ــتقل از مسـ ـ ــيير مس ــال   م ــد. در س ــيه و  1986باش ش

را بـراي   Jرابطه انتگـرال مسـتقل از مسـير     ]13[همكاران
حالتي كه جسم سه بعدي تحت تنش حرارتي قرار داشـته  

را بـراي   Jانتگرال  ]14[ به دست آوردند. همچنين ساكاتا
حالتي كه جسم تـرك دار تحـت نيروهـاي اينرسـي قـرار      

  داشته را بسط داد.
  
  
  فرمول بندي -2

به كار برده  ]15[به وسيله اشلبي  Jفهوم اساسي انتگرال م
و  ها يينابجاشد تا توسط آن نيروهاي تعميم يافته بر روي 

ي الاسـتيك و بـه كمـك يـك     ها دانيمي در ا نقطهعيوب 
مؤلفه ايستايي تانسور انرژي مقدار حركت مشخص گـردد.  

يـك جسـم   ] 16[به وسيله رايـس   Jتعريف اصلي انتگرال 
يك ماده با رفتار الاستيك خطي يـا غيـر خطـي     همگن از

عاري از هر نيروي داخلي و تغيير شكل اوليه و تحت يـك  
ميدان تغيير شكل دو بعـدي در فضـاي دكـارتي را در بـر     

. يك جسم الاستيك خطي يـا غيـر خطـي را كـه     رديگ يم
داراي يك ترك يا سوراخ بوده را در نظر بگيريد. همچنين 

باشد كه تحت بارهاي  Vجسم  فرض كنيد كه حجم اصلي
و يـك تغييـر مكـان     TSبـر روي مـرز   Tكششي سطحي 

حجـم مـاده    Vباشد. اگـر  USبر روي مرز  uمشخص 

الـف بـه    -1 شكل جسم از شـكل ر جابجا شده در اثر تغيي
بيانگر سـطح تـازه تشـكيل     Sبوده و ب-1جسم شكل 

كـه   دهـد  يمنشان  ]17[شده عاري از كشش باشد رايس 
همراه گسترش يك ترك يـا   PUكاهش انرژي پتانسيل
  :ديآ يمچاله، چنين به دست 

)1 (             udSTWdVU
SVP   

  
  

، دانسيته انرژي كرنش است و چنين تعريـف  Wكه در آن
  :شود يم
)2 (                                 ijij dWW 

  
  

jiتانسور تنش وji  ي زير ها مؤلفهتانسور كرنش با
  است: 

)3(                               


















i

j

j

i
ji x

u

x

u

2

1  

  

T  بردار كشش است كه برTS  و با توجه به  كند يماثر
ف تعري در طول nبردار نرمال يكه به سمت خارج 

  .شود يم
كه كاهش خالص انرژيِ عبارت است  كند يمبيان  1رابطه 

ي كار انجام ها مناز انرژي كرنش حجم ماده برداشته شده 
  :شده در آزادسازي سطوح كشش جديد، يعني

0 PU.  

  
  (ب)                             (الف) 

  حجم ماده جابجا شده در اثر تغيير شكل جسم - 1شكل 
  

بيـان  ن چنـي  توان يمرا  1ي رابطه ا صفحهي ها جسمبراي 
  نمود:
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 )4       (              


SAP udsTWdAU  
  

شده بـراي ايجـاد يـك     سطح ماده برداشته Aكه در آن
نشان دهنده مـرز تـازه تشـكيل يافتـه      Sفضاي خالي و

در حد براي رشد بي نهايت  4بدون كشش است. از معادله 
كوچك ترك، نرخ تغيير انرژي پتانسـيل نسـبت بـه رشـد     

  چنين بيان شود: تواند يمترك 

 )5   (     













ds
a

u
Tdxdy

a

W

a

U
A

P  

  

  .باشد يممحيط سطح آن  مساحت  و Aكه در آن 
كـه   يا گونـه بـه   2اكنون، سيستم مختصاتي مطابق شكل 

درحـالي كـه   . ميكن يممبدأ آن در نوك ترك بوده انتخاب 
dx=da شود يمچنين  5، رابطه:  

)6(     













ds
x

u
Tdxdy

x

W

a

U
A

P  
  

برحسب  6معادله  توان يم با استفاده از قضيه گرين،
  ي خطي را به صورت زير بيان كرد:ها انتگرال

)7   (              ds
x

u
TWdy

a

U P








  
  

  

aUكه در آن  P  شناخته  Jبه عنوان انتگرال  /
  :يعني شود يم

 )8( 12 

 


  NmorJmds
x

u
TWdyJ  

  
  مشخصات سيستم مختصات - 2شكل 

  
بـراي رفتـار    8 م تعمـيم اعتبـار معادلـه   يكي از نتايج مه ـ

بـه خصـوص،    يهـا  تيمحدودغيرخطي آن است كه تحت 
آن براي مدل كردن رفتار پلاستيك استفاده كرد.  توان يم

محدوديت اصلي در اين جا اين است كه جسم بايد تحـت  
بارگذاري با افزايش يكنواخت قرار گيرد و نبايد هيچ گونـه  

  ل شود. برداشتن بار (حذف بار) تحمي
ميزاني است براي كار ورودي به سيسـتم و نـه     Jبنابراين 

مقدار كار برگشت پذير در هنگام حذف بار (برداشتن بار). 
براي تغييرات بي نهايت كوچـك در شـكل هندسـي يـك     
ترك نوك پهن و يا تغيير شكل پلاسـتيك يافتـه، عبـارت    

 . بر عكس، درباشد يم) مؤثرتر 7انتگرال خطي در معادله (
يـا ميـزان بازشـدگي     *CODحالت يك ترك نـوك تيـز،   

ترك قابل چشم پوشي است و عبـارت انتگـرال سـطح در    
كاملا   J. انتگرال شود يمبرجسته و مهم  Jمعادله انتگرال 

   ] .18 [باشد يممستقل از مسير 
  
  

براســاس  روش اجــزاء   Jتعيــين انتگــرال  -3
  محدود

ك صفحه داراي براي ي Jبراي تعيين انتگرال  ]19[ شارپلز
ترك در يك لبه از روش اجزاء محدود استفاده نموده 

براي يك ترك  با يك شيب دلخواه كه در  Jاست. انتگرال 
  :ديآ يمقرار گرفته چنين به دست  طول محور

)9      (                 ds
u

TWdJ






  

  

انتگرال فوق را  3 فاده از شكلبه طريقي ديگر، با است
  چنين نوشت: توان يم

  
  Jمحاسبه انتگرال  - 3شكل 

                                                 
1- Crack-opening displacement  
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 )10          (dS

u

WdJ
n

n

nn
























 




 ),(                               

  :كه در آن

   )(/21

)(2/1
2

2

ZZXXZZYYYYXX

zzyyxx

XXEv

EW









aaaaCOS XYYYXXn cossinsin 22  

aaaa XYXXYYn cossincossin)(  

 sincos vuu n   
 cossin vuv n   

)(ي ا صفحهبراي كرنش  YYXXZZ v    و براي
  .باشد يم0ZZي ا صفحهتنش 

پس از انجام عمليات مناسب و تغيير متغيرها، معادله 
را بر حسب مختصات دكارتي به شكل  J) انتگرال 10(

  : دهد يمرابطه زير 
    

)11(
Adxdy

dxdxdy

dydydyWJ

XYXYXYXY

YYYYXXXYYYXY

XXXX




 






sincos

sincossin

cos()cossin(  

  كه در آن:




d

duA

XYYY

XYXX

)sincos(

)cossin(


  

  
از روش عددي با جمع كردن هر  توان يممقدار فوق را 

ي مجاور كه بر روي مسير قرار ها گرهبين  dsقسمت از 
نشان داده  4چه در شكل به دست آورد؛ چنان رنديگ يم

  ت.شده اس

  
  ترك -4شكل  

  
  
  

  با ضرايب شدت تنش    Jرابطه انتگرال  -4

 *معروف به ضرايب نرمي( ijaدانيم بين ضرايب مي 
آمده است)  ]20[باشد كه نحوه استخراج آن در مرجع  مي

  :]20[روابط زير برقرار است Jي انتگرال ها مؤلفهو براي 

  

)12( 
   
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121و    بوده و روابط فوق به شكل معروف زير
  )13: (نديآ يمدر 
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ي ا صفحهدر حالت تنش 
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
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vKي ا صفحهدر حالت كرنش  43  
  
  
  
  
  

                                                 
1- Compliance 
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  ي عددي ها مثال - 5

حال با استفاده از روابط بالا به بررسي چند نـوع تـرك در   
. براي به دست آوردن تمركز تـنش  ميپرداز يممواد مركب 

يـك    ANSYSدر مواد مركب بـا اسـتفاده از نـرم افـزار      
تـا   شـود  يم ـبرنامه به زبان ماكرو براي اين نرم افزار تهيـه  

آورد و يا راه حل ديگر بتوان مقدار تمركز تنش را به دست 
اين است كه مسئله را كاملا در  نرم افـزار المـان محـدود    
حل كرده سپس مقادير تـنش و كـرنش و جابـه جـايي را     
استخراج كرده و در يك نرم افزار محاسبات عددي روابـط  

را محاسبه كرد. سپس با آن برنامه خروجي نـرم   Jانتگرال 
يجـه ضـريب تمركـز    و در نت Jافزار المان محدود انتگـرال  

  تنش را به دست آورد. 
گـلاس را در نظـر    -در اين جا براي نمونـه مـاده اپوكسـي   

فضا جايگاه مناسبي دارد  -كه در كابردهاي هوا  ميريگ يم
  .]21[ داده شده است 1خصوصيات اين ماده در جدول 
  

  ي مختلفها يبندخواص مواد براي لايه   - 1جدول 

Gxy xy E 
(GPa) 

E 
(GPa) 

  نحوه لايه بندي

85/23  259/0  04/60  04/60  [0/45/90]s 

65/9  017/0  8/144  72/11  [0]s 

03/38  615/0  18/31  18/31  [45]s 

94/30  262/0  99/66  64/17  [30]s 

65/9  210/0  72/11  8/144  [90]s 

  
خصوصيات براي پـنج نـوع    شود يمطور كه ملاحظه  همان

بـه   ها هيلاتلف كه در نتيجه چرخش زواياي لايه بندي مخ
لايه بندي  5وجود آمده، داده شده است. در اين مقاله هر 

   .ميده يمرا مورد تحليل قرار 
براي تحليل اول يك ترك از نـوع ميـاني در مـاده مركـب     

درجـه   180درجـه تـا    0و ترك را از زاويه  ميكن يمايجاد 
به دست آيـد.   Jرال تا در هر زاويه ميزان انتگ ميچرخان يم

و دوبـاره تـرك را    ميكن ـ يم ـسپس طول تـرك را بيشـتر   
ايـن كـار را    ميكن يم. نتايج حاصله را مقايسه ميچرخان يم

ميـزان بـار بـر روي     .ميده ـ يمطول مختلف انجام  4براي 
   .باشد يمضريب تمركز تنش بي تأثير 

  ت.نمونه مورد تحليل نشان داده شده اس 5در شكل 
 

 
  ونه با ترك ميانينم - 5شكل 

  

4در اين تحليل 
W

H  وpa610*50  در نظر

در قسمت بعدي از مقاله، تحقيق خود را بر  .ميريگ يم
  ).6(شكل  ميده يمي ادامه ا لبهروي ماده مركب با ترك 

  
  يا لبهنمونه با ترك  - 6شكل 

  
براي طول و هدف از اين كار مقايسه ضريب تمركز تنش 

زواياي مختلف ترك و از طرف ديگر مقايسه آن با ترك 
در اين قسمت همان طور كه در ترك   باشد يممياني 

ي ها يبندمياني توضيح داده شد ترك در انواع لايه 
4 در اين تحليل .شود يممختلف ايجاد 

W

H  و

pa610*50  ميريگ يمدر نظر.  
 يگـر در دي هـا  روشسـه بـا   يشنهادي در مقاپيد روش تايي

  نشان داده شده است.    2جدول 
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مقايسه متفاوت  -2جدول 
w

a  و  ها هيلابراي چيدمان J 

  
  

بــراي  1Jلــف انتگــرالمقــادير مخت ،7شــكل نمودارهــاي 
انـي بـه ازاي   ميه ها و ترك يصفحات با چيدمان مختلف لا

ينه آن را برحسـب  طول و زواياي مختلف ترك و مقدار كم
  .دهند يمرها نشان متغي

  
مقـادير مختلـف     ،8شـكل  نمـودار هـاي   به طـور مشـابه   

ي مختلف و ترك ها يبند هيبراي صفحات با لا 2Jانتگرال 
اني به ازاي طول و زواياي مختلف ترك و مقدار كمينـه  مي

  .دهند يمرها نشان متغيآن را برحسب 
  

    

  
اني به ازاي طول و زواياي مختلف ترك و مقدار ميه ها و ترك يبراي صفحات با چيدمان مختلف لا 1Jمقادير مختلف انتگرال - 7شكل 

  نهكمي

Force 
method 

  از 
روش 
  حاضر

Force 
method 

از
روش 
  حاضر

Force 
method 

از
روش 
  حاضر

Force 
method  

 از 
روش 
  حاضر

a/w 
  ها هيلاان چيدم

0.8  0.6 0.4 0.2  
1.87  1.99  1.40  1.45  1.21  1.25  1.11  1.16  

  

  S90  

2.18  3.17  2.19  2.23  1.75  1.82  1.52  1.58  
  

 S45  

1.72  1.80  1.14  1.3  1.08  1.11  1.01  1.02  
  

 S90/45/0   
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اني به ازاي طول و زواياي مختلف ترك و مقدار ميها و ترك  هيبراي صفحات با چيدمان مختلف لا 1Jمقادير مختلف انتگرال - 8 شكل

  كمينه
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براي  1Jمقادير مختلف انتگرال  9نمودارهاي شكل 
ي  به ازاي ا لبه ي مختلف و تركها يبنده يصفحات با لا

طول وزواياي مختلف ترك و مقدار كمينه آن را برحسب 
  .دهند يمرها نشان متغي

براي  2Jمقادير مختلف انتگرال 10نمودارهاي شكل  
ي به ازاي ا لبهي مختلف و ترك ها يبنده يصفحات با لا

طول و زواياي مختلف ترك و مقدار كمينه آن را برحسب 
  .دهند يمرها نشان يمتغ

  
  

  

  

  
ي  به ازاي طول وزواياي مختلف ترك و مقدار ا لبهي مختلف و ترك ها يبنده يبراي صفحات با لا 1Jمقادير مختلف انتگرال  - 9شكل 

  كمينه
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ي  به ازاي طول وزواياي مختلف ترك و مقدار ا لبهي مختلف و ترك ها يبنده يبراي صفحات با لا 1Jمقادير مختلف انتگرال  - 10شكل 

  كمينه
 

   نتيجه گيري -6

 ]21[نتايج اين تحقيق تطابق خوبي با نتايج مقاله مرجـع  
دارد. البته در مرجع اشاره شده تمام مقادير فوق استخراج 

زاويه و تنها براي چند لايه بنـدي بـه    2نشده بلكه فقط در
لت ترك مياني و راي مقايسه تنها در حادست آمده است. ب

 ]20[تنها زاويه مورد بحـث در مرجـع   درجه ( 0در حالت 
قابل توجه است كـه ابتـدا    .ميكن يمنتايج را با هم مقايسه 

به ضـريب تمركـز    12را با استفاده از رابطه   Jبايد انتگرال
  تنش تبديل كنيم.
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