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در اين مقاله به تحليل رفتار بعد از كمانش ورقهاي مدور سوراخدار تحت بارگذاري يكنواخت شعاعي در داخل و خـارج سـوراخ، بـا                          -چكيده  
هاي شـكل  تغييـر  ريـه نظ مسئله با استفاده از بندي كه ابتدا به فرمول    استروند كار به اين صورت      .  ريتز پرداخته شده است    -استفاده از روش ريلي   

كنـيم سـپس بـه توسـعه ميـدانهاي       پردازيم؛ سپس با يك نگاشت مناسب، هندسه را در دستگاه مختصات طبيعي بيان مي  كارمن مي–بزرگ ون 
 ـ    كارگيري توابع شكل طبقاتي، هرميتي و لاگرانژي به ترتيب در درونيابي ميدان جابـه               جايي در دستگاه مختصات طبيعي، با به        جابه ارج و  جـايي خ

جايي هوكين مناسب براي كنترل رفتار بعـد از كمـانش صـفحات مـدور، پرداختـه                   پردازيم و نهايتاً به ارائه يك ميدان جابه         داخل سطح ورق، مي   
  سـان ازجملـه محاسـن ايـن روش         پيوستگي در مقادير تنش و كرنشها، تعداد درجات آزادي كم براي حل مسئله، اعمال شرايط مرزي آ                . شود  مي
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Abstract: This paper is intended to analyse the post buckling behavior of annular plate under the effects of symmetric 
uniform loading using Rayleigh-Ritz method. This is done first by formulating the problem in large defection using Von-Karman 
nonlinear theory. The geometry in natural coordinate system using the correct and useful mapping and the development of 
displacement fields in natural coordinate system using Hierarchic, Hermitian and Lagrange shape functions respectively  
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in interpolation of out-of-plane and in-plane displacement field of plates are also considered. Finally, we deal with the 
presentation of a proper Hookian displacement field for controlling post buckling behavior of circular plates. To solve the 
problems, this methid enjoys a number of advantages including continuity in stress and strain, few numbers of degree of freedom 
and application of bounder easy conditions., 
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  مقدمه -١

 رفتـار بعـد از      آزمايشات وتجربيـات نـشان داده اسـت كـه           

 متفاوت اسـت، بـه        با رفتار بعد از كمانش ستونها       كمانش ورقها 

توان بـه عنـوان بـار         طوري كه بار بحراني براي يك ستون را مي        

يي در نظر گرفت ولي يك ورق نازك بعـد از كمـانش خـود               نها

تواند باري به مراتب بزرگتر از بار بحراني خـود را كـه درآن                مي

شود تحمل كند؛ كه علـت ايـن امـر مهـم              بار كمانش شروع مي   

رفتار غشايي و تغيير شكل ورق به سمت يك سطح ناگستردني           

است كه مورد اخير نيز به نوعي رفتار غشايي محـسوب شـده و     

توان رفتار غشايي را به عنوان عاملي در كنار           به طور خلاصه مي   

  . رفتار خمشي ورق مؤثر دانست

كمـانش صـفحات، دسـت      طبيعتاً مقاومت چشمگير پس از        

برد كـه       اندركاران علوم مهندسي وصنعتي را در اين فكر فرو مي         

 محدوديت وزن وجود دارد ماننـد    يي كه در آنها     ها  در مورد سازه  

ــا،  ــفينههواپيم ــاي س ــويه ــضايي، ميكروس ــا هاچ ف ــر ورقه    و تي

المقدور از ظرفيت يا استحكام بعـد از كمـانش آن اسـتفاده              حتي

 داراي چنان اهميتي است كه       د از كمانش ورقها   مقاومت بع . شود

شود اگر در طراحي بدنه هواپيما از اين مقاومت استفاده            گفته مي 

تحليـل  . شد هيچ هواپيمايي قادر به بلند شدن از زمين نبـود            نمي

 بنديپيوندد با فرمول    چنين رفتاري كه بعد از كمانش به وقوع مي        

  . ر استي بزرگ امكانپذي مسئله در تغيير شكلها

بنا به دلايل فوق در مـورد اهميـت مـسئله مقاومـت بعـد از                  

 شروع  ١٩١٠كمانش صفحات، تحقيقات دراين خصوص از سال        

ي قابل توجهي حاصل شـده   شد و تا كنون در اين زمينه پيشرفتها      

ورق مربع مستطيل با تكيه گاه ساده كـه از اطـراف كـاملا              . است

ي   ندسه و درونيابي ميـدانها    ر شده باشد، به علت سادگي در ه         مها

جايي از جمله اولين مسائل تحقيقاتي است كه در اين زمينـه    جابه

ها ماننـد      صفحات و پوسته   نظريهي    ها؛ و ارجاع به كتاب    انجام شده 

خواننـده  ] ٥[و داگلاس  ] ٤[، ردي   ]٣[، يوگرال     ]٢و١[تيموشنكو  

 بـا   ١٩٧٨] ٦[رائو و راجـو     . سازد  را به تاريخچه موضوع آشنا مي     

 به بررسي رفتار بعـد از كمـانش          محدود ياستفاده از روش اجزا   

گـاهي مفـصلي و    ورقهاي مـدور ايزوتروپيـك، بـا شـرايط تكيـه        
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ردي و  . گيردار، تحت بارگـذاري يكنواخـت شـعاعي پرداختنـد         

 رفتار بعـد  تفاضل محدود با استفاده از روش  ١٩٨٠] ٧[همكاران  

رتوتروپيك را تحت   از كمانش ورقهاي حلقوي ايزوتروپيك و او      

اثر بارگذاري يكنواخت شـعاعي در داخـل وخـارج، بـا شـرايط              

] ٨[دومر و همكاران    . گاهي مختلف مورد بررسي قرار دادند       تكيه

 به تحليل رفتار بعد     ترتيب نقاط متعامد   با استفاده از روش      ١٩٨٤

از كمــانش ورقهــاي حلقــوي اورتوتروپيــك در حالــت متقــارن 

را براي حالتهاي مختلـف شـرايط مـرزي         پرداختند و نتايج خود     

  بـا اسـتفاده از روش اجـزاي        ١٩٨٥] ٩[رائو و راجو    . ارائه كردند 

ــدور     ــاي م ــانش ورقه ــد از كم ــار بع ــي رفت ــه بررس ــدود ب مح

ايزوتروپيك، با در نظر گرفتن اثـر بـرش، تحـت اثـر بارگـذاري               

يكنواخت شعاعي، بر روي بستر الاستيك پرداختند و نتايج خـود          

قادير مختلف ضخامت و سختي بـستر الاسـتيك ارائـه           را براي م  

  بــا اســتفاده از روش اجــزاي١٩٨٧] ١٠[رائــو و راجــو . كردنــد

محــدود بــه بررســي رفتــار بعــد از كمــانش ورقهــاي حلقــوي  

ايزوتروپيك، تحت بارگذاري يكنواخت شعاعي در داخل حلقـه         

 با اسـتفاده از روش      ١٩٨٩] ١١[راماچاندرا و همكاران    . پرداختند

 محدود به بررسي كمانش و رفتار بعد از كمانش ورقهـاي        يجزاا

مدور و حلقوي تحت اثر بارگذاري يكنواخت شعاعي پرداختند،         

اي كه رفتارش در كشش و فشار متفاوت          در تحقيق ايشان از ماده    

بود استفاده شده است و آنها نتايج خود را براي حالتهاي مختلف            

 با اسـتفاده از     ١٩٩١] ١٢[اجو  رائو و ر  . شرايط مرزي ارائه كردند   

 محدود به بررسي رفتـار بعـد از كمـانش ورقهـاي             روش اجزاي 

 يكنواخـت شـعاعي، بـر روي        مايمدور ايزوتروپيك، تحت اثر د    

كند، پرداختنـد و      بستر الاستيك كه در مقابل چرخش مقاومت مي       

نتايج خود را بـراي مقـادير مختلـف ضـخامت و سـختي بـستر                

 با استفاده از روش     ١٩٩١] ١٣[ رائو و راجو     .الاستيك ارائه كردند  

 محدود به بررسي رفتار بعـد از كمـانش ورقهـاي مـدور               ياجزا

اورتوتروپيك، در حالت متقارن، بر روي بـستر الاسـتيك كـه در             

كند را بررسي و نتايج خـود را بـراي            مقابل چرخش مقاومت مي   

بـا   ١٩٩٣] ١٤[همچنين ايشان   . حالتهاي مختلف بستر ارئه كردند    

 محدود به بررسي رفتار بعـد از كمـانش          استفاده از روش اجزاي   

تحـت اثـر    ) پلـه اي  (ورقهاي مدور با تغييـر ناگهـاني ضـخامت          

بارگذاري يكنواخت پرداختنـد و نتـايج خـود را بـراي حالتهـاي         

مختلف شرايط مرزي ارائه و مشاهده كردند كه اندازه پلـه تـأثير             

ــار بعــد از  ــسيار مهمــي در كمــانش و رفت .  كمــانش ورق داردب

 محدود بـه     با استفاده از روش اجزاي     ١٩٩٤] ١٥[همچنين ايشان   

بررسي رفتار بعد از كمانش ورقهـاي مـدور ايزوتروپيـك، بـا در         

نظر گـرفتن اثـر بـرش، بـر روي بـستر الاسـتيك كـه در مقابـل                   

كند را در حالتهاي ورق تحت اثر بارگذاري          چرخش مقاومت مي  

ازهـري و   . رد بررسـي قـرار دادنـد       يكنواخت شعاعي مو   دمايو  

 رفتار بعـداز    نوار محدود  با استفاده از روش      ١٩٩٥] ١٦[همكاران

كمانش ورقهاي مربع مستطيل با شـرايط مـرزي مختلـف مـورد             

 سريهاي   با استفاده از روش    ١٩٩٨] ١٧[وانگ  . بررسي قرار دادند  

اي مـدور      به بررسي رفتار بعد از كمانش ورقهاي لايه لايـه          تواني

 حالت متقارن پرداخت و ميزان رهايي انرژي در حالتهاي قبل           در

يك ترك ريـز اسـت      و بعد از كمانش براي وقتي كه ورق داراي          

 بـا اسـتفاده از      ١٩٩٨] ١٨[برادفورد و همكـاران     . درا محاسبه كر  

 به تحليل رفتار كمانشي ورقهاي مربع مـستطيل و          گالركينروش  

.  آنهـا محاسـبه نمودنـد      مثلثي پرداختنـد و بـار بحرانـي را بـراي          

 بـا اسـتفاده از روش گـالركين         ١٩٩٨] ١٩[سعادتپور و همكاران    

گـاه    تحليل استاتيكي غيرخطي ورقهاي مربـع مـستطيل بـا تكيـه           

 بـا   ٢٠٠٠]  ٢٠[شـهيدي   . مفصلي را مـورد بررسـي قـرار دادنـد         

اســتفاده از روش گــالركين تحليــل رفتــار بعــد از كمــانش ورق 

ر ضـلعي دلخـواه را بـا شـرط مـرزي              متوازي الاضلاع و يا چهـا     

 بـا اسـتفاده از      ٢٠٠٠] ٢١[وانـگ   . مفصلي مورد بررسي قرار داد    

روش سريهاي تواني به بررسي رفتار بعد از كمانش ورق مـدور             

 را مورد مطالعـه  كمانش ثانويهدر حالت متقارن پرداخت و پديده  

. كـرد قرار داد و در انتها بار بحراني را براي اين حالـت محاسـبه               

 تغييـر    ريتـز  - ريلي  با استفاده از روش    ٢٠٠٣] ٢٢[سين و پائول    

شكل متقارن بزرگ ورق در حالت اسـتاتيكي بـراي ورقهـاي بـا              

  :هاي زير مورد بررسي قرار دادند  هندسه

  ورق مربعي با سوراخهاي مربع و مدور در مركز -١

 ورق مدور با سوراخهاي مربع و مدور در مركز -٢
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  ١شكل 

  

 محـدود بـسيار دقيـق    د را در مقايسه با اجزاي وآنها نتايج خ     

ــد ــاران  . ديدن ــگ و همك ــتفاده از روش ٢٠٠٣] ٢٣[وان ــا اس   ب

 به بررسي خمش و رفتار بعداز كمانش ورقهاي مـدور           شوتينگ

ي و مكـانيكي    گرمـاي ، تحـت اثـر بارهـاي         اف جـي ام    از جنس 

متقارن پرداختند و يكي از نتـايج آنهـا ايـن بـود كـه ايـن مـاده                   

يشتري نسبت به فلزات در مقابل خمش از خود نشان          مقاومت ب 

  بـا تركيـب روش   ٢٠٠٣] ٢٤[يانگ پينـگ و همكـاران       . دهد  مي

 روش تحليلــي تقريبــي را بــراي نيوتــون و هارمونيــك بــالانس

تحليــل رفتــار بعــداز كمــانش ورق حلقــوي تحــت اثــر فــشار 

يكنواخت هيدرواستاتيكي پايه گذاري كردند و نتايج خود را در          

ازهـري، شـهيدي و     . ه با حـل دقيـق بـسيار عـالي ديدنـد           مقايس

 ريتـز رفتـار     - بـا اسـتفاده از روش ريلـي        ٢٠٠٤] ٢٥[سعادتپور  

بعــداز كمــانش ورقهــاي مربــع مــستطيل بــا تغييــرات ناگهــاني 

گـاهي مختلـف را مـورد بررسـي قـرار             ضخامت و شرايط تكيه   

 براي معـادلات سـه بعـدي    ٢٠٠٥] ٢٦[وانگ و همكاران    . دادند

 بر رفتار كمانشي ورق، حلي مناسـب ارائـه كردنـد و بـار               حاكم

ط مرزي مفصلي و گيردار محاسـبه       بحراني را براي ورق با شراي     

  .دندكر

هدف از انجام اين مقالـه تحليـل رفتـار بعـداز كمـانش ورق                  

  مــدور تحــت اثــر بارگــذاري يكنواخــت شــعاعي داخــل ســطح  

(In-plane)     ه در حالتهـاي     ك ـ است ريتز   - با استفاده از روش ريلي

مخنلف اين بارگـذاري بـر روي مـرز داخلـي يـا خـارجي قـرار                 

دليل اينكه تغييـر شـكلها        در تحليل رفتار بعداز كمانش به     . گيرد  مي

آيـد    صفحه ورق به وجود مـي      شود و كشيدگي در ميان      بزرگ مي 

 نمـي تـوان     ١لاو- تغيير شكلهاي كوچك كيرشـهف     نظريهديگر از   

 رفـت كـه بتوانـد تغييـر         اي    نظريـه غ  استفاده كرد و بايـد بـه سـرا        

 نظريـه شكلهاي بزرگ الاستيك را مدل كند كـه در ايـن مقالـه از               

 يراي اين منظور استفاده و فرمولبندي مـسئله بـر ايـن       ٢كارمن-ون

 نظريـه نكته مهمي كه در اسـتفاده از ايـن          . اساس انجام شده است   

ري كه   به طو  استها  جايي   توجه كرد، محدود بودن جابه     بايد به آن  

 براي نسبت ماكزيمم خيز به ضخامت ورق كمتـر از           نظريهدر اين   

 و بـراي بيـشتر از ايـن نـسبت ديگـر             اسـت  جوابها مورد قبول     ٢

  ].٣[ استفاده كرد نظريهتوان از اين  نمي

  

   دستگاه مختصات -٢

در بسياري از مسائل مكانيـك محيطهـاي پيوسـته كـه در                

تم مـورد مطالعـه بـه       ، شكل هندسي سيس   ايم  عمل با آن مواجه   

اي است كه تحليل مسئله در دستگاه مختصات كارتزين،           گونه

لذا انتخاب دسـتگاه محورهـاي      . ممكن باشد نامشكل و شايد    

به عنوان مثال در حل ورقهاي      . استمختصات ديگر ضروري    

ولـي در   . شـود   اي از دستگاه مختصات قطبي استفاده مي        دايره

محاسـبات و اسـتفاده از      اين مقالـه بـراي سـادگي بيـشتر در           

گيري عددي بـه روش گـوس، از دسـتگاه مختـصات              انتگرال

كند استفاده شده؛ كه بااستفاده        تغيير مي  ١تا  ١- طبيعي كه بين    

ارتبـاط بـين دو دسـتگاه    ) ١(از يك نگاشت به صورت رابطه     

مـشخص  ) ١ (شـكل مراحـل نگاشـت در      . شـود   مشخص مي 

  .است

)١(  ( ) ( ) ( )a br 1 1 1
2 2

= − ξ + + ξ θ = π + η  

  

  جايي و توابع شكل  درونيابي ميدانهاي جابه-٣

جايي در ميان تار ورق داراي دو مؤلفه مستقل           ميدانهاي جابه    

 هستند كه به شكل , z, r  به ترتيب در امتدادهايw,uجايي  جابه

  دشو زير بيان مي

)٢(  T
pU u w=  



 

٢١  )روشهاي عددي در مهندسي (١٣٨٩شهريور ، ١شمارة ، ۲۹استقلال، سال 

ه صورت  جايي ب   با استفاده از توابع درونيابي مناسب، ميدان جابه       

  شود زير درونيابي مي

)٣(  

n

ui i
i 1

n

wi i
i 1

ˆu N u

ˆw N w

=

=

=

=

∑

∑
  

ˆكه در روابط فوق      ˆw , u  شـوند  مختصات تعميم يافته ناميده مي .

  توابــع شــكل Nwi توابــع شــكل داخــل ســطح و Nuiهمچنــين 

ــار ــد ج ســطحخ ــه . ان ــه رابط ــسي  ) ٣(در ادام ــه شــكل ماتري  ب

  زير

)٤(  
n

ui i

wi ii 1

ˆN 0 uu
ˆ0 N ww

=

⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥

⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦
∑

  

  شود و يا به صورت زير بازنويسي مي

)٥(  
n

p i i
i 1

U N ∆
=

=∑
  

  توان نوشت همچنين در حالت كلي مي

)٦(  pU N ∆=
  

 ξكار رفته در خارج از سـطح در جهـت شـعاعي          توابع شكل به  

 اي بوده كه چهـار تـابع اول آن، توابـع            شامل ده تابع چند جمله    

 ممكـن   هرميت درجه سه هستند كه در شرايط مـرزي مختلـف،          

شش تابع ديگـر نيـز از نـوع         . نداست تعدادي از آنها حذف شو     

 كه در مختصات طبيعي از فرمول كلي زير   اند  توابع شكل طبقاتي  

  .كنند تبعيت مي

)٧(  

r
n2

r 2n 1
r n

n 0

( 1) (2r 2n 7)!!N ( ) ( )
2 n!(r 2n 1)!

r 4

− −

=

− − −
ξ = ξ

− −

>

∑
  

 ξ كار رفتـه در داخـل سـطح در جهـت شـعاعي              توابع شكل به  

اي بـوده كـه دو تـابع اول آن، توابـع              شامل ده تابع چنـد جملـه      

لاگرانژ مرتبه اول بوده كـه در شـرايط مـرزي مختلـف، ممكـن               

هشت تابع ديگر نيز از نوع توابع       . شوداست يكي از آنها حذف      

  ].٢٨[اند شكل طبقاتي

  

   ريتز- فرمولبندي مسئله بر اساس روش ريلي-٤

   كمانش-١-٤

 aانــرژي كرنــشي ناشــي از خمــش ورق بــا شــعاع داخلــي    

  ]٢[توان به صورت زير بيان كرد  را ميbوخارجي 

)٨(  T
b bA

1U κ D κ dA
2

= ∫∫  

 ورق بوده كه به شـكل       هلئمس ماتريس تنش كرنش     Dbكه در آن    

  :شود زير نوشته مي

)٩(  
3

b 2
1E tD

112(1 )

ν⎡ ⎤
= ⎢ ⎥ν− ν ⎣ ⎦

  

مـدول الاستـسيته    E  ضخامت ورق وt ن وضريب پواسو νكه 

 به صورت   κصفحه ورق    همچنين بردار انحنا در ميان    . باشد  مي

  دشو روابط زير ارائه مي

)١٠(  

2

2r

2

2 2

0 ur
κ

w1 10
r r r

θ

⎡ ⎤∂
⎢ ⎥

κ⎧ ⎫ ⎧ ⎫∂⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪κ ⎢ ⎥ ⎩ ⎭⎩ ⎭ ∂ ∂

+⎢ ⎥
∂ ∂θ⎣ ⎦

  

  در رابطه فوق داريم) ٧(گذاري رابطه با جا

)١١(  b p b bκ L U L N∆ B ∆= = =  

گيـري در    به ترتيب اپراتورهاي مـشتق Bb , Lbكه در رابطة فوق 

. رفتار غشايي و ماتريس حاصل از اثر آن بر توابع شكل هـستند            

  را به شكل زير بازنويسي كرد) ٨(توان معادله  حال مي

)١٢(  T T T
b b b b bA

1 1U ∆ B D B ∆ dA ∆ K ∆
2 2

= =∫∫  

 ماتريس سختي خمش ورق، به صورت زيـر بيـان           Kbكه در آن    

  شود مي

)١٣(  T
b b b bA

K B D B dA= ∫∫  

صفحه   وارد شده به ميان    rN كارانجام شده ناشي از بار شعاعي     

  توان به صورت زير نوشت را مي

)١٤(  r

w
r01 w 1W dΩ

02 r r
1
r

Ω θ

∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂σ ⎢ ⎥⎡ ⎤∂ ∂⎡ ⎤= − ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ σ∂ ∂θ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥∂⎢ ⎥

∂θ⎣ ⎦

∫∫  
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r,θσكه در رابطه فوق    σ    كـه   انـد    مقادير تنشهاي داخل سطح 

براي ورق تحت فشار خـارجي بـه صـورت زيـر و بـراي ورق                

  ]٢٩[شوند تعريف مي) ١٦(ت فشار داخلي به صورت رابطهتح

)١٥(  

2 2 2
ro ro

r 2 2 2 2 2

2 2 2
ro ro

2 2 2 2 2

a b N b N1
b a r b a
a b N b N1
b a r b a

θ

σ = −
− −

σ = − −
− −

  

)١٦(  

2 2 2
ri ri

r 2 2 2 2 2

2 2 2
ri ri

2 2 2 2 2

a b N a N1
b a r b a

a b N a N1
b a r b a

θ

σ = − +
− −

σ = +
− −

  

 بـه ترتيـب نيروهـاي داخلـي و     roN و riNكه در روابط فوق  

از با استفاده   . اند  صفحه خارجي بر واحد طول وارد شده به ميان       

تعريف ماتريس مشتقات توابع شكل در رفتار كمانشي به شـكل           

  زير

)١٧(  G

0 ur B ∆
1 w0
r

∂⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎧ ⎫∂ =⎢ ⎥ ⎨ ⎬∂⎢ ⎥ ⎩ ⎭
⎢ ⎥∂θ⎣ ⎦

  

  شود به صورت زير بازنويسي مي) ١٤(رابطة 

)١٨(  T T T
G G G

1 1W ∆ B σB ∆ dΩ ∆ K ∆
2 2Ω

= − =∫∫  

 ماتريس سـختي هندسـي بـوده و بـه شـكل زيـر               KGكه در آن    

  شود محاسبه مي

)١٩(  T
G G GA

K B σB dA= ∫∫  

هاي تنش داخل سطح      ، ماتريس شامل مؤلفه   σ روابط فوق  كه در 

انرژي پتانسيل كل ورق ناشي از نيروهاي خارجي وارد به       . است

  شود صفحه و خمش به شكل زير بيان مي ميان

)٢٠(  T T
b b G

1 1Π U W ∆ K ∆- ∆ K ∆
2 2

= − =  

 برقـراري تعـادل، تغييـرات انـرژي         بـراي بر اساس روش ريتز،     

 به صورت زير و مساوي صـفر        پتانسيل ارائه شده در رابطه فوق     

  است 

)٢١(  ( )T
b GδΠ δU δW δ∆ K K ∆ 0= + = − =  

 رابطة فوق به شـكل رابطـه زيـر          δ∆با توجه به اختاري بودن      

  شود نوشته مي

)٢٢(  ( )b GK K ∆ 0−λ =  

نيمم  مي λ كه با حل آن،      استمقدار ويژه   رابطه فوق يك مسئله     

مقدار ويژه بار بحرانـي ورق و بـردار ويـژه نظيـر آن، مـود اول                 

ارتباط بار بحرانـي بـا ضـريب بـار بحرانـي بـه              . استكمانشي  

  .استصورت زير 

)٢٣(  cr cr 2
DN
b

= λ  

  

   رفتار بعداز كمانش-٢-٤

  ي هوكينجاي  ميدان جابه-١-٢-٤

جايي هوكين دراكثر موارد كاربردهـاي صـفحات          ميدان جابه    

هـايي روي جـداره آنهـا تعبيـه           نازك در صنعت، سـخت كننـده      

ايـن  . شـود   كنند كه موجب افـزايش تـوان بـاربري ورق مـي             مي

ها ممكن است شامل صفحات ضخيمي باشد كه به           سخت كننده 

. ورق باشـد  تواند لبـه تاشـدة خـود          اند و يا مي   ورق جوش شده  

ها در مقابـل سـختي ورق بـسيار          عمدتاً سختي اين سخت كننده    

توان براي تحليل رفتار پس ازكمانش        زياد است به طوري كه مي     

صفحات فرض را بر اين گذاشت كه صفحه ازاطراف به قطعات           

صلب متصل است و يا حداقل بار از طريق قطعـات صـلب بـه               

رار گرفتن اين سخت    شود كه بسته به نوع محل ق        ورق منتقل مي  

با توجه به اين كه عمدتاً      . شود  ها مسائل متفاوتي مطرح مي      كننده

هـا    در كاربرد صفحات نازك درصنعت بار از طريق سخت كننده         

توان براي تحليل رفتار بعد از كمـانش          شود مي   به ورق منتقل مي   

يهاي مرزي كه به ميـدان      جاي  فحات كنترل مسئله را روي جابه     ص

  .وكين معروف است قرار دادي هجاي بهجا

درتحليـل رفتــار بعــد از كمــانش بــه علــت اينكــه خيــز يــا     

تـوان از   شوند، ديگر نمي ها بزرگتر از ضخامت ورق مي  جايي  جابه

. نظر كـرد   آيد صرف   وجود مي   صفحه به  تنش و كرنش كه در ميان     

صـفحه در    پس با تعريف انرژي كرنشي ناشي از كشيدگي ميان        

  ]١[پردازيم مه فرمولبندي مسئله ميبه ادا) ٢٤(رابطه 

)٢٤(  ( )2 2
m r r2 A

E tU 2 dA
2(1 )

θ θ= ε + ε + ν ε ε
−ν ∫∫  
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 )بارگذاري روي مرز خارجي(گاه مفصلي و گيردار   مقادير ضريب بار بحراني براي دو حالت ورق با تكيه- ١جدول

 
  

ها از مجمـوع كرنـشهاي گـرين و هـوكين بـه               εدر رابطه فوق    

ر بعد از كمانش ورق، تشكيل شده است كه به          منظور كنترل رفتا  

  شود صورت زير بيان مي

)٢٥(  
r r Hr Hθ θ θε = ε + ε ε = ε + ε  

 كارمن كرنشهاي گرين در حالت متقـارن        - ون نظريهبا توجه به    

  ]٤[شود به صورت زير ارائه مي

)٢٦(  2
r , r ,r

1 uu w
2 rθε = + ε =

  

 و بـا توجـه بـه      ) ٢٤(در  ) ٢٦(و  ) ٢٥(گذاري روابـط    پس با جا  

اينكه تغييرات انرژي پتانسيل كل ورق در تغيير شكلهاي بـزرگ           

mبه صورت    bU U 0δΠ = δ + δ ، با برابـر صـفر قـرار         است =

wدادن ضرايب    , uδ δ         نهايتاً به دستگاه معادلات غير خطـي بـه 

  رسيم صورت زير مي

)٢٧(  m11 m12 u

m21 m22 b

ˆ ˆK K (w) Fu
ˆ ˆ ˆK (w) K (w) K 0w

⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥+ ⎩ ⎭⎩ ⎭⎣ ⎦  

وجـود آمـده ناشـي از ميـدان           نيـروي بـه    uF كه در رابطه فوق   

ــه ــاتريس mK  وbK ،اســتجــايي هــوكين  جاب ــه ترتيــب م  ب

صفحه  دست آمده از انرژي خمشي و كشيدگي ميان   سختيهاي به 

در اين مقاله براي حـل دسـتگاه معـادلات فـوق از روش              . است

اده شده است كه براي شروع اولين تكـرار از          رافسن استف -نيوتن

 تـسريع در همگرايـي      بـراي بردار ويژه نظير مـود اول كمانـشي         

  .استفاده شده است

  

   نتايج عددي -٥

در اين بخش بـه ارائـه مثالهـاي حـل شـده و بررسـي نتـايج                     

 كدنويسي اين مقاله در      لازم به ذكر است    ؛پردازيم  دست آمده مي    به

در كليـه مثالهـاي حـل شـده         و   نجام شـده   ا MATLABنرم افزار   

 تابع شـكل    ده ،rتعداد توابع شكل داخل و خارج سطح در جهت          

گيري عددي شامل     كار رفته در انتگرال     بوده و تعداد نقاط گوس به     

  .است٣/٠ ن در كليه مثالهاو و نسبت پواس گوس نقطه١٠

 بــه بررســي تــأثير شــعاع ســوراخ بــر )٢( و )١(ل جــدودر    

، تحت اثر بارگذاري يكنواخت     λحراني ورق مدور  ضريب بار ب  

گـاهي گيـردار و سـاده، روي          ، با شرط تكيه   ) In-plane(شعاعي

 Abaqusافزار  دست آمده با نرم مرز خارجي، پرداخته و مقادير به    

  .مورد مقايسه قرارگرفته است] ٢٢و١١[و مراجع 

در ورق مـدور     مشخص اسـت     )١(طور كه در جدول      همان   

 مقـادير بـار بحرانـي     a/bگاه مفصلي با افزايش نسبت روي تكيه

گـاه گيـردار      كند ولي اين مقدار براي ورق با تكيه         كاهش پيدا مي  

كند كه علت اين امر       از يك نسبتي كاهش و بعد افزايش پيدا مي        

 تغيير در مود كمانشي ورق و ميل كردن رفتـار ورق بـه سـمت                
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a- الف   0.3

b
a-ب  = 0.6

b
=  

  )بارگذاري روي مرز خارجي(گاه گيردار  مود اول كمانشي براي ورق بر روي تكيه-٢شكل 

 
و مـود اول كمانـشي را        )الـف -٢ (شـكلهاي . رفتار ستون است  

 ٦/٠و٣/٠  a/bگاه گيردار براي نسبتهاي  ورق بر روي تكيهبراي 

 اول كمانشي براي    لازم به ذكر است كه شكل مود      . دهد  نشان مي 

 به  )٢(شكل همانند   a/b گاه ساده براي كليه نسبتهاي      ورق با تكيه  

  .استصورت گنبدي شكل 

ش ورق مـدور بـا      مسير بعـداز كمـان     )٤ (و) ٣( هايشكلدر    

شريط مرزي خـارج سـطح مفـصلي و گيـردار و داخـل سـطح                

گيردار براي بارگذاري روي مرز خـارجي مـورد بررسـي قـرار              

گرفته كه به وضوح نمايانگر اين است كه ورقها بعـداز كمـانش             

طـور كـه مـشاهده       همـان . نـد هد  نيز از خود مقاومت نشان مـي      

يدن بـه حـداكثر     گاه مفصلي، بـراي رس ـ      شود در ورق با تكيه      مي

ــه ــه٣حــدود)در مركــز ورق(جــايي جاب ــه  ، نــسبت جاب جــايي ب

 ولي ايـن مقـدار بـراي ورق بـا       است ١٥جايي بحراني برابر    جابه

  .است ٥گاه گيردار تكيه

يط ا مسير بعداز كمانش ورق مدور با شر       )٦ (و) ٥(هاي  شكلدر  

مرزي خارج سطح مفصلي و گيردار و داخل سطح گيردار براي           

  .ي مرز داخلي مورد بررسي قرار گرفته استبارگذاري رو

گيـري     اندازه r نمودار تنش در جهت      )٨ ( و )٧(هاي  شكلدر    

جـايي   جـايي بـه جابـه     شده بر روي مرز خارجي بر حسب جابه       

بحراني براي ورق بـا بارگـذاري روي مـرز خـارجي و شـرايط               

مـورد بررسـي     a/bمرزي مفصلي و گيردار با نسبتهاي مختلـف         

  . استقرار گرفته



 

٢٥  )روشهاي عددي در مهندسي (١٣٨٩شهريور ، ١شمارة ، ۲۹استقلال، سال 

    
گاه  مسير بعداز كمانش ورق مدور با تكيه - ٣شكل

مفصلي
2

cr0
4.1978 tu

12 (1 ) b
=

+ ν
  

  

گاه گيردار   مسير بعداز كمانش ورق مدور با تكيه- ٤شكل

2

cr0
14.682 tu

12 (1 ) b
=

+ ν
  

   
گاه خارج سطح  مسير بعداز كمانش ورق مدور با تكيه - ٥شكل

مفصلي 
( )

2

cr0
102.6921 tu

b12 1
=

+ ν
  

  

  گاه خارج   مسير بعداز كمانش ورق مدور با تكيه- ٦شكل

گيردار   سطح
( )

2

cr0
121.9064 tu

b12 1
=

+ ν
  

    
جايي به   به تنش بحراني بر حسب جابهr نمودار نسبت تنش - ٧شكل

  گاه  جايي بحراني براي ورق با تكيه جابه

cr0 مفصلي 2
DN 4.1978
b

=  

جايي  سب جابه به تنش بحراني بر حr نمودار نسبت تنش - ٨شكل

  گاه  جايي بحراني براي ورق با تكيه به جابه

cr0 گيردار 2
DN 14.682
b

=  



٢٦  )روشهاي عددي در مهندسي (١٣٨٩شهريور ، ١شمارة ، ۲۹استقلال، سال 

    

جايي به   به تنش بحراني بر حسب جابهr نمودار نسبت تنش - ٩شكل

 گاه مفصلي جايي بحراني براي ورق با تكيه جابه

cr0 2
DN 102.6921
b

=  

  

جايي  بر حسب جابه به تنش بحراني r نمودار نسبت تنش -  ١٠شكل

 گاه گيردار جايي بحراني براي ورق با تكيه به جابه

cr0 2
DN 121.9064
b

=  

    
گيري شده روي كل دامنه   اندازهr نمودار تنش در جهت -١١شكل

  گاه مفصلي براي ورق با تكيه

گيري شده روي كل دامنه   اندازهr نمودار تنش در جهت -  ١٢شكل

  دارگاه گير براي ورق با تكيه

 
ــكدر    ــت   )١٠ ( و)٩( هايلشـ ــنش در جهـ ــودار تـ  r نمـ

جـايي بـه      گيري شده بر روي مرز داخلي بر حـسب جابـه            اندازه

جايي بحراني براي ورق با بارگـذاري روي مـرز داخلـي و               جابه

مـورد   a/bشرايط مرزي مفصلي و گيردار با نـسبتهاي مختلـف           

  .بررسي قرار گرفته است

ــكلدر    ــت   ن)١٢ ( و)١١( هايشـ ــنش در جهـ ــودار تـ  rمـ

گيري شده روي كل دامنـه ورق بـا بارگـذاري روي مـرز                اندازه

جـايي    مختلف، در يك نـسبت جابـه       a/bخارجي براي نسبتهاي    

گاه   جايي بحراني خاص، كه اين مقدار براي ورق با تكيه           به جابه 

، مـورد بررسـي قـرار       اسـت  ٥ و ١٥مفصلي و گيردار به ترتيب      

  .گرفته است

ــكلدر    ــت   )١٤( و)١٣ (هايشـ ــنش در جهـ ــودار تـ  r نمـ

گيري شده روي كل دامنـه ورق بـا بارگـذاري روي مـرز                اندازه

  جايي بـه      مختلف، در يك نسبت جابه     a/bداخلي براي نسبتهاي    



 

٢٧  )روشهاي عددي در مهندسي (١٣٨٩شهريور ، ١شمارة ، ۲۹استقلال، سال 

    
گيري شده روي كل دامنه   اندازهr نمودار تنش در جهت -  ١٣شكل

  گاه مفصلي براي ورق با تكيه

گيري شده روي كل دامنه   اندازهr نمودار تنش در جهت -  ١٤شكل

  گاه گيردار براي ورق با تكيه

  

گـاه    جايي بحراني خاص، كه اين مقدار براي ورق بـا تكيـه             جابه

  .، مورد بررسي قرار گرفته استاست ٥مفصلي و گيردار 

  

 گيري  نتيجه-٧
در اين مقاله ابتـدا بـه بررسـي وضـعيت مـدهاي كمانـشي                   

د كـه بـا افـزايش       اهده ش د و مش  دار پرداخته ش  صفحات سوراخ 

 ـ      گاه گيـر  قطر سوراخ در ورق با تكيه      ت دار مـد كمانـشي از حال

سپس بـه  . شوددار ايجاد مي متقارن خارج گشته و شكلهاي موج     

. بررســي رفتــار بعــد از كمــانش ايــن صــفحات پرداختــه شــد 

طور  همان. داز كمانش به صورت نمودار رسم ش      مسيرهاي بعد   

 مقاومت بعـد از كمـانش صـفحات          مشخص است  هالشككه از   

طور كـه    همان. استمدور در حالت سوراخدار نيز حائز اهميت        

د تنها با تعداد ده درجه آزادي اقدام بـه حـل مـسئله              مشاهده ش 

توانـد تـأثير      خاطر ماهيت غيرخطي بودن مـسئله مـي        هشده كه ب  

. سزايي در همگرايي سريع در اين گونه مـسائل داشـته باشـد             هب

يع، پيوستگي در مقادير تنش و كرنـشها بـه علـت            همگرايي سر 

 برتـري ايـن روش نـسبت بـه          نوع و تعداد توابع شكل از جمله      

  . است محدود در حل اين گونه مسائل روش اجزاي

  

  واژه نامه

1. Kirchhoff-Love 2. Von-Karman 
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