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٦١  )استقلال (١٣٩٠تابستان ، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

  

  

 
 
 

  تحليل تراوش محصور با استفاده از روش اجزاي محدود با مرز مقياس شده

  

  

   ** و عادل گرايلي *محمد حسين بازيار

  گروه مهندسي عمران، دانشگاه ياسوج

  

  

  )٣٠/٦/١٣٨٩   : دريافت نسخه نهايي-۱۸/۲/۱۳۸۹: دريافت مقاله(

 
  

 اجزاي محدود با مرز مقياس شده براي تحليل مسائل تراوش محصور بـه كـار                در اين مطالعه يك روش محاسباتي جديد به نام روش          -چكيده  
شـود، و بـه هـيچ       كند، فقط مرز مسئله مش بندي مي      اين روش مزاياي دو روش اجزاي محدود و اجزاي مرزي را  با هم تركيب مي               . شودگرفته مي 

ن و ناهمگن كـه شـرط       شوند و مصالح ناهمسا   صورت دقيق مدل مي     گي به گونه حل بنيادي نياز نيست، مسائل با دامنه نامحدود و داراي نقاط تكين            
در اين تحقيق فرمولبندي روش براي حل مـسائل تـراوش ارائـه و سـپس                . شوند كنند بدون هزينه محاسباتي زيادي مدلسازي مي       تشابه را ارضا  

  .شوديسه و سرعت و دقت بالاي اين روش نشان داده ميشوند و نتايج حاصله با نتايج ديگر روشهاي عددي مقامسائلي با اين روش تحليل مي
  

  تراوش، معادله لاپلاس، روش اجزاي محدود با مرز مقياس شده، مركز قياس، وجه كناري : كليديواژگان 
  

  
  
 
 

Scaled Boundary Finite-Element Solution to Confined Seepage 
Problems 
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Abstract: In this study, a new computational scheme called the scaled boundary finite-element method (SBFEM) is employed 
to analyze confined seepage flow. This technique combines the advantages of both finite-element and boundary element methods, 
i. e., only the boundary is discretized, no fundamental solution is required, unbounded domains and singularity points are 
modeled rigorously, and finally anisotropic materials and non-homogenous materials satisfying similarity can be modeled without 
additional computational efforts. In this paper, after presenting formulation of the method for solving confined seepage problems, 
selected problems using this method are analyzed and the results are compared with the results of other numerical methods. High 
accuracy and efficiency of this method is demonstrated. 
 
Keywords: Seepage, Laplace’s equation, Scaled boundary finite-element method, Scaling center, Side face. 
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٦٢  )استقلال (١٣٩٠تابستان ، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

  

  مقدمه -١

محاسبه ميزان جريان آب در خاك و نيروهاي وابسته به اين             

هاي مختلـف ماننـد     اي بسيار مهم در طراحي سازه     جريان، گزينه 

 و  ها و ديوارهـاي حائـل بـوده       سدهاي خاكي، سدهاي بتني، پي    

. د جلب نموده اسـت    ن را به خو   ابنابراين توجه بسياري از محقق    

براي تحليل مسائل تراوش از روشهاي مختلفي نظيـر روشـهاي           

تحليلي، روشـهاي ترسـيمي، مدلـسازي الكتريكـي و روشـهاي            

روشهاي تحليلي عموما براي مـسائل      . عددي استفاده شده است   

داراي هندسه ساده و مـصالح همگـن و همـسان قابـل اسـتفاده               

و بـا توجـه بـه       تحليلي  با توجه به محدوديتهاي روشهاي      . است

بـسياري از مـسائل     توسعه روشهاي عددي، مهندسان ژئوتكنيك      

. كننـد مربوط به تراوش را با استفاده از روشهاي عددي حل مـي        

ــك     ــباتي در مكاني ــهاي محاس ــاربردترين روش ــوان پرك ــه عن ب

، روش  ١تـوان بـه روش اجـزاي محـدود        محيطهاي پيوسـته مـي    

مـرور كامـل    . شاره كرد  ا ٣ و روش تفاضل محدود    ٢اجزاي مرزي 

ادبيات تحقيق براي روشهاي عددي ذكر شده با توجه به توسعه           

در اينجـا   . كامل بعضي از آنها خارج از حوصله اين مقاله اسـت          

اي از تحقيقات انجام گرفته در خصوص استفاده        فقط چند نمونه  

 .  شوداز روشهاي فوق براي مسائل تراوش ارائه مي

از روش اجـزاي مـرزي   ،  ]۱ [چانـگ  بربيـا و     ١٩٧٩در سال      

در ايـن   . براي بررسي مسائل تراوش در پي سدها استفاده كردند        

مقاله نشان داده شد كه نتـايج بـه دسـت آمـده از روش اجـزاي           

مرزي در مقايسه بـا نتـايج روش اجـزاي محـدود داراي دقـت               

بيشتري بوده و همچنين هزينه محاسباتي اين روش بسيار كمتـر           

، در  ]٢[تريـسي و راداكريـشنان      . حدود اسـت  از روش اجزاي م   

 يك روش تحليلي بـراي توليـد خطـوط جريـان بـا              ١٩٨٩سال  

ايـن تكنيـك شـامل      . استفاده از روش اجزاي محدود ارائه دادند      

يــك رويكــرد جديــد و دقيــق بــراي تعيــين شــرايط مــرزي در 

در روش ارائـه شـده   . محاسبات مربوط به توابـع جريـان اسـت     

ك تكنيك اصلاحي بـراي بررسـي جريـان         توسط اين محققان ي   

. هاي با مصالح متفاوت نيز نشان داده شده اسـت         گذرنده از لايه  

، بـر اسـاس مقـادير پتانـسيل         ]٣[ فن و تـامپكينز      ١٩٩٢در سال   

اي و توابع شكل، يك روش ساده و منحصر به فرد را بـراي               گره

بـا اسـتفاده از ايـن روش، از         . توليد خطوط جريان ارائـه دادنـد      

قــدار محاســبات لازم در روش اجــزاي محــدود بــراي تعيــين م

در ] ٤[چـن و همكـارانش      .شوداي كاسته مي  مقادير پتانسيل گره  

 يك فرمولبندي از نوع انتگرال دوگانه را براي مسائل          ١٩٩٤سال  

آنهـا در ايـن مقالـه از روش اجـزاي مـرزي             . تراوش ارائه دادند  

اوش در زير سـپريها     استفاده كرده و مسائل مختلفي از جريان تر       

را بررسي كردند و نهايتا بهترين مكان قرارگيري سپري را نـشان     

در اين مقاله نتايج روش اجزاي مرزي با نتـايج روشـهاي            . دادند

همچنين بـا  . تحليلي مقايسه شد و دقت اين نتايج نشان داده شد     

مقايسه نتايج اين روش و روش اجزاي محدود مشخص شد كه           

قاط تكينگي روش اجـزاي مـرزي نـسبت بـه           در مسائل داراي ن   

  .روش اجزاي محدود برتري دارد

 از روش تفاضل محدود مبتني     ٢٠٠٤، در سال    ]٥[ لي و ماو       

هـا و   بر مختصات مرزي انطباقي، براي بررسـي تـراوش در پـي           

همچنين تحليل تراوش بـا سـطح آزاد در يـك سـد، در حالـت                

اسـتفاده از قـانون     در ايـن تحقيـق بـا        . ماندگار اسـتفاده كردنـد    

اي مشتقات جزيي، معادله حاكم و شرايط مرزي تـراوش          زنجيره

از سيستم مختصات دكارتي به سيـستم مختـصاتي بـا مرزهـاي             

در اين تحقيق نشان داده شد كه       . وار انطباقي، منتقل شدند   منحني

هاي فيزيكي با مرزهاي داراي     با اين روش، شبيه سازي محدوده     

، در  ]٦[موكاپادياي  . شود زيادي انجام مي   هندسه پيچيده با دقت   

 در تحقيقي با عنوان تحليل تراوش در پي با اسـتفاده     ٢٠٠٨سال  

از روش اجزاي محدود و شـبكه جريـان، از تركيـب روشـهاي              

. شبكه جريان و اجزاي محدود براي بررسي تراوش استفاده كرد         

ير در اين مطالعه ابتدا با استفاده از روش اجـزاي محـدود، مقـاد             

اي به دست آمد      گره ٤ ضلعي و    ٤هاي  اي در اجزاي    پتانسيل گره 

اي به دست آمـده      و سپس شبكه جريان براساس پتانسيلهاي گره      

  . از روش اجزاي محدود ترسيم شد

بـا توسـعه روشـهاي عــددي و پيـشرفتهاي اخيـر در علــوم         

اي، نرم افزارهاي تجاري زيـادي بـا اسـتفاده از روشـهاي               رايانه

  حدود و مخصوصاً اجزاي محـدود بـراي حـل مـسائل            تفاضل م 
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٦٣  )استقلال (١٣٩٠تابستان ، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

 
 سيستم مختصاتي اجزاي محدود با مرز مقياس شده در -١شکل 

 حالت سه بعدي

  

ژئوتكنيكي از جملـه تـراوش تهيـه و در صـنعت و محيطهـاي               

در روشهاي تفاضل محـدود و اجـزاي        . دانشگاهي موجود است  

در مسائل  ت وبندي كل دامنه اسمحدود براي تحليل نياز به مش

اند و مجبور به اسـتفاده         داراي دقت پاييني   ٤هاي تيز شامل گوشه 

روش اجزاي مـرزي نيـاز بـه حـل          . از مشهاي خيلي ريز هستيم    

بنيادي دارد كه براي مسائل ناهمسان و ناهمگن اين حلها خيلي           

با توجه به ضعفهايي كه در . اند پيچيده و در خيلي مواقع ناممكن     

ر وجـود دارد، در ايـن تحقيـق از روشـي            روشهاي عددي مذكو  

 بـراي   ۵جديد به نام روش اجزاي محدود با مـرز مقيـاس شـده            

  . شودبررسي جريان تراوش در خاك استفاده مي

) ٢(در بخـش    . شـود ساختار مقاله بدين صورت خلاصـه مـي          

در . شودتاريخچه روش اجزاي محدود با مرز مقياس شده بيان مي         

در . شـود براي مسائل تراوش ارائه مي    فرمولبندي روش   ) ٣(بخش  

مثالهاي ) ٥(در قسمت   . شود روش تشريح مي    روند حل  )٤(بخش  

  .شود نتايج خلاصه مي)٦(شود و نهايتاً در بخش عددي بيان مي

  

   شدهروش اجزاي محدود با مرز مقياس -۲

 شـده، يـك روش نيمـه        روش اجزاي محدود با مرز مقياس        

 كه براي حل معادلات بـا مـشتقات         تحليلي و نسبتا جديد است    

اين روش توسـط ولـف و سـانگ در سـال            . جزيي كاربرد دارد  

در اين روش كه مزايـاي دو روش اجـزاي          ]. ٧[ ابداع شد    ١٩٩٦

سـازي  كند، گسـسته  محدود و اجزاي مرزي را با هم تركيب مي        

گيـرد و بنـا بـراين هماننـد روش          فقط روي مرزها صورت مـي     

 يـك بعـد كـاهش يافتـه و          ه بـه انـدازه    اجزاي مرزي ابعاد مسئل   

همانند روش اجزاي محدود بـه هـيچ گونـه حـل بنيـادي نيـاز                

صورت   مسائل با دامنه نامحدود و داراي نقاط تكينگي به        . نيست

مصالح ناهمـسان و همچنـين نـاهمگن كـه          . شونددقيق مدل مي  

در اين روش شرايط . اند شرط تشابه را ارضا كنند قابل مدلسازي 

 . شودطور دقيق ارضا مي نهايت بهزتابشي در بيمرزي با

در روش اجزاي محدود با مرز مقياس شده، فقط مرز مسئله              

طوري كه كـل دامنـه مـسئله بـر روي مـرز               شود به بندي مي مش

در ايـن روش ابتـدا      . مقياس شده و مرز نماينده كل مسئله است       

قطـه  شود كه تمامي مرزهاي حـوزه از ايـن ن         اي انتخاب مي  نقطه

 ناميده شده و به عنـوان       ٦اين نقطه مركز قياس   . قابل رويت باشد  

در ايـن روش در مـسائل       . شودمبدا مختصات در نظر گرفته مي     

سه بعدي دستگاه مختـصات از مختـصات دكـارتي بـه سيـستم              

 ζو η و جهـات محيطـي       ξمختصاتي شـامل جهـت شـعاعي      

مرز مـسئله هماننـد مراحـل گسـسته         ). ١( شكلشود،  تبديل مي 

شـود،  بندي مـي  سازي دامنه مسئله در روش اجزاي محدود مش       

به اين صورت كه در مسائل دو بعـدي مـسئله فقـط در جهـت                

بندي و در مسائل سه بعدي مسئله فقط در جهات          مش ηمرزي  

با توجه بـا ايـن مـوارد، ابعـاد     . شودبندي ميمش ξو ηمرزي 

مسئله در اين روش همانند روش اجزاي مرزي بـه انـدازه يـك              

يابـد و بنـابراين هزينـه محاسـباتي نـسبت بـه             واحد كاهش مي  

روشهاي تفاضل محدود و اجزاي محدود كاهش يافته و سرعت          

در ايـن روش هماننـد روش اجـزاي         . يابدفزايش مي محاسبات ا 

محدود، مقادير متغير مسئله در مرزها، با استفاده از توابع شـكل            

بنابراين اين روش منجر به حـل تقريبـي در         . شونديابي مي درون

  . جهت محيطي و حل دقيق در جهت شعاعي خواهد شد

در مراحل آغازين پيدايش ايـن روش، از آن بـراي محاسـبه                
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٦٤  )استقلال (١٣٩٠ان تابست، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

شـد، بعـدها ايـن      سختي ديناميكي حوزه نامحدود اسـتفاده مـي       

ناپذير و  روش توسعه بيشتري يافت و براي تحليل مصالح تراكم        

بـه  ] ٨[هـاي محـدود و مـسائل شـامل بارهـاي حجمـي              حوزه

اي كه بـراي اسـتخراج معـادلات ايـن          روش اوليه . كارگرفته شد 

ايـن  . بودروش به كار گرفته شده بود روشي مكانيكي و پيچيده           

معادلات اين روش با روشـهاي      بعدها  پيچيدگي موجب شد كه     

و روش كــار مجــازي بــه ] ١٠ و ٩[دار گــالركين باقيمانــده وزن

، فرمولبندي روش براي حـل      ]٨[در مرجع   ]. ١٢ و ١١[دست آيد 

در يـك   . معادله دوبعدي و اسكالر انتشار موج ارائه شـده اسـت          

روشهاي حـل اوليـه     ] ١٦-١٣[مجموعه مقالات، بازيار و سانگ      

اين روش را براي مدلسازي محيطهاي نامحـدود كـه در تحليـل       

ديناميكي مسائل اندركنش خاك و سازه مورد نياز است توسـعه           

 مسائل مربوط به جريان آب حـول موانـع          ٢٠٠٣در سال   . دادند

ــد   ــل ش ــاوت تحلي ــكلهاي متف ــد  ]. ١٧[داراي ش در بخــش بع

مقياس شده بـراي حـل      فرمولبندي روش اجزاي محدود با مرز       

  . شودمسائل تراوش ارائه مي

 
تحليل تراوش با روش اجزاي محـدود بـا مـرز            -۳

   شدهمقياس

ــراوش و ســپس      ــدا معــادلات حاكمــه ت در ايــن بخــش ابت

 روش اجزاي محدود با مرز مقياس شده براي مسائل          بنديفرمول

  . شوددو بعدي ارائه مي

  

   معادله حاكم مسئله تراوش-۳-۱

ــراي ت ــسيل  ب ــابع پتان ــراوش، ت ــل ت )حلي )x, yϕ ــه صــورت  ب

  :زيرتعريف مي شود

)١(  ( ) ( )x, y kh x, yϕ =  

با استفاده از عملگر .  هد استh ضريب نفوذپذيري وkجايي كه  

  :شود، معادله لاپلاس براساس تابع پتانسيل بيان مي∇برداري

)٢(  ( )2 x, y 0∇ ϕ =  

با توجه به رابطه بين هد و سرعت، سرعت جريان در دو جهت             

x و yدست مي آيد  به:  

  ) الف-٣(
( ) ( )

x x
x, y h x, y

v k
x x

∂ϕ ∂
= − = −

∂ ∂
  

  )ب-٣(
( ) ( )

y y
x, y h x, y

v k
y y

∂ϕ ∂
= − = −

∂ ∂
 

  و بنابراين

)٤(  ( )v x, y= −∇ϕ  

وزه بايد يكي از مقـادير هـد يـا سـرعت جريـان              در مرزهاي ح  

، مرزهاي با هد معلـوم را بـا         Γاگر كل مرزها را با      . معلوم باشد 

ϕΓ           و مرزهاي با سرعت معلـوم را بـا vΓ       نـشان دهـيم آنگـاه 

  :شرايط مرزي به شكل زير تعريف خواهد شد

ϕΓ                               ϕروي مرز  )لفا-٥( = ϕ 

vΓ                           vروي مرز  )ب-٥(
n
∂ϕ = −
∂  

 
 فرمولبندي روش اجزاي محدود بـا مـرز مقيـاس           -۳-۲

  شده

نقطه اي به نـام      شده   در روش اجزاي محدود با مرز مقياس         

شود كه از آن نقطه كل مرز قابل رويـت          مركز قياس انتخاب مي   

در مسائلي كه نتوان چنـين نقطـه اي را پيـدا كـرد، دامنـه            . است

مسئله به چند زير دامنه تقسيم مي شـود و بـراي هـر زيردامنـه                

دامنه مسئله در ايـن روش توسـط        . شودمركز قياسي انتخاب مي   

، بـر   )ب-۲(و  ) الـف – ۲(هاي  شـكل در   Oنقطـه   (مركز قيـاس    

شود و تنها مرزهايي از مسئله كه امتدادشان        روي مرز مقياس مي   

شـوند، بـه عبـارت ديگـر        بندي مي گذرد مش از مركز قياس نمي   

در ). ب-۲(شـكل   شـوند،   بنـدي نمـي    دامنه مـش   ٧وجوه كناري 

در   بعـدي و   براي حل مسائل دو   اي    ، جزء سه گره   )ج-٢(شكل  

اي حـل مـسائل سـه بعـدي         اي بـر  جزء هشت گره  ) د-٢(شكل  

 با ايـن مقيـاس دامنـه، هندسـه مـسئله از             .نشان داده شده است   

سيستم مختصات دكارتي به يك سيستم مختصاتي جديد تحـت          

 شـده،   عنوان سيستم مختصات اجزاي محـدود بـا مـرز مقيـاس           

مـرز مقيـاس    سيستم مختصاتي اجزاي محدود با      . انتقال مي يابد  

 و جهـت    ηشده، در حالت دو بعـدي شـامل جهـت محيطـي             

.  اسـت  -١ و   ١ بين   ηمقدار  ). الف- ۲(شكل   است،   ξشعاعي  

   در مركز قياس برابر صـفر و        ξدر مسائل با دامنه محدود مقدار       
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٦٥  )استقلال (١٣٩٠تابستان ، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

  
، يبا وجوه کنار) ، بيبدون وجوه کنار) الف: اس شدهيک دامنه محدود در روش اجزاي محدود با مرز مقي هندسه ي مدلساز- ٢شکل 

 ي مورد استفاده در مسائل سه بعديا  صفحهيا  گره٨اجزاي ) ، دي مسائل دو بعدي مرز براي رويا  سه گرهاجزاي) ج

  

 بـا دامنـه     ، و در مـسائل    )الـف -٢(در مرز برابر يك است شكل       

 در روي مرز برابر يـك و در بينهايـت برابـر             ξنامحدود مقدار   

  . بينهايت است

تبديل مختصات نقاط مرزي از سيستم مختصات دكارتي بـه             

 شده، بـا اسـتفاده   سيستم مختصات اجزاي محدود با مرز مقياس      

  زيـر صـورت    شـكل اي، به   از توابع شكل و مختصات نقاط گره      

  : گيردمي

)  ) الف-٦( ) ( ) { }xx N⎡ ⎤⎣ ⎦η = η 

)  )ب-٦( ) ( ) { }y N y⎡ ⎤η = η⎣ ⎦ 

حال بايد نقاط داخل حوزه را با توجه به مركز قياس به مرزهاي             

اين كار با توجـه بـه مركـز قيـاس و جهـت              . مسئله انتقال دهيم  

)اي با مختـصات      براي نقطه  ξ شعاعي )ˆ ˆx, y      در داخـل حـوزه 

  :شودمطابق زير انجام مي

)  ) الف-٧( ) ( ) { }0 0ˆ ˆ ˆx x x x N x⎡ ⎤= + ξ η = + ξ η⎣ ⎦ 

)  )ب-٧( ) ( ) { }0 0ˆ ˆ ˆy y y y N y⎡ ⎤= + ξ η = +ξ η⎣ ⎦  

با اعمال تبـديلات فـوق، هندسـه مـسئله از سيـستم مختـصات               

 شـده  دكارتي يه سيستم مختصات اجزاي محدود با مرز مقيـاس     

  . يابدانتقال مي

)ركـز قيـاس     در راستاي خطوط شعاعي گذرنده از م          )O
 

و 

}hاي يـك گـره روي مــرز، تـابع پتانــسيل گـره     ( )}ϕ ξ معرفــي 

در جهـت محيطـي از اجـزاي ايزوپارامتريـك پتانـسيل        . شود مي

)هد پتانسيل در يك نقطه      . شوداستفاده مي  , )ξ η     مطابق زيـر از 

}hتابع پتانسيل  ( )}ϕ ξ٣ (شكلشود، يابي مي درون.(  

)٨(  ( )h h{ ( , )} N { ( )}⎡ ⎤ϕ ξ η = η ϕ ξ⎣ ⎦  

تـوانيم مـشتقات مربـوط بـه        با استفاده از ماتريس ژاكـوبين مـي       

   شده را به سيستم سيستم مختصاتي اجزاي محدود با مرز مقياس  
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٦٦  )استقلال (١٣٩٠ان تابست، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

  
 يا هد داخل حوزه با استفاده از توابع هد گرهيابي درون-٣شکل 

  

  :  رتي ارتباط دهيممختصاتي دكا

)٩(  ( ) ( )21 1b b∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤∇ = η + η⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ξ ξ ∂η
  

  :شوندبه شكل زير تعريف مي) ٩(جايي كه ضرايب معادله 

)  ) الف-١٠( )
( )
( )

1 ,

,

y1b
J x

η

η

⎧ ⎫η⎪ ⎪⎡ ⎤η = ⎨ ⎬⎣ ⎦ − η⎪ ⎪⎩ ⎭
 

)  )ب-١٠( ) ( )
( )

2
y1b

xJ
⎧ ⎫− η⎪ ⎪⎡ ⎤η = ⎨ ⎬⎣ ⎦ η⎪ ⎪⎩ ⎭

  

كه ماتريس ژاكـوبين و دترمينـان آن بـه صـورت زيـر تعريـف                

  :شوند مي

]  ) الف-١١( ]
, ,

x( ) y( )
J

x( ) y( )η η

η η⎡ ⎤
= ⎢ ⎥η η⎣ ⎦

 

,  )ب-١١( ,J x( )y( ) y( )x( )η η= η η − η η  

)شود  طور كه ديده مي     همان )1b⎡ ⎤η⎣ ) و ⎦ )2b⎡ ⎤η⎣  η فقـط بـه   ⎦

بـا  . انـد   بستگي دارند، يعني توابعي وابسته به مـرز دامنـه مـسئله           

رعت تقريبـي   ، س ـ )٤(در معادله   ) ٩(و  ) ٨(جايگذاري معادلات   

 شـده   جريان در سيستم مختصات اجزاي محدود با مرز مقيـاس         

  :شودمطابق زير بيان مي

)١٢(  ( ) ( )1 2

h

h , h

{v ( , )}
1B { ( )} B { ( )}ξ

ξ η =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− η ϕ ξ − η ϕ ξ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ξ
  

  كه در معادله فوق  

   
هاي سرعت مولفه) تجزيه بردار يکه روي مرز  ب)  الف-٤شکل 

 روي مرز

  

)  ) الف-١٣( ) ( ) ( )1 1B b N⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤η = η η⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ 

)  )ب-١٣( ) ( ) ( )2 2
.

B b N
η

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤η = η η⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 اسـتفاده   ٨دار وزن براي تقريب اجزاي محدود از روش باقيمانده      

  :كنيممي

)١٤(  ( ) ( )2R x, y x, y= ∇ ϕ  

  بنابراين

)١٥(  
( ) ( )

( ) ( )2

w x, y R x, y d

w x, y x, y d 0

Ω

Ω

Ω

= ∇ ϕ Ω =

∫∫
∫∫

  

 به شكل ضـعيف شـده     )  ۱۵(، معادله   ٩با استفاده از قضيه گرين    

  :شودزير بيان مي

)١٦ (  ( )T
x x y yw d w v n v n d 0

Ω Γ
− ∇ ∇ϕ Ω+ + Γ =∫∫ ∫  

، بردار سرعت در جهت عمود بر مـرز بـه           )٤ (لشكبا توجه به    

  :شودصورت زير بيان مي

)١٧(  x x y yv v n v n= +  

دار بـه    وزن  به دسـت آمـده از روش باقيمانـده         در نهايت معادله  

  :شودصورت زير بيان مي

)١٨(  Tw d wvd 0
Ω Γ
∇ ∇ϕ Ω− Γ =∫∫ ∫  

نسيل، تابع وزن نيز همانند تابع پتا      ۱۰با استفاده از روش گالركين    

)با استفاده از تابع شكل       )N⎡ ⎤η⎣ ، در نواحي مرزي تقريـب زده       ⎦

   :شود مي

)١٩(  ( ) ( ) TT{w( , )} N {w( )} {w( )} N⎡ ⎤ ⎡ ⎤ξ η = η ξ = ξ η⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
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٦٧  )استقلال (١٣٩٠تابستان ، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

}){(كه منظور از   ξw           تابع وزنـي در سيـستم مختـصاتي اجـزاي 

و ) ٨(بـا جاگـذاري معـادلات    . محدود با مرز مقياس شده است  

ــه د) ١٩( ــده وزن )١٨(ر معادل ــه باقيمان ــه  ، معادل ــالركين ب دارگ

  :شودصورت زير بيان مي

)٢٠( 
( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

( ){ } ( )

T
h

T T

N w N d

w N vd 0

Ω

Γ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ∇ η ξ ∇ η ϕ ξ Ω⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤− ξ η Γ =⎣ ⎦

∫∫
∫

  

، در معادلـه فـوق خـواهيم        )١٣(با جاگذاري ضرايب معـادلات      

  :داشت

)٢١(  

( ) ( )

( ) ( )

( ){ } ( )

1 2

1 2

T

,

h , h

T T

1B {w( )} B {w( )}

1B { ( )} B { ( )} d

w N vd 0

ξΩ

ξ

Γ

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤η ξ + η ξ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ξ⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤η ϕ ξ + η ϕ ξ Ω⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ξ⎣ ⎦

⎡ ⎤− ξ η Γ =⎣ ⎦

∫∫

∫

  

ξ گيـري نـسبت بـه     و انتگـرال  ) الـف -٢(با توجه به شـكل      
 

از 

)w},انتگرالهاي داخل حوزه كه شامل       )} ξξ     هستند، و با استفاده 

  :از قضيه گرين، خواهيم داشت

)٢٢(  

( ){ }

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ){ }

0

1

0 1

1 0

0

0 1 1

T
1 1 h 1 ,

T T
h 1 1 1

TT
0 0 h 0 , h 0

T
0 0

T
h 0 ,

T
h 0 ,

w E { ( )}

E { ( )} N v , d

{w ( )} E { ( )} E { ( )}

N v , d

w E { ( )}

E E E { ( )}

 

{

ξ

η

ξ

η

ξ
ξξ

ξ

ξ

⎡⎡ ⎤ξ ξ ϕ ξ⎣ ⎦⎣
⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ϕ ξ + η − ξ η ξ η⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎦

⎡⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ξ ξ ϕ ξ + ϕ ξ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢⎣
⎤⎡ ⎤+ η − ξ η ξ η⎥⎣ ⎦ ⎦

⎡ ⎤− ξ ξ ϕ ξ⎣ ⎦

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + − ϕ ξ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

−

∫

∫

∫

2
h s

1E { ( )} {F ( )} d 0}⎡ ⎤ ϕ ξ − ξ ξ =⎣ ⎦ ξ

  

  :شوندكه ضرايب اين معادله به شكل زير تعريف مي

)  ) الف-٢٣( ) [ ] ( )0 1 1
T

E B k B J d
η

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= η η η⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ 

)  )ب-٢٣( ) [ ] ( )1 2 1
T

E B k B J d
η

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= η η η⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ 

)  )ج-٢٣( ) [ ] ( )2 2 2
T

E B k B J d
η

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= η η η⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ 

  )د-٢٣(
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

T
s 0 0 0

T
0 1 1

{F ( )} N v , J

N v , J

⎡ ⎤ξ = η − ξ η η⎣ ⎦

⎡ ⎤+ η − ξ η η⎣ ⎦

  

]بردار  ]k شودتاج به شكل زير تعريف مي) الف-٢٣( در معادلات:  

)٢٤(  x

y

k 0
k

0 k
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

 [E0]      در صـورت اعمـال     .  اسـت  ١١يك مـاتريس هميـشه مثبـت

جـود نداشـته    اي كه هيچ حركت صـلبي و      شرايط مرزي به گونه   

   . نيز يك ماتريس هميشه مثبت خواهد بود[E2]باشد، ماتريس 

را بـراي   ) ٢٢ (اگر بخواهيم پاسخي داشته باشيم كـه معادلـه           

)w} مقادير   همه )}ξ
 

ارضا كند، آنگـاه بايـد شـرايط زيـر ارضـا            

  :شوند

)٢٥(  
( ) ( )( )

0 1

T
0 0

T
0 h 0 , h 0

N v , d

E { ( )} E { ( )}

η

ξ

⎡ ⎤η − ξ η ξ η⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ξ ϕ ξ + ϕ ξ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ 

)٢٦(  
( ) ( )( )

0 1

T
1 1

T
1 h 1 , h 1

N v , d

E { ( )} E { ( )}

η

ξ

⎡ ⎤η − ξ η ξ η⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − ξ ϕ ξ − ϕ ξ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ 

)٢٧(  

0

0 1 1

2

2
h ,

T
h ,

h s

E { ( )}

E E E { ( )}

E { ( )} {F ( )}

ξξ

ξ

⎡ ⎤ ξ ϕ ξ⎣ ⎦
⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + − ξ ϕ ξ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠
⎡ ⎤− ϕ ξ = ξ ξ⎣ ⎦

  

، كـه يـك معادلـه ديفرانـسل معمـولي، درجـه دوم و               )٢٧ (معادله

 اجزاي محدود با مـرز مقيـاس شـده ناميـده            ناهمگن است، معادله  

يابيم كه مشابه روند   با توجه به روند استخراج معادله درمي      . شود مي

اجزاي محدود، معادله لاپـلاس در جهـت محيطـي ضـعيف شـده              

  .ماندمياما در جهت شعاعي همچنان به شكل قوي باقياست، 

معمولا شرايط مرزي داخلـي را بـراي مـسائل بـا            ) ٢٥ (معادله   

كه مرز داخلي در يك حوزه  كند، از آنجايي  نامحدود ارضا مي   حوزه

براي اين مسائل حذف    ) ٢٥(محدود يك مركز قياس است، معادله       

دار    مركز قياس، بايد كـران     در واقع پاسخ به دست آمده در      . شودمي

باشد كه اين امـر در جـواب نهـايي بـه صـورت خودكـار برقـرار                  

  .دهدشرايط مرزي خارجي را نشان مي) ٢٦(معادله . شود مي

از آنجايي كه وجوه كناري مش بندي نمي شـوند، تغييـرات               

اگـر مـرز هندسـه      . صورت تحليلي خواهد بـود      سرعت نرمال به  

 كناري بر يكديگر منطبق مي شوند و        صورت بسته باشد وجوه     به

جريان وارده به وجوه كناري برابر و مخالف يكديگرند كه منجر           

در . مـي شـود   ) ٢٧(به صفر شدن جمله سـمت راسـت معادلـه           
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٦٨  )استقلال (١٣٩٠ان تابست، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

صورتي كه وجوه كناري نيز نفوذ ناپذير باشند جمله فوق صـفر            

 شده در حالـت      اجزاي محدود با مرز مقياس     معادله. خواهد شد 

  :شوده صورت زير نوشته ميهمگن، ب

)٢٨(  

0

0 1 1

2

2
h ,

T
h ,

h

E { ( )}

E E E { ( )}

E { ( )} 0

ξξ

ξ

⎡ ⎤ ξ ϕ ξ⎣ ⎦
⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + − ξ ϕ ξ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠
⎡ ⎤− ϕ ξ =⎣ ⎦

  

معادله فوق يك معادله ديفرانسيل درجه دوم است كه بايد براي           

}hتابع متغير    ( )}ϕ ξ  در قسمت بعد مراحل حل ايـن       .  حل شود

  .شودمعادله بيان مي

  

  روند حل -۴

ده در پتانـسيل، معادلـه      معادله اجزاي محدود با مرز مقياس ش ـ         

مقادير پتانـسيل   . شود، با استفاده از يك روند تحليلي حل مي        )٢٨(

هاي محـدود توسـط روش اجـزاي        در مرز، همانند روند حل دامنه     

آيـد ولـي مقـادير پتانـسيل در درون دامنـه، بـا              دست مي   محدود به 

استفاده از تعداد محدودي از توابع تواني در جهت شعاعي محاسبه           

حل معادله اجزاي محدود با مرز مقياس شده در پتانـسيل،         . شودمي

  :شودبا استفاده از مودهاي پتانسيل همانند زير تعريف مي

)٢٩( { } { }1 2h 1 1 2 2{ ( )} c c ...−λ −λϕ ξ = ξ ϕ + ξ ϕ + 
} ،)٢٩(در معادله    }iϕ          يك بردار از هد پتانسيل در نقاط مـرزي 

 مودها به مودهاي    اين. دهنده يك مود پتانسيل است    بوده و نشان  

همگن معروف بوده و متناظر با حالـت همگـن معادلـه اجـزاي              

، سهم هر   icثابتهاي انتگرال   . محدود با مرز مقياس شده هستند     

مود پتانسيل را از پاسخ كلـي نـشان داده و وابـسته بـه شـرايط                 

اند كـه هـر مـود         ورهايي، فاكت iλاند، درحالي كه توانهاي       مرزي

اي نرخ جريان گـره   . كنندپتانسيل را در جهت شعاعي مقياس مي      

از معادله زير   ) ٢٦(و  ) ٢٥(براي مسائل تراوش همانند معادلات      

   :شودتعريف مي

)٣٠( ( ){ } 0 1
T

h , hq E { ( )} E { ( )}ξ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ξ = ξ ϕ ξ + ϕ ξ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ 

  :كنيم، معادله زير را تعريف مي)٢٨ (سازي معادلهبراي ساده

)٣١( ( ){ }
( ){ }
( ){ }

h
X

q

⎧ ⎫ϕ ξ⎪ ⎪ξ = ⎨ ⎬
ξ⎪ ⎪⎩ ⎭

 

 ديفرانسيل درجـه    در معادله ) ٣١(و  ) ٣٠(با جاگذاري معادلات    

دسـت    ، معادله ديفرانسيل درجه اولـي مطـابق زيـر بـه           )٢٨(دوم  

  :آيد مي

)٣٢( ( ){ } [ ] ( ){ },
X Z X

ξ
ξ ξ = − ξ 

  :شود به شكل زير تعريف مي[Z]در معادله فوق ماتريس ضرايب 

   

[ ]
0 1 0

2 1 0 1 1 0

1 T 1

1 T 1
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− −

− −

=

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

  

)٣٣(
  

 اســت كــه در حــل ١٢ يــك مــاتريس هــاميلتوني[Z]مــاتريس 

 ].   ١٨[معادلات جبري ريكاتي وجود دارد 

)٣٤( ( ){ } { }i iX −λξ = ξ ϕ 
)حال اگر پاسخ  ){ }X ξ كنيم، را به صورت زير تعريف:   

بـه مـسئله    منجـر   ) ٣٢ (در معادلـه  ) ٣٤(آنگاه جاگذاري معادلـه     

   :مقدار ويژه زير خواهد شد

)٣٥( [ ]{ } { }i i iZ ϕ = λ ϕ 
} مقــادير ويــژه و iλكــه  }iϕ بردارهــاي ويــژه مــاتريس [Z] 

 باشـد،   [Z] ماتريس هـاميلتوني      يك مقدار ويژه   iλاگر  . هستند

i−λ نيز يك مقدار ويژه ماتريس [Z] ١٨[ خواهد بود.[  

   :شوندمقادير ويژه و بردارهاي ويژه به صورت زير مرتب مي

)٣٦( 
[ ][ ] [ ]

[ ] [ ] nh1 h 2

pq1 q 2

Z Φ = Φ λ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎢ ⎥λΦ Φ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥=

⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤ λΦ Φ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 

⎢•كه   ⎥⎣ بخـش حقيقـي همـه      . دهنده ماتريس قطري است    نشان ⎦

⎢nλهاي    لهجم ⎥⎣ ⎦ 
⎢pمنفي بوده و براي      ⎥λ⎣ با اسـتفاده   . اند   مثبت ⎦

) از تــابع تبــديل يافتــه ){ }w ξ كــه بــه صــورت زيــر تعريــف 

  شود، مي

)٣٧( ( ){ } [ ] ( ){ }X wξ = Φ ξ 

   :شودبه شكل زير تجزيه مي) ٣٢ (معادله

)٣٨( ( ) ( )i i i,w wξξ ξ = −λ ξ 

  كه جواب عمومي آن برابر است با

)٣٩( ( ) ii iw c −λξ = ξ 
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٦٩  )استقلال (١٣٩٠تابستان ، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

به ) ٣٢(، پاسخ معادله    )٣٩(و  ) ٣٧(،  )٣٦(با استفاده از معادلات     

  :شودصورت زير بيان مي

)٤٠( 

( ){ }
n

h1 h2

q1 q2 p

x

⎢ ⎥− λ⎣ ⎦

⎢ ⎥− λ⎢ ⎥⎣ ⎦

ξ =

Φ Φ

Φ Φ

⎢ ⎥⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

ξ

ξ

 

پاسخ عمومي براي هـد پتانـسيل و نـرخ جريـان بـا توجـه بـه                  

  :آيدبه دست مي) ٤٠(و ) ٣١(معادلات 

  

 )الف-٤١(
( ){ } [ ] { }

[ ] { }

n

p

h h 1 1

h 2 2

c

c

− λ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎢ ⎥− λ⎣ ⎦

ϕ ξ = Φ ξ

+ Φ ξ
 

 )ب-٤١(
( ){ } { }

{ }

n

p

q1 1

q 2 2

q c

c

− λ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎢ ⎥− λ⎣ ⎦

⎡ ⎤ξ = Φ ξ⎣ ⎦

⎡ ⎤+ Φ ξ⎣ ⎦

 

بـراي  . آيندثابتهاي انتگرال با توجه به شرايط مرزي به دست مي         

}hمسائل داراي دامنه محدود، مقدار     ( )}ϕ ξ0درξ  بايد متناهي   =

}{، مقدار   باشد، با توجه به اين موضوع      2c      برابر صـفر خواهـد 

  بنابراين. بود

) )الف-٤٢( ){ } [ ] { }n
h h1 1c− λ⎢ ⎥⎣ ⎦ϕ ξ = Φ ξ 

) )ب-٤٢( ){ } { }n
q1 1q c− λ⎢ ⎥⎣ ⎦⎡ ⎤ξ = Φ ξ⎣ ⎦ 

}{كه مقدار    1c               با توجه به مقـدار هـد روي مرزهـا بـه دسـت ،

ها به شكل زير بيـان      رابطه بين هد و نرخ جريان در مرز       . آيد مي

  :شودمي

)٤٣( ( ){ } [ ] ( ){ }hq 1 K 1ξ = = ϕ ξ = 
 بـه صـورت     [K]با توجه به معادله فوق مقدار ماتريس سـختي          

  :آيدزير به دست مي

)٤٤( [ ] [ ] 1
q1 h1K −⎡ ⎤= Φ Φ⎣ ⎦ 

در روند كلي يك مسئله تراوش داراي دامنه محدود، بـا داشـتن             

مرز، با روند معمول اجزاي محدودي، مقادير هد         در [K]مقدار  

. به دست مـي آيـد     ) ٤٣(و نرخ جريان در نقاط مرزي از معادله         

با مشخص شدن مقادير اين پارامترها در نقاط مرزي و رجوع به            

c}1مقدار ضرايب ثابت    ) ٤٢(معادله    نهايتا بـا  . آيد   به دست مي   {

c}1داشتن مقدار    ، مقادير هد و نـرخ      )٤٢( و استفاده از معادله      {

) ١ و   ٠هاي مختلف بين     ξداراي  (جريان در نقاط داخل حوزه      

بـراي حـل مثالهـاي عـددي در ايـن تحقيـق             . آيـد به دست مي  

  .  نوشته شد١٣اي به زبان متلب معادلات فوق در يك برنامه رايانه

  

 مثالهاي عددي -۵
براي نشان دادن دقـت بـالا و هزينـه محاسـباتي كـم روش                  

اجزاي محدود با مرز مقياس شده در حـل مـسائل تـراوش، در              

اين بخش سه مثال عددي شامل تراوش در پي يـك سـد بتنـي               

شامل مصالح همگن و همـسان در پـي و دو رديـف سـپري در                

 سپري قرارگرفتـه روي خـاك   پنجه و پاشنه، تراوش در زير يك  

همگن و ناهمسان و در نهايت تـراوش در پـي يـك سـد بتنـي                 

شامل مصالح ناهمگن و ناهمسان در پي و يك رديف سپري در            

پاشنه، با روش اجـزاي محـدود بـا مـرز مقيـاس شـده تحليـل                 

با نتايج ديگر روشهاي عـددي مقايـسه        حاصله  شوند و نتايج     مي

 دقت روش اجزاي محدود با مرز       به منظور نشان دادن   . شوند مي

مقياس شده در حل مثالهاي دوم و سـوم، از نـرم افـزار اجـزاي                

 .استفاده شده است ١٤محدود ژئواستوديو

 در اين مثال جريان تراوش در پي يك سد بتني كه شـامل              :١مثال  

 شـكل شـود،   دو رديف سپري در پنجه و پاشنه است، بررسي مـي          

همسان بوده و ضريب هـدايت      مصالح زير اين سد همگن و       ). ٥(

، ]١[در مرجـع    .  متر بر ثانيه است    ٥×١٠-٤هيدروليكي اين مصالح    

اين مسئله با استفاده از روشهاي اجزاي مرزي و اجزاي محدود و            

ــه صــورت تحليلــي بررســي شــده اســت ] ١٩[در مرجــع  در . ب

طور كـه     كاربردن روش اجزاي محدود با مرز مقياس شده، همان          به

مشاهده مي شود دامنه محاسباتي مسئله بـه دو         ) الف-٦ (شكلدر  

د و بـراي هـر يـك از ايـن زيـر         شـو زير دامنه كوچكتر تقسيم مي    

شود كه از اين نقطه     اي انتخاب مي  ها يك مركز قياس به گونه      دامنه

در مش بندي مرزهاي اين     . مرز كل آن زير دامنه قابل رويت باشد       

ه آزادي مـورد اسـتفاده       درج ٧٧اي با    جزء سه گره   ٣٨ها  زير دامنه 

 مشهاي استفاده شده در روشهاي اجزاي مـرزي         .قرار گرفته است  

نــشان داده ) ج-۶(و) ب-۶(و اجــزاي محــدود نيــز در شــكلهاي 

  .اند اجزاي تشكيل شده۹۵ و۷۲اند كه به ترتيب از  شده
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٧٠  )استقلال (١٣٩٠ان تابست، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

  
  در پنجه و پاشنه سپريسد بتني همراه با دو رديف جريان آب در زير يک -٥شکل   

  

  )الف(

  )ب (

  )ج (

   : در پنجه وپاشنهيف سپري همراه با دو ردي جريان آب در زير يک سد بتنيساز  مدل-٦شکل 

   جزء٩٥ با FEM)  جزء، ج٧٢با BEM )  جزء، ب٣٨ با SBFEM) الف
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٧١  )استقلال (١٣٩٠تابستان ، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

  
 ر سدير هد فشار در زيسه مقادي مقا-٧شکل 

  

  
 ير سد و نوک سپرير هد فشار در زيسه مقادي مقا-٨شکل 

  

بـه دسـت آمـده از        زيـر سـد      مقادير هد فشار  ) ٧ (شكلر  د   

شود نتـايج حاصـل از      ديده مي با هم مقايسه شده و      چهار روش   

روش اجزاي محدود با مرز مقياس شده دقت بيشتري نسبت به           

مقـادير هـد فـشار بـه        ) ٨ (شكلدر  . روش اجزاي محدود دارد   

 و روش اجزاي محدود با مرز مقياس  ] ۱۹[دست آمده در مرجع     

شده و با هم مقايسه شده است كه با توجه به اين شـكل، دقـت             

نتايج روش اجزاي محدود با مرز مقياس شـده در نـوك سـپري       

 حاصل خطوط هم پتانسيل) ٩ (شكلنهايتا در . شودمشخص مي

از روش اجزاي محدود بـا مـرز مقيـاس شـده و روش اجـزاي                

روش شود كـه نتـايج دو   مرزي با هم مقايسه شده و مشاهده مي    

  . تطابق خوبي دارند

  جريان آب در زيـر يـك رديـف سـپري           ) ١٠ (شكلدر  : ٢مثال  
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٧٢  )استقلال (١٣٩٠ان تابست، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

  
  SBFEM و BEMحاصل از خطوط هم پتانسيل  مقايسه -٩شکل 

  

 

  
  جريان آب در زير يک رديف سپري- ١٠شکل 

  

دسـت  ارتفـاع آب در بالادسـت و پـايين        . نشان داده شده اسـت    

ك زير سپري همگـن     خا.  متر است  ٤ متر و    ٢٠سپري به ترتيب    

ضريب هدايت هيدروليكي   . و ناهمسان در نظر گرفته شده است      

 متر  ١×١٠-٥ و   ٤×١٠-٥به ترتيب    y و   xاين خاك در جهتهاي     

كارگيري روش اجزاي محـدود بـا         در به . بر ثانيه فرض مي شود    

مـشاهده  ) الـف -١١ (شـكل طور كـه در       مرز مقياس شده، همان   

شود كل دامنه محاسباتي بـا انتخـاب يـك مركـز قيـاس، بـه                مي

اي كه از اين نقطه همه مرزهاي دامنه قابل رويت باشد، بـر              گونه

 مش بنـدي مرزهـاي دامنـه از         براي. شودروي مرزها مقياس مي   

 درجـه آزادي اسـتفاده شـده اسـت          ٣٧اي بـا     جزء سه گـره    ١٨

، )د-١١( و   ) ج -١١( و )ب-١١(در شـكلهاي    ). الف-١١( شكل

 مشهاي استفاده شده در نرم افـزار اجـزاي محـدود ژئواسـتوديو            

 ٤٩٦٨ و   ٩٩٣ و   ٣٥٦آنهـا بـه ترتيـب از        . نشان داده شده اسـت    

 و  ٥٣٦ و   ٢٠٢اند كه به ترتيب شامل      اي تشكيل شده     گره ٣جزء  

  . اند  درجه آزادي٢٥٧٧

به دسـت آمـده از   مقدار سرعت جريان   ) الف-١٢ (شكلدر     

در وشهاي اجزاي محدود با مرز مقياس شده و اجزاي محدود،          ر

بـا  . با هم مقايـسه شـده اسـت    )ABCD(امتداد مرزهاي بيروني 

شـود كـه نتـايج حاصـل از روش          توجه به اين گراف ديده مـي      

اجزاي محدود با مرز مقياس شـده و روش اجـزاي محـدود بـا               

بته بايـد   ال. مش ريز در امتداد اين مرزها، همخواني خوبي دارند        

  توجه داشت كه تعـداد درجـات آزادي درنظـر گرفتـه شـده در               
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٧٣  )استقلال (١٣٩٠تابستان ، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

  
  )الف(

  
  )ب(

  
  )ج(

  
  )د(

 با SBFEM) الف: اس شده و اجزاي محدودي اجزاي محدود با مرز مقي جريان آب در زير يک رديف سپري با روشهاي مدلساز- ١١شکل 

  درجه آزادي٢٥٧٧ با FEM)  درجه آزادي، د٥٣٦ با FEM)  درجه آزادي، ج٢٠٢ با FEM )  درجه آزادي، ب٣٧

  

  
  )الف(

  
  )ب(

 EFGراستاي خط در )  بABCD خط يدر راستا) الفان ير سرعت جريمقادسه ي مقا- ١٢شکل 
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٧٤  )استقلال (١٣٩٠ان تابست، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

  

 

  

   يک سد بتني به همراه يک رديف سپري در پاشنه- ١٤شکل   SBFEM و FEM حاصل از  خطوط هم پتانسيل مقايسه- ١٣شکل 

  

 با مرز مقياس شـده بـسيار كمتـر از روش            روش اجزاي محدود  

بـراي نـشان دادن توانـايي روش اجـزاي          . اجزاي محدود اسـت   

محدود با مرز مقياس شده در مدلسازي نقـاط تكينگـي، مقـادير         

سرعت جريـان بـه دسـت آمـده از دو روش در امتـداد سـپري                 

بـا  ) ب-١٢(در شكل   ) EFG در امتداد خط     سمت چپ سپري  (

شود، طور كه در اين شكل ديده مي        مانه. هم مقايسه شده است   

در نقاط اطراف نوك سپري نتايج دو روش تفاوت زيادي دارند           

و با ريز كردن مش اجزاي محدود تغييرات كمي در نتـايج ايـن              

شود، بـه عبـارت ديگـر رونـد همگرايـي نتـايج        روش ايجاد مي  

اما روش  . روش اجزاي محدود در نقاط تكينه بسيار پايين است        

حدود با مرز مقيـاس شـده در ايـن نقـاط بـه صـورت                اجزاي م 

) ١٣ (شـكل در  . دهـد تحليلي عمل كرده، و پاسخ دقيق ارائه مي       

هاي جريان حاصل از روش اجزاي محدود با مرز مقيـاس           شبكه

شده و روش اجزاي محدود با مش ريز، با هـم مقايـسه شـده و      

شود كه نتايج حاصل از دو روش همخـواني بـسيار           مشاهده مي 

مقدار دبي عبوري از زير سپري براي عرض واحد         . ي دارند خوب

سپري بر حسب متر مكعب بر ثانيه، با اسـتفاده از روش اجـزاي       

هـاي  روش اجزاي محدود با مش محدود با مرز مقياس شده و 

  ، ٥٦٤/١×١٠-٥،  ٥١٩/١×١٠-٥درشت، متوسط و ريـز بـه ترتيـب          
  . است٥٢٦/١× ١٠-٥ و ٥٤٨/١×١٠-٥

يك سد بتنـي بـا يـك رديـف سـپري در             ) ١٤ (شكلدر  : ٣مثال  

دسـت   ارتفاع آب در بالادست و پايين     . پاشنه نشان داده شده است    

مـصالح زيـر سـد نـاهمگن و       .  متـر اسـت    ٣ و   ٢٥سد به ترتيـب     

ناهمسان بوده و ضريب هدايت هيدروليكي مـصالح زيـر سـد از             

   و  ٤×١٠-٥ بـه ترتيـب      y و   x متـري در جهتهـاي       ٢٠ تا   ٠عمق  
 و  x متـري در جهتهـاي       ٥٠ تا   ٢٠ متر بر ثانيه و از عمق        ٦×١٠-٦

y متر بر ثانيه است٥×١٠-٦  و ٣×١٠-٥ به ترتيب  .  

در مدلسازي مسئله با استفاده از روش اجزاي محدود با مرز              

ركز قياس مناسب براي هر زيـر دامنـه،         مقياس شده، با انتخاب م    

. شـود دامنه محاسباتي مسئله به دو زير دامنه كوچكتر تقسيم مي         

اي از اجزاي سـه نقطـه     ) ٢(و  ) ١(در اين مثال نيز مانند مثالهاي       

مش مربوطه با   . بندي مرزهاي دامنه استفاده شده است     براي مش 

 شده  نشان داده ) الف-١٥ (شكل درجه آزادي در     ٨٦ و   جزء ٤٣

ريـز مـورد اسـتفاده در روش        سه مش درشت، متوسط و      . است

 نيـز بـه     )د-١٥(و  ) ج-١٥(،  )ب-١٥(اجزاي محدود، شـكلهاي     

اند كه  اي تشكيل شده     گره ٣ جزء   ٥٠٧٤ و   ١٦٧٠،  ٥٥٠ترتيب از   

  . اند درجه آزادي شده۲۶۲۸ و ٨٨٨، ٣٠٧به ترتيب منجر به 

 جريـان   مقـادير سـرعت   ) ب-١٦(و  ) الف-١٦( شكلهايدر     

 خـــط   بــه ترتيـــب در طـــول بــه دســـت آمـــده از دو روش 

ABCD     خط  (، و امتداد سپريEFG (       انـد بـا هـم مقايـسه شـده .  

ــراف    ــه گ ــه ب ــا توج ــف-١٦(ب ــي ) ال ــشاهده م ــه  م ــود ك   ش

، با افزايش تعداد درجـات  )٢( مانند مثال   ،ABCDدر امتداد خط    

ــن    ــل از ايـ ــايج حاصـ ــدود نتـ ــزاي محـ   آزادي در روش اجـ

ــا  ــه نتـ ــا   روش بـ ــدود بـ ــزاي محـ ــل از روش اجـ   يج حاصـ
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٧٥  )استقلال (١٣٩٠تابستان ، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

  
  )الف(

  
  )ب(

  
  )ج(

  
  )د(

  اس شده ي اجزاي محدود با مرز مقيک رديف سپري در پاشنه با روشهاي با ي جريان آب در زير يک سد بتني مدلساز- ١٥شکل 

   درجه آزادي، ٣٠٧ با FEM )  درجه آزادي، ب٨٦ با SBFEM) الف: و اجزاي محدود

  درجه آزادي٢٦٢٨ با FEM) جه آزادي، د در٨٨٨ با FEM) ج

  

  
  )الف(

  
  )ب(

 EFGدر راستاي خط )  بABCD خط يدر راستا) ان الفير سرعت جريسه مقادي مقا- ١٦شکل 
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٧٦  )استقلال (١٣٩٠ان تابست، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

  
 SBFEM و FEM جريان حاصل از خطوط هم پتانسيل مقايسه - ١٧شکل 

  

) ب-١٦(با مراجعه به شـكل      . شودمرز مقياس شده نزديكتر مي    

شـود كـه در نـواحي اطـراف سـپري، نتـايج             ه مي باز هم مشاهد  

حاصل از دو روش تفاوت زيادي دارند و با ريزتـر شـدن مـش             

بنابراين در اين مثال نيز     . شودتغيير چنداني در نتايج حاصل نمي     

دقت زياد روش اجزاي محدود با مرز مقياس شـده در برخـورد         

گني در اين مثال به دليل ناهم     . شودهاي تيز مشخص مي   با گوشه 

دامنه محاسباتي، تـاثير ويژگـي منحـصر بـه فـرد روش اجـزاي               

بنـدي وجـوه كنـاري      محدود با مرز مقياس شده، يعني عدم مش       

با توجه به اين ويژگي، مرز بين دو        . بارزتر از مثالهاي قبلي است    

ماده ناهمگن به عنوان وجه كناري لحاظ شده و بنـابراين پاسـخ             

در نـرم افـزار     (انـد      دقيق به دست آمده بر روي اين مرز پاسخي       

 براي جلوگيري از ناپيوستگي مقـادير     اجزاي محدود ژئواستوديو  

هد به دست آمده روي مرزهاي بـين دو خـاك نـاهمگن، غالبـا               

 در  ).شـود خصوصيات مصالح در اطراف اين مرز تغيير داده مـي         

 حاصل از روش اجزاي محـدود       خطوط هم پتانسيل  ) ١٧ (شكل

 اجزاي محدود با مش ريـز، بـا هـم           با مرز مقياس شده و روش     

مقـدار  . شود  مقايسه شده و تطابق بسيار خوب نتايج مشاهده مي        

دبي عبوري از زير سپري براي عرض واحد سـپري بـر حـسب              

متر مكعب بر ثانيه، با استفاده از روش اجـزاي محـدود بـا مـرز                

مقياس شده و روش اجزاي محدود با مشهاي درشت، متوسط و         

 و  ١٦٦/١×١٠-٤،  ٢٠١/١×١٠-٤،  ١٥١/١×١٠-٤ابر  ريز به ترتيب بر   
  . است١٥٨/١× ١٠-٤

  

  نتايج -۶

در اين مقاله براي حل مسائل تراوش محصور از يك روش              

جديد نيمه تحليلي به نام اجزاي محدود بـا مـرز مقيـاس شـده               

بنـدي  ين روش فقـط مـرز مـسئله مـش         در ا . استفاده شده است  

. گـردد  آزادي مـي   شود كه منجر بـه كـاهش تعـداد درجـات           مي

مسائل ناهمسان و ناهمگن كه شرط تـشابه را ارضـاء كننـد بـه               

در اين روش هندسه    . راحتي قابل مدلسازي با اين روش هستند      

مسئله از دستگاه مختصات دكارتي به دستگاه مختصات بـا مـرز            

مقياس شده  كه داراي يك جهت شعاعي و يك جهت محيطـي             

تقريـب اجـزاي    . شـود يدر راستاي مرز مسئله اسـت تبـديل م ـ        

محدود در جهت محيطي منجر به حل تحليلي مسئله در جهـت            

حل يك مسئله با مقادير ويژه منجر به محاسـبه          . شودشعاعي مي 

با اعمال شرايط مرزي، متغييـر      . شودماتريس سختي هر دامنه مي    

در . شـود مسئله بر روي مرز و نهايتاً در داخل دامنه محاسبه مـي           

بندي روش اجزاي محدود با مرز مقياس شـده         اين تحقيق فرمول  

 . دشوبراي حل مسائل تراوش ارائه مي

تـوان بـه   با توجه به مثالهاي فوق و توضيحات ارائه شده مي           
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٧٧  )استقلال (١٣٩٠تابستان ، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

وضوح مشاهده كرد كه تعداد درجات آزادي درنظرگرفتـه شـده           

در روش اجزاي محدود با مرز مقياس شده در مقايسه بـا روش             

سـازي   بوده و بنابراين نـه تنهـا آمـاده    اجزاي محدود بسيار كمتر   

اطلاعات اوليه براي ايـن روش نيـاز بـه زمـان كمتـري خواهـد        

داشت بلكه هزينه محاسباتي نيز در روش اجزاي محدود با مرز           

  .مقياس شده كمتر خواهد بود

عدم نياز روش اجزاي محدود با مرز مقياس شـده بـه حـل                 

جهـت شـعاعي دارد، از      رغم دقتي كه در     انتگرالهاي پيچيده علي  

جمله ويژگيهايي است كه برتري اين روش را نـسبت بـه روش             

شود كه در   در مثالهاي فوق ديده مي    . دهداجزاي مرزي نشان مي   

اطراف سپري اختلاف بـين مقـادير هـد بـه دسـت آمـده از دو                 

بنـدي در   روش، بيشتر از ساير نقاط است و با ريزتر كردن مـش           

ن روش با نرخي بـسيار پـايين بـه          روش اجزاي محدود نتايج اي    

. شـوند نتايج روش اجزاي محدود با مرز مقياس شده نزديك مي        

با توجه به نكته فوق و توجه به ايـن نكتـه كـه سـپري هماننـد                  

كند، ضعف روش اجزاي محدود در اطـراف        گوشه تيز رفتار مي   

هاي تيز مشخص شده و دقت روش اجزاي محدود با مرز       گوشه

  .شودگونه مسائل آشكار مي د اينمقياس شده در مور

روش اجزاي محدود با مرز مقياس شده، در مـسائل شـامل               

در ايـن روش بـا      . مصالح نـاهمگن روشـي بـسيار دقيـق اسـت          

انتخاب مركز قياس در مرز بين مصالح نـاهمگن، ايـن مـرز بـه               

شـود، بنـابراين    بنـدي نمـي   عنوان وجه كناري لحاظ شده و مش      

از ديگـر   . اين مرز پاسخي دقيق اسـت     دست آمده روي    پاسخ به 

ويژگيهاي مثبت روش اجزاي محدود با مرز مقياس شده، امكان          

در مـسائلي   .  داخلي مسئله اسـت    تحليل جداگانه مرزها و حوزه    

كه فقط نياز به مقادير مرزي داشته باشيم تـاثير ايـن ويژگـي در               

  .هاي محاسباتي كاملا مشهود استكاهش هزينه

  

  واژه نامه

1. finite-element method (FEM) 
2. boundary element method (BEM) 
3. finite-difference method (FDM) 
4. reentrant corners 
5. scaled boundary finite-element method (SBFEM) 
6. scaling center 
7. side faces 

8. weighted residual method 
9. Green’s theorem 
10. Galerkin 
11. positive definite 
12. Hamiltonian matrix 
13. Matlab 
14. Geo-Studio 
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