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٩٧  )استقلال (١٣٩٠تابستان ، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

  

  

 
 
 

 با استفاده از  جايي آزاد گذرا حول كره حل عددي جريان جابه

  DQ-IDQروش 

  

  

   **  و مهران عامري*محمد مقيمي اردكاني

  بخش مهندسي مكانيك، دانشگاه شهيد باهنر كرمان

  

  

  )٢٧/٩/١٣٨٩   : دريافت نسخه نهايي-١٨/٨/١٣٨٨: دريافت مقاله(

 
  

جايي آزاد گذرا     در حل مسايل جابه    (IDQM) اي  و روش مربعات ديفرانسيل تكه     (DQM)عات ديفرانسيل در اين مقاله، كارايي روش مرب      -چكيده  
. بر روي دامنه مكاني و هم بر روي دامنه زماني از قوانين روش مربعات ديفرانسيل استفاده شده اسـت  بنابراين هم .بر روي كره بررسي شده است

شايان ذكر است كه اين الگـوريتم تـا كنـون بـر روي     . كند ي شديدا كارايي اين روش را تقويت مي نشان داده شده است كه شكستن كل بازه زمان        
استفاده از اين الگوريتم اولين تلاشي است كه براي نشان دادن مزيتهـاي ايـن روش در حـل                    جايي گذرا استفاده نشده است؛      مسايل جريان جابه  

اي نسبت بـه سـاير روشـهاي مرسـوم در             اين تحقيق دو مزيت روش مربعات ديفرانسيل تكه        نتايج .جايي آزاد گذرا انجام شده است       جريان جابه 
براي اين منظور، همگرايي مسئله بررسي شده و براي مـواردي  . شرط و حداقل هزينه محاسباتي و قيد پايداري بي: دهد گونه مسايل نشان مي اين

  .استكه جواب آنها موجود است، مقايسه بين نتايج انجام گرفته 
  

  جايي آزاد، گذرا اي، جابه مربعات ديفرانسيل تكه مربعات ديفرانسيل، : كليديواژگان 
  

  
  
 
 

Numerical Solution of Transient Free Convection Using  
DQ-IDQ Method around Sphere 
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Abstract: The applicability of the differential quadrature method (DQM) and incremental differential quadrature method 
(IDQM) in solving the unsteady free convection flow over a sphere is investigated in this paper. The rules of DQ method are used 
in both Spatial and temporal domains. Also, it is shown that splitting the total temporal domain greatly enhances the 
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performance of method. It is worth mentioning that this is the first attempt in using these methods for modeling of transient 
convective fluid flow. Two advantages of IDQM over the conventional methods are shown through the results of this study, which 
are: (1) unconditional stablity & (2) minimum computational effort required. For this purpose, the convergence study is 
performed and for the cases that a solution is available, comparison is done. 
 
Keywords: DQM, IDQM, Free Convection, Transient. 
 

  

  مقدمه -١

منـد بـه دو بخـش        سازي عددي معادلات پاره زمـان      گسسته   

در . سازي زمـاني   سازي مكاني و گسسته    شود، گسسته  تقسيم مي 

سازي مكاني روشهاي بسياري توسـط محققـان اسـتفاده           گسسته

 توان بـه روشـهاي تفاضـل محـدود،         شود، كه از آن جمله مي      مي

ــزاي ــي   اج ــدود، طيف ــم مح ــدود، حج ــات۱مح   و روش مربع

از ميان اين روشها سه روش اول       .  اشاره كرد  (DQM)ديفرانسيل

كـه    آينـد در حـالي   جزو روشهاي مرتبه پـايين بـه حـساب مـي    

  عنـوان روشـهاي مرتبـه     روشهاي طيفي و مربعات ديفرانسيل به

دسـت آوردن     روشهاي مرتبه پايين براي به    . شوند بالا شناخته مي  

هـاي محاسـباتي     هدقت كافي در محاسـبات نيازمنـد تعـداد گـر          

اين در حالي است كه در روشهاي مرتبه بـالا، حتـي            . اند  بسياري

هاي محاسباتي كم نيـز، نتـايج عـددي از           با استفاده از تعداد گره    

روش مربعات ديفرانسيل نخـستين     . دقت خوبي برخوردار است   

 ارايه شد و پس از آن توسـط         ]۲و۱[بار توسط بلمن و همكاران      

در زمينه بهبـود محاسـبه ضـرايب وزنـي           ]۶-۳[شو و همكاران    

هـاي مـنظم بـا     اين روش در دامنه. سزايي برداشته شد    گامهاي به 

هاي كـم و هزينـه محاسـباتي پـايين قـادر بـه يـافتن                 تعداد گره 

بـراي اعمـال ايـن      . ]۶[جوابهاي عددي با دقت بسيار زياد است      

بايـست در صـورت امكـان بـه          هاي نـامنظم مـي     روش در دامنه  

. در تصوير كردن دامنه نامنظم به دامنه منظم استفاده كرد        نگاشتها  

اي و ارتعاشات از روش مربعات ديفرانـسيل بـه            در مسايل سازه  

همچنـين ايـن روش     . ]۱۰-۷[اي استفاده شده است    طور گسترده 

استوكس تراكم ناپذير دوبعدي،    -براي حل عددي معادلات ناوير    

ω, ( تابع جريان  -با استفاده از روابط ورتيسيتي     ψ ( هاي  در دامنه

طور موثر و     هاي نامنظم، به   منظم و با استفاده از نگاشتها در دامنه       

اما بـه   . ]۱۷-۱۱[گرفته شده است   كار  به با راندمان محاسباتي بالا   

دليل عدم وجود يك رابطه انتقـال بـراي فـشار و يـا              هر حال، به  

استوكس تراكم ناپـذير    -يك رابطه براي فشار در معادلات ناوير      

 ۲با متغيرهاي اوليه و همچنين عدم وجود يك مكانيزم بالادستي

روش مربعات ديفرانسيل با گستردگي زياد بـراي   در اين روش،

حل عددي مسايل مرتبط با جريـان سـيال مـورد اسـتفاده قـرار               

اما براي حل اين دومشكل كارهاي بـسيار خـوبي          . نگرفته است 

  .]۱۹و۱۸[انجام شده است

سازي مكاني، توجه كمتري نـسبت بـه         در مقايسه با گسسته      

در اكثر مسايل گذرا كـه      . سازي زماني انجام گرفته است     گسسته

روش مربعات ديفرانـسيل بـر روي آنهـا اعمـال شـده اسـت از                

سازي دامنه مكاني استفاده شـده    مربعات ديفرانسيل براي گسسته   

سـازي   سـسته است و از روشهاي مختلف تفاضل محـدود در گ          

تحت عنوان روشهاي    اين روشها . دامنه زماني استفاده شده است    

از  .]۲۱و۲۰[شـوند   شـناخته مـي  ۳مربعات ديفرانـسيل هيبريـدي  

جمله مهمترين معايب روشهاي مربعـات ديفرانـسيل هيبريـدي          

فكـر اسـتفاده از       بنـابراين محققـان بـه     . ]۲۲[ناپايداري آنهاسـت  

يــدي افتادنــد، از جملــه روشــهاي مربعــات ديفرانــسيل غيرهيبر

تـوان بـه تركيـب مربعـات         روزترين وكاراترين اين روشها مي      به

.  اشاره كرد  (DQ) با مربعات ديفرانسيل   (IDQ)اي   ديفرانسيل تكه 

 توسـط   ۲۰۰۶اي در سـال      ايده روش مربعـات ديفرانـسيل تكـه       

بـدليل نوپـا    . كار گرفته شـده اسـت        به ]۲۳[هاشمي و همكاران    

. تعداد مقالات در اين زمينه محـدود اسـت        بودن ايده اين روش     

به هر حال از اين روش در حل عـددي مـسايل انتقـال گرمـاي                

تكه تكـه   اين روش با. ]۲۶-۲۴[هدايت گذرا استفاده شده است

هـا و اعمـال روش مربعـات         كردن دامنه محاسباتي بر زير دامنـه      

ديفرانسيل بر هر زير دامنه به بالابردن كارايي ايـن روش كمـك             

اين روش در مـسايلي كـه گراديـان متغيرهـا در            . كند ياني مي شا
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اي از دامنه اصلي داراي تغييرات شديدي باشـد، از اهميـت              بازه

  .اي برخوردار است ويژه

جـايي آزاد بـه عنـوان مـسئله رايـج در              از طرفي مسئله جابه      

ــتفاده    ــشنهادي، اس ــددي پي ــاي ع ــارايي الگوريتمه ــشخيص ك ت

بسته بـودن معادلـه مـومنتم بـه معادلـه           علت اين امر وا   . شود مي

از طرف ديگر، بـا توجـه       . انرژي از طريق نيروي بويانسي است     

جـايي    به اينكه اين الگوريتم تا كنون بر روي مسايل جريان جابه          

در اين مقاله،به منظور اثبات كـارايي و         گذرا استفاده نشده است؛   

ي آزاد  جـاي   دقت الگوريتم عددي تركيبي پيشنهادي، مسئله جابـه       

 .گذرا در اطراف كره بررسي شده است

جايي آزاد در اطراف كره پژوهشهاي بـسياري          در زمينه جابه     

از جمله آخرين كارهـايي كـه در ايـن    .]۲۹-۲۷[انجام شده است  

 اشاره  ]۳۰[توان به مقيمي و همكاران        زمينه انجام شده است مي    

راف كره  جايي آزاد مگنتو هيدرو ديناميك اط       كرد كه جريان جابه   

در محيط متخلخل با در نظـر گـرفتن توايـد و جـذب گرمـا در         

امــا در حالــت گــذرا معمــولا . انــد حالــت دايــم بررســي كــرده

هـايي   اند و هندسـه  تر رفته هاي ساده پژوهشگران به سراغ هندسه  

اينگهــام و . چــون كــره كمتــر مــورد توجــه قــرار گرفتــه اســت

د گـذرا اطـراف     جـايي آزا     به بررسي جريان جابـه     ]۳۱[همكاران

ينـگ و   . سطوح همدماي سه بعدي در گراشفهاي بالا پرداختنـد        

جايي آزاد گذرا اطراف كره       به بررسي جريان جابه    ]۳۲[همكارن  

همدما پرداختند كه براي اين كار از روش حجم محدود استفاده           

جـايي آزاد گـذرا       جريـان جابـه   ]۳۳[سـايتو و همكـاران      . كردند

 بررسـي كردنـد كـه از روش حجـم     اطراف كره با شار ثابـت را     

 ]۳۴[كاتيگـاري و پـاپ      . محدود براي مدلسازي استفاده كردنـد     

جايي آزاد گذرا را اطراف كره دما ثابت را با استفاده             جريان جابه 

  .از تفاضل محدود بررسي كردند 

 DQ-IDQدر اين مقاله به بررسي كارامدي الگوريتم تركيبي            

آزاد لايـه مـرزي گـذرا       جـايي     براي حـل عـددي جريـان جابـه        

جايي آزاد گذرا بـر       بدين منظور جريان جابه   . پرداخته شده است  

روي كره بررسي شده و كارامدي استفاده از اين الگوريتم نسبت         

  .به ساير الگوريتمها نشان داده شده است

   اصول رياضي روش ديفرانسيل كوادريچر-۲

گيـري  ايده اوليـه ايـن روش برگرفتـه شـده از روش انتگرال               

در اين روش نيز مشتق در يـك راسـتاي معـين از             . مربعي است 

ميـزان  . پـذيرد هاي محاسباتي در اين راسـتا اثـر مـي         تمامي گره 

هاي محاسباتي را ماتريس ضـرايب وزنـي تعيـين          اثرپذيري گره 

به عبارت ديگر مشتق يك تابع نـسبت بـه متغيـر آن در              . كندمي

ضرايب وزنـي در    يك نقطه معين، با مجموع خطي حاصلضرب        

شـود    مقدار تابع در نقاط موجود در دامنه آن متغير محاسـبه مـي            

)gتابع   , )η τ             را در نظر بگيريد كه ميدان آن بر روي يك ناحيـه

0 مستطيلي بـه صـورت     a≤ η 0  و ≥ b≤ τ در . قـرار دارد    ≥

است و يا اينكه بر روي نقاط       ناحيه داده شده مقادير تابع معلوم       

  .اند ناحيه خواسته شده

ــشتق        ــسيل، م ــات ديفران ــاس روش مربع ــر اس ــابع  r ب ام ت

g( , )η τگونه تقريب زد توان اين را مي.  

)۱( 
i j

Nr
(r)

m jimr
m 1( , ) ( , )

N
(r)

mjij
m 1

g( , ) A g( , )

A g

i 1,2,..., N , j 1,2,..., N

η

η

η

=η τ = η τ

η

=

η τ

∂ η τ
= η τ

∂η

=

= =

∑

∑

(r)كه  
ijAη     ضرايب وزني و Nη   در دامنه مورد    ها تعداد كل گره

نامند كه الهام  اين تقريب را تقريب كلي روش شو مي .نظر است

 از جمله مـشكلاتي كـه روش        .گرفته شده از تقريب بلمن است     

بلمن داشت بد وضعيت بودن ماتريس ضرايب وزني با افـزايش           

اي تعداد نقاط و افزايش مرتبه مشتقات و همچنـين نبـود رابطـه            

كـه  اسـت   ضرايب مشتقات بـالاتر     صريح براي محاسبه ماتريس     

 با ارايه روش خود بر اين مشكلات فايق آمد و موفق به             ]۶[شو  

. دست آوردن ماتريس ضرايب شـد       ارايه روش صريحي براي به    

ــا توجــه بــه معادلــه  مولفــه اساســي در تقريــب مربعــات ) ۱(ب

)ديفرانسيل تعيين ضرايب وزني      )(r)
ijAη     است و انتخاب نقاط 

بايـست از    بـه منظـور تعيـين ضـرايب وزنـي مـي           . نه اسـت  نمو

استفاده كرد كـه شـو بـا        ) ۱(مجموعه از توابع آزمون در معادله       

  انتخاب تابع لاگرانژ به عنوان تابع آزمون كلـي، ضـرايب وزنـي             
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  د دلخواهمناي بر يك تابع زمان چگونگي اعمال روش مربعات ديفرانسيل تكه-۱شكل 

  

بـه نحـو زيـر تعيـين         iηبراي تعيين مشتق مرتبه اول در جهت        

  :]۶[كرده است

 )۲(

N

ij
j 1
i jij

i

i j j

A for i j

A ;
M( )1 for i j

a ( )M( )

i, j 1, 2,...., N

η
η

=η
≠

η

⎧
⎪− =
⎪
⎪= ⎨
⎪ η⎪ ≠
⎪ η −η η⎩

=

∑

  كه در آن

)۳( 
N

i i j
j 1,i j

M( ) ( )
η

= ≠

η = η −η∏
 روش زيـر  ]۶[مشتقات مرتبه بالاتر ، شـو   براي محاسبه ضرايب 

  .يسي معروف استرا پيشنهاد داده است كه به روش ضرب ماتر

)۴(

(m) (1) (m 1)

(m 1) (1)

A A A

A A , m 2,3,..., N 1

−

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

به همـين منـوال نيـز       . دهد   مرتبه مشتق را نشان مي     mكه در آن    

  .دست آورد  را نيز بهτتوان ضرايب وزني مربوط به جهت  مي

 نـشان داده اسـت انتخـاب شـبكه          ]۶[گونـه كـه شـو         همان   

بـه دقـت بـالاتر و        منجـر    ۵لوبـاتو -گـاوس -نايكنواخت چبشف 

هـا بـر      بنابراين انتخاب گـره   . شود  پايداري مطلق حل عددي مي    

  .شود روي ناحيه محاسباتي با استفاده از معادله زير تعيين مي

 )۵( 

i

j

1 (i 1)1 cos ,
a 2 (N 1)

1 ( j 1)1 cos ,
b 2 (N 1)

η

τ

⎧ ⎫⎡ ⎤η − π⎪ ⎪= − ⎢ ⎥⎨ ⎬
−⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

⎧ ⎫τ ⎡ ⎤− π⎪ ⎪= −⎨ ⎬⎢ ⎥−⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
i 1, 2,..., N ; j 1, 2,..., Nη τ= =

  

  اي  اصول روش مربعات ديفرانسيل تكه-۳

اديـان متغيرهـاي   كارايي اين روش عمدتا در مسايلي كـه گر     

مطلوب مسئله در يك مقطع از دامنـه شـديد باشـد، خـودش را               

يكي از كاربردهاي اين روش جريانهاي      . دهد  وضوح نشان مي    به

 سـرعت    هـاي   گذراست كه در لحظات آغـازين گراديـان مولفـه         

بنابراين استفاده از اين روش بر      . جريان و دما بسيار شديد است     

)hتابع  . مد خواهد بود  روي دامنه زماني بسيار كارا     , , )ε δ τ   را در 

ε,نظر بگيريد كه     δ     متغير مكاني وτ      متغير زماني تابع مـذكور 

 بـر حـسب زمـان       hفـرض كنيـد رونـد تغييـرات تـابع           . است

ي كـل  جـاي بررس ـ  در ايـن روش بـه   . باشد) ۱ (شكلصورت    به

اي   هر دامنه محاسباتي كه مربعات ديفرانـسيل تكـه        (دامنه زماني   

جا، دامنه زمـاني بـه        صورت يك   به) خواهد بر آن اعمال شود      مي

سپس، با اعمـال روش مربعـات       . شود  هايي شكسته مي    زير دامنه 

ها، نتـايج عـددي دلخـواه         ديفرانسيل بر هر يك از اين زير دامنه       

  ت آمده در آخرين گام زيـر دامنـه بـه       دس  نتايج به . شود  تعيين مي 

1 2 3 N τ 
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١٠١  )استقلال (١٣٩٠تابستان ، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

  
  

 طـور  همـان  .شود عنوان شرايط اوليه براي مرحله بعد استفاده مي       

شـود، دامنـه      كه گفته شد در راستايي كه ايـن روش اعمـال مـي            

شـود و     هايي شكسته مي    محاسباتي مرتبط با آن راستا به زير بازه       

شـود ايـن      وش مربعات ديفرانسيل اعمال مي    ها ر   در آن زير بازه   

  .نشان داده شده است) ۲ (شكلمسئله در 

  

   مدلسازي رياضي جريان -۴

جايي آزاد لايه مـرزي گـذرا اطـراف كـره             حال جريان جابه     

دليل پيچيدگيهاي معادلات     شود، اين هندسه به     همدما بررسي مي  

ار ك ـ  آن مخصوصا در حالت گذرا كمتر توسط ساير محققـان بـه           

) ۱(نمايي از مسئله مورد مطالعـه را در شـكل         . گرفته شده است  

فرضيات زير در بررسـي جريـان گـذرا بـر روي كـره              . بينيد  مي

  :استفاده شده است

 در نظـر گرفتـه      ∞T دماي   ناپذير  اي و تراكم    جريان سيال، لايه     

نظـر شـده اسـت و         از جمله اتلافات ويسكوز صـرف     . شده است 

همچنين اثر جريان شناوري القايي ناشي از جمله گراديـان فـشار            

tاز طرفي در زمـان      . ناچيز در نظر گرفته شده است      ، دمـاي   =0

 بـه  ∞Tكره غوطه ور در سيال ناگهان از دماي سيال محيط برابر با    

wTدماي سطح 
 

 .ماند آن در آن دما باقي ميرسد و پس از  مي

با توجه به فرضيات فوق و با استفاده از تقريـب بوزينـسك                

  :]۳۰-۲۷[معادلات لايه مرزي اين گونه است

)۶(   
( ) ( )RU RV

0
X Y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
  

)۷(   

( )

2

2
U U U UU V
t X Y Y

Xg T T sin
a∞

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ρ + + = µ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞+ ρ β − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

)۸(  
2

p 2
T T T Tc U V k
t X Y Y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ρ + + = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ∂⎝ ⎠
  

  :شرايط مرزي و اوليه به شرح زير است

wat    )الف-۹( Y 0 : U 0, V 0, T T= = = =  

at  )ب-۹( Y : U 0, T T∞→ ∞ → →  

at  )ج-۹( t 0 : U 0, V 0, T T∞= = = =  

  و Xهـاي سـرعت در راسـتاي           به ترتيب مولفـه    Vو   Uكه در آن    

Y    اند .a    ،شعاع كره ρ   ، چگالي سيال µ      ، لزجت ديناميكي سـيال 

k      ،ضريب هدايت گرمـايي g   بـه،  شـتاب جاذβ     ضـريب انبـساط

 فاصله شعاعي   R.  گرماي ويژه در فشار ثابت است      pCگرمايي و   

 بـه ترتيـب   ∞  وwاز محور تقارن تا سطح كره اسـت و انـديس   

  .نمايش دهنده شرايط بر روي سطح كره و در جريان آزاد هستند

 .]۳۴[شود دون بعد به صورت زيرتعريف ميپارامترهاي ب   

)۱۰( 
( ) ( ) ( )

2

3
w

2

X Y t Grx , y , 2
a 2 t a

g T T a
Gr , r x a sin x∞

ν
= = τ =

ν

β −
= =

ν

ε
 

δ
 

τ
 

 اي كردن دامنه محاسباتي در روش مربعات ديفرانسيل تكه نحوه تكه تكه-۲شكل 
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١٠٢  )استقلال (١٣٩٠تابستان ، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

ترتيب مختصات بدون بعد در جهـت سـطح كـره و               به yو   x كه

 νعدد گراشـف و      Gr.بعد شده است     زمان بي  τعمود بر آن و   

اضل دمـايي   تابع جريان و تابع تف    . لزجت سينماتيكي سيال است   

 :شوند بدين صورت تعريف مي

)۱۱( ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )w

Grt, X, Y 2 t xr x f , x, y
a

T t,X,Y T T , x, y∞

ν
Ψ = ν τ

= − θ τ

هاي  با توجه به تابع جريان، مولفه. است بعد شده  دماي بيθكه

 :، به قرار زير استVو  Uسرعت

   

( )2

Gr fU x
a y

Gr fV 2 t 1 x cot x f x
xa

ν ∂
=

∂

ν ∂⎡ ⎤= − ν + +⎢ ⎥∂⎣ ⎦

 

  : داريم۹ تا ۷ در معادلات θ و U  ،V با جايگذاري 

)۱۲(  ( ) ( )

3 2 2

2 3 2

22

2

2 2

2

1 f f 2 f2y
yy y

f f1 x cot x f sin x
y xy

f f f fx
y y x x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ −⎜ ⎟⎜ ⎟ τ ∂ ∂ττ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ θ
+ + − +⎜ ⎟∂∂ ⎝ ⎠

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
= −⎢ ⎥

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

  

)۱۳(  

( )

2

2 2
1 1 22y

Pr yy

f f1 x cot x f x
y y x x y

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ θ ∂θ ∂θ⎢ ⎥+ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ τ ∂τ⎢ ⎥τ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤∂θ ∂ ∂θ ∂ ∂θ

+ + = −⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

  

  ) الف-۱۴(
fat y 0 : f 0, 0, 1
y
∂

= = = θ =
∂

  
  )ب-۱۴(

fat y : 0, 0
y
∂

→∞ → θ→
∂

  
  )ج-۱۴(

fat 0 : f 0, 0, 0
y
∂

τ = = = θ =
∂

  

در اينجا دو نكته را بايد مد نظـر قـرار           . عدد پرانتل است   Pr كه

  :داد

 چه فرايندي طي ۱۴ به ۹اول اينكه براي رسيدن از معادلات      

بايـست     ، مـي   V=0شده است؟ در نگاه اول براي ارضاي شرط         

 و هم  fهم  
f
x
∂
∂

برابر صفر قرار داد اما اگر خوب دقـت شـود            

fقرار دادن    كنـد و ايـن        تنها براي اين مـسئله كفايـت مـي         =0

دوم . كنـد   ار شرط دوم را نيـز ارضـا مـي         شرط به صورت خودك   

گونه كه از درجه معادلات حاكم بر مسئله پيداسـت،             همان اينكه

اين مسئله براي حل بر روي ناحيه مذكور به دو شـرط بـر روي    

y       و يك شرط بر روي x و t  شرايط مرزي و اوليـه بـر       . نياز دارد

.  نيـاز اسـت  x معلوم است و به يك شـرط بـر روي        t و   yروي  

. شـود  گونه عمل مي  بدينxبر روي  ي پيدا كردن شرايط اوليهبرا

 برابر با صفر قرار داده شـود،        x، مقدار   ۱۳ و   ۱۲اگر در معادلات    

 ۱۶ و   ۱۵درحقيقت معـادلات    . آيد  دست مي    به ۱۶و  ۱۵معادلات  

 است كه با حل آنها شرايط       x=0مجموعه معادلات حاكم بر مرز      

  . آيد دست مي  بهx=0مرزي در 

)۱۵( 

3 2 2

3 2

22
2 2 2

2

f f f2y 2
yy y

f f2 f 0
yy

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ − τ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂τ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂
+ τ − τ + τ θ =⎜ ⎟∂∂ ⎝ ⎠

)۱۶( 
2

2
2

1 2y 2 2 f 0
Pr y yy

⎛ ⎞∂ θ ∂θ ∂θ ∂θ
+ − τ + τ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂τ ∂∂⎝ ⎠

جايي آزاد دايم اطراف كـره حالـت حـدي مـسئله جريـان                جابه

t(جايي آزاد گذرا است  جابه ، كه در اين حالت معادلات )∞→

   :حاكم بر آن عبارت است از

)۱۷(

( )
3 2

3 2

2 2 2

2

f f1 x cot x f
y y

f f f f fsin x x
y x y y x x y

∂ ∂
+ +

∂ ∂

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ θ ∂ ∂ ∂ ∂
− + = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

)۱۸(( )
2

2
1 f f1 x cot x f x
Pr y y x x yy

⎛ ⎞∂ θ ∂θ ∂ ∂θ ∂ ∂θ
+ + = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠

بايد توجه كرد كه معادلات مذكور با توجه به تعريـف جديـدي             

 در yكه براي تابع جريان، تابع تفاضل دمايي و پارامتر بدون بعد     

  :اند دست آمده شود، به حالت دايم انجام مي

)۱۹(  
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
4

1
4

w

Yy Gr
a

X, Y Gr xr x f x, y

T X,Y T T x, y∞

=

Ψ = ν

= − θ

) ب-۱۴(و  ) الـف -۱۴(و شرايط مرزي انتقال يافته مطـابق معادلـه          

  .است
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١٠٣  )استقلال (١٣٩٠تابستان ، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

دسـت آوردن نـرخ گرمـاي انتقـال و ميـزان نيـروي                راي به ب   

اصطكاك بر واحد سطح از دو عدد ناسلت محلي و تنش برشي            

جـايي    كنند كه بـراي جريـان جابـه         بعدشده ديواره استفاده مي     بي

  :اند از آزاد گذرا اطراف كره عبارت

   

0.25
x

y 0

0.25 2
f

2
y 0

1Nu Gr
y

C Gr 1 f
2x y

−

=

=

∂θ
= −

τ ∂

∂
=
τ ∂

 

  

  

  گسسته سازي معادلات-۵

ز قوانين روش مربعات ديفرانسيل معـادلات       حال با استفاده ا      

در ابتـدا   . شـود   سـازي مـي     حاكم و شرايط مرزي و اوليه گسسته      

اگر تعـداد تقـسيمات در      . شوند  شرايط اوليه و مرزي گسسته مي     

قسمت باشد،  Nτ و yN ،xN به ترتيب برابر با τوy، x جهت

  :خواهيم داشت) ج-۱۴(پس براي اعمال شرط مرزي 

)۲۰( 
 ij1 ij1at 0 : f 0, 0τ = = θ =

 
در شرط اوليه    

f 0
y
∂

=
∂

0τ در  شود چون اين شرط      وارد نمي =

از . شـود   ارضـا مـي    f=0 به صورت خودكار با در نظر گـرفتن       

تفاق محققان بـراي اعمـال شـرايط        طرف ديگر اكثر قريب به ا     

مرزي بر مسايلي كه بيش ازيك شـرط مـرزي در يـك سـمت       

يعني اعمال تنها يك شرط مرزي در هر         (۶دارند، از روش دلتا   

اسـتفاده  ) مرز و انتقال ساير شـرايط مـرزي بـه نقـاط مجـاور             

كنند   كنند اما به خطايي كه با اين كار بر نتايج خود وارد مي              مي

 با اعمال شرط مرزي در نقطه به جز مرز، دقت           .كنند  دقت نمي 

يابد براي غلبه بـر ايـن عيـب بايـد           جوابهاي عددي كاهش مي   

 واحـد  ۰۰۰۱/۰ماكزيمم فاصله نقطه مجاور تـا مـرز از مرتبـه        

كوچك بودن بيش از حد مرتبه نقطه مجـاور         (باشد كه اين امر   

منجـر بـه    ) تا مرز نسبت به فواصـل ديگـر نقـاط بـا يكـديگر             

بـراي غلبـه بـر ايـن كاسـتيها از           . ]۶[شود  اري جوابها مي  ناپايد

  :شود روش زير استفاده مي

اگــر ســطر اول مــاتريس ضــرايب وزنــي مرتبــه اول صــفر     

گذاشته شود، ماتريس ضرايب وزنـي مرتبـه اول اصـلاح شـده،             

سازي  اگر در معادلات از اين ماتريس در گسسته   . آيد  دست مي   به

قت شرط  استفاده شود در حقي    fمشتقات  
f 0
y
∂

=
∂

بطـور   y=0 در   

خودكار بر مسئله اعمال شده و در نتيجـه هـر دو شـرط مـرزي                

بنـابراين،  . شود  گرفته مي  كار  به دقيقاً در سر جاي خود در مسئله      

تفـاوت   θبا مـاتريس ضـرايب وزنـي         fماتريس ضرايب وزني    

 fزني مشتقات مرتبـه دوم      براي ساختن ماتريس ضرايب و    . دارد

  :شود ازرابطه زير استفاده مي

)۲۱( y y y
ij ij ijB A A⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤=

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

در حالي كه در ساخت ماتريس ضرايب وزنـي مـشتقات مرتبـه             

  :شود از رابطه زير استفاده مي θدوم 

)۲۲( y y y
ij ij ijB A A⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤=

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ijAكه در آن   ⎤
⎣ ⎡ijB و ⎦ ⎤

⎣ مـاتريس ضـرايب وزنـي       ترتيب  به ⎦

⎡ijAمرتبه اول و دوم،      ⎤
⎣ ⎦ 

⎡ijB و ⎤
⎣ ماتريس ضرايب اصـلاح     ⎦

شده مرتبه اول ودوم هستند و بالانويس آورده شده در مـاتريس            

دهنده جهتي اسـت كـه مـشتق درآن سـمت             ضرايب وزني نشان  

ترتيب ضرايب وزني مرتبـه بـالاتر از        به همين   . شود  محاسبه مي 

 حال با توجه به مـسايل       .شود  دست آورده مي    ضرب ماتريسي به  

) ۱۲(سازي معادلات و شرايط مرزي، معـادلات          مذكور، گسسته 

  :عبارت است از) ۱۴(تا 

( )

y y

y

y y

y

N N
y y

kjq i kjqik ik2
q k 1 k 1

N
y

j j ijq kjqik
k 1

2N N N
jy y

kjq ijq qp kjpik ik
j qk 1 k 1 l 1

N
y y x

j kjq jl klqik ik
k 1 l

1 C f 2y B f

1 x cot x f B f

sin x 2A f A A f
x

x A f A A f

τ

= =

=

τ

= = =

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟+⎢ ⎥⎜ ⎟τ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + θ −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟τ
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑

∑

∑ ∑ ∑

∑
y x

yx

N N

k 1 1

NN
yx

jl ilq kjqik
l 1 k 1

A f A f

= =

= =

⎡ ⎛ ⎞
⎢ ⎜ ⎟
⎢ ⎜ ⎟
⎢ ⎝ ⎠⎣

⎤⎛ ⎞⎛ ⎞
⎥⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎥⎝ ⎠⎦

∑ ∑

∑ ∑

)۲۳(
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١٠٤  )استقلال (١٣٩٠تابستان ، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

x  مسئله گذرا در در بخش دايمy ها در راستاي بررسي استقلال روش از تعداد گره - ۱جدول  0=   

 
 

 

( )

y y

y

y x

yx

N N
y y

kjq i kjqik ik2
q k 1 k 1

NN
y

qp ijp j j ijq kjqik
q p 1 k 1

N N
y x

j kjq jl ilqik
k 1 l 1

NN
yx

jl ilq kjqik
l 1 k 1

1 1 B 2y A
Pr

2 A f 1 x cot x f A

x A f A

A f A

τ

= =

τ

= =

= =

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟θ + θ
⎜ ⎟τ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟− + + θ
⎜ ⎟⎜ ⎟τ

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎡⎛ ⎞⎛ ⎞
⎢⎜ ⎟⎜ ⎟= θ⎢⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢⎝ ⎠⎣

⎛⎛ ⎞
⎜ ⎟− θ
⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑
⎤⎞
⎥⎜ ⎟
⎥⎜ ⎟
⎥⎠⎦

  

)۲۴(  

)
٢٥

(   
 1jq 1jqat y 0 : f 0, 1= = θ =  

)۲۶(  
 

( )
yN

y
kjq MjqMk

k 1
at y : A f 0, 1

=

→ ∞ = θ =∑
  

 ۱۶ و ۱۵اي مــرزي  گســسته ســازي معــادلات ديفرانــسيل پــاره

بـراي حـل معـادلات       ) x=0مجموعه معادلات حاكم بـر مـرز        (

  :ح استاي اصلي بدين شر پاره

 

y y y

y y

N N N
y y y

kq i kq ijq kqik ik ik2
q k 1 k 1 k 1

2N N N
y y

kq iq qp kpik ik
qk 1 k 1 l 1

1 C f 2y B f 2f B f

2A f A A f 0
τ

= = =

τ

= = =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟τ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + θ − =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟τ
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
   

)۲۷(  

)۲۸(   

 

y y

y

N N
y y

kq i kqik ik2
q k 1 k 1

NN
y

qp ip iq kqik
q p 1 k 1

1 1 B 2y A
Pr

2 A f 2f A 0
τ

= =

τ

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟θ + θ
⎜ ⎟τ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟− + θ =
⎜ ⎟τ
⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑
  

   نتايج-۶

، اسـتقلال شـبكه در   DQ-IDQ ابتدا براي الگـوريتم تركيبـي     

اسـتقلال از شـبكه در ايـن     .شـود  بررسي مـي  τوy، x راستاهاي

ايان ش. آورده شده است  ) ۳(تا  ) ۱(راستاها به ترتيب در جداول      

اي طـول   ذكر است كه در اعمال روش مربعات ديفرانـسيل تكـه      

 واحـد در نظـر      ٥/٠ برابر   يكسان و  τها بر روي      تمامي زير بازه  

، )۳(تـا   ) ۱(نتـايج بررسـي شـده در جـداول          . گرفته شده است  

مربوط به آخرين گام زماني يا به تعبير ديگر بخش دايم جريـان             

اد گذرا است كه نحوه مشخص شـدن ايـن گـام و             جايي آز   جابه

  :علت انتخاب آن بدين قرار است

نحوه مشخص كردن آخرين گام زماني مسئله بدين صورت            

است كه اگر اختلاف بين نتايج تمامي متغيرها در دو گام زمـاني           

 باشـد، آنگـاه آخـرين گـام زمـاني مـسئله       e۱-٦ متوالي كمتر از

جـايي     دايم جريـان جابـه     علت انتخاب بخش  . شود  مشخص مي 

آزاد گذرا اين است كه اين بخش در حقيقت آخرين پله زمـاني             

باشد و چون مـسئله مـذكور در حقيقـت مـسئله              مسئله گذرا مي  

مقدار اوليه بر روي زمان است پـس حـداكثر انباشـتگي خطـاي           

  . دهد رخ مي) بخش دايم(برشي در آخرين پله زماني 

x و در yراســتاي اســتقلال روش در ) ۱ (جــدولدر     0= 

، xچراكـه در حقيقـت بـا صـفر قـرار دادن             . بررسي شده اسـت   

شود تا اثرات      مستقل و موجب مي    xمعادلات حاكم بر جريان از      

هـا در     نامطلوبي كه ممكن است انتخاب ناآگاهانـه فاصـله گـره          

بگـذارد،   y  بر نتايج استقلال شبكه مـسئله در راسـتاي         xراستاي  

هاي محاسباتي در هر زيـر بـازه          همچنين تعداد گره  . شود  ف  حذ

واضـح  ) ۱(طور كه از جدول       همان.  انتخاب شده است   ۵زماني  

   رقم بعـد    ۴ گره در راستاي مذكور، مسئله تا        ۲۴است با انتخاب    
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١٠٥  )استقلال (١٣٩٠تابستان ، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

x در بخش دايم مسئله گذرا در x ها در راستاي بررسي استقلال روش از تعداد گره - ۲جدول  90=  

  
  

xاي در  در بخش دايم مسئله گذرا براي روش مربعات ديفرانسيل تكهτها در راستاي بررسي استقلال روش از تعداد گره - ۳جدول  90=  

  
  

  xجهت  مقايسه استفاده از روش تفاضل محدود با  استفاده از روش مربعات ديفرانسيل در -۴جدول 

  
  

گونه كـه در      همان. شود  از اعشار به جوابهاي مطلوبي همگرا مي      

 گره محاسـباتي در   ۵نشان داده شده است با انتخاب       ) ۲ (جدول

2 تا   ۰طول بازه   
π     شبكه در راستاي x   براي .رسد   به استقلال مي

 هاي محاسباتي در هر     دست آوردن نتايج اين جدول تعداد گره        به

 y   ، ۲۴هاي محاسباتي در راسـتاي         و تعداد گره   ۵زير بازه زماني    

 گره ۴دهد كه اگر تعداد  نشان مي) ۳ (جدول. انتخاب شده است

 واحـدي انتخـاب شـود       ۵/۰محاسباتي را در هر زير بازه زماني        

همچنين با توجه   . ها در اين راستاست     شبكه مستقل از تعداد گره    

 به x و y ها در دو راستاي داد گره، تع)۲(و ) ۱(به نتايج جداول 

بنابراين بـا توجـه بـه نتـايج         .  انتخاب شده است   ۵ و   ۲۴ترتيب  

در  ۴*۵*۲۴، شبكه محاسـباتي     )۳ (-) ۱(گرفته شده از جداول     

  .نظر گرفته شده است

به منظور بررسي مزاياي روش مربعات ديفرانسيل نسبت بـه             

 از  x راستاي    با دقت مرتبه دو، در     ۷روش تفاضل محدود مركزي   

اين در حالي اسـت     . اين دو روش عددي بهره گرفته شده است       

 روش در نظر گرفته شده براي هر دو حالت t  وyكه در راستاي 

. اي است   به ترتيب مربعات ديفرانسيل و مربعات ديفرانسيل تكه       

بـه بررسـي مـدت زمـان اجـراي ايـن مـسئله و               ) ۴ (جدولدر  

 xقلال مــسئله در جهــت همچنــين تعــداد گــره لازم بــراي اســت

x در) ۴(مقادير داده شده در جدول      . پرداخته شده است   90= 

دهد كـه اسـتفاده از روش         نشان مي ) ۴(جدول  . اند  محاسبه شده 

 برابـر   ۴ زمان محاسـبه را بـه تقريبـا          xتفاضل محدود در جهت     

حالتي كـه از روش مربعـات ديفرانـسيل در آن جهـت اسـتفاده               

هايي كه نياز است      دهد و در ضمن تعداد گره       د افزايش مي  شو  مي

 برابـر   ۲ به اسـتقلال برسـد نيـز بـيش از            xتا مسئله در راستاي     

  آيـد روشـهاي      برمي) ۴(گونه كه از جدول       همان. يابد  افزايش مي 
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١٠٦  )استقلال (١٣٩٠تابستان ، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

  τيل در جهت اي با  استفاده از روش مربعات ديفرانس  مقايسه استفاده از روش مربعات ديفرانسيل تكه- ۵جدول 

  
  

  x=0 در ۷/۰ مقايسه نتايج در طول زمان بي بعد شده در پرانتل -  ۶جدول

  
  

  .دهند طور چشمگيري كاهش مي مرتبه بالا هزينه محاسباتي را به

ــسيل در        ــات ديفران ــدي روش مربع ــي توانمن ــس از بررس پ

 غيرهيبريدي  گونه مسايل، كارايي دو روش مربعات ديفرانسيل        اين

در يكي از روشـها از مربعـات ديفرانـسيل و در            . شوند بررسي مي 

اي بر روي زمـان اسـتفاده شـده     ديگري از مربعات ديفرانسيل تكه  

به عبارت ديگر آيا لازم است كه در دامنـه زمـاني از روش              . است

د؟ نتـايج ايـن بررسـي در    واي اسـتفاده ش ـ  مربعات ديفرانسيل تكه  

آيد   برمي) ۵(گونه كه از جدول       همان.  است آورده شده ) ۵ (جدول

مدت زمان اجراي برنامه با اسـتفاده از روش مربعـات ديفرانـسيل             

 روش  ۱/۰برابر، تقريبا   ) τ(بعد شده     اي بر روي يك زمان بي       تكه

مربعات ديفرانسيل است و همچنين دقت آن در محاسـبه جوابهـا            

بنـابراين اسـتفاده از     . يفرانـسيل اسـت   مراتب بهتر از مربعـات د       به

اي   تركيب روش مربعات ديفرانسيل بـا مربعـات ديفرانـسيل تكـه           

  .شود براي حل چنين مسايلي ترجيح داده مي

پس از بررسي استقلال از شبكه و بررسي مزيت روش براي              

بعدشده   ناسلت محلي و تنش برشي بي      اطمينان از صحت نتايج،   

) ۶(اول  جد تحقيقات ساير محققان در      ديواره با نتايج حاصل از    

  .اند مقايسه شده) ۸(تا 

به ترتيب روند تغييرات پروفيل سـرعت  ) ۴(و ) ۳(هاي  شكل   

xو دما را با زمان در        اما چـرا   . دهند   نشان مي  Pr=0.7و =30

بعـدي كـه در معادلـه          بي yدر رسم اين دو شكل از همان متغير         

 yتعريف شده، استفاده نـشده اسـت؟ علـت آن اسـت كـه               ) ۵(

خود متغيري بر حسب زمان است و       ) ۵(تعريف شده در معادله     

. توان پروفيل آنها را در زمانهاي مختلف با هم مقايسه كـرد             نمي

 تعريـف   yكنيم كه همان      بنابراين از يك متغير مرجع استفاده مي      

  ام پروفيلهـا در  اسـت و تم ـ  ) حالـت دايـم   ) (۱۹(شده در معادله    
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١٠٧  )استقلال (١٣٩٠تابستان ، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

0.25 نتايج حاصل از بررسي - ۷جدول 
xNu Gr−با استفاده از روش مربعات ديفرانسيل   

  
  

  نتايج حاصل ازبررسي - ۸جدول 
0.25

fC Gr
2x

  با استفاده از روش مربعات ديفرانسيل 

  
  

  

 روند تغييرات - ۴شكل 
f
y
∂
∂

x در τ با     نمايي از مسئله مورد مطالعه-۳شكل  Pr=0.7 با=30
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١٠٨  )استقلال (١٣٩٠تابستان ، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

  

    
  

x در τ باθ روند تغييرات - ۵شكل    Pr=0.7 با=30
  

 روند تغييرات - ۶شكل 
f
y
∂
∂

  Pr=0.7 در لايه مرزي با

  

    

 روند تغييرات - ۸شكل  Pr=0.7 در لايه مرزي باθ روند تغييرات - ۷شكل
f
y
∂
∂

xدرحالت دايم در   Pr با  30=  

  

  

xدرحالت دايم در   Pr با θ  روند تغييرات- ۹شكل 30=  

  

بـدين منظـور از     . شـود   زمانهاي مختلف برحسب آن رسـم مـي       

  :شود معادله زير استفاده مي

   

0.25YGr y
a

= τ
 

  

آيد ضخامت    ترتيب بر مي    به) ۴(و  ) ۳(طور كه از شكلهاي       همان

رمايي با گذشـت زمـان افـزايش        لايه مرزي هيدروديناميكي و گ    

  .رسد يابد تا اينكه در حالت دايم به حداكثر مقدار خود مي مي

روند تغييرات پروفيل سـرعت و دمـا را         ) ۷(و  ) ۶(هاي  شكل   

روند تغييرات پروفيل   ) ۹(و  ) ۸(هاي  شكلدر زواياي گوناگون و     

. دهنـد   سرعت و دما را با عدد پرانتل در حالت دايـم نـشان مـي              

دهنـده    نـشان ) ۷(و  ) ۶(شـكلهاي   . مان رونـد آشناسـت    نتايج ه 

مرزي هيدروديناميكي و گرمايي با افزايش        افزايش ضخامت لايه  

دهنـده    نـشان ) ۹(و  ) ۸(زاويه از نقطه سكون بـوده و شـكلهاي          

  مــرزي هيــدروديناميكي و  كــاهش ســرعت و نــازك شــدن لايــه
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١٠٩  )استقلال (١٣٩٠تابستان ، ١، شمارة ۳۰، سال روشهاي عددي در مهندسي

   
0.25 روند تغييرات -  ۱۱شكل 

xNu Gr−با τ در x  روند تغييرات -  ۱۰شكل  =30
0.25

fC Gr
2x

x در τ با 30= 

  

 .اند گرمايي با افزايش عدد پرانتل

به ترتيب روند تغييرات عدد ناسلت و       ) ۱۱(و  ) ۱۰(هاي  شكل   

xيواره را با زمان در      بعدشده د   تنش برشي بي   و پرانتلهاي   =30

آشكار اسـت كـه تـنش       ) ۱۰(در شكل   . دهند  نشان مي  ۰/۷ و   ۷/۰

برشي از صفر شروع شده و با گذشت زمـان افـزايش يافتـه و در                

در حـالي كـه     . رسـد   نهايت بعـد از زمـاني بـه حالـت دايـم مـي             

ت شـروع شـده    نهاي  دهد كه عدد ناسلت ازبي      نشان مي ) ۱۱( شكل

. و با گذشت زمان كاهش يافته تا در نهايت به حالت دايـم برسـد              

افزايش عدد پرانتل موجب كاهش تـنش برشـي و افـزايش عـدد              

 .دهد ناسلت شده و زمان رسيدن به حالت دايم را افزايش مي

  

  گيري  نتيجه-۷

در  DQ-IDQدر اين مقاله، به بررسي كارايي روش تركيبـي             

بـا توجـه بـه      . يي آزاد گـذرا پرداختـه شـد       جـا   حل مسايل جابه  

غيرخطي بودن معادلات حاكم بر جريان لايه مـرزي، حـل ايـن             

تفاضل محدود منجـر بـه       معادلات با روشهاي مرتبه پايين مانند     

) مخــصوصا در زمــان محاســبه(هــاي محاســباتي صــرف هزينــه

در مسايل گذرا، با    . شود  بيشتري نسبت به روشهاي مرتبه بالا مي      

 مشكلات روشهاي مربعات ديفرانسيل هيبريدي استفاده       توجه به 

از روشهاي مربعات ديفرانسيل غيرهيبريدي موجب كاهش زياد        

از اين ميان استفاده از مربعات ديفرانسيل       . شود  زمان محاسبه مي  

اي بر روي زمان نسبت به مربعات ديفرانـسيل مـدت زمـان               تكه

. برد  ايج را بالا مي   داده و دقت نت    شدت كاهش     اجراي برنامه را به   

هاي محاسباتي كمتر و دقـت        بنابراين، اين روش با صرف هزينه     

دهـد كـه    اين تحقيق نـشان مـي   .بالاتر قادر به حل مسايل است

جـايي     در حل معادلات جريانهاي جابه     DQ-IDQروش تركيبي   

اي غيرخطي گـذرا كـه        هم همانند ساير معادلات ديفرانسيل پاره     

اند، الگوريتمي    ها از آن استفاده كرده      زمينهساير محققان در ساير     

اين روش يـك روش بـسيار بهينـه در حـل            . بسيار كارامد است  

جـايي گـذرا بـوده و در حـل            مسايل لايه مرزي جريانهاي جابه    

 .كار گيري است به هاي علوم قابل مسايل مشابه در ساير زمينه

  

  واژه نامه

1. rung-kutta 
2. upwind 
3. hybrid DQ 
4. HAM (Homotopy analysis method) 

5. Chebyshev-Gauss-Lobatto 
6. δ  technique 
7. centeral finite difference 
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