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٧١ ١٣٩٢ زمستان ،٢، شمارة ۳۲، سال روشهاي عددي در مهندسي

  

  

 
 
 

 دار با سطح مقطع متغير با استفاده  کننده ترکتحليل ارتعاشي تير دوران

  از روش انتقال ديفرانسيل

  

       ١           

  * عليرضا آرياييو سعيد طالبي

  دانشگاه اصفهانگروه مهندسي مكانيك، ،  مهندسيفني  دانشکده

  

  )٠٧/٠٥/١٣٩٢ : دريافت نسخه نهايي-١٤/٠٩/١٣٩١: دريافت مقاله(

 
  

با استفاده از روش انتقال ديفرانسيل بررسي        متغير مقطع دار در حال دوران با سطح            برنولي ترک  -هاي ارتعاشي يک تير اويلر      در اين مقاله مشخصه    - چكيده
نتايج عـددي   . گيرد   قرار مي  هاي طبيعي و شکل مودها مورد بررسي        اثر موقعيت و اندازه ترک، سرعت چرخش و شعاع چرخش تير در محاسبه فرکانس             . شود    مي

شود که دقت روش انتقال   مشاهده مي.شود هاي ديگر مقايسه مي دست آمده و با روش برنولي با سطح مقطع متغير به-دار اويلر براي تير دوراني بدون ترک و ترک
  .هاي ديگر بيشتر است ني زياد، نسبت به روشهاي دورا  براي سرعتاًديفرانسيل براي تحليل ارتعاشي تيرهاي دوراني با سطح مقطع متغير خصوص

  
  .کننده، ترک، فرکانس طبيعي برنولي، روش انتقال ديفرانسيل، تير دوران-تير اويلر :كليديواژگان 

  
  

  

 
 

Vibration Analysis of a Cracked Rotating Tapered Cantilever 
 Beam Using Differential Transform Method 

 
S. Talebi and A. Ariaei 

 

Department of Mechanical Engineering, Faculty of Engineering, University of Isfahan 
 

Abstract: This paper studies the vibration characteristics of a cracked rotating tapered cantilever Euler–Bernoulli beam with 
linearly varying transverse cross-section using Differential Transform Method (DTM). The effects of the crack location, crack 
size, rotating speed and hub radius in calculating the natural frequencies and mode shapes of cracked tapered beam by using this 
method are investigated. Numerical results for a beam with and without crack with variable cross-section are obtained and 
compared with other methods. It is seen that the accuracy of the differential transform method for the vibration analysis of the 
beams with variable cross-section is higher than other methods, especially for the case of high rotational speed. 
 
Keywords: Euler-Bernoulli Beam, Differential transform method, Rotating beam, Crack, Natural frequency. 
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  مقدمه -١

هاي روتـور     هاي مهندسي مانند تيغه     طراحي و تحليل سازه   

خـک هواپيمـا    هـاي مل     تيغه  و هاي توربين بادي    هليکوپتر، تيغه 

هاي دوراني به خود جلب  توجه زيادي را به رفتار ارتعاشي تير

گيري بـا حـذف پديـده نامناسـب           کرده است که به طور چشم     

چنين رويکـرد کنتـرل ارتعاشـي مناسـب، بهبـود             و هم  تشديد

اي کـه روي  مقايسه بـا تحقيقـات گـسترده    در]. ۳-۱[ يابد مي

ک انجام شـده اسـت،      هاي دوراني بدون تر     تحليل ارتعاشي تير  

دار بـوده   هاي ارتعاشي تيرهاي تـرک      توجه کمتري به مشخصه   

هـاي دورانـي بـه دليـل          اين در حـالي اسـت کـه سـازه         . است

راحتـي در   هـاي سـاختاري، بـه       شـکل  خستگي مداوم يا تغيير   

سازي دينـاميکي و    مدل. چون ترک هستند   معرض نقايصي هم  

 ـ     تحليل تيرهـاي دورانـي تـرک       وده و اخيـراً    دار بـسيار مهـم ب

اين تيرها معمولاً به تيرهاي     ]. ۴[اند    محبوبيت زيادي پيدا کرده   

 برنولي يا تيموشنکو که در معـرض نيـروي          -يک بعدي اويلر  

معــادلات . شــوند خمــشي گريــز از مرکــز هــستند، ســاده مــي

ديفرانسيل حاکم براي تيرهاي با سطح مقطع متغيـر، ضـرايب           

ز مرکز وهندسه در امتـداد      متغيري براي تغييرات نيروي گريز ا     

هاي تقريبـي متفـاوتي بـراي         روش. گيرد  طول تير را در بر مي     

. کننـده مطـرح شـده اسـت        تير دوران   ي  تحليل ارتعاشي مسئله  

محدود مرتبه متغيـر  اجزاي روش ] ۵[ هودگس و روتکوسکي

دسـت آوردن خـواص ارتعـاش آزاد تيـر دورانـي            را براي بـه   

ارتعــاش جــانبي يــک تيــر  ]۶[ناگولــسواران . معرفــي کردنــد

شکل    برنولي را بر مبناي حل عمومي معادله       -يکنواخت اويلر 

نهي چهار تابع مستقل خطـي بررسـي          مود و با استفاده از برهم     

دسـت  محدود را بـراي بـه  اجزاي روش ] ۷[ رائو و گوپتا. کرد

آوردن فرکانس طبيعي و شکل مودهاي تير دورانـي بـا سـطح             

 مرتبه بالاتر را که     جزءيک  ] ۸[گوندا  . ندکار برد مقطع متغير به  

دسـت آمـده    اي و مثلثـاتي بـه       تابع شکل آن با توابع چندجمله     

دهـد کـه بـراي تحليـل دينـاميکي تيرهـاي              است، پيشنهاد مي  

و  سـپس، گونـدا   .دوراني با سطح مقطع متغيـر مناسـب اسـت   

 عرضي به عنوان يـک  جايي جابهفرض کردند که  ]۹[گانکولي 

دسـت  کند و شکل جديدي از تابع به   چهار تغيير مي  تابع مرتبه   

آيد که قسمت استاتيکي معادله ديفرانـسيل حـاکم را ارضـا      مي

  اجـزاي  يـک روش جديـد  ] ۱۱ و ۱۰[گونـدا   بعـداً . کنـد مـي 

کننـده بـا    هـاي دوران    محدود را براي تحليل ارتعاش آزاد ميله      

سرعت بالا ارائه داد که شـکل توابـع آن ترکيـب خطـي حـل                

دله ديفرانسيل استاتيکي حاکم بر يـک فنـر سـخت و يـک              معا

هـاي   مشخـصه  ]۱۲[بـازون  . اسـت اي درجـه سـه    چندجملـه 

ارتعاشي يک تير تيموشنکو با سطح مقطع متغير را با اسـتفاده             

] ۱۳[همچنـين بـازون     . محدود بررسـي کـرد    اجزاي  از روش   

اي را    صـفحه   اي و بـرون     صـفحه   هاي درون   روابط بين فرکانس  

] ۱۴[بـازون   .  مورد بحـث قـرار داد      ول   سات رايببرحسب ض 

ارتعاش يک ميله دوراني بـا سـطح مقطـع متغيـر را بـا روش                
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هـاي جـرم،      محدود بررسـي کـرد کـه در آن مـاتريس          اجزاي  

الاستيک و سختي گريز از مرکز به طور روشني برحسب نـرخ          

بـه طـور همزمـان     ]۱۵[يـو  . شـود  شـوندگي بيـان مـي     باريک

 بـا    پـيش چرخيـده  هاي چرخـشي  کي تيغه هاي دينامي   مشخصه

از  ]۱۶[و شهبا  عطارنژاد .جرم متمرکز را مورد بررسي قرار داد

ي  دســت آمــده از حــل معادلــه اصــلي بــهجــايي جابــهتوابــع 

اي تيـر دورانـي بـا سـطح           ديفرانسيل استاتيکي حرکت صفحه   

اجـزاي  هـاي      برنولي بـراي تعيـين فرمـول       -مقطع متغير اويلر  

يـک طيـف تقريبـي را بـا      ]۱۷[وينـود  .  کردندمحدود استفاده

يــاب  محــدود بــراي دو تــابع دروناجــزاي اســتفاده از روش 

ديفرانسيلي بـه منظـور تحليـل ارتعـاش آزاد و انتـشار امـواج               

بـانرجي  . تيرهاي با سطح مقطع متغير و يکنواخت معرفي کرد        

 ارتعـاش آزاد    ي  از روش سختي ديناميکي بـراي مطالعـه       ] ۱۸[

اني با سطح مقطع متغيـر اسـتفاده کـرد کـه در آن              تيرهاي دور 

ارتفاع يا پهناي تير به طـور خطـي در امتـداد طـول آن تغييـر                 

روش سختي ديناميکي را بر مبناي   ] ۱۹[وانگ و ورلي    . کند  مي

هاي طبيعي تير     روش فروبنيوس براي به دست آوردن فرکانس      

اسـت  کاملاً مـشهود    . کار بردند دوراني با سطح مقطع متغير به     

که ترک روي يک تير، انعطاف موضعي را افـزايش و بنـابراين      

ها و شکل مودها را تغييـر         خواص ديناميکي تير مانند فرکانس    

در نتيجه امکان تخمين موقعيت و اندازه تـرک بـراي           . دهد  مي

تاثير ترک به طور گسترده در مقـالات        . دار وجود دارد    تير ترک 

ي براي مـدل کـردن      بررسي شده است و رويکردهاي گوناگون     

اجـزاي  روش  ] ۲۰[چانـگ و چـن      . ترک توسعه يافتـه اسـت     

ي دوراني ضخيم ترک دار بـه         محدود را براي تحليل يک تيغه     

هـاي کوچـک فـضايي را         بردند و سپس يک رويکرد موج       کار  

از  ]۲۱[کـيم  . براي نمايش ترک در ايـن تيغـه مطـرح کردنـد    

ي دوراني با محدود براي بحث روي تير کامپوزيتاجزاي  روش  

و ] ۲۲[کوانـگ و هوانـگ    .يـک تـرک عرضـي اسـتفاده کـرد     

هـاي   يابي ارتعاشي و پايداري تيغه به ترتيب مکان ]۲۳[هوانگ 

دوراني با سطح مقطع متغير و يکنواخـت را بـا بررسـي تـاثير               

مکان ترک با اسـتفاده از روش گـالرکين مـورد بررسـي قـرار               

اضي را از معادلات يک مدل ري] ۲۴[و آل سعيد  مسعود. دادند

لاگرانژ به کمک روش مودهاي فرضي استخراج کردند و براي         

کار دار دوراني به  توصيف ارتعاش جانبي تير تيموشنکوي ترک     

   .بردند

يکنواخت به دليل عملکـرد ويـژه       ناامروزه تيرهاي دوراني    

آنها و رسيدن بـه توزيـع مقاومـت و جـرم بهتـر، کاربردهـاي             

رو تحليل ارتعاشي اين تيرها     از اين ]. ۲۵ [اند  فراواني پيدا کرده  

ــي دارد  ــت فراوان ــي از    .اهمي ــسيل يک ــال ديفران روش انتق

هاي عددي پرکـاربرد بـراي حـل معـادلات ديفرانـسيل             روش

 تيلور است    اين روش بر مبناي بسط سري     . گونه تيرهاست  اين

اگر چه ايـن    . معرفي شده است  ] ۲۶[که اولين بار توسط زهو      

سط سري تيلور است، اما هنوز به طـور کلـي           روش براساس ب  

هايي با آن دارد و براي هر نـوع سـطح           در مراتب بالاتر تفاوت   

از محاسـن روش    . مقطع و تغيير شـکلي قابـل اسـتفاده اسـت          

و حجـم محاسـبات پـايين آن در     انتقال ديفرانسيل دقـت بـالا  

از روش  ] ٢٧[اوزدميـر و کايـا      . تحليل مسايل ارتعاشي اسـت    

 هـاي طبيعـي تيرهـاي     فرانسيل براي تعيـين فرکـانس     انتقال دي 

ايشان با مقايسه نتايج اين روش بـا    . يکنواخت استفاده کردند  نا

هـاي  محدود دقت بالاي آن را در تعيين فرکانس       اجزاي  روش  

روش انتقال ديفرانـسيل را بـراي       ] ٢٨[مي  . طبيعي نشان دادند  

يـاز در   او زمان حل مورد ن    . کار برد تحليل تيرهاي چرخشي به   

دست آورد و نشان داد در صورت کاربرد ايـن          اين روش را به   

. هاي طبيعي نياز است   روش به زمان کمي براي تعيين فرکانس      

کاربرد روش انتقال ديفرانسيل را     ] ٢٩[سادونگ و همکارانش    

در تيرهاي با قيدهاي الاستيک مياني بررسـي کردنـد و نـشان             

سبات کم بـه نتـايجي      توان با حجم محا   دادند در اين روش مي    

روش در ايـن مقالـه بـا اسـتفاده از           . با دقت قابل قبول رسـيد     

شـونده    بعد تير باريک  هاي طبيعي بي     فرکانس انتقال ديفرانسيل 

شـوندگي،    دار تعيين و اثرات نـرخ باريـک        برنولي ترک  -اويلر

هاي طبيعي بررسي  سرعت دوراني و شعاع توپي روي فرکانس   

 عرضي تير ه در اين مقاله ارتعاشات      قابل ذکر است ک   . شود  مي

  ر ــ عمود بصفحهدوراني مورد نظر است و از ارتعاشات درون
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 متغير مقطع سطح ترک دار با تير دوراني -۱شکل 

  

  .شود نظر مي و پيچشي تير صرفمحور دوران

  

  بندي فرمول-۲

 برنـولي در حـال دوران و داراي تـرک بـا             -يک تير اويلر  

 شـکل   طور کـه   همان. شود  غير در نظر گرفته مي    سطح مقطع مت  

 متصل است Rدهد، اين تير به يک توپي با شعاع   نشان مي)۱(

ارتفـاع  . چرخدحول محور ثابت مي   Ωاي    که با سرعت زاويه   

در تحقيـق حاضـر     . کند  تير به طور خطي در طول آن تغيير مي        

 در مقطـع    جزء متغير به سه     دار با سطح مقطع   تير دوراني ترک  

 مقاله اين در.  را ببينيد  )۱( شکل   ،شودعرضي ترک تفکيک مي   

 کـه   آنجايي از و است شده استفاده  برنولي -اويلر تير نظريه   از

 تنها ترک شودمي نظر صرف برشي شکل تغيير ازنظريه   اين در

 کـه  اسـت  حالي در اين]. ۲۰ [شودمي مدل پيچشي فنر يک با

 تـرک  جاي به بايد تيموشنکو تيرنظريه   از تفادهاس صورت در

]. ۲۴ [کـرد  اسـتفاده  پيچـشي  ديگـري  و خطي يکي فنر، دو از

وجود ترک تغييري در توزيع جـرم در امتـداد تيـر بـه وجـود                

در هر دو   (نيروهاي گريز از مرکزي که در هر مقطع         . آوردنمي

ابـط  روشـوند از    آن اعمال مي  اجزاي  از  ) طرف راست و چپ   

  :شوندزير محاسبه مي

)۱( 

                      

( ) ( )

( )

1

1

2

L
2

1 1
X

L
2

1
0

T X R x dx

R L x dx

= ρΑΩ + +

ρΑΩ + +

∫

∫

  

)۲(  

                   

( ) ( )
2

2

L
2

2 2 1
X

T X R L x dx= ρΑΩ + +∫ 

  :تار اسربرق) ۳(در موقعيت ترك رابطه 

)۳  (                     ( ) ( )1 2T x T x=  

  :توان نوشت  ميهمچنين

)۴(  

                   
( )

n

g
cxΑ x Α 1
L

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

)۵(  
                   

n 2

ZZ Zg
cxΙ Ι 1
L

+
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

)۶(  

                 
n 2

YY Zg
cxΙ Ι 1
L

+
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

ترتيــب ســطح مقطــع عرضــي و  بــهIZZ و IYY و Aکــه در آن 

 gزيرنويس  .  هستند Zو  Yگشتاور دوم سطح حول محورهاي      

 نـشان داده    )۱(ل  شـک متناظر با انتهاي چپ تير اسـت کـه در           

شـود     نشان داده مـي    cشوندگي با ثابت    نرخ باريک . شده است 

که بايد از يک کوچکتر باشد، زيرا در غير اين صورت ارتفـاع             

 و ۲مقـادير   . رسـد تير قبل از رسيدن به انتهاي آن به صفر مـي          

۱= n ۱(گيــرد  بيــشترين حالــت کــاربردي را در بــر مــي= n 

 سـطح را در  ۲ات مرتبـه  تغييـر n =۲تغييرات خطـي سـطح و   

  توان با مقادير    مقاطع عرضي زيادي را مي    ). دهدامتداد طول مي  

 ۱=n ۲ و= n مدول يانگ . معرفي کرد(E)  و چگالي مـاده (ρ) 

 برنـولي معادلـه     -اويلـر نظريـه   بر طبـق    . شوند  ثابت فرض مي  

ديفرانسيل حاکم براي حرکت دوراني تير به صورت زيـر داده           

  :شودمي

  

)۷(                      

2 22
i i

2 2 2

i
i W

w w
ΕΙ

t x x

w
T Ρ    ,      i 1, 2

x x

⎛ ⎞∂ ∂∂
⎜ ⎟ρΑ + −
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∂∂ ⎛ ⎞ = =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

  

 نيروي اعمالي بـر  Pw عرضي و    جايي  جابه wiکه در معادله بالا     
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٧٥  ١٣٩٢زمستان ، ٢، شمارة ۳۲، سال روشهاي عددي در مهندسي

با در نظر گرفتن ارتعـاش آزاد تيـر، نيـروي           . واحد طول است  

شود و معادلـه    اعمالي بر واحد طول آن صفر در نظر گرفته مي         

  .شود  صورت زير بيان ميبه) ۷(

  

)۸(  

                        

2 22
i i

2 2 2

i
i

w w
ΕΙ

t x x

w
T 0   ,      i 1, 2

x x

⎛ ⎞∂ ∂∂
⎜ ⎟ρΑ + −
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∂∂ ⎛ ⎞ = =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

  

 داراي چهار شرط مـرزي در ابتـدا و انتهـاي آن             )۱( تير شکل 

  :صورت زير استبه

)۹(  

              
1

1
w

w 0 at x 0
x

∂
= = =

∂
  

)۱۰(  

          

2 3
2 2

2 3
w w

0 at x L
x x

∂ ∂
= = =

∂ ∂
  

   :ند ازا شرايط پيوستگي در محل ترک عبارت

)۱۱(  
                              ( ) ( )1 C 2 Cw L , t w L , t− += 

)۱۲(  

                    
( ) ( )

2 2
1 2

C C2 2
w w

L , t L , t
x x

− +∂ ∂
=

∂ ∂
  

)۱۳(  

                     
( ) ( )

3 3
1 2

C C3 3
w w

L , t L , t
x x

− +∂ ∂
=

∂ ∂
  

بلافاصله در بعـد و قبـل از        ي  يهاترتيب مکان به −CL و +CLکه  

وه بـر ايـن، يـک       عـلا . دهنـد  را نـشان مـي     LCموقعيت تـرک    

شـود کـه    ناپيوستگي در شيب تير در محـل تـرک ايجـاد مـي            

  :شودصورت زير بيان تواند به مي

  

)۱۴(  
                             

( ) ( )
( )

2 1
C C

2
2

C2

w w
L , t L , t

x x
w

 L L , t
x

+ −

+

∂ ∂
−

∂ ∂

∂
= θ

∂

  

بعد ترک و تابع اندازه آن است     ضريب خمشي بي   θکه در آن    

شـود  صـورت زيـر تعريـف مـي       هکه براي ترک دو طرف باز ب      

]۳۰[:   

)۱۵(  

                                  
( )2

1 D 1
hθ 6 π a f a
L

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

بعد شده ترک است که در آن  عمق بيa1=ac/hفوق، معادله  در  

ca    عمق ترک وh      همچنـين  .  ضخامت تير در محل ترک است

  :شودزير داده ميمعادله   با fDتابع 

)۱۶(  
       

( ) 2
D 1 1 1

3 4
1 1

f a 0.5335 0.929a 3.500a

3.181a 5.793a

= − + −

+
  

  ]۳۰[ توان نوشت ميو براي ترک يک طرف باز 

)۱۷(  ( )2
1 J 1

H6 a f a
L

⎛ ⎞θ = π ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  که در آن

)۱۸(  
      

( ) 2
J 1 1 1

3 4 5 6
1 1 1 1

f a 0.6384 1.035a 3.7201a

5.1773a 7.553a 7.332a 2.4909a

= − + −

+ − +
  

  

  بعدسازي پارامترها بي-۳

، شعاع تـوپي و      جزء بعد شده براي موقعيت   پارامترهاي بي 

  :]۳۱[ند از ا اي عبارتسرعت زاويه

)۱۹(  2 4
2

g

Lx R, ,
L L

ρΑΩ
ξ = δ = γ =

ΕΙ
  

ــا قــرار دادن معــادلات  ، )۲(و ) ۱(در معــادلات ) ۱۹(و ) ۴(ب

  :آينددست ميصورت زير بهنيروهاي کششي گريز از مرکز به

)۲۰(  

                  

( )( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

1 2 2

n 12

n 1

LT T
c n 1 n 2

1 c 1 2c cn c nc

1 c 1 2c cn c nc

+

+

ρΑΩ
= =

+ +

⎡ ⎤
− ξ + δ+ δ+ ξ+ ξ⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥− − + δ+ δ+ +⎣ ⎦

  

با جايگذاري عبارت نيروي کششي گريـز از مرکـز از معادلـه             

   :داريمn =۱و انتخاب ) ۸(در معادله ) ۲۰(

  

)۲۱(  

    

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 22 i
2 2 2

2
i 2

2 2 i

1 d d w1 c
d d

1 dw 1 c
d6c

dw1 c 1 3c 2c 1 c 1 3c 2c 0,  i 1,2
d

                           

⎡ ⎤
⎢ ⎥− ξ −
⎢ ⎥γ ξ ξ⎣ ⎦

λ − ξ − ×
ξ

⎧ ⎫⎡ ⎤− ξ + δ + ξ − − + δ + = =⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦ ξ⎩ ⎭

  

، شـرايط  )۱۹(بعـد شـده معادلـه    با استفاده از پارامترهـاي بـي    

  :آيندصورت زير در ميبه) ۱۰(و ) ۹(مرزي 

)۲۲(  1
1

dw
w 0 at 0

d
= = ξ =

ξ
  

)۲۳(  2 3
2 2

2 3
d w d w

0 at 1
d d

= = ξ =
ξ ξ

  

  ) ۱۱(گي در شرايط پيوست) ۱۹(چنين با جايگذاري معادله  هم
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٧٦ ١٣٩٢ زمستان ،٢، شمارة ۳۲، سال روشهاي عددي در مهندسي

  ديفرانسيل معادلات انتقال روش بر  قوانين حاکم- ۱جدول 

 تابع انتقال تابع اصلي

f (x) g(x) h(x)= ±  F[k] G[k] H[k]= ±  

f (x)  g(x)= µ  F[k]  G[k]= µ 

f (x) g(x)h(x)=  

k 0
F[k] G[k l]H[l]

∞

=
= −∑ 

n

n
d g(x)

f (x)
dx

=  
(k n)!F[k] G[k n]

k !
+

= +  

nf (x) x=  1 if k n
F[k] (k n)

0 if k n
≠⎧

= δ − = ⎨ =⎩
 

  

  آينددست ميدر محل ترک، معادلات زير به) ۱۴(تا 

)۲۴(  
1 2 cw w                      at    ξ ξ= =  

)۲۵(  2 2
1 2

c2 2
d w d w

                  at     ξ ξ
dξ dξ

= =  

)۲۶(  3 3
1 2

c3 3
d w d w

                  at     ξ ξ
dξ dξ

= =  

)۲۷(  2
2 1 2

c2
dw dw d w

 θ       at     ξ ξ
dξ dξ dξ

− = =  

معادلـه   مکان ترک اسـت و بـا          معرف cξ فوق   معادلاتکه در   

  : شود زير بيان مي

)۲۸(  c
c

L
ξ

L
=  

  

   روش انتقال ديفرانسيل-۴

تعيين پاسـخ   براي  در اين بخش از روش انتقال ديفرانسيل        

يـک تـابع    . شود   برنولي داراي ترک استفاده مي     -يک تير اويلر  

f(x)         را درنظر بگيريد که در ناحيـهD        تعريـف شـده اسـت و 

هدف تعريف  .  باشد Dتواند معرف هر نقطه در         مي x=x0قطه  ن

انتقـال  .  است x0هاي تواني با مرکزيت نقطه        با سري  f(x)تابع  

   : عبارت است ازf(x)ديفرانسيل تابع 

)۲۹(  ( )

0

k

k
x x

d f x1F[k]
k! dx

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

تـابع  .  تابع انتقال اسـت    F[k] تابع اصلي و     f(x) که در آن تابع   

   :شودبيان ميصورت زير انتقال معکوس به

)۳۰(  ( ) ( )k0
k 0

f x x x F[k]
∞

=
= −∑  

تـوان نـشان داد کـه مفهـوم           مي) ۲۹( با در نظر گرفتن معادله      

در . شـود   انتقال ديفرانسيل از بسط سري تيلـور اسـتخراج مـي          

با تعداد جمـلات    ) ۳۰( در معادله    f(x)کاربردهاي واقعي، تابع    

در آن  ) ۲۹( معادله   محدود بيان و اين معادله پس از جايگزيني       

   :شود صورت زير بازنويسي ميبه

)۳۱(  

   
( ) ( ) ( )

0

k km 0
kk 0 x x

x x d f x
f x

k ! dx=
=

⎛ ⎞−
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

هـاي طبيعـي بـستگي         به همگرايي فرکـانس    mفوق  معادله  در  

قـوانين حــاکم بــر روش انتقـال معــادلات ديفرانــسيل و   . دارد

شود به ترتيب     شرايط مرزي که در اين مقاله از آنها استفاده مي         

  .اند شده معرفي)۲(  و)۱(در جداول 

کارگيري روش انتقال ديفرانسيل و اعمال روابـط     حال با به  

، اين معادلـه بـه ازاي       )۲۱( در معادله    )۱(بيان شده در جدول     

x0=0آيد به شکل زير در مي:   
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٧٧ ١٣٩٢ زمستان ،٢، شمارة ۳۲، سال روشهاي عددي در مهندسي

   قوانين انتقال ديفرانسيل در شرايط مرزي- ۲جدول 

X=٠  
 

X=١ 

 شرط مرزي اصلي   مرزي انتقالشرط  شرط مرزي اصلي
 مرزي انتقالشرط 

f (0) 0= F(0) 0=  f (1) 0= 

k 0
F(k) 0

∞

=
=∑  

df (0) 0
dx

= F(1) 0=  df (1) 0
dx

= 

k 0
kF(k) 0

∞

=
=∑ 

2

2
d f (0) 0
dx

= 
F(2) 0=  df (1) 0

dx
= 

k 0
k(k 1)F(k) 0

∞

=
− =∑ 

3

3
d f (0) 0
dx

= 
F(3) 0=  3

3
d f (1) 0
dx

= 
k 0

k(k 1)(k 2)F(k) 0
∞

=
− − =∑

 
  

  
)۳۲(  

 

( )( )( )( ) [ ]

( )( )( ) [ ]

( ) [ ]

( ) [ ]

i
2

i

22
i

2
2 2

i

k 1 k 2 k 3 k 4 W k 4

3 6 k 1 k 2 W k 2
6

k 1 W k 1

k k k 1 W k 0,     i 1,2
2

+ + + + + −

γ
+ δ + + + −

γ δ + + +

⎡ ⎤γ
−ω + γ + − = =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

 در  )۲( و )۱(همچنين با اعمال روابـط بيـان شـده در جـداول             

  :توان نوشت ميx0=0و در نظر گرفتن ) ۲۷(تا ) ۲۲(معادلات 

)۳۳(                                  [ ] [ ]1 1W 0 W 1 0= =  

)۳۴(    ( ) [ ] ( ) [ ]2 2
k 2 k 3

k k 1 W k k k 2 W k 0
∞ ∞

= =
− = − =∑ ∑ 

)۳۵(  

            
( ) [ ] ( ) [ ]k k

1 1 1 2
k 0 k 0

W k W k
∞ ∞

= =
ξ = ξ∑ ∑  

  

)۳۶(                      

( ) ( ) [ ]

( ) ( ) [ ]

k 2
1 1

k 2

k 2
1 2

k 2

k k 1 W k

k k 1 W k

∞ −

=
∞ −

=

ξ −

= ξ −

∑

∑
  

  

)۳۷(            

( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( ) [ ]

k 3
1 1

k 3

k 3
1 2

k 3

k k 1 k 2 W k

k k 1 k 2 W k

∞ −

=
∞ −

=

ξ − −

= ξ − −

∑

∑
  

  

)۳۸(  

                      

( ) [ ] [ ]( )

( ) ( ) [ ]

k 1
1 2 1

k 1

k 2
1 2

k 2

k W k W k

k k 1 W k

∞ −

=
∞ −

=

ξ −

= θ ξ −

∑

∑
  

) تبديل يافته    Wi[k]که در آن     )iw ξ  ،i=1,2 از طرفـي   . ، است

  :شودفرض مي

[ ]1 21W 2 C= )۳۹( 

                                              [ ]1 31W 3 C= )۴۰( 

[ ]2 02W 0 C= )۴۱( 

[ ]2 12W 1 C= )۴۲( 

[ ]2 22W 2 C= )۴۳( 

[ ]2 32W 3 C= )۴۴( 

بـراي  ) ۳۸-۳۳(فوق در شـرايط مـرزي   معادلات  با جايگذاري

، C32 معادلـه برحـسب مقـادير مجهـول          شش،  kمقادير مختلف   

C22  ،C21  ،C02  ،C31   و C21 آيـد کـه بـا اسـتفاده از          دسـت مـي    به  

 از ضـرايب مجهـولات نتيجـه        ۶×۶مـاتريس    اين معادلات يک    

  حـال بـراي داشـتن جـواب غيـر بـديهي صـفر بايـد                . شـود   مي

صورت  دترمينان اين ماتريس ضرايب برابر صفر باشد که در اين         

ــسب   ــر ح ــه ب ــک معادل ــانسc، γ ،δي ــاي و فرک ــه ي ـ طبيع
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٧٨ ١٣٩٢ زمستان ،٢، شمارة ۳۲، سال روشهاي عددي در مهندسي

  γ هاي دوراني بي بعد مختلف رعتسه فرکانس طبيعي اول تير دوراني بدون ترک با سطح مقطع متغير براي س - ۳جدول 
γ محدود مرسوم اجزاي انتقال ديفرانسيل   

NE=۵ (DOF=۱۲) ] ۸[  

  گوندا و گانگولي

]۹[ 

  وانگ و ورلي

]۱۹[ 

     مود اول

۱ ۹۸۶۵/۳ ۹۸۶۷/۳ ۹۸۶۶/۳ ۹۸۶۶/۳ 

۲ ۴۳۶۵/۴ ۴۳۶۸/۴  ۴۳۶۸/۴ ۴۳۶۸/۴ 

۳ ۰۹۲۱/۵ ۰۹۲۷/۵ ۰۹۲۷/۵ ۰۹۲۷/۵ 

۴ ۸۷۸۲/۵ ۸۷۸۸/۵ ۸۷۸۸/۵ ۸۷۸۸/۵ 

۵ ۷۴۳۱/۶ ۷۴۳۴/۶ ۷۴۳۴/۶ ۷۴۳۴/۶ 

۶ ۶۵۵/۷ ۶۵۵۲/۷ ۶۵۵۱/۷ ۶۵۵۱/۷ 

۷ ۵۹۵۷/۸ ۵۹۵۷/۸ ۵۹۵۶/۸ ۵۹۵۶/۸ 

۸ ۵۵۴۰/۹ ۵۵۴۲/۹ ۵۵۴۰/۹ ۵۵۴۰/۹ 

۹ ۵۲۳۸/۱۰ ۵۲۴۴/۱۰ ۵۲۳۹/۱۰ ۵۲۳۹/۱۰ 

۱۰ ۵۰۰۹/۱۱ ۵۰۲۳/۱۱ ۵۰۱۵/۱۱ ۵۰۱۵/۱۱ 

۱۱ ۴۸۲۸/۱۲ ۴۸۵۷/۱۲ ۴۸۴۵/۱۲ ۴۸۴۵/۱۲ 

۱۲ ۴۶۷۸/۱۳ ۴۷۲۹/۱۳ ۴۷۱۱/۱۳ ۴۷۱۱/۱۳ 

     مود دوم

۱ ۴۷۴۰/۱۸ ۴۸۲۰/۱۸  ۴۷۴۰/۱۸ ۴۷۴۰/۱۸ 

۲ ۹۳۶۲/۱۸ ۹۴۴۲/۱۸ ۹۳۶۶/۱۸ ۹۳۶۶/۱۸ 

۳ ۶۸۲۳/۱۹ ۶۹۰۷/۱۹ ۶۸۳۹/۱۹ ۶۸۳۹/۱۹ 

۴ ۶۸۳۲/۲۰ ۶۹۱۲/۲۰ ۶۸۵۲/۲۰ ۶۸۵۲/۲۰ 

۵ ۹۰۳۵/۲۱ ۹۱۰۵/۲۱ ۹۰۵۳/۲۱ ۹۰۵۳/۲۱ 

۶ ۳۰۹/۲۳ ۳۱۳۸/۲۳ ۳۰۹۳/۲۳ ۳۰۹۳/۲۳ 

۷ ۸۶۵۳/۲۴ ۸۶۸۶/۲۴ ۸۶۴۷/۲۴ ۸۶۴۷/۲۴ 

۸ ۵۴۴۱/۲۶ ۵۴۷۲/۲۶ ۵۴۳۷/۲۶ ۵۴۳۷/۲۶ 

۹ ۳۱۶۹/۲۸ ۳۲۶۱/۲۸ ۳۲۲۷/۲۸ ۳۲۲۷/۲۸ 

۱۰ ۱۵۶۵/۳۰ ۱۸۶۴/۳۰ ۱۸۲۷/۳۰ ۱۸۲۷/۳۰ 

۱۱ ۰۳۳۵/۳۲ ۱۱۲۷/۳۲ ۱۰۸۵/۳۲ ۱۰۸۵/۳۲ 

۱۲ ۹۱۷۶/۳۳ ۰۹۲۹/۳۴ ۰۸۷۷/۳۴ ۰۸۷۷/۳۴ 

     مود سوم

۱ ۴۱۷۷/۴۷ ۵۵۴۸/۴۷ ۴۱۷۳/۴۷ ۴۱۷۳/۴۷ 

۲ ۸۷۳۱/۴۷ ۰۰۶۸/۴۸ ۸۷۱۷/۴۷ ۸۷۱۶/۴۷ 
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٧٩  ١٣٩٢زمستان ، ٢، شمارة ۳۲، سال روشهاي عددي در مهندسي

 ٣ادامه جدول 

۳ ۶۲۳۰/۴۸ ۷۵۰۴/۴۸ ۶۱۹۱/۴۸ ۶۱۹۰/۴۸ 

۴ ۶۴۶۱/۴۹ ۷۷۲۲/۴۹ ۶۴۵۶/۴۹ ۶۴۵۶/۴۹ 

۵ ۹۳۱۴/۵۰ ۰۵۴۸/۵۱ ۹۳۳۸/۵۰ ۹۳۳۸/۵۰ 

۶ ۴۶۰۴/۵۲ ۵۷۸۲/۵۲ ۴۶۳۳/۵۲ ۴۶۳۳/۵۲ 

۷ ۲۱۲۹/۵۴ ۳۲۱۳/۵۴ ۲۱۲۴/۵۴ ۲۱۲۴/۵۴ 

۸ ۱۶۵۲/۵۶ ۲۶۲۶/۵۶ ۱۵۹۵/۵۶ ۱۵۹۵/۵۶ 

۹ ۲۹۱۰/۵۸ ۳۸۱۳/۵۸ ۲۸۳۳/۵۸ ۲۸۳۳/۵۸ 

۱۰ ۵۵۵۲/۶۰ ۶۵۷۶/۶۰ ۵۶۳۹/۶۰ ۵۶۳۹/۶۰ 

۱۱ ۹۱۱۲/۶۲ ۰۷۳۳/۶۳ ۹۸۲۹/۶۲ ۹۸۲۹/۶۲ 

۱۲ ۲۹۹۹/۶۵ ۶۱۲۱/۶۵ ۵۲۳۷/۶۵ ۵۲۳۷/۶۵ 

  

 c، γتوان براي مقادير مختلـف  آيد؛ حال مي دست مي بعد به بي

  .بعد را محاسبه کردهاي بي ، فرکانسδ و

  

   نتايج عددي-۵

هـاي    هايي در موقعيـت     با ترک در اين قسمت ارتعاش تير      

بندي حاضـر     مختلف در نظر گرفته و دقت و همگرايي فرمول        

نتايج حاصل از رويکرد مطـرح شـده در ايـن        . شود  بررسي مي 

مقاله با مقـادير موجـود در مقـالات ديگـر کـه بـا اسـتفاده از                  

در ابتدا تير   . شود اند، مقايسه مي  هاي ديگر به دست آمده     روش

با سطح مقطع متغير و سپس تيـر تـرک دار          دوراني بدون ترک    

. شـود بدون سرعت دوراني با سطح مقطع متغيـر بررسـي مـي           

 آن است که در کارهاي گذشته اين     مسئلهدليل انتخاب اين دو     

توان نتـايج کـار حاضـر را بـا          اند و مي  دو نوع تير مطالعه شده    

در . بندي حاضـر را بررسـي کـرد         ها مقايسه و اعتبار فرمول     آن

ا يک تير دوراني داراي ترک با سـطح مقطـع متغيـر مـورد               انته

  .گيرد مطالعه قرار مي

  

   تيرهاي دوراني بدون ترک-۵-۱

ابتدا يک تير بدون ترک با سـطح مقطـع متغيـر بـا نـسبت           

 که از سمت بـا سـطح        شود   بررسي مي  c=۵/۰باريک شوندگي   

جـرم و سـختي فنـر در        . اسـت ) گيـردار (مقطع بزرگتر، ثابت    

ــول ــداد ط ــهامت ــر ب ــب  تي    وx/L۵/۰-۱(m(x) =ρAg (ترتي
۳) x/L۵/۰-۱(EI(x) =EIg  ــي ــه م ــر گرفت ــود  در نظ   در . ش

 سه فرکانس طبيعي اول ميله با سطح مقطـع متغيـر            )۳(جدول  

دسـت   با نتايج بـه    γهاي دوراني بي بعد مختلف        براي سرعت 

بـراي تعيـين    .  شـده اسـت    مقايـسه ] ۱۹ و   ۹[آمده در مراجـع     

از تابع مبناي سـختي بـراي       ] ۹[هاي طبيعي در مرجع       فرکانس

از روش سختي   ] ۱۹[محدود و در مرجع     اجزاي  حل با روش    

فروبنيـوس اسـتفاده شـده     ديناميکي بر مبناي حل سري تواني

هـاي حاصـل از سـه       مقايسه نتايج، تطابق خوب جواب    . است

 ـ  . دهد  روش را نشان مي    ن جـدول روش انتقـال      همچنين در اي

مقايـسه  ) CFEM( محـدود مرسـوم    اجزايديفرانسيل با روش    

ايــن روش بــراي تحليــل تيــر دورانــي از  شــده اســت کــه در

کنـد،   ياب استفاده مـي   به عنوان توابع ميان  ۳اي درجه   چندجمله

 دقت همگرايي بيشتري در روش انتقال       ي  دهندهکه نتايج نشان  

 ۱۲با  جزء   ۵اين روش   در  ( است   CFEMديفرانسيل نسبت به    

  اينـک بـراي بررسـي بيـشتر        ). درجه آزادي حـل شـده اسـت       

دقت روش انتقال ديفرانسيل، مثال ديگري مورد بررسي قـرار          

  گيرد کـه در آن يـک تيـر دورانـي يکنواخـت و يـک تيـر                    مي

 هـاي بـالا مطالعـه      دوراني با سـطح مقطـع متغيـر در سـرعت          

  برابـر بـا     تيـر جرم و سختي انتقالي بـر واحـد طـول   . شود مي
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٨٠ ١٣٩٢ زمستان ،٢، شمارة ۳۲، سال روشهاي عددي در مهندسي

    

   چهار فرکانس طبيعي بي بعد تير بدون ترک با سرعت دوراني بالا- ۴جدول 

γ = ۲۰۰ γ = ۱۰۰  

 شماره مود  انتقال ديفرانسيل  ]۱۱[ گوندا  انتقال ديفرانسيل ]۱۰[گوندا و گانگولي 

 مود اول ٨١٠١/١٠١ ٨٢٣٣/١٠١ ٠٨٤١/٢٠١ ٠٥٤٧/٢٠١

 مود دوم ٤٢٤٠/٢١٨ ٤٦٥٥/٢١٨ ٦٨٥٢/٤٩٢ ٦٨٤٣/٤٩٢

 مود سوم ٣٧٥١/٣٤٠ ٧٦٥٤/٣٤٠ ٧٦٨٠/٧٨٣ ٧٨٧٩/٧٨٣

N/A مود چهارم ٥٩٥٤/٤٧١ ٦٦٣٠/٤٧١ ٢٢٤٣/١٠٨٦ 

  

) x/L۸/۰-۱(m(x) =ρAg و ) x/L۹۵/۰-۱(EI(x) =EIg 

-بعد به  چهار فرکانس طبيعي بي    )۴(جدول  در  . شود  فرض مي 

دست آمده در   ترتيب با مقادير به   اضر به دست آمده از روش ح    

بـراي  ] ۱۱[براي تير دوراني يکنواخـت و مرجـع         ] ۱۰[مرجع  

طـور   همان. تير دوراني با سطح مقطع متغير مقايسه شده است        

ــي  ــشاهده م ــه م ــراي    ک ــوبي ب ــايج خ ــود روش حاضــر نت ش

  . دهد هاي دوراني بالا ارائه مي سرعت

  

  دار تيرهاي غيردوراني ترک-۵-۲

شـود تيـر از سـمت مقطـع بزرگتـر خـود                فرض مي  اينک

نـد  ا  پارامترهاي هندسي و فيزيکي اين تير عبارت      . گيردار است 

  ، ضــخامت تيــر در انتهــاي گيــردار=mm ۲۴۰Lاز طــول تيــر 

mm ۲۰h1=    عمق تير ،mm ۱۲b=     مدول يانگ ، GPa ۲۱۰E= 

تحليل ارتعاشي اين تير قبلاً توسط      . =kg/m3۷۸۶۰ρو چگالي   

ايشان سه فرکـانس    . انجام شده است  ] ۳۲[ايتي  چودهاري و م  

هاي مختلـف تـرک بـا         ها و اندازه    طبيعي اول را براي موقعيت    

سـه  . اندمحدود دو بعدي مطالعه کرده    اجزاي  استفاده از روش    

فرکانس طبيعي اول با استفاده از اين روش بـا چهـار عبـارت              

 اجـزاي  نتـايج   .  نـشان داده شـده اسـت       )۵(در جدول   بسط و   

، نتايج ارائه شـده     )۵( در جدول    (2d-FEM)ود دو بعدي    محد

). توســط چودهــاري و مــايتي اســت     ) C1 1 L Lβ = − −α 

1 دهـد کـه در آن   موقعيت ترک را نـشان مـي   cα =   اسـت −

). ، مقايسه بـا مقـالات ديگـر اسـت         αدليل استفاده از پارامتر     (

نسبت فرکانس طبيعي   اعداد داخل پرانتز در اين جدول معرف        

  طـور کـه در      همـان  .دار بـه تيـر بـدون تـرک هـستند            تير ترک 

شود بـراي يـک موقعيـت ثابـت، بـا             نشان داده مي   )۵(جدول  

دار بـه تيـر       افزايش عمق ترک، نسبت فرکانس طبيعي تير ترک       

يابد؛ به عنوان مثال با فرض يک ترک در بدون ترک کاهش مي

 ۲۸۱/۰فزايش عمـق تـرک از       با ا ) β=۸/۰ و   α=۶/۰(ميانه تير   

% ۹۸دار از    آن، فرکـانس اول تيـر تـرک        ۵/۰ضخامت تيـر بـه      

. آن کـاهش يافتـه اسـت      % ۹۳فرکانس اول تير بدون ترک بـه        

شـود کـه ميـزان کـاهش        همچنين در اين جدول مشاهده مـي      

  . فرکانس با نزديک شدن ترک به انتهاي گيردار تير بيشتر است

  

  دار  تير دوراني ترک-۵-۳

هـاي     اين بخش روش حاضـر بـراي تحليـل مشخـصه           در

با سطح مقطع متغير مورد  ارتعاشي يک تير دوراني داراي ترک

شـوندگي، شـعاع    مقادير نـسبت باريـک    . گيرد  استفاده قرار مي  

 و  α  ،۰=R/L=۵/۰بعد تير به ترتيب       توپي و سرعت دوراني بي    

۱=γ شود که نسبت عمق ترک به ضخامت       فرض مي . باشند مي

واقع شـده    =۴۵/۰LC/Lو ترک در موقعيت      =۳/۰ac/hرابرتير ب 

 جزءبراي بسط تابع شکل جمله در بررسي زير از چهار . است

نـسبت  . تير دوراني با سطح مقطع متغير اسـتفاده شـده اسـت           

هـاي تيـر      دار بـه فرکـانس    چهار فرکانس اول تير دوراني ترک     
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٨١ ١٣٩٢ زمستان ،٢، شمارة ۳۲، سال روشهاي عددي در مهندسي

   ترک سه فرکانس طبيعي اول تير بدون دوران و داراي- ۵جدول 

  ترک )هرتز(هاي طبيعي فرکانس

 مود اول مود دوم مود سوم

 روش
ac/h  β 

     α= ٢/٠  

 صفر  انتقال ديفرانسيل ١١/٣٥٤ ٦٤/١٢٩٩ ٥/٣٠٤٦

    محدود دوبعدياجزاي ٦٢/٣٥١ ٥٠/١٢٧١ ٣/٢٩٢٥

 ٥/٠ ٢٨٨/٠ انتقال ديفرانسيل ٦٣/٣٥٠)٩٩/٠ ( ٤١/١٢٥٣)٩٦/٠( ٩/٣٠٤٣)٠٠/١ (

    محدود دوبعدياجزاي ٣٦/٣٤٨)٩٩/٠ ( ٠/١٢٣٠)٩٧/٠ ( ٠/٢٩٢٣)٠٠/١ (

  ٥/٠ انتقال ديفرانسيل ٨٥/٣٤١)٩٧/٠ ( ٣٧/١١٥٦)٨٩/٠ ( ٥٦/٣٠٣٨)٠٠/١ (

    محدود دوبعدياجزاي ٩٣/٣٣٨)٩٦/٠ ( ١/١١٣٢)٨٩/٠ ( ٨/٢٩١٦)٠٠/١ (

 ٦/٠ ٢٩٢/٠ انتقال ديفرانسيل ٦٣/٣٤٦)٩٨/٠ ( ٦٣/١٢٦٩)٩٨/٠ ( ٠٧/٢٩٨٦)٩٨/٠ (

    محدود دوبعدياجزاي ٣٨/٣٤٤)٩٨/٠ ( ١/١٢٤٢)٩٨/٠ ( ٧/٢٨٦٢)٩٨/٠ (

  ٥/٠ انتقال ديفرانسيل ٠٦/٣٢٩)٩٣/٠ ( ٠٣/١٢٠٩)٩٣/٠ ( ٥٣/٢٨٧٨)٩٤/٠ (

    محدود دوبعدياجزاي ٢٣/٣٢٦)٩٣/٠ ( ٦/١١٨١)٩٣/٠ ( ٨/٢٧٥٣)٩٤/٠ (

 ٩٥/٠ ٣٩٩/٠ انتقال ديفرانسيل ٢١/٣٠٨)٨٧/٠ ( ١٦/١١٨١)٩١/٠ ( ٦/٢٨٧٠)٩٤/٠ (

    محدود دوبعدياجزاي ٣٤/٣٠٧)٨٧/٠ ( ١/١١٥٦)٩١/٠ ( ٧/٢٧٥١)٩٤/٠ (

  ٥/٠ انتقال ديفرانسيل ٥٧/٢٨٣)٨٠/٠ ( ٧٨/١١٣٤)٨٧/٠ ( ٨٣/٢٨١٤)٩٢/٠ (

    محدود دوبعدياجزاي ١٧/٢٨٠)٨٠/٠ ( ٨/١١٠٦)٨٧/٠ ( ٩/٢٦٩٠)٩٢/٠ (

     α= ٤/٠  

 صفر  انتقال ديفرانسيل ٣٤/٣٢٤ ٠٠/١٤٤٢ ٢٠/٣٦٣٠

    محدود دوبعدياجزاي ٨٣/٣٢٢ ٣٦/١٤١٥ ٩٠/٣٤٨٦

 ٦/٠ ٣٠٦/٠ انتقال ديفرانسيل ٠٢/٣٢٢)٩٩/٠ ( ٢/١٣٧٥)٩٥/٠ ( ٨٨/٣٥٣٤)٩٧/٠ (

    محدود دوبعدياجزاي ٦٣/٣٢٠)٩٩/٠ ( ٣/١٣٤٩)٩٥/٠ ( ٢/٣٣٧٣)٩٧/٠ (

  ٥/٠ انتقال ديفرانسيل ٠١/٣١٧)٩٨/٠ ( ٣٢/١٢٥٧)٨٧/٠ ( ٢٤/٣٣٩٧)٩٣٥/٠(

    محدود دوبعدياجزاي ٣٥/٣١٥)٩٨/٠ ( ١/١٢٢٩)٨٧/٠ ( ٢/٣٢٢٤)٩٣/٠ (

 ٧/٠ ٣٠٤/٠ انتقال ديفرانسيل ٩٩/٣١٦)٩٨/٠ ( ٤٩/١٣٨٤)٩٦/٠ ( ١٨/٣٥٨٨)٩٩/٠ (

    محدود دوبعدياجزاي ٩٣/٣١٥)٩٨/٠ ( ١/١٣٥٧)٩٦/٠ ( ٢/٣٤٢٤)٩٨/٠ (

  ٥/٠ انتقال ديفرانسيل ٨٥/٣٠١)٩٣/٠ ( ٣٦/١٢٨٨)٨٩/٠ ( ٧٩/٣٥٢٢)٩٧/٠ (

    محدود دوبعدياجزاي ١٤/٣٠٠)٩٣/٠ ( ٠/١٢٥٩)٨٩/٠ ( ٢/٣٣٥٨)٩٦/٠ (

 ٨/٠ ٣/٠ انتقال ديفرانسيل ٠١/٣١٠)٩٦/٠ ( ٨٢/١٤٣٦)٠٠/١ ( ٠٨/٣٤٧٧)٩٦/٠ (

    محدود دوبعدياجزاي ١٧/٣٠٩)٩٦/٠ ( ٣/١٤٠٤)٩٩/٠ ( ٤/٣٣١٨)٩٥/٠ (

  ٥/٠ يفرانسيلانتقال د ٥٢/٢٨٢)٨٧/٠ ( ٤٩/١٤٢٧)٩٩/٠ ( ٨/٣٢٣٩)٨٩/٠ (

= α    محدود دوبعدياجزاي ٦٨/٢٨٠)٨٧/٠ ( ٠/١٣٩٤)٩٨/٠ ( ٢/٣٠٧٠)٨٨/٠ ( ٦/٠  
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 ٥ جدول ادامه

 صفر  انتقال ديفرانسيل ٠٧/٣٠٨ ٠١/١٥٧٦ ٠٤/٤١٥٢

    محدود دوبعدياجزاي ٨٥/٣٠٦ ١٣/١٥٣٨ ١٧/٣٩٣٥

 ٦٥/٠ ٢٥٩/٠ ل ديفرانسيلانتقا ٠٤/٣٠٨)٠٠/١ ( ٨٣/١٥٧١)٠٠/١ ( ٨٧/٤٠٩٧)٩٩/٠ (

    محدود دوبعدياجزاي ٨١/٣٠٦)٠٠/١ ( ٣/١٥٣٤)٠٠/١ ( ٠/٣٨٨٩)٩٩/٠ (

  ٥/٠  انتقال ديفرانسيل ٨٩/٣٠٧)٠٠/١ ( ٣٧/١٥٥٦)٩٩/٠ ( ٢٢/٣٨٩٧)٩٤/٠ (

    محدود دوبعدياجزاي ٦٥/٣٠٦)٠٠/١ ( ٥/١٥١٨)٩٩/٠ ( ٩/٣٦٨٨)٩٤/٠ (

 ٧٥/٠ ٢٧٥/٠ انتقال ديفرانسيل ٨٧/٣٠٥)٩٩/٠ ( ٣٣/١٥٠٣)٩٥/٠ ( ٠٤/٤٠٦٩)٩٨/٠ (

    محدود دوبعدياجزاي ٦٢/٣٠٤)٩٩/٠ ( ٥/١٤٦٧)٩٥/٠ ( ٦/٣٨٣٥)٩٧/٠ (

  ٥/٠ انتقال ديفرانسيل ٣٩/٢٩٩)٩٧/٠ ( ٥/١٣٣٦)٨٥/٠ ( ٦٨/٣٩١٠)٩٤/٠(

    محدود دوبعدياجزاي ٩٥/٢٩٧)٩٧/٠ ( ٥/١٣٠٠)٨٥/٠ ( ٥/٣٦٦٨)٩٣/٠ (

 ٨/٠ ٢٨١/٠ انتقال ديفرانسيل ٤٨/٣٠٢)٩٨/٠ ( ٦٥/١٥٠٤)٩٥٥/٠( ٢١/٤١٣٦)٠٠/١ (

    محدود دوبعدياجزاي ٦٣/٣٠١)٩٨/٠ ( ٣/١٤٧٠)٩٦/٠ ( ٥/٣٩٠٣)٩٩/٠ (

  ٥/٠ انتقال ديفرانسيل ٨٢/٢٨٧)٩٣/٠ ( ٣٣/١٣٦٠)٨٦/٠ ( ١٧/٤١٠٥)٩٩/٠ (

     محدود دوبعدياجزاي ٤٥/٢٨٦)٩٣/٠ ( ٨/١٣٢٤)٨٦/٠ ( ٠/٣٨٧١)٩٨/٠ (

  

هاي مختلف ترک،     ها و اندازه    ک براي موقعيت  دوراني بدون تر  

هـاي تـوپي گونـاگون محاسـبه و           هاي دوراني و شعاع    سرعت

 )۴(  تـا  )۲(هـاي شـکل اثرات آنها روي چهار فرکانس اول در        

توان مشاهده کـرد کـه بـا           مي )۲(در شکل   . شود  نشان داده مي  

يابد بـه جـز     ترک، چهار فرکانس اول کاهش مي      افزايش اندازه 

هاي ارتعاشي مـود مـورد بررسـي قـرار           که ترک در گره    زماني

شود که براي يک تير دوراني با انـدازه           همچنين ديده مي  . دارد

ترک ثابت، با تغيير موقعيت ترک از انتهـاي ثابـت بـه سـمت               

ــهانتهــاي آزاد، فرکــانس طبيعــي بــي صــورت بعــد اول تيــر ب

يابد، ولـي کـاهش يـا افـزايش فرکـانس             يکنواخت کاهش مي  

عي مودهاي بالاتر به ترتيب به دور شدن و يا نزديک شدن            طبي

 )۳(در شـکل  . هاي ارتعاشي مود مورد نظر بستگي دارد    به گره 

هـاي طبيعـي تيـر         روي فرکـانس   γبعـد    دوراني بي   اثر سرعت 

گونـه   همـان . دوراني با سطح مقطع متغير نشان داده شده است        

ورانـي از   شود با افزايش سرعت د    که در اين شکل مشاهده مي     

شـود؛  هـاي طبيعـي کاسـته مـي       تأثير ترک در کاهش فرکـانس     

هاي طبيعـي     عبارت ديگر با افزايش سرعت دوراني، فرکانس       به

. شـود هاي تير بدون ترک نزديـک مـي   تير ترک دار به فرکانس 

هـاي طبيعـي تيـر         نيز اثر شعاع توپي روي فرکـانس       )۴(شکل  

 افزايش شـعاع    شود که در اين شکل مشاهده مي    . دهدنشان مي 

هـاي تيـر داراي        منجر به نزديک شدن مقادير فرکانس      Rتوپي  

عبـارت ديگـر بـا افـزايش        شود، بـه  ترک به تير بدون ترک مي     

چهار شکل مـود اول ايـن   . يابدشعاع توپي اثر ترک کاهش مي   

 نشان داده شده    )۵( در شکل    =۴۵/۰LC/Lنوع تير براي حالت     

-کنـد، بـه     د تير تغيير مي   با افزايش اندازه ترک شکل مو     . است

عبارت ديگر يک اغتشاش محلي به تدريج روي شکل مود در           

افتد؛ هر چنـد هنگـامي کـه انـدازه تـرک              محل ترک اتفاق مي   

خيلي کوچک است، اغتشاش روي شکل مود قابل تـشخيص          

 بـه ترتيـب   ۳ و ۲، ۱ اعـداد  ،)۵( تـا  )۲(هاي شکلدر . نيست

ــانگر حــالات   صــفر )۵(در شــکل  و =۱/۰ac/h، ۲/۰و ۳/۰بي

  .بيانگر حالت بدون ترک است
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  ترتيببه ۳ و ۲ ،۱( اثر موقعيت و اندازه ترک روي چهار فرکانس طبيعي اول تير دوراني با سطح مقطع متغير -۲شکل 

 )۳/۰ و۲/۰ ،۱/۰ با برابر ac/h حالات بيانگر
  

    

    

2بعداي بي   اثر سرعت زاويه-۳شکل 
g gL A / Elγ = Ω ρ روي چهار فرکانس طبيعي اول براي تير دوراني با سطح  

  )۳/۰ و۲/۰ ،۱/۰ با برابر ac/h حالات بيانگر ترتيب به ۳ و LC/L= )۱، ۲ ۴۵/۰مقطع متغير با موقعيت ترک 
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   =LC/L ۴۵/۰ متغير و موقعيت ترک  اثر نسبت شعاع توپي روي چهار فرکانس طبيعي اول تير دوراني با سطح مقطع-۴شکل 

 )۳/۰ و۲/۰ ،۱/۰ با برابر ac/h حالات بيانگر ترتيب به ۳ و ۲ ،۱(

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

   چهار شکل مود اول تير دوراني با سطح مقطع متغير براي حالت بدون ترک و ترک دار در موقعيت- ۵شکل

 ۴۵/۰ LC/L=  )۰، ۱، ۲ حالات بيانگر ترتيب به ۳ و ac/h ۳/۰ و۲/۰ ،۱/۰ ،۰ با ابربر(  
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  گيري  نتيجه-۶

در اين مقاله روش انتقال ديفرانسيل براي تحليل ارتعاشـي     

در . تير دوراني با سطح مقطع متغير مورد استفاده قـرار گرفـت   

بعـد شـده    صورت بي ابتدا معادلات تير با سطح مقطع متغير به       

تقـال  دست آمد و سپس از روش انتقال ديفرانسيل معادلـه ان          به

در ادامه تير دوراني بدون تـرک مـورد بررسـي           . استخراج شد 

خـصوص  قرار گرفت و مشاهده شد روش انتقال ديفرانسيل به    

هاي ديگر از دقت بـالاتري        هاي بالا نسبت به روش    در سرعت 

دار مورد بررسي قرار گرفت و      سپس تير ترک  . برخوردار است 

ع تـوپي و    براي مقادير مختلف موقعيت و انـدازه تـرک، شـعا          

هاي طبيعي آن تعيين شد؛ مشاهده      سرعت دوراني تير، فرکانس   

  . يابد  ترک، فرکانس طبيعي کاهش مي  که با افزايش اندازهشد

از طرفي با تغيير موقعيت ترک از انتهاي ثابـت بـه سـمت              

شـود، ولـي    انتهاي آزاد از مقدار فرکانس طبيعي اول کاسته مي        

ترتيـب بـه    دهاي بالاتر بـه   کاهش يا افزايش فرکانس طبيعي مو     

هاي ارتعاشـي مـود مـورد       دور شدن و يا نزديک شدن به گره       

همچنين ديده شد که در صورت افزايش       . بررسي بستگي دارد  

-يابـد؛ بـه   سرعت دوراني و شعاع توپي تأثير ترک کاهش مـي         

هـاي    دار به فرکانس  هاي طبيعي تير ترک     عبارت ديگر فرکانس  

روش انتقال ديفرانسيل بـراي     . دشون  تير بدون ترک نزديک مي    

تحليل ارتعاشي تيرهاي دوراني داراي ترک و با سـطح مقطـع            

توانـد يکـي از       متغير از دقـت بـالايي برخـوردار اسـت و مـي            

تحليل اين نوع تيرها و يا مسائل براي هاي حل پرکاربرد    روش
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