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  سازي روش گراديان مزدوج با کارايي بالا به کمک زبان آزاد پياده
  هاي گرافيکي محاسباتي روي پردازنده

  
  

  *فرشيد مسيبي
  دانشکده فني و مهندسي، دانشگاه اصفهان گروه مهندسي عمران،
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دسـت   اي مجهولات مورد نياز خود را ازطريق حل يـک دسـتگاه معـادلات خطـي بـه      دي حل معادلات ديفرانسيل پارههاي عد بيشتر روش - چكيده 
هاي معـادلات   تر دستگاه از اين رو حل سريع. دهد ها قسمت قابل توجهي از زمان حل را به خود اختصاص مي اين بخش از روند حل در اين روش. آورند مي

در اين تحقيق با کمک يک هسته محاسـباتي  . ان بوده و تحقيقات بسياري در اين زمينه انجام شده و يا در حال انجام استخطي همواره مورد توجه محقق
بـراي حـل ايـن    . شـود  هاي گرافيکي حل مـي  هاي معادلات خطي با استفاده از پردازنده سازي شده توسط زبان آزاد محاسباتي، دستگاه قابل تنظيم پياده

تـرين شـکل    شوند که حل دستگاه به سـريع  هاي محاسباتي به نحوي تنظيم مي پارامترهاي هسته. گراديان مزدوج استفاده شده است ها از روش دستگاه
براي کارايي هر چه بيشتر در اين روش، دو شکل از روش گراديان مزدوج که بيشترين همخواني را با مدل اجرا در زبـان آزاد محاسـباتي   . ممکن انجام يابد

هـاي   در هر دو شـکل روش هسـته  . شود سازي شده و عملکرد آنها با کتابخانه توابع وينا سي ال روي پردازنده و پردازنده گرافيکي مقايسه مي پيادهدارد، 
هادي دهـد روش پيشـن   نتايج نشان مـي . ها کاسته شود محاسباتي تا حد امکان با يکديگر ترکيب شده تا از زمان اضافي صرف شده براي فراخواني هسته

    .نمايد ها و مسائل مورد بررسي بسيار بهتر از کتابخانه توابع وينا سي ال عمل مي روي تمام سيستم
  .هاي گرافيکي، زبان آزاد محاسباتي هاي معادلات خطي، روش گراديان مزدوج، پردازنده حل دستگاه: كليديواژگان 
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Abstract: Most solution methods for Partial Differential Equations (PDEs) find their unknowns through solving a linear 
system of equations. This step consumes a considerable part of total solution time, and hence accelerating the solution of linear 
systems of equations has been the subject of many researches. In this research we solve linear systems of equations on Graphics  
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Processing Units (GPUs) using a tunable Sparse Matrix-Vector multiplication (SpMV) implemented in Open Computing 
Language (OpenCL). We use the Conjugate Gradient (CG) method to this end. Kernel parameters are set such that the linear 
system of equation is solved in the fastest way possible. For a better performance, two variants of CG which most comply the 
execution model in OpenCL are implemented and their performances are compared with ViennaCL library on CPU and GPU. In 
both variants, the kernels are fused to reduce the kernel launch overhead. The results show that the proposed method consistently 
outperforms the ViennaCL library on a wide range of test systems and problems. 
 
Keywords: Solution of linear systems of equations, Conjugate Gradient method, Graphics processing unit (GPU), Open 
computing language (OpenCL). 
 

  

  مقدمه -١
اي از روند حل را  هاي معادلات خطي قسمت عمده حل دستگاه

امروزه بـا پيشـرفت   . دهد هاي عددي تشکيل مي در بيشتر روش
تبع آن پيچيـدگي روز افـزون مسـائل، حـل      مهندسي و به علوم

بـا  . رسـد  نظر مي ها درجه آزادي بسيار عادي به مسائلي با ميليون
 يابـد،   شدت افزايش مـي  افزايش درجات آزادي، زمان حل نيز به

اند حـل دسـتگاه معـادلات     از اينرو محققان همواره تلاش کرده
حاصـل ايـن   . دهنـد ترين شکل ممکن انجـام   خطي را به سريع

وجـود آمـدن تعـداد زيـادي روش بـراي حـل ايـن         ها به تلاش
هاي  ها به دو دسته عمده روش اين روش]. ۲و  ۱[ها است  دستگاه
علت پيچيدگي  به. شوند تقسيم مي ۲هاي تکراري و روش ۱مستقيم

هاي مستقيم، در مسائل بزرگ  بالا و نياز به حافظه زياد در روش
تـرين   از مهـم . شـود  تکـراري اسـتفاده مـي   هاي  معمولاً از روش

و يا گراديان  ۳روش گراديان مزدوج توان به هاي تکراري مي روش
هـايي از ايـن    اشاره کرد که همراه با ساير روش ۴مزدوج دوگانه

  گيرنـد   جـاي مـي   ۵هاي زيرفضاي کرايلف دست، در زمره روش
سـازي   علـت سـادگي پيـاده    روش گراديان مزدوج بـه ]. ۲و  ۱[
در ايـن  . هاي تکراري دارا است رين کاربرد را در بين روشبيشت

از آنجا . باشد ۶روش ماتريس ضرائب بايد متقارن و مثبت معين
هـاي عـددي فاقـد ايـن      که ماتريس ضرائب در برخي از روش

جاي اين روش از روش گراديان مزدوج دوگانه  شرايط است، به
سـت دچـار   اين روش به لحاظ عددي ممکن ا. شود استفاده مي

مشکلاتي از جمله ناپايداري عددي گردد که با استفاده از روش 
ايـن مشـکل نيـز برطـرف      ۷گراديان مزدوج دوگانه پايدار شـده 

روش گراديـان مـزدوج دوگانـه از لحـاظ سـاختار و      . گـردد  مي

  .روش گراديان مزدوج دارد سازي شباهت بسيار زيادي به پياده
هـاي حـل    عه الگوريتمعلاوه بر تحقيقاتي که در جهت توس

هاي معادلات خطي انجام شده اسـت، محققـان همـواره     دستگاه
افزاري نيز سرعت محاسبات عددي را  اند از نظر سخت سعي کرده
عنـوان محاسـبات بـا     ها را که عمدتاً به اين روش. افزايش دهند
توان به سه دسته عمده تقسيم  شود مي از آنها ياد مي ۸کارايي بالا
سته اول از تعدادي رايانه مستقل کـه توسـط ابـزاري    در د. نمود

اند براي شکسـتن   يکديگر متصل شده به ۹هاي محلي مانند شبکه
جهت  به. شود ها استفاده مي روند حل مسئله و تقسيم آن بين رايانه

هـاي مـورد اسـتفاده در ايـن روش،      مستقل بودن حافظه رايانـه 
قابليـت توسـعه   . ودش گفته مي ۱۰اصطلاحاً به آن حافظه گسترده

بـا توسـعه   . ترين مزاياي اين دسـته اسـت   ها يکي از مهم سامانه
هاي اخير، نـوع ديگـري از    در سال ۱۱اي هاي چند هسته پردازنده

در . محاسبات با کارايي بالا در ميان محققان رواج پيدا کرده است
هاي موجود در روند  همانند حلقه(ها بخشي از مسئله  اين روش
هاي يک پردازنده تقسيم شده و در نتيجه روند  يان هستهم) برنامه

خلاف دسته قبل حافظه در دسترس بر. گردد حل مسئله تسريع مي
هاي پردازنده مشترک بوده و از اينرو اين دسته  براي تمامي هسته

دسته سوم که اخيراً . شود ناميده مي ۱۲ها، حافظه مشترک از روش
 مورد توجه قرار گرفته است، براي انجام محاسبات با سرعت بالا

ها  در اين روش. است ۱۳هاي محاسباتي پردازنده استفاده از کمک
بـراي انجـام    ۱۴هاي گرافيکـي  از يک ابزار کمکي مانند پردازنده
  .شود بخشي از محاسبات استفاده مي

هاي اخير با رشد بسيار چشمگير قدرت محاسـبات   در سال  
ادل آنها، اسـتفاده از آنهـا در   هاي گرافيکي و قيمت متع پردازنده

هـاي   پردازنـده . انجام محاسبات عددي بسيار رايج شـده اسـت  
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گرافيکي فعلي داراي صدها هسته هسـتند کـه بـه آنهـا قـدرت      
هاي موجود در بـازار   ترين پردازنده محاسباتي دهها برابر پيشرفته

هـاي گرافيکـي    پيش از رايج شدن استفاده از پردازنده. بخشد مي
ها تنها قادر به انجام اعمـال   حاسبات عددي اين پردازندهبراي م

سازي برخـي عمليـات    گرافيکي بودند، بنابراين محققان با شبيه
 هاي توابع گرافيکي بدين مورد نياز با اعمال گرافيکي از کتابخانه

واضح اسـت کـه انجـام ايـن کـار      ]. ۳[کردند  منظور استفاده مي 
انجام برخي اعمال محدود توسط بسيار پيچيده بود و تنها امکان 

بـا رشـد سـريع قـدرت     . هاي گرافيکي وجـود داشـت   پردازنده
تر شدن استفاده از آنهـا در انجـام    هاي گرافيکي و رايج پردازنده

ها شروع به گسترش  هاي سازنده اين پردازنده محاسبات، شرکت
ــت ــومي روي    قابلي ــردازش عم ــت پ ــوده و قابلي ــا نم ــاي آنه ه
تـرين ايـن    از موفـق . را فـراهم نمودنـد   ۱۵افيکيهاي گر پردازنده

افزاري کـه امـروزه کـاربرد بسـيار زيـادي در بـين        بسترهاي نرم
 ۱۶محققين جهت انجام محاسبات عددي پيدا کرده اسـت، کـودا  

اش در  کـودا پـس از ارائـه   . است ۱۷متعلق به شرکت انويديا] ۴[
پيشـرفت چشــمگيري داشـته و امکانــات و    ۲۰۰۷اوائـل ســال  

مشکلي کـه  . شدت در حال افزايش بوده است هاي آن به ليتقاب
وجـود آمـد، وابسـتگي کامـل آنهـا بـه        با ارائه ايـن بسـترها بـه   

افزارهاي شرکت سازنده بود کـه امکـان اسـتفاده از يـک      سخت
افزارها را  برنامه نوشته شده توسط يکي از آنها روي ديگر سخت

 ۲۰۰۸اسط سـال  براي حل اين مشکل در او. نمود غيرممکن مي
هـاي بـزرگ توليـد کننـده      بـا همراهـي شـرکت    ۱۸شرکت اپـل 
] ۵[ ۱۹هاي گرافيکي اقدام به معرفي زبان آزاد محاسباتي پردازنده
اسـت کـه بـا اسـتفاده از آن      ۲۰اين زبان يک استاندارد باز. نمود
تواننـد بـا اسـتفاده از يـک زبـان و کتابخانـه        نويسـان مـي   برنامه
هايي توليد کنند که قابل اجرا روي تمـام   مهافزاري واحد برنا نرم

ارائه زبان آزاد محاسباتي تحـولي  . افزارهاي سازگار باشد سخت
هـاي   افـزاري مـرتبط بـا پردازنـده     بزرگ در زمينه بسترهاي نـرم 

عـدم   هـا تصـميم بـه    نحوي که برخي از شرکت گرافيکي بود، به
فتنـد  افزارهاي خود گر افزاري خاص سخت توسعه بسترهاي نرم

ــان آزاد محاســباتي   ــه توســعه هرچــه بيشــتر زب و در عــوض ب

هـاي گرافيکـي    علت ساختار بسيار پيچيده پردازنده به. پرداختند
هـاي عـادي    نويسـي بـراي آنهـا بـا مـدل      واضح است که برنامه

اين تفاوت را . ها بسيار متفاوت است نويسي براي پردازنده برنامه
يسـي کـودا و يـا زبـان آزاد     نو توان در مـدل برنامـه   خوبي مي به

ــود  ــاهده نم ــباتي مش ــوه   . محاس ــا نح ــتر ب ــنايي بيش ــراي آش ب
تواند به مراجـع   هاي گرافيکي خواننده مي نويسي پردازنده برنامه

  .مراجعه نمايد] ۸-۶[
  
  روش گراديان مزدوج و تحقيقات مرتبط -۲

ــال   ــاوس در س ــل     ۱۸۲۳گ ــراي ح ــراري ب ــين روش تک اول
هــاي  روش]. ۲[ا ابــداع نمــود هــاي معــادلات خطـي ر  دسـتگاه 

روش . انـد  تکراري در طول زمان گسترش بسـيار زيـادي يافتـه   
ها است کـه در   گراديان مزدوج يکي از پرکاربردترين اين روش

توضيحات ]. ۹[توسط هستنس و استايفل ابداع شد  ۱۹۵۲سال 
بيشتر در مورد روش گراديـان مـزدوج خـارج از حوصـله ايـن      

تواند براي اطلاعات بيشتر به مرجـع   مينوشتار است و خواننده 
  .مراجعه نمايد] ۱۰[

هاي بسيار زيادي بـراي افـزايش سـرعت ايـن روش      تلاش  
هاي گرافيکي انجام شده است که از  ها و پردازنده روي پردازنده
در تمامي اين . اشاره نمود] ۱۱-۱۴[توان به مراجع  آن جمله مي

ده شده است کـه آنهـا را   نويسي کودا استفا مراجع از زبان برنامه
تا جـايي کـه   . سازد افزارهاي شرکت انويديا وابسته مي به سخت

نگارنده اطلاع دارد، تنها کتابخانه توابعي که بر مبناي زبـان آزاد  
رود،  کـار مـي   هاي معادلات خطي به محاسباتي براي حل دستگاه

/ ايـن کتابخانـه رايگـان    ]. ۱۵[کتابخانه توابع وينا سي ال است 
هـاي   ن باز مجموعه بسيار کاملي از توابع براي حـل دسـتگاه  مت

همراه اعمال ابتدايي برداري و ماتريسـي   معادلات خطي تنک به
  .نظير است نمايد که در نوع خود بي ارائه مي

هـاي بسـيار متفـاوتي از روش     بايد اشاره نمـود کـه شـکل     
ظـر  ارز بودن از ن گراديان مزدوج ارائه شده است که با وجود هم

همگرايي و جواب نهايي، هر يک خصوصيات ويژه خود را دارا 
توان به امکـان تجميـع    ها مي از جمله اين خصوصيت. باشند مي
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برخي محاسبات و يا تعداد دفعات دسترسي بـه يـک بـردار در    
ايـن خصوصـيات باعـث    . طي هر تکرار الگوريتم اشـاره نمـود  

ار خـاص  افـز  ها براي يـک سـخت   شود هر يک از اين شکل مي
تحقيقات زيادي در اين زمينه انجام شـده و يـا   . تر باشند مناسب

  ].۱۶[در حال انجام است 
همـراه   الگوريتم اصلي روش گراديان مزدوج را بـه  ۱شکل   

از  ۶. ۱۸الگـوريتم  (سازي شده آن در اين تحقيـق   دو شکل پياده
در . دهـد  نشـان مـي  ]) ۱۷[از مرجـع   ۲. ۳و الگوريتم ] ۱[مرجع 
Axها براي حل دستگاه معادلات خطـي   ي اين شکلتمام b= ،

شـود و پـس از چنـد     نظر گرفته ميدر 0xابتدا يک فرض اوليه 
. يابـد  محاسبه اوليه ساده، روند کلي تا همگرايي لازم ادامـه مـي  
ر، نظ ـدر غياب اطلاعات درباره دسـتگاه معـادلات خطـي مـورد    

0=x سـازي محاسـبات اوليـه     شود که باعـث سـاده   فرض مي
  .گردد مي
  
  سازي ضرب ماتريس در بردار پياده -۳

ترين عمليات  شود، مهم مشاهده مي ۱گونه که در شکل  همان
سـازي شـده از روش    هـاي پيـاده   مورد نيـاز در همـه شـکل   

يز ضرب داخلي گراديان مزدوج، ضرب ماتريس در بردار و ن
دو بردار است کـه آنهـا نيـز بايـد در زبـان آزاد محاسـباتي       

تـرين جـزء تشـکيل دهنـده تمـامي       مهـم . سازي شـوند  پياده
هاي زيرفضاي کرايلف از جمله روش گراديان مزدوج  روش

دهـد،   خود اختصـاص مـي  از زمان حل را به% ۸۰که بيش از 
آنجا که از . ضرب ماتريس در بردار است ۲۱هسته محاسباتي
 ۲۲هــاي عــددي تنــک هــاي حاصــل از روش بيشـتر مــاتريس 

ها در اين زمينه به حـل ايـن گـروه از     باشد، بيشتر تلاش مي
در اين تحقيق با . هاي معادلات خطي اختصاص دارد دستگاه

هاي تنـک در  ي ضرب ماتريسمحاسباتاستفاده از يک هسته 
، اقدام ]۶[بردار با کارايي بالاي پيشنهاد شده توسط نگارنده 

ســازي دو شــکل از روش گراديــان مــزدوج بــراي  بــه پيــاده
سازي اين هسته  پياده. هاي معادلات خطي شده است دستگاه
 ـ گونه به کـارايي   ،پارامترهـاي آن  ةاي است که با انتخاب بهين

توضيحات بيشتر در ايـن زمينـه در   . الگوريتم را افزايش داد
  .قسمت بعد خواهد آمد

  
  ب داخلي بردارهاسازي ضر پياده -۴
سازي ضرب داخلي دو بردار با کـارايي بـالا در زبـان آزاد     پياده

عمليـات  . چندان ساده نيسـت ) برخلاف تصور اوليه(محاسباتي 
ــزاي محاســبه      ــمت مج ــردار از دو قس ــي دو ب ــرب داخل ض

هـاي متنـاظر دو بـردار و سـپس محاسـبه       ضـرب درايـه   حاصل
تشـکيل شـده   هـاي ميـاني    ضـرب  جمع تمام اين حاصل حاصل
نويسـي خـاص زبـان آزاد محاسـباتي،      علت مدل برنامه به. است

کـه  (شـود، امـا قسـمت دوم     سـادگي انجـام مـي    قسمت اول به
سـادگي قابـل    بـه ) شـود  ناميـده مـي   ۲۳اصطلاحاً عمليات کاهش

نويسـي   جمع در مـدل برنامـه   براي محاسبه حاصل. انجام نيست
. شـود  استفاده مي ۲۴زبان آزاد محاسباتي، از روش کاهش موازي

در ايـن روش در  . دهـد  نحوه انجام اين کار را نشان مي ۲شکل 
هـاي نيمـه اول    در هر مرحله هر يک از درايـه  ۲۵هر گروه کاري

با درايه متناظر در نيمه دوم جمع شـده و در درايـه مربـوط بـه     
هـا بـه نصـف     با ايـن کـار تعـداد درايـه    . گيرد نيمه اول قرار مي

ر مرحله دوم اين نيمه همانند يک گروه کـاري  د. يابد کاهش مي
ها بـاز   شود و طي يک مرحله ديگر تعداد درايه نظر گرفته ميدر

يابـد کـه    اين کار تا زماني ادامه مي. يابد هم به نصف کاهش مي
اين حاصـل  . ها در درايه اول جمع گردد جمع تمام درايه حاصل

بـا  . دگـرد  جمع در محل مربوط در بردار خروجـي ذخيـره مـي   
 nبـه   mnهـا از   صورت کامل، تعداد درايه انجام اين مراحل به

هاي اجرا در هـر گـروه    تعداد رشته mيابد که در آن  کاهش مي
نچـه لازم باشـد   چنا. تعداد گروههـاي کـاري اسـت    nکاري و 

تمامي عمليات روي پردازنده گرافيکي انجام شود، اين کـار تـا   
امـا از آنجـا   . شود که تنها يک درايه باقي بمانـد  زماني انجام مي

جمـع نهـايي جهـت اسـتفاده روي      که در تحقيق حاضر حاصل
پردازنده مورد نياز است و نيز با توجه به زمـان اضـافي صـرف    

حاسباتي مربوطه، تصميم بـر ايـن   شده جهت فراخواني هسته م
  گرافيکـي  ةشد که يک مرحلـه عمليـات کـاهش روي پردازنـد    
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  ٥ ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش

    
  ])۱[از مرجع  ۶. ۱۸الگوريتم (شکل اول روش گراديان مزدوج  - ب  ])۱[از مرجع  ۶. ۱۷الگوريتم (شکل اصلي روش گراديان مزدوج  - الف

  
  ])۱۷[ع از مرج ۲. ۳الگوريتم (شکل دوم روش گراديان مزدوج  -ج

  

  سازي شده متفاوت از الگوريتم گراديان مزوج هاي پياده شکل -۱شکل 
  

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7 8

+

+
+

+

1 2 3 4 5 6 7 8

+

+

+

1 2 3 4 5 6 7 8

Step 1

Step 2

Step 3

  
  

  عمليات کاهش موازي -۲شکل 
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  ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش ٦

بـا اسـتفاده از   (جمع نهـايي روي پردازنـده    انجام شده و حاصل
. محاسبه شود) براي افزايش سرعت ۲۶استاندارد چندپردازنده باز

صورت  عمل جمع بهچنين براي افزايش کارايي ابتدا بخشي از  هم
انجام شده و سپس نتايج ) بدون استفاده از کاهش موازي(عادي 

متن  ۳شکل . گيرد حاصله در کاهش موازي مورد استفاده قرار مي
هسته محاسباتي براي انجام ضـرب داخلـي دو بـردار را نشـان     

ذکر است که کارايي بهينـه عمليـات ضـرب دو     لازم به. دهد مي
آيد که  دست مي براي هر گروه کاري به ماتريس با اندازه خاصي

اين اندازه به عوامل بسياري از جمله اندازه بردار موردنظر بستگي 
در تحقيق حاضر انـدازه هـر گـروه کـاري بـا اسـتفاده از       . دارد

صورت يک پارامتر درنظر گرفته شده  به ۲۷پردازنده ماکروهاي پيش
محـدوده و  در زمان اجرا بـا تغييـر ايـن پـارامتر در يـک      . است
دسـت   گيري دقيق، مقدار بهينه آن در شرايط کاملاً واقعي به زمان
از آنجا که براي حل يک دستگاه معادلات خطي نياز بـه  . آيد مي

صدها و يا هزاران بار استفاده از ضرب داخلي بردارها است، چند 
بار استفاده از ضرب داخلي براي پيدا کردن مقدار بهينه پارامترها 

 کـه مقـدار بهينـه قـبلاً      چنين در صـورتي  هم. طقي استکاملاً من

دست آمده باشد، ديگر نيازي به  به) مثلاً از اجراي قبلي(طريقي  به
ماننـد  (هاي عددي  در بسياري از روش. انجام اين مرحله نيست

نياز به حل يک دستگاه معـادلات  ) ۲۸روي زماني هاي پيش روش
يشتر موارد با وجود تغيير در ب. خطي در هر گام زماني وجود دارد

دستگاه معادلات خطي در گام زمـاني، ابعـاد دسـتگاه معـادلات     
از آنجا . ماند خطي و توزيع عناصر غيرصفر در آن ثابت باقي مي

هاي ضرب ماتريس تنک در بردار و ضرب  که پارامترهاي هسته
انـد، بـا يـک بـار      همـين عوامـل وابسـته    داخلي دو بردار تنها به

نحو بهينه انجـام   ها به ي آنها در ابتدا، حل تمامي دستگاهساز بهينه
سـازي را   خواهد گرفت که بيش از پيش انجام اين مرحله بهينـه 

  .سازد صرفه مي مقرون به
  
سـازي الگـوريتم گراديـان مـزدوج بـراي       بهينه -۵

  استفاده در زبان آزاد محاسباتي
عـداد،  معيار انتخاب شکل مناسب الگـوريتم گراديـان مـزدوج ت   

کار رفته در آن روش و در نتيجـه امکـان    نوع و محل عمليات به
نويسـي و اجـراي    سازي بهينه آن با توجه بـه مـدل برنامـه    پياده

الـف   -۱عنـوان مثـال در شـکل     بـه . زبان آزاد محاسباتي اسـت 
در . شکل اصلي روش گراديان مـزدوج نشـان داده شـده اسـت    

وجـود دارد کـه توسـط     ۲۹اين شکل سه عمل بروزرساني بردار
. يک عمل ضـرب داخلـي بـه دو قسـمت تقسـيم شـده اسـت       

صورت پشت سـر   چنانچه بتوان اعمال بروزرساني بردارها را به
توان آنها را در يک هسـته محاسـباتي متمرکـز     هم انجام داد، مي

نمود و از صرف زمان اضافه براي فراخـواني هسـته محاسـباتي    
ريتم گراديـان مـزدوج نشـان    دو شکل ديگر الگو. اجتناب نمود

ــتند  ــي هس ــين خواص ــده داراي چن ــن  . داده ش ــر دوي اي در ه
ها تمامي اعمال بروزرساني بردارها پشـت سـر هـم قـرار      شکل

. تواند در يک هسته محاسباتي متمرکـز شـود   دارد و بنابراين مي
مـورد  . شـود  ناميـده مـي   ۳۰ها اين کار در اصطلاح آميختن هسته

 ـ   ل ذکـر اسـت، عمـل ضـرب داخلـي      ديگري کـه در اينجـا قاب
در هر سه شکل ارائـه شـده از روش گراديـان    . باشد بردارها مي

اما در شـکل اصـلي   . مزدوج دو عمل ضرب داخلي وجود دارد
و شکل دوم، بردارهاي مورد نياز در عمل ضرب داخلـي کـاملاً   
از يکديگر مجزا هستند، امـا در شـکل اول يکـي از بردارهـاي     

عمل ضـرب داخلـي بـا يکـديگر مشـترک      مورد استفاده در دو 
علاوه بر اين، دو عمل ضرب داخلـي در کنـار يکـديگر    . است

تـوان   گيرند که مجموع اين دو نکته را مـي  مورد استفاده قرار مي
جهت آميختن دو هسته ضرب داخلـي و عـلاوه بـر آن کـاهش     
دسترسي به حافظه اصلي پردازنده گرافيکي مورد اسـتفاده قـرار   

ــا. داد ــلي در      از آنج ــه اص ــه حافظ ــي ب ــرعت دسترس ــه س ک
سـاير انـواع حافظـه در ايـن      هاي گرافيکـي نسـبت بـه    پردازنده
توانـد در   ، ايـن کـار مـي   ]۶-۸[ها بسـيار کمتـر اسـت     پردازنده

  .افزايش سرعت محاسبات نقش مؤثري را ايفا کند
  
  هاي عددي مثال -۶

اي مورد اسـتفاده در ايـن    هاي رايانه مشخصات سيستم ۱جدول 
  تـر گفتـه شـد،    گونـه کـه پـيش    همـان . دهـد  تحقيق را نشان مي
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  ٧ ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش

__kernel void 
__attribute__((reqd_work_group_size(WORKGROUP_SIZE, 1, 1))) 
InnerProd( 
__global double const *X_Values, 
__global double const *Y_Values, 
__global double *Z_Values, 
int N, 
__local double *Buffer 
) 
{ 
 int gid = get_global_id(0); 
 
 // Serial part 
 double Accumulator = 0.00; 
 
 while (gid < N) 
 { 
  Accumulator += X_Values[gid] * Y_Values[gid]; 
  gid += get_global_size(0); 
 } 
 
 // Parallel part 
 int lid = get_local_id(0); 
 Buffer[lid] = Accumulator; 
 
 barrier(CLK_LOCAL_MEM_FENCE); 
 
#if WORKGROUP_SIZE > 512 
 
 if (lid < 512) 
 { 
  Buffer[lid] += Buffer[lid + 512]; 
 } 
 
 barrier(CLK_LOCAL_MEM_FENCE); 
 
#endif 
 
#if WORKGROUP_SIZE > 256 
 
 if (lid < 256) 
 { 
  Buffer[lid] += Buffer[lid + 256]; 
 } 
 
 barrier(CLK_LOCAL_MEM_FENCE); 
 
#endif 
 
#if WORKGROUP_SIZE > 128 
 
 if (lid < 128) 
 { 
  Buffer[lid] += Buffer[lid + 128]; 
 } 
 
 barrier(CLK_LOCAL_MEM_FENCE); 
 
#endif 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com
www.sid.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

  ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش ٨

 
#if WORKGROUP_SIZE > 64 
 
 if (lid < 64) 
 { 
  Buffer[lid] += Buffer[lid + 64]; 
 } 
 
 barrier(CLK_LOCAL_MEM_FENCE); 
 
#endif 
 
#if WORKGROUP_SIZE > 32 
 
 if (lid < 32) 
 { 
  Buffer[lid] += Buffer[lid + 32]; 
 } 
 
 barrier(CLK_LOCAL_MEM_FENCE); 
 
#endif 
 
#if WORKGROUP_SIZE > 16 
 
 if (lid < 16) 
 { 
  Buffer[lid] += Buffer[lid + 16]; 
 } 
 
 barrier(CLK_LOCAL_MEM_FENCE); 
 
#endif 
 
#if WORKGROUP_SIZE > 8 
 
 if (lid < 8) 
 { 
  Buffer[lid] += Buffer[lid + 8]; 
 } 
 
 barrier(CLK_LOCAL_MEM_FENCE); 
 
#endif 
 
#if WORKGROUP_SIZE > 4 
 
 if (lid < 4) 
 { 
  Buffer[lid] += Buffer[lid + 4]; 
 } 
 
 barrier(CLK_LOCAL_MEM_FENCE); 
 
#endif 
 
#if WORKGROUP_SIZE > 2 
 
 if (lid < 2) 
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  ٩ ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش

 { 
  Buffer[lid] += Buffer[lid + 2]; 
 } 
 
 barrier(CLK_LOCAL_MEM_FENCE); 
 
#endif 
 
#if WORKGROUP_SIZE > 1 
 
 if (lid < 1) 
 { 
  Buffer[lid] += Buffer[lid + 1]; 
 } 
 
 barrier(CLK_LOCAL_MEM_FENCE); 
 
#endif 
 
 // Store final result 
 if (lid == 0) 
 { 
  Z_Values[get_group_id(0)] = Buffer[0]; 
 } 
} 

  هسته محاسباتي ضرب داخلي بردارها -۳شکل 
  

  اي مورد استفاده هاي رايانه مشخصات سيستم -۱جدول 

  رديف
  پردازنده

حافظه 
  سيستم عامل  اصلي

افزاري  بستر نرم  پردازنده گرافيکي
زبان آزاد 
  نوع  محاسباتي

تعداد 
  حافظه اصلي  نوع  ها هسته

۱  AMD Phenom 
Quad core 9950  ۴  4 GB 

DDR2  
Ubuntu 10.10 (64 

bit Linux) 
NVIDIA GeForce 

GTX 280 
1 GB 

GDDR5 
NVIDIA 

CUDA 5.0 

۲  Intel Core2 Quad 
Q8300 ۴ 4 GB 

DDR2 
Ubuntu 12.10 (64 

bit Linux) 
NVIDIA GeForce 

GTX 550 Ti 
1.5 GB 
GDDR3 

NVIDIA 
CUDA 5.0 

۳  Intel Core i7 2700 ۴ + ۴  8 GB 
DDR3  

Ubuntu 12.10 (64 
bit Linux) 

AMD Radeon HD 
6970  

2 GB 
GDDR5 

AMD APP 
SDK 2.7 

  
ــيش از  ــتگاه % ۸۰ب ــل دس ــان ح ــي در   زم ــادلات خط ــاي مع ه
ــردار   روش ــک در ب هــاي تکــراري صــرف ضــرب مــاتريس تن
تـرين نقـش را در    شود که سرعت دسترسي به حافظـه مهـم   مي

براي داشتن برآوردي از سـرعت حافظـه   . کند کارايي آن ايفا مي
هــاي  و در پردازنــده] ۱۸[ ۳۱هــا از آزمــون اســتريم در پردازنــده

گرافيکي از آزمـوني مشـابه کـه توسـط نگارنـده بـا زبـان آزاد        
در ايـن  . سازي شده است، اسـتفاده شـده اسـت    محاسباتي پياده

 جايي بخشـي از  ا جابهها از جمع دو بردار با يکديگر و ي آزمون
نمـايش   ۲جدول ها در  نتايج اين آزمون. شود حافظه استفاده مي
 ۲و  ۱سـرعت حافظـه اصـلي سيسـتم شـماره      . داده شده است

است،  ۳تقريباً با يکديگر مساوي و بسيار کمتر از سيستم شماره 
هاي  هاي گرافيکي سيستم هاي اصلي پردازنده که حافظه در حالي
سرعت به مراتب بالاتري نسـبت بـه پردازنـده    از  ۳و  ۱شماره 

  هـا نشـان    ايـن تفـاوت  . برخوردارنـد  ۲گرافيکي سيستم شماره 
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  GB/sاي مورد استفاده برحسب  هاي رايانه سرعت حافظه سيستم -۲جدول     

  رديف
  پردازنده گرافيکي  پردازنده

Add Copy Add  Copy  
۱  ۳/۵  ۹/۴ ۵/۳۶ ۰/۱۲۱ 

۲  ۲/۵ ۶/۴ ۱/۱۳ ۰/۲۶ 

۳  ۲/۱۴ ۱/۱۳ ۳/۶۵ ۰/۱۳۴ 

  
  ها مشخصات ماتريس -۳جدول 

 تعداد عناصر غير صفر ها تعداد ستون تعداد سطرها ماتريس
متوسط تعداد عناصر 
 غير صفر در هر سطر

  نام ماتريس

Protein ۳۶۴۱۷ ۳۶۴۱۷ ۴۳۴۴۷۶۵ ۱۱۹ pdb1HYS.mtx 

FEM / Spheres ۸۳۳۳۴ ۸۳۳۳۴ ۶۰۱۰۴۸۰ ۷۲ consph.mtx 

FEM / Cantilever ۶۲۴۵۱ ۶۲۴۵۱ ۴۰۰۷۳۸۳ ۶۴ cant.mtx 

Wind Tunnel ۲۱۷۹۱۸ ۲۱۷۹۱۸ ۱۱۶۳۴۴۲۴ ۵۳ pwtk.mtx 

FEM / Ship ۱۴۰۸۷۴ ۱۴۰۸۷۴ ۷۸۱۳۴۰۴ ۵۵ shipsec1.mtx 

  
داراي مشخصـات متنـوعي از    ،هاي مورد استفاده دهد سيستم مي

کـه ايـن امـر باعـث      ؛نظر پردازنده و پردازنده گرافيکي هسـتند 
ج حاصله از اين تحقيـق در شـرايط مختلـف قابـل     شود نتاي مي

  .استناد باشد
براي بررسي کارايي روش پيشنهادي، بخشي از يـک سـري     

که متقـارن و  ] ۶[هاي استاندارد مورد استفاده در مرجع  ماتريس
برخـي از خصوصـيات   . نظر گرفته شـدند مثبت معين بودند، در
 چنين هم. ستنشان داده شده ا ۳جدول ها در  ديگر اين ماتريس

آمـده  ] ۱۹[ها در مرجـع   توضيحات بيشتر در مورد اين ماتريس
هاي ارائه شده در اين تحقيـق،   براي مقايسه کارايي روش. است

علاوه بر دو شـکل پيشـنهادي از روش گراديـان مـزدوج، حـل      
هـاي معـادلات خطــي توسـط پردازنـده و نيـز توســط       دسـتگاه 

توابع وينا سي ال انجام  پردازنده گرافيکي هر دو توسط کتابخانه
هـاي مـورد اسـتفاده از نظـر      از آنجا که تمـام روش . شده است

علـت خطاهـاي گـرد     همگرايي با يکديگر معادل بوده و تنها به
کردن تعداد تکرارهاي آنها بـا يکـديگر متفـاوت اسـت، بـراي      

ها با يکديگر زمان مـورد نيـاز بـراي     مقايسه نسبي کارايي روش
شـرط همگرايـي   . شـود  نظر گرفته ميدر تکرار هر روش ۱۰۰۰
نظر گرفته شده است که با انجام ايـن تعـداد تکـرار    نحوي در به

  .حل خاتمه نيابد
زمان اجرا در هر مورد و نسبت افزايش سـرعت نسـبت بـه      

ــا ســي ال روي   حــل انجــام شــده توســط کتابخانــه توابــع وين
ان بررسي نتـايج نش ـ . آمده است ۶تا  ۴هاي  جدولپردازنده در 

 ۱۵تـا   ۵هاي مختلف بين  دهد روش پيشنهادي روي سيستم مي
تر از کتابخانه توابع وينا سي ال روي پردازنـده حـل    برابر سريع

 ۲در سيسـتم شـماره   . دستگاه معادلات را به انجام رسانده است
که حافظه اصلي پردازنده گرافيکي بـه نسـبت بسـيار کنـدتر از     

دلات توسـط پردازنـده   ها است، حـل دسـتگاه معـا    ساير سيستم
گرافيکي با کمک کتابخانه توابـع وينـا سـي ال کنـدتر از حـل      

ايـن  . دستگاه توسط همين کتابخانه روي پردازنده اصـلي اسـت  
علت اسـتفاده ايـن کتابخانـه     دهد که به مورد به روشني نشان مي

  از شکل ساده ضرب ماتريس تنـک در بـردار توسـط کتابخانـه     
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  ١١ ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش

  ۱و نسبت افزايش سرعت روي سيستم شماره  ب ثانيهبرحسزمان اجرا  -۴جدول 

 ماتريس
CPU 

(ViennaCL) GPU (ViennaCL) GPU Proposed (#1) GPU Proposed (#2) 

 سرعت نسبي زمان اجرا سرعت نسبي زمان اجرا سرعت نسبي زمان اجرا زمان اجرا

Protein ۳۰/۱۶ ۲۵/۶ ۶۱/۲ ۶۷/۱ ۷۶/۹ ۶۷/۱ ۷۴/۹ 

FEM / Spheres ۳۵/۲۶ ۱۵/۷ ۶۹/۳ ۲۴/۲ ۷۴/۱۱ ۲۵/۲ ۷۲/۱۱ 

FEM / Cantilever ۱۶/۱۸ ۹۹/۴ ۶۴/۳ ۶۸/۱ ۸۲/۱۰ ۶۸/۱ ۷۸/۱۰ 

Wind Tunnel ۶۵/۵۸ ۰۹/۱۲ ۸۵/۴ ۷۸/۳ ۵۰/۱۵ ۷۹/۳ ۴۶/۱۵ 

FEM / Ship ۵۷/۳۷ ۲۱/۹ ۰۸/۴ ۵۷/۲ ۶۴/۱۴ ۵۷/۲ ۶۱/۱۴ 

  
  ۲ و نسبت افزايش سرعت روي سيستم شماره برحسب ثانيهزمان اجرا  -۵جدول 

 ماتريس
CPU 

(ViennaCL) GPU (ViennaCL) GPU Proposed (#1) GPU Proposed (#2) 

 سرعت نسبي زمان اجرا سرعت نسبي زمان اجرا سرعت نسبي زمان اجرا زمان اجرا

Protein ۰۵/۱۶ ۰۵/۲۴ ۶۷/۰ ۶۱/۲ ۱۶/۶ ۶۰/۲ ۱۶/۶ 
FEM / Spheres ۱۱/۲۳ ۷۱/۳۴ ۶۷/۰ ۹۸/۳ ۸۱/۵ ۰۳/۴ ۷۴/۵ 

FEM / Cantilever ۰۲/۱۶ ۴۷/۲۲ ۷۱/۰ ۶۱/۲ ۱۵/۶ ۶۰/۲ ۱۶/۶ 
Wind Tunnel ۴۹/۴۷ ۹۰/۶۴ ۷۳/۰ ۵۶/۷ ۲۸/۶ ۵۷/۷ ۲۷/۶ 
FEM / Ship ۰۲/۳۲ ۴۹/۴۲ ۷۵/۰ ۱۹/۵ ۱۷/۶ ۱۹/۵ ۱۷/۶ 

  
  ۳و نسبت افزايش سرعت روي سيستم شماره  برحسب ثانيهزمان اجرا  -۶جدول 

 ماتريس
CPU 

(ViennaCL) GPU (ViennaCL) GPU Proposed (#1) GPU Proposed (#2) 

 سرعت نسبي زمان اجرا سرعت نسبي زمان اجرا سرعت نسبي زمان اجرا زمان اجرا

Protein ۸۴/۸ ۶۰/۷ ۱۶/۱ ۹۹/۰ ۸۹/۸ ۹۰/۰ ۸۰/۹ 

FEM / Spheres ۳۵/۱۱ ۳۵/۱۰ ۱۰/۱ ۴۸/۱ ۶۶/۷ ۴۱/۱ ۰۴/۸ 

FEM / Cantilever ۰۲/۷ ۱۱/۷ ۹۹/۰ ۰۸/۱ ۵۲/۶ ۰۲/۱ ۹۱/۶ 
Wind Tunnel ۱۲/۲۱ ۶۰/۱۸ ۱۴/۱ ۶۴/۲ ۹۸/۷ ۶۱/۲ ۱۰/۸ 

FEM / Ship ۰۸/۱۴ ۸۳/۱۲ ۱۰/۱ ۰۱/۲ ۰۲/۷ ۹۱/۱ ۳۷/۷ 

  
، دسترسـي بـه حافظـه گرافيکـي بسـيار      ]۶[توابع وينا سـي ال  

تر است که اين مورد افت بسيار شـديد سـرعت حـل را     نامنظم
علـت اسـتفاده    در همين سيستم روش پيشنهادي بـه . در پي دارد

 از يک الگوريتم با کارايي بالا بـراي ضـرب مـاتريس تنـک در    
بردار که توسط نگارنده پيشنهاد شده است، توانسته اسـت حـل   

تر از کتابخانه توابـع وينـا    برابر سريع ۶تا  ۵دستگاه معادلات را 
تـر از همـين    برابر سـريع  ۹تا  ۸سي ال روي پردازنده اصلي و 
ديگر نکته قابل ذکر . جام دهدکتابخانه روي پردازنده گرافيکي ان

دست آمده، کارايي بالاي روش پيشـنهادي در مقابـل    در نتايج به
از سـوي  . است ۳پردازنده قوي مورد استفاده در سيستم شماره 
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  ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش ١٢

سـازي شـده از روش گراديـان     ديگر کارايي هر دو شکل پيـاده 
موضـوع را  ايـن  مزدوج تقريباً در يک سـطح اسـت کـه علـت     

ــي ــش ب م ــوان در نق ــرب   ت ــباتي ض ــته محاس ــده هس ــيار عم س
افـزاري زبـان    هاي تنک در بردار، پيشرفت بسترهاي نرم ماتريس

آزاد محاسباتي و در نتيجه کاهش زمان اضافي بـراي فراخـواني   
هاي محاسباتي و نيز افزايش کارايي کامپايلرهاي اين زبان  هسته
  .سازي کد نهايي جستجو کرد در بهينه

  
  گيري نتيجه -۷

 يبـالا بـرا   ييبـا کـارا   يتمالگـور اله با استفاده از يک در اين مق
شـده   يشـنهاد تنک در بردار که توسط نگارنـده پ  يسضرب ماتر

هاي معادلات خطي بر مبناي  ، روشي براي حل دستگاه]۶[ است
بـراي دسـتيابي بـه کـارايي     . روش گراديان مزدوج ارائه گرديـد 

يشـترين  رسـيد ب  نظـر مـي   بالاتر، دو شکل از ايـن روش کـه بـه   
نظـر گرفتـه   نويسي زبان آزاد دارند، در سازگاري را با مدل برنامه

هـاي   دست آمده روي سيسـتم  نتايج به. سازي شدند شده و پياده
دهـد روش پيشـنهادي قـادر     نشان مي ،نسبتاً متنوع مورد بررسي

تـر از   برابـر سـريع   ۱۵تا  ۵هاي معادلات خطي را  است دستگاه
برابـر   ۹تـا   ۳ال روي پردازنده اصلي و  کتابخانه توابع وينا سي

   .تر از همين کتابخانه روي پردازنده گرافيکي حل نمايد سريع
 

  

  

  واژه نامه
1. direct methods 
2. iterative methods 
3. conjugate gradient 
4. bi-conjugate gradient 
5. Krylov sub-space methods 
6. symmetric positive definite 
7. bi-conjugate gradient stabilized 
8. high performance computing (hpc)  
9. local area network (lan) 
10. distributed memory 
11. multi-core 
12. shared memory 

13. computational accelerator 
14. graphics processing unit 

(gpu) 
15. general processing on 

graphics processing units 
(gpgpu) 

16. cuda 
17. NVIDIA 
18. Apple 
19. open computing language 

(opencl) 
20. open standard 

21. compute kernel 
22. sparse 
23. reduction 
24. parallel reduction 
25. workgroup 
26. open multi-processing 

(openmp) 
27. pre-processor macros 
28. time marching 
29. vector update 
30. kernel fusing 
31. STREAM 
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