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   هاي متحرک با استفاده از روش اختلالي هموتوپيآناليز پايداري تير تحت اثر جرم

  

  

  و مهدي کشميري *مهران قمشي بزرگ

  دانشکده مهندسي مکانيک، دانشگاه صنعتي اصفهان

  

  

  )١٨/٠٨/١٣٩٣ :دريافت نسخه نهايي -  ۰۳/۰۹/۱۳۹۱: دريافت مقاله(

 
  

هاي متحرك داراي حركت رفتار ديناميكي يك تير انعطاف پذير همراه با جرم 1ش اختلالي هموتوپيدر اين مقاله با استفاده از رو -چكيده 
سرعت جرم متحرك - ضابطة مرز بين نواحي پايدار و ناپايدار و مكان هندسي شرايط بروز رزونانس در صفحة جرم. متناوب مطالعه شده است

شود كه با لحاظ اثر ملاحظه مي. تأييد شده است 2ايداري با استفاده از تئوري فلاكهنتيجة آناليز پ. صورت نيمه تحليلي تعيين شده است به
رفتار ديناميكي اين سيستم . شود جرم متحرك به يك سيستم غيرخطي متغير با زمان تبديل مي-اصطكاك بين تير و جسم متحرك، سيستم تير

سازي عددي رفتار مجموعة اين نتايج توسط شبيه. و رزونانس ارائه شده استمورد مطالعه قرارگرفته و نتايج مشابهي براي شرايط ناپايداري 
  . ديناميكي سيستم مورد تأييد قرارگرفته است

  
  .سم متحرك، روش اختلالي هموتوپي، پايداري ديناميكي، شرايط رزونانرج -تير :كليديواژگان 

  

  
  

Stability Analysis of a Beam under the Effect of Moving Masses using 
Homotopy Perturbation Method  
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Department of Mechanical Engineering, Isfahan University of Technology 
 

 
Abstract: In this paper, considering all the linear and nonlinear inertia terms of moving masses on a flexible beam, the 
dynamic response and dynamic stability of the beam are studied. Homotopy perturbation method is used to perform the analysis 
and results are provided in a stability map for the different values of mass and velocity of the moving masses. It is concluded that 
there is a borderline in the diagram that separates the stable and unstable regions. For the first time, this borderline is determined 
semi-analytically. Results of the stability analysis are validated using the Floquet theory. In addition to this borderline, it is also 
concluded that the Homotopy perturbation method is capable of evaluating the new critical values for mass and velocity which 
cause vibration resonance in the beam. The locus of these resonant points, which is totally a new finding in dynamic analysis of 
beam-moving mass problem, is determined semi-analytically. Finally, the effect of the friction between the beam and the moving 
mass is studied on the stability of the system and resonant conditions. Accuracy of the results for this case is also evaluated with a 
numerical simulation. 
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  فهرست علائم 
iA  ةرتب ةحل معادل i ام هموتوپي  pT تناوب حرکت جسم متحرک ةدور  

EI  تير سختي خمشي  v  سرعت جسم متحرک  

fF  نيروي اصطکاک  x  اتمحور مختص  

)(tF  حرکت ةمعادلدر  يرون بردار  Y  ماتريس ميرايي  

g  شتاب جاذبه زمين  z  ارتعاشات عرضي تير  

l يعلائم يونان  طول تير  

M  جرم جسم متحرک  δ  تابع دلتاي ديراک  

m  جرم واحد طول تير  )x(i  i شکل مود تير امين  

N عکس العمل بين تير و جرم متحرک  Λ  
  ماتريس سختي

1p  گاهعکس العمل محوري تکيه    پارامتر بدون بعد جرم  

2p  گاهعکس العمل محوري تکيه    پارامتر بدون بعد سرعت  

P  نيروي محوري داخلي تير  
1  اولين فرکانس ارتعاشات آزاد تير  

p  پارامتر مصنوعي    فرکانس ارتعاشات تير  

)t(qi i امين مختص مودال  
i  i بسط سري امين ضريب  

q  بردار مختصات مودال res  فرکانس رزونانس  

S ديفرانسيل معمولي اپراتور  cr  فرکانس بحراني  

t  زمان  Ωضريب ماتريسي  

T ماتريس اينرسي    ضريب اصطکاک  
  

  

  مقدمه -١

موضوع بررسي رفتار ديناميکي تير تحت اثر جسـم متحـرک از   

توجـه  آهن در قرن نوزدهم ميلادي تاکنون  گيري راه زمان شکيل

هــاي محققــان و مهندســان بــوده و ســعي شــده اســت از جنبــه

امروزه با توجـه بـه   . اين موضوع مورد مطالعه قرارگيرد ،مختلف

هـاي  حدامکان وزن سـازه  درشود دي سعي ميملاحظات اقتصا

کنندة اجسام متحرک کم درنظرگرفتـه شـود و همـين امـر            حمل

سبب شـده اسـت تـا امکـان ايجـاد ارتعاشـات بـزرگ در ايـن         

ها افزايش يافته و شناخت و کنتـرل آنهـا بـيش از پـيش      سيستم

هاي مهم اين موضوع، تعيين شـرايطي  يکي از جنبه. اهميت يابد

کنندة  که سبب بروز ناپايداري و يا رزونانس در سازة حمل است

در صورت عدم پيشگيري از ايجاد اين  ؛گردد اجسام متحرک مي

در اين . شرايط، امکان بروز خسارات غيرقابل جبران وجود دارد

 مؤلفـان برخي از . زمينه کارهاي مختلفي تاکنون انجام شده است

سـازي آن   رک و مـدل نظر از اينرسي جسم متح ـبا صرف] ١-٨[

شـود فرکـانس    صورت نيروي متحرک، شرايطي که سبب مـي  به

تکرار بار با فرکـانس طبيعـي تيـر برابـر شـود را شـرايط بـروز        

بـا  ] ٩-١١[برخـي ديگـر از محققـان    . اندرزونانس معرفي کرده

] ١٢-١٤[لحاظ مؤلفة شتاب خطي جسم متحرک و برخي ديگر 

متحـرک و بـا اتخـاذ    هـاي شـتاب جسـم    با لحاظ تمـام مؤلفـه  

  . اند هاي گوناگون، اين مسئله را مورد مطالعه قرار داده روش

هـاي  هايي است که در سـال روش هموتوپي از جمله روش

هاي ارتعاشـي مـورد توجـه قـرار گرفتـه      اخير در تحليل سيستم

  اعظــم مطالعــات انجــام شــده در زمينــة روش  قســمت. اســت
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  تير تحت اثر جسم متحرک -١شکل 

  

بنــدي اســت، بخــش اول وتــوپي بــه دو بخــش قابــل دســتههم

هايي دقت مطالعاتي هستند که در آنها سعي شده با اتخاذ تکنيک

روش بهبود داده شود که اشاره به اين موارد خـارج از حوصـلة   

بخش دوم مطالعاتي هسـتند کـه در آنهـا سـعي     . اين مقاله است

ختلـف  شده است تا توانايي روش هموتوپي در حل معـادلات م 

از جمله مـواردي هسـتند کـه     ]١٥-٢٤[مقالات . نشان داده شود

هـاي دينـاميکي از روش   جهت حل معادلات حاکم بـر سيسـتم  

  . اندهموتوپي استفاده کرده

بهتـرين دانـش نويسـندگان، تـاکنون مسـئلة آنـاليز        براساس

جرم متحـرک بـا اسـتفاده از روش    -پايداري ديناميکي مسئله تير

همچنـين  . مورد مطالعـه قـرار نگرفتـه اسـت    اختلالي هموتوپي 

مسئلة اثر اصطکاک بـين جسـم متحـرک و تيـر بـر روي رفتـار       

جرم متحرک که يک سيستم متغير با زمان  -ديناميکي سيستم تير

استفاده از روش هموتوپي در تجزيـه   ننيهمچغيرخطي است و 

هاي ديناميکي غيرخطي متغير بـا زمـان تـاکنون    و تحليل سيستم

اين دو موضوع در اين مقاله بررسـي  . اند جه قرار نگرفتهمورد تو

دهنـد کـه روش اختلالـي    دست آمده نشـان مـي   شده و نتايج به

ايـن   درهموتوپي قادر است شـرايط ناپايـداري و رزونـانس را    

صـورت نيمـه تحليلـي ارائـه      بيني کند و نتايج را بـه مسائل پيش

 عـددي سـازي  دسـت آمـده بـا اسـتفاده از شـبيه      نتايج به. نمايد

  .اندمعادلات مورد تأييد قرار گرفته

  

  سازي ديناميکي سيستممدل -٢

ايـن  . نشـان داده شـده اسـت    )١( سيستم مورد مطالعه در شکل

گاه ساده است که تحت اثـر جـرم   تير با تکيهيک سيستم شامل 

-صـورت يـک تيـر اويلـر     تير به. قرار دارد Mمتحرکي به جرم

و جرم بر واحد طـول   EIپذيري ثابت ولي با سختي انعطافبرن

m  و طولl گونـه کـه در شـکل     همـان . شودنظرگرفته مي در

موقعيت جـرم متحـرک بـر روي     t(xM(نشان داده شده است، 

را  xاي از تير بـه مخـتص   ارتعاش عرضي نقطه t,x(z(تير و 

شود که جـرم متحـرک هميشـه تمـاس     فرض مي. دهدنشان مي

يي عرضـي آن بـا   جـا  جابهکند و بنابراين خود را با تير حفظ مي

)t),t(x(z M شودنمايش داده مي.  

vxMدر شرايطي که جرم متحرک بـا سـرعت ثابـت       از

کند، با لحاظ عبارات اينرسي خطـي و غيرخطـي   روي تير عبور 

صـورت   توان نشان داد که معادلة حرکت تير بهجرم متحرک، مي

  :]٢٥[شود زير مشخص مي

)١(  

2 4

2 4

2 2 2
2

2 2

z z
m EI

t x

z z z
M(g v 2v ) (x vt)

x tx t

 
 

 

  
    

  

  

 ٣نماد تابع دلتـاي ديـراک   شتاب جاذبة زمين و  gکه در آن 

  :t,x(z(با فرض عبارت زير براي . است

)٢(  
n

i i
i 1

z(x, t) q (t) (x)


   

iو  t(qi(که در آن  (x)  به ترتيبi    امين مخـتص مـودال وi 

 ـ ٤امين شکل مود تير هسـتند، مبتنـي بـر روش گـالرکين      ةمعادل

  :شودبه معادلة ديفرانسيل معمولي زير انتقال داده مي) ١(اي  پاره

)٣(  (t) (t) (t) (t)  T q Y q Λ q F   
Tکه در آن 

n21 )]t(q),...,t(q),t(q[q  بردار مختصات مودال

Y,هـاي ضـرايب ماتريسـي   است و درايـه  TوΛ   و بـردارF 

  : شوندتعريف ميصورت زير  به

)٤(  

l

ij i j i j
0

T m (x) (x)dx M (vt) (vt)       

ij i jY 2Mv (vt) (vt)    
l 2

ij i j i j
0

EI (x) (x)dx Mv (vt) (vt)          

i iF Mg (vt)   
بـا  . است xدر معادلات فوق پريم نشان دهندة مشتق نسبت به 

صـورت   تعريف تابع شکل نرمـال بـه  
l

i i
0

(x) (x)dx 1    و

گـاه سـاده   فتن اولـين تـابع ويـژة نرمـال تيـر بـا تکيـه       درنظرگر
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  :صورت به

)٥(  
1(x) 2 / l sin( x / l)    

   :و تعريف پارامترهاي

)6(  
1

M v
,

ml l


   

  

اولين فرکانس طبيعي ارتعاشـات آزاد تيـر اسـت،     1که در آن 

وشـته  توانـد ن صورت زيـر مـي   معادلة حاکم بر مختص مودال به

  :شود

)٧(  

     

2
1 2 1 3 4

2
1 1 2 1 1

2 2
3 1 1 4 1

(1 f (t))q f (t)q ( f (t))q f (t)

f (t) 2 sin t , f (t) 2 sin 2 t

f (t) 2 sin t , f (t) 2lg sin t

     

     

      

 

 

1که در آن  1    است و نمادq يتـابع بـردار   ةنشان دهند 

q]1 يا لفهؤتک م (t)]q اگر فرض شود که تيـر قبـل از   . است

هاي متحرک در حالت سکون است، بنابراين شـرايط  ورود جرم

q(0)صورت  به) ٧( معادلةه براي اولي 0  وq(0) 0   نوشـته

  .شودمي

يک معادلة متغير با زمان خطي است که حـل آن  ) ٧(معادلة 

,M)براي مقادير مشخص جـرم و سـرعت جـرم متحـرک      v) ،

در . دهـد تغييرات مختص مودال را در مقابـل زمـان نشـان مـي    

فرض شده است که در هر لحظه تير تحت ) ٧(ستخراج معادلة ا

اثر فقط يک جرم متحرک است و معادله فقط براي مدت زماني 

که جـرم   يهنگامبنابراين  ؛که جرم بر روي تير است اعتبار دارد

هـاي متغيـر بـا زمـان معادلـه از بـين       کند بخـش تير را ترک مي

  .روند مي

که تير تحـت اثـر حرکـت    شود براي انجام آناليز، فرض مي

pTي تناوب هاي متحرک با دورهتکراري از جرم l / v است .

به عبارت ديگر به محض اينکه يک جرم متحـرک تيـر را تـرک    

کند، جرم ديگري با همان جرم و سرعت جرم قبلي بـر روي  مي

توابعي متناوب ) ٧( معادلةبنابراين ضرايب در . شودتير وارد مي

  :به عبارت ديگر. هستند pTوره تناوب با د

)٨(  

  

i p i p

2
1 1 2 1 1

2 2
3 1 1 4 1

f (t T ) f (t) , 0 t T

f (t) 2 sin t , f (t) 2 sin2 t

f (t) 2 sin t , f (t) 2lg sin t

   

     

      
  

  آناليز شرايط پايداري و شرايط بروز رزونانس -٣

با استفاده از روش اختلالي هموتوپي توضيح داده شـده توسـط   

) ٧(، در اين بخش آناليز پايداري معادلـة  ]٢٤[وزيس و يلدريم ا

انجام شـده  ) ٨(تعريف شده در معادلة  f4)t(تا  f1)t(با توابع 

براي معرفي اين روش، معادلة ديفرانسيل همراه با شرايط . است

  : شودگرفته ميدرنظر ) ٩(صورت  اوليه به

)٩(                  q S(q,q,q, t) 0 , q(0) 0 , q(0) 0        

Sکه در آن متغير  qزمان و  tيک اپراتور ديفرانسيل معمولي،   

  :صورت زير بازنويسي شود تواند بهمي) ٩( ةمعادل. مستقل است

  )١٠(     q 1.q q S(q,q,q, t) , q(0) 0 , q(0) 0         
ت زير صور تواند به، اين معادله ميpبا معرفي پارامتر مصنوعي 

  :بازنويسي شود

  )١١(  q 1.q p.(q S(q,q,q, t)) , q(0) 0 , q(0) 0         
pکه  يهنگام 1 يکسان است، ) ٩( معادلةبا ) ١١( ةاست، معادل

p دردر حالي که  0ـ ) ١١( ة، معادل  خطـي سـاده    ةيـک معادل

  .تحليلي حل شود صورت تواند به شود که مي مي

، معمول اسـت  q، علاوه بر عبارت يک سيستم ارتعاشيدر 

 pصـورت يـک سـري از     بـه  که فرکانس ارتعاشات سيستم 

 :صورت زير بيان شود به

  )١٢(  
n

i
i

i 0

q p A


   

  )١٣(  
n

2 i
i

i 1

1 p


     

نشان دهندة  iو ) ١٢(امين ضريب بسط  i ةان دهندنش iAکه

i  و ) ١٢(هاي با جايگذاري سري. است) ١٣(امين ضريب بسط

، pهـاي يکسـان   و تساوي ضرايب تـوان ) ١١(در معادلة ) ١٣(

اي از معادلات ديفرانسيل معمولي خطي کـه بايـد هـر    مجموعه

منظور تعيين حل يک معادلـة   به. شود ، حاصل مييک حل شوند

با . شوند حذف مي iجديد، عبارات سکولار محاسبة ضرايب 

ــامجايگـــذاري  ــاحـــل تمـ و ) ١٣(و ) ١٢(در  iو  iA يهـ

  .شودحاصل مي) ٩(، حل معادلة pبراي  1جايگذاري 

، يـک روش  )٨(با ضرايب متناوب ) ٧(منظور حل معادلة     به

 t(f1(با جايگذاري عبارات فوريه توابـع  . شودمشابه استفاده مي
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تواند ، اين معادله مي)٧(در معادلة ) ٨(معرفي شده در  f4)t(تا 

  :صورت زير بازنويسي شود به

)١٤(  

1 1 1

2 2
1 1 1

12
n 1

(1 (1 cos2 t))q (2 sin 2 t)q

( (1 cos2 t))q

2 4 1
g 2l( cos2n t)

(1 4n )





      

    

  
  

 

  

از  1و  qو جانشـيني  ) ١١(با انتقال اين معادله به شکل معادلة 

  :، معادلة زير شکل داده شود)١٣(و ) ١٢(

  

2 2
0 1 1 2 0 1

0 1 1 0 1

1 1 0 1

2 2
1 1 1 0 1

12
n 1

(A pA ...) ( (p p ...))(A pA ...)

p[(A pA ...) (1 cos2 t)(A pA ...)

2 sin 2 t(A pA ...)

( (1 cos2 t))(A pA ...)

2 4 1
g 2l( cos2n t)]

1 4n





           

       

    

      

  
  

 

 

 
  

)١٥(  

  :بايد حل شوند qبنابراين مجموعة معادلات زير براي تعيين 

0 2
0 0

1 2
1 1 1 0 0 1 0

2 2
1 1 0 1 1 1 0

12
n 1

2 2
2 2 1 1 2 0 1

1 1 1 1 1
2 2
1 1

p : A A 0

p : A A A A (1 cos2 t)A

(2 sin 2 t)A ( (1 cos2 t))A

2 4 1
g 2l ( cos2n t)

1 4n

p : A A A A A

(1 cos2 t)A (2 sin 2 t)A

( (1 cos2





 

       

       

  
  

      

      

   





 





 

1 1t)A

  

)١6 ...                                                                   (  

) ١6(ي صفر، تمام معادلات ديفرانسـيل در  با اعمال شرايط اوليه

kبايد براي  kA (0) 0, A (0) 0, k 0,1, 2,...     حـل شـوند .

از اين مجموعه به سادگي  اول براي اين شرايط اوليه، دو معادله

  :شوندصورت زير حاصل مي و به حل شده

0

1

2 2 2 2
1n 1

1
2 2 2 2

1n 1

A (t) 0

A (t)

2 4
g 2l ( )cos t

(1 4n )( (2n ) )

4cos2n t2
( )

(1 4n )( (2n ) )













    
      

 
      





  

)١٧(  

بـه شـکل فشـردة زيـر      1Aمنظـور انجـام عمليـات جبـري،      به

  :شود بازنويسي مي

)١٨(  1 0 0 n 1
n 1

A (t) a c cos( t) a cos 2n t




      

هسـتند و بـه    2همگي تـوابعي از   naو  0c ،0aکه در آن 

پـس از جايگـذاري   . شـوند تعريف مـي ) ١٧( ةسهولت از معادل

0A  1وA  2در معادلــة رتبــةp )١6(ــ   دســت زيــر بــه ة، معادل

  :آيدمي

2 2 2
2 2 1 1 1 0

2 2 2
0 1 1 1

0 1 1

2 2
0 1 1

2 2 2
n 1 1 1 1 1

n 1

2 2
n 1 1 1 0 1 1

n 1

A A ( 1 )a

c ( 1 )cos t

2c sin2 tsin t

c ( )cos2 tcos t

a [ 1 (4n 1)(1 cos2 t)]cos2n t

4na sin2 tsin2n t a cos2 t








      

      
    

     

        

     







)١٩(  

، عبـارات  2Aدسـت آوردن يـک حـل معتبـر بـراي       بهکه براي 

صـورت زيـر حاصـل     ايـن حـل بـه   . سکولار بايد حذف شـوند 

  :شود مي

 2 1 2 3 5n 6n 7n
n 1

1 2 1 3 1

4 1

5n 1 6n 1
n 1

7n 1

A K K K K K K cos t

K K cos2 t K cos(2 )t

K cos(2 )t

(K cos2n t K cos2(n 1) t

K cos2(n 1) t)










        
 

     
  

    

 





  

)٢٠(  

حـذف عبـارات   . انـد ضرايب اين حـل در پيوسـت آورده شـده   

  :شودسکولار به عبارت زير منجر مي

)٢١(  01 22
1

2
11   

  

pو قـرار دادن  ) ١٣(و جانشيني نتيجه در  1با حل براي  1 ،

  :شودحاصل مي )٢٢(شماره  معادلة

)٢٢(  




1

1 2

1  
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که مبتني بر معادلة  -مکان هندسي نقاطي از صفحة  -٢شکل 

  .ونانس وجود دارددر آنها انتظار بروز رز n=1,2,3به ازاي ) ٢٥(

 
  مرز پايداري و نقاط رزونانسي حاصل از -٣شکل 

  روش اختلالي هموتوپي 

  

coshسبب ايجاد عبـارات   21مقدار منفي  t  وsinh t 

ــل  ــل    2Aدر ح ــي در ح ــه واگراي ــي qو در نتيج ــود م   . ش

1صـورت   بنابراين شـرايط ناپايـداري در سيسـتم بـه       

ضابطة خط مـرزي بـين نـواحي پايـدار و     . تواند معرفي شود مي

ــدار در صــفحة  ناپاي   ــه ــي  ب ــر م ــانصــورت زي ــد بي   توان

  :شود

)٢٣(  
1

 
  

ناپايدار در نمودار علاوه بر نقاط ناحية    نقاط ديگري در ،

ناحية پايدار وجود دارند که دامنة ارتعاش سيسـتم در آن نقـاط   

اين نقاط به نام نقاط رزونانسي نام گذاري شده و . فزاينده است

وسيلة آناليز شرايط رزونانس ناشي از حضور توابـع تحريـک    هب

. ، قابل ارزيابي هستند)١6( هارمونيک در سمت راست معادلات

هـاي رزونـانس    اين چنين آناليزي به شرايط زير بـراي فرکـانس  

  :کندهدايت مي

)٢٤(  
res 12n n 1,2,3,...     

  

، ايـن شـرايط   )٢٤(در  resجـاي   بـه ) ٢٢(از  با جانشـيني  

  :توانند نوشته شوندصورت زير مي به

)٢٥(  
2 2

1
n 1,2,3,...

(1 4n ) 4n
  

  
  

ها را در صفحة اين معادله يک مجموعه از منحني    معرفي

nبراي . کندمي 1,2,3 نمـايش  ) ٢(هـا در شـکل   ، اين منحنـي

بنابراين اگر مقدار جرم و سرعت جسم متحرک بر . اندداده شده

ونانس ايجاد شـده و در  ها واقع باشد در تير رزروي اين منحني

  .شودنتيجه ارتعاش واگرا در تير ايجاد مي

  تـوان در يـک معادلـه نشـان    را مي) ٢٥(و ) ٢٣(معادلات 

  :داد

)٢6(  
2 2

1
n 0,1,2,...

(1 4n ) 4n
  

  
  

0nکه در آن        منحني مرز بـين نـواحي پايـدار و ناپايـدار را

بـا  . انـد ن داده شدهنشا )٣(ها در شکلاين منحني. دهد نشان مي

صـورت   هاي بحراني بـه ، فرکانس)٢٤(در ) ٢6(از  جانشيني 

  :شوندبندي ميزير فرمول

)٢٧(  2cr 1
2

2n
n 0,1,2,...

(1 4n ) 4n
   

  
  

  

nکه در آن  0 مقادير  نشان دهندة فرکانس در مرز پايداري و

ــانس  ــا فرک ــاظر ب ــر متن ــرايط رزوديگ ــاي ش ــتم ه ــانس سيس   ن

  .هستند

امـين تـابع ويـژة     kدر نهايت، اگر سيسـتم پيوسـته بوسـيلة    

2متناظر با (سيستم 
k 1k   (    مجزاسازي شـود، نتيجـة فـوق

  :شودبندي ميصورت زير فرمول به

)٢٨(  

2

cr 1
2 2

2nk

(1 4n ) 4n
  

  
  

n 0,1,2,... , k 1,2,3,...   
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ا مشخصات پاسخ تير به جسم متحرک ب -٤ شکل

0.5, 1.3642    )واقع در ناحية پايدار (  

پاسخ تير به جسم متحرک با مشخصات  -٥ شکل

0.5, 1.4642    )واقع در ناحية ناپايدار (  

  

  ارزيابي نتايج  -٤

دست آمده از روش اختلالي هموتوپي بـه چهـار طريـق     نتايج به

  :شوندارزيابي مي

اســخ دينــاميکي تيــر در شــرايط عــددي پ ســازيشــبيه )١

  دست آمده براي بروز ناپايداري و رزونانس  به

آمـده در  دسـت   هاي رزونانس با نتايج بهمقايسة منحني )٢

  مقالات براي نيروي متحرک

  لاکهمنحني مرز با نتايج تئوري ف ةمقايس )٣

مقايسة پاسخ ديناميکي تير از روش اختلالي هموتـوپي   )٤

  .عدديسازي با نتايج شبيه

  

 سازي عـددي پاسـخ دينـاميکي تيـر در شـرايط     شبيه -١-٤

  دست آمده براي بروز ناپايداري و رزونانس به         

دست آمده براي شرايط پايـداري سيسـتم    منظور تأييد نتايج به به

ــ ــادير   )٢٣( ةدر رابطـ ــه از مقـ ــراي دو مجموعـ ، و  ، بـ

)0.5 , 1.3642    (و )0.5 , 1.4642   (سازي  ، شبيه

 ةنقط. انجام شده است) ٨(با ضرايب متناوب ) ٧( معادلةعددي 

ي ناپايدار واقـع شـده    دوم در ناحيه ةپايدار و نقط ةاول در ناحي

نشـان داده   )٥(و  )٤(هـاي   سـازي در شـکل  نتـايج شـبيه  . است

  :ر به صورتمقادير پارامترهاي تي. اند شده

)٢٩(  5 2EI 5 10 N m , m 10kg / m , l 20m     
دليل نزديک بودن اين دو نقطه به مرز، حتـي   به. اندانتخاب شده

هـاي  سـازي  اين شبيه. ارتعاش بزرگ است ةپايدار دامن ةدر ناحي

 ةمقادير انتخاب شـد در عددي رفتار پايدار و ناپايدار سيستم را 

  و کنندتأييد مي.  

هاي شرايط بروز رزونانس با ضـابطه  اين واقعيت که منحني

اند به اين حاصل شده 2pي معادلات تا رتبه ياز ملاحظه) ٢٥(

معني است که اين نتايج تقريبي هستند و نقاط واقعي رزونـانس  

ز طريـق  ايـن نتـايج ا  . انـد ها واقـع شـده  در نزديکي اين منحني

 براي دو مجموعـه ) ٨(با ضرايب متناوب ) ٧(سازي معادلة  شبيه

ــرک    ــرم متحـ ــاي جـ ,0.25(پارامترهـ 0.4364    (و 

)0.25, 0.6    (اولين نقطه بر روي منحني . شوند تأييد مي

nتقريبي  1      واقع شده است؛ در حـالي کـه دومـين نقطـه در

دليل طبيعت تقريبي منحني، انتظار يک  به. ار داردمجاورت آن قر

. ضربان در اولين مجموعه از مقادير جـرم متحـرک وجـود دارد   

يک ارتعـاش  ) ٧(کند و شکل اين رويداد را تأييد مي) 6(شکل 

محدود و پايـدار را در دومـين مجموعـه از پارامترهـاي جسـم      

  .دهدمتحرک نشان مي

  

 دسـت آمـده در   نتـايج بـه  با  مقايسة شرايط رزونانس -٢-٤

  مقالات براي نيروي متحرک         

مطالعات متعددي وجود دارند کـه سـرعت رزونانسـي حرکـت     

گاه سـاده را تعيـين   متناوب نيروهاي متحرک بر روي تير با تکيه

امين مود در مرحلـة مجزاسـازي اسـتفاده    kکه هنگامي. کنندمي
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صات پاسخ تير به جسم متحرک با مشخ -6شکل 

0.25 , 0.4364    ) واقع شده بر روي منحنيn 1 (  

پاسخ تير به جسم متحرک با مشخصات  -٧شکل 

0.25 , 0.6    ) نزديک به منحنيn 1 (  

  

 :صورت شود، نتايج به اختصار بهمي

)٣٠(  
2k

, n 1,2,3,... , k 1,2,3,...
2n

     

که اولين شکل مود در فرآيند مجزاسـازي  يهنگام. شوندارائه مي

k)شوددر نظر گرفته مي 1) صورت نيـروي   و جرم متحرک به

)شودمتحرک مدل مي 0) در ، n 0  بـر  ) ٣٠( معادلةنتايج

nمنحنـي  . شودمنطبق مي) ٢6(معادلة  0 در ) ٢6(ر معادلـة  د

تواند درنظرگرفته شـود زيـرا در ايـن مطالعـات     اين مقايسه نمي

به عبـارت ديگـر   . فقط شرايط رزونانس نتيجه گرفته شده است

، نتـايج را بـراي اثـر    گذشـته  ضمن بازسازي نتـايج ) ٢6(معادلة 

از اين نتايج جديد . کندعبارات اينرسي جرم متحرک اصلاح مي

بيان نمود که لحاظ کـردن اينرسـي جسـم     تواناين مطلب را مي

متحرک در ديناميک سيستم، علاوه بر معرفي يک ناحية ناپايدار، 

هـاي رزونانسـي جديـد کـه کمتـر از      يک مجموعـه از سـرعت  

سازي جرم متحـرک  سيلة مدلو بههاي نظير حاصل شده سرعت

  .کندصورت نيروي متحرک است را معرفي مي به

  

  ا نتايج تئوري فلاکهمقايسة منحني مرز ب -٣-٤

  يــک معادلــة ديفرانســيل معمــولي ) ٨(بــا ضــرايب ) ٧(معادلــة 

ــاوب    ــا دوره تن ــان ب ــا زم ــر ب ــاوب متغي ــا ضــرايب متن   را  pTب

تواند از طريق تئوري فلاکه پايداري اين معادله مي. دهد نشان مي

لـت بـه   حا -با انتقال اين معادله به مـدل فضـا  . مطالعه شود ]٢6[

  :شکل زير

   



2
1 3 2

1 1

4

1

0 1
q qd

f (t) f (t)
q qdt

1 f (t) 1 f (t)

0

or (t) (t)f (t)

1 f (t)

(t)

(t)

 
                 

 
    
  

ξ R ξ P

ξξ R

P

 









  

در نظر گرفتن اين حقيقت که پايداري داخلي يک سيستم متغير 

خروجـي   -دهندة پايـداري ورودي محـدود   با زمان خطي نشان

محدود سيستم است، تنها لازم است که بخـش همگـن معادلـة    

عبـارت   بـه . در آناليز پايداري سيستم درنظـر گرفتـه شـود   ) ٣١(

  :ديگر

)٣٢(  R(t)ξ ξ
  

p(tکه در آن  T ) (t) R R با شـرايط  ) ٣٢(حل معادلة . است

0اولية  0 (0)ξ ξ صورت به:  

)٣٣(  
t

0
0

(t) exp( ( )d )
 

   
 ξ R ξ  

صـورت زيـر    امين تناوب بـه  kبه اين ترتيب حل . شودداده مي

  :  شود داده مي

)٣٤(  
PTk

P 0
0

(kT ) , exp( ( )d )   ξ C ξ C R  

Cدهد که اگر تمام مقادير ويژة مـاتريس  تئوري فلاکه نشان مي

)31( 
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مرز پايداري حاصل از تئوري فلاکه با لحاظ تمام  - ٨شکل 

  هاي اينرسي جسم متحرک مؤلفه

  

  
  دست آمده از تئوري فلاکه مقايسة مرز پايداري به -٩شکل 

  )خط چين(و روش اختلالي هموتوپي ) خط پر(

  

  
  حاصل از تئوري فلاکه مرز پايداري - ١٠شکل

  با لحاظ فقط مؤلفة اينرسي خطي جرم متحرک

در داخل دايرة واحد در صفحة مختلط قرار داشته باشند، آنگـاه  

اگر حداقل يکي از مقادير . است ٥سيستم داراي پايداري مجانبي

. ويژة در خارج از دايرة واحد باشد، سيستم ناپايدار خواهد بـود 

دايرة واحد قرار داشته باشـند، سيسـتم    بر روي اگر مقادير ويژه

  .باشد 6ايتواند ناپايدار و يا پايدار حاشيهمي

بـه عنـوان پارامترهـاي تيـر، اثـر      ) ٢٩(کارگيري مقادير  با به

سرعت و جرم جسم متحرک بر روي پايداري سيستم از طريـق  

هـاي   مؤلفـه  که تمـام يحالتدر. بررسي شده است و  تغيير 

دسـت   ، نتـايج بـه  شونديلحاظ م اينرسي جسم متحرک در آناليز

آمده در صفحة     ايـن  . انـد  نشـان داده شـده   )٨(در شکل

منطبـق   ]٢٧[وسـيلة مـاکرتيچ    دسـت آمـده بـه    نتايج بر نتايج بـه 

ار در منحني مرز بين نـواحي پايـدار و ناپايـد    )٩(شکل . هستند

صفحة        که از تئوري فلاکـه و روش اختلالـي هموتـوپي

دهد اين مقايسه نشان مي. کنداند را با هم مقايسه ميحاصل شده

، نتـايج دقيقـي را   2pکه روش اختلالي هموتوپي، حتي تا رتبة 

  .کندمعرفي مي

فتن عبـارات اينرسـي   نکتة قابل توجه اينکـه بـا ناديـده گـر    

ــرايط       ــر در ش ــارت ديگ ــه عب ــرک، ب ــم متح ــي جس غيرخط

2 3f (t) f (t) 0   ــاوت و نادرســت )٧(در ــاملاً متف ــايج ک  ي، نت

دسـت آمـده از تئـوري     اين حالت نتيجة به در. شوندحاصل مي

  . نشان داده شده است )١٠(فلاکه در شکل 

 
 مقايسة پاسخ ديناميکي تير از روش اختلالي هموتوپي -٤-٤

  سازي عدديبا نتايج شبيه         

در آخرين گام ارزيابي نتايج، حـل نيمـه تحليلـي حاصـل شـده      

يي در نقطة مياني تير از روش اختلالي هموتوپي تا جا جابهبراي 

1p ،1رتبــــة  1 0 1z (t) (l / 2)(A (t) A (t))    2و رتبــــةp، 

2 1 0 1 2z (t) (l / 2)(A (t) A (t) A (t))      بــا حــل عــددي 

با ضـرايب متنـاوب   ) ٧(سازي عددي معادلة نتيجه شده از شبيه

در روند انجام مقايسه، مقادير مشخص شده . اندمقايسه شده) ٨(

عنــوان مشخصــات تيــر و مشخصــات     بــه) ٢٩(در معادلــة 

M 20kg ,v 10m / s  ظرگرفته شـده  براي جرم متحرک درن
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  دست آمده از روش اختلالي هموتوپي مقايسة حل به -١١شکل

1pتا رتبة  1z (t) )2و رتبة) چيننقطهp 2z (t)  

  )خط پر(سازي عددي  با شبيه) خط چين(

  

  
  تحرک داراي اصطکاک با تيرتير تحت اثر جسم م - ١٢شکل 

  

  
  

  نمايش مجموعة نيروهاي محوري وارد به - ١٣شکل 

  )١٢(تير شکل 

  

شـود  ملاحظه مي. دهداين مقايسه را نشان مي) ١١(شکل . است

بنـابراين  . دهددست مي نتايج بسيار دقيقي به 2pکه بسط تا رتبة 

دست آوردن يک حل نيمه تحليلي کفايت  در به 2pآناليز تا رتبة 

  .کند يم

  

 جـرم متحـرک بـا لحـاظ     -آناليز پايـداري سيسـتم تيـر    -٥

  اصطکاک بين تير و جرم متحرک     

در تکميل مطالعة مسئلة تير تحـت اثـر جـرم متحـرک، در ايـن      

بخش به بررسي اثر اصطکاک بين تير و جرم متحـرک بـر روي   

  . شودتم پرداخته مييساين سرفتار ديناميکي 

  سازي ديناميکي سيستممدل -١-٥

دهـد کـه   جـرم متحرکـي را نشـان مـي    -سيستم تيـر  )١٢( شکل

ضريب . حرکت جرم متحرک بر روي تير داراي اصطکاک است

. نشان داده شـده اسـت   اصطکاک بين جسم متحرک و تير با 

. شـوند تعريـف مـي   )١(پارامترها نظير پارامترهـاي شـکل    ساير

تيـر در حـال لغـزش     يشود که جسم متحرک بـر رو يفرض م

و مخـالف   يمسـاو  ياجلوبرنده ياست و در نتيجة اعمال نيرو

 ياصطکاک به جسم متحرک، جسـم متحـرک دارا   يجهت نيرو

شـود کـه جسـم متحـرک در     سرعت ثابت است و نيز فرض مي

. سـت تمام مدت زمان حرکـت از روي تيـر، بـا آن در تمـاس ا    

مقدار نيروي اصطکاک در هر لحظه بـين جسـم متحـرک و تيـر     

fFصورت  به N 
 

عکس العمل  Nمدل شده است که در آن 

 Nنيروي . عمودي سطح در محل تماس با جسم متحرک است

هـاي شـتاب خطـي و غيرخطـي جـرم      با در نظر گـرفتن مؤلفـه  

  : صورت زير قابل محاسبه است متحرک به

)٣٥(  
2 2 2

2
2 2

z z z
N M(g 2v v ) (x vt)

x tt x

  
     

    
  

اصطکاک بين جسم متحـرک و تيـر سـبب ايجـاد يـک نيـروي       

شود که جهت آن همراه با جهـت نيروهـاي    محوري متحرک مي

نشـان   )١٣(در شکل 2pو1pگاهي  عکس العمل محوري تکيه

  .ده استداده ش

هاي نـامعين  ها در ميلهمبتني برروش ارزيابي عکس العمل

 و 1p گـاهي  هـاي محـوري تکيـه   استاتيکي، مقدار عکس العمل

2p صورت زير قابل ارزيابي هستند به:  

)٣6(  1 f
vt

p (1 )F
l

   

)٣٧(  2 f
vt

p F
l


  

اي حاکم بـر ارتعاشـات   ز اصل هاميلتون، معادلة پارهبا استفاده ا

دسـت   صورت زيـر بـه   به )١٢(تير تحت اثر جرم متحرک شکل 

  :آيد مي

)٣٨(  

2 2 2

2 2 2

2 2 2
2

2 2

z z z
m (EI ) (P )

x xt x x

z z z
M(g 2v v ) (x vt)

x tt x
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نيروي داخلي محوري تير است که در نتيجة  Pکه در اين رابطه 

وجود نيروي اصطکاک بين جسـم متحـرک و تيـر ايجـاد شـده      

و ) ٣6(گـاهي  هـاي تکيـه  العمـل قادير عکسبا توجه به م. است

و نمايش نيروي کششي با علامت مثبت و نيروي فشـاري  ) ٣٧(

صورت زيـر تعيـين    به Pبا علامت منفي، نيروي داخلي محوري 

  :شودمي

)٣٩(  
f

f

vt
(1 )F 0 x vt

lP
vt

F vt x l
l

    
  


  

بـه يـک   ) ٣٨(اي مجدداً مبتني بر روش گـالرکين، معادلـة پـاره   

ي حاکم بر مختصات مودال مسئلة مورد معادلة ديفرانسيل معمول

صـورت زيـر قابـل ارائـه      اين معادله به. مطالعه قابل تبديل است

  : است

)٤٠(  (t, ) (t, ) (t, ) (t, , ) (t)   T q q Y q q Λ q q Ω q q F    
هـاي ضـرايب   بردار مختص مودال اسـت و درايـه   qکه در آن 

,T، (t)Y، (t(t)ماتريسي  )Λ q  و(t, , )Ω q q   و بـردار(t)F 

  :شوندصورت زير مشخص مي به

l

ij i j
0

n vt

j i i j
0

k 1

l

i k k
0

T m (x) (x)dx

M (vt) (vt) (x) (x)dx

vt
(x) (x)dx q (t)

l



   

        
 

    
 



 



 

n vt
ij j i i k0

k 1

l
i k k0

Y 2Mv (vt) (vt) (x) (x)dx

vt
(x) (x)dx q (t)

l




        


     

 

  

 
l

ij i j
0

vt l

i j i j
0 0

n vt2
j i i k

0
k 1

l

i j k
0

EI (x) (x)dx

vt
Mg (x) (x)dx (x) (x)dx

l

Mv (vt) (vt) (x) (x)dx

vt
(x) (x)dx q (t)

l



     

           
 

        
 

    
 



 

 



 

 





n n vt2
i k m0

k 1m 1

l
k m k m i0

n n l
k m0

k 1m 1

k m k m

vt l
k m k m0 0

0.5 Mv (x) (x)dx

vt
(x) (x)dx q (t)q (t) (vt)

l

v
Mv ( ) (x) (x)dx

l

v (vt) (vt) q (t)q (t)

vt
(x) (x)dx (x) (x)dx

l

 

 

       

       

     
   

          
 

  



  

 

k m k m i(q q q q ) (vt)   

  

i iF Mg (vt)   
  

، معادلـة  )٥(نرمـال   با انتخاب يک شکل مـود تـابع ويـژة   

حسـب پارامترهـاي   بر) ١٢(اکم بر مختص مودال تيـر شـکل   ح

  :آيددست مي صورت زير به به) 6(معرفي شده در 

           

   

 



1 1 1

2 2
1 1 1 1

1 11.5

2
1

1 11.5

2
1 11.5

1 (1 cos(2 t)) q 2 sin(2 t) q

g
(1 cos(2 t)) sin(2 t) q

2l

cos( t) cos(3 t) qq
(2l)

3cos( t) cos(3 t)
(2l)

(1 cos(4 t) q 2l gsin( t)
(2l)

      

        
 


   

     



    



 


  

  

يک معادلة متغيـر بـا   ) ٤٢(شود، معادلة که ملاحظه ميگونه همان

ب زمان غيرخطي است که حل آن با شرايط اولية مشخص، سـب 

شـود و سـپس   تعيين مختص مودال نظير شکل مود اول تير مـي 

از . قابل ارزيابي اسـت ) ٢(پاسخ تير در نقطة مورد نظر از رابطة 

شـود کـه خصوصـيت غيرخطـي ايـن       ملاحظه مـي ) ٤٢(معادلة 

اصطکاک بين تير و جرم متحـرک   در نظر گرفتنمعادله به دليل 

کـردن  اظ در معادلات ديناميک سيستم است و در صـورت لح ـ 

0   شود ساده مي) ٧(به معادلة ) ٤٢(در آن، معادلة .  

هـاي متحـرک درنظرگرفتـه    تير تحت اثـر يـک دسـته از جـرم    

که بلافاصـله پـس از خـروج يـک جسـم از       صورتبه اين  ؛شود مي

روي تير، جسم ديگري با همان جـرم و سـرعت بـر روي تيـر وارد     

 ةين شـرايط، تيـر تحـت اثـر تحريکـي بـا دور      بنابراين، در ا. شود مي

)42( 

)٤١( 
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pTتناوب  l / v  توابعي متناوب ) ٤٢(قرار گرفته و ضرايب معادلة

بر اين اساس، بـا  . با دورة تکرار حرکت جرم از روي تير خواهند بود

ــة حــاکم بــر )٤٢(اســتفاده از بســط فوريــة ضــرايب معادلــة  ، معادل

  :صورت زير قابل بيان است طالعه بهمختصات مودال در مسئلة مورد م

   1 1 1

2 2
1 1 1 1

11.5 2 2
n 1

2
1

11.5 2 2

1 (1 cos(2 t)) q 2 sin(2 t) q

g
(1 cos(2 t)) sin(2 t) q

2l

8 4cos(n ) 1 3
( )cos(2n t) qq

3(2l) 1 4n 9 4n

16 12cos(n ) 1 1
( )cos(2n

3(2l) 1 4n 9 4n





      

        
 

             

 
  

     



 



n 1

2
1 11.5 2

n 1

t)

2 4
(1 cos(4 t)) q 2l g cos(2n t)

(2l) (1 4n )










 



            





  

)٤٣(  

  

  آناليز شرايط پايداري و شرايط بروز رزونانس  -٢-٥

جـرم متحـرک    -در روندي مشابه با آناليز پايداري سيسـتم تيـر  

صـورت   بـه ) ٤٣(بدون اصطکاک، با درنظر گرفتن حـل معادلـة   

معادلـه، فرکـانس   و اعمال روش اختلالي هموتوپي به اين ) ١٢(

و ضـابطة مـرز بـين     ارتعاشات تير تحت اثر جـرم متحـرک   

بـه ترتيـب    2pنواحي پايدار و ناپايدار حاصـل شـده تـا رتبـة     

، 0Aهـاي  شـوند و حـل  حاصل مي) ٢٣(و ) ٢٢(همانند روابط 

1A 2وA آينددست مي صورت زير به به :  

)٤٤(  
                                                         0A 0   

)٤٥(  

          

1 2

2
1

2 2 2
1n 1

8l g
A (1 cos t

2 (cos2n t cos t)
)

(1 4n )( (2n ) )






   



   

   
  

1
2 11 12 2

32n
12 2 2 2

1 1n 1

4
1 12 2

1

5
12 2

1

K
A K cos t K sin t

KK
cos2n t

(2n ) (2 )

K
cos(2 )t cos(2 )t

(2 )

K
cos2 t

(2 )





     


  
      

     
   

 
  



  6n
12 2

1n 1

K
cos2 (n 1)t

(2 (n 1))





   
      

7n
12 2

1n 1

1 1
8 2 2 2 2

1 1

9
12 2

1

1 1
10n 2 2 2 2

1 1n 1

K
cos2 (1 n)t

(2 (1 n))

sin(2 )t sin(2 )t
K ( )

(2 ) (2 )

K
sin(2 t)

(2 )

sin 2 (1 n)t sin 2 (1 n)t
K ( )

(2 (1 n)) (2 (1 n))









  
   

   
 

       

 
  

   


       





  

)٤6(  

در . انـد در پيوست معرفي شده 2Aکه مجموعة ضرايب معادلة 

فرکـانس   3pادامة آناليز پايـداري، تـا بسـط معـادلات تـا رتبـة      

  : شودصورت زير حاصل مي به ارتعاشات 

)٤٧(  

2
2 2 2

2
1

1
2

1 g
1 0.8488

8 l
3

1
8


    


  

  
  

  

0در بازة مورد توجه 1   0 و  4    مبتني بر شـرايطي ،

شـود   مـي ) ٤٧(که سبب منفي شدن مقدار زير راديکال عبـارت  

شده و ضابطة مرز بـين ناحيـة پايـدار و    شرايط ناپايداري تعيين 

  :شودصورت زير حاصل مي ناپايدار به

)٤٨(  

2

2
1

2

g
1 0.8488

l

8





 


 

  

مقدار ضـريب اصـطکاک از طريـق عبـارت      که در اين رابطه اثر

2 2
10.8488 g / l      بر روي ضابطة مرز بـين نـواحي پايـدار و

  در) ٢٩(بـا درنظـر گـرفتن مشخصـات     . ناپايدار مشـهود اسـت  

تير مورد مطالعه، مرز بين نـواحي پايـدار و ناپايـدار حاصـل از     

و حاصـل از تحليـل   )) ٢٣(معادلـة  ( 2pتحليل پايداري تا رتبة 

0بـه ازاي مقـادير   )) ٤٨(معادلـة  ( 3pپايداري تا رتبـة     و

0.5   1و   عـلاوه  . انـد نمايش داده شـده ) ١٤(در شکل

دسـت آمـده    منحنـي مـرزي بـه   ) ١٤(ها، در شـکل  براين نمودار

. مجدداً رسم شده است) ٨(روش تئوري فلاکه در شکل  توسط

دست آمده در  مقايسة اين نمودارها نشان دهندة نزديکي نتايج به

0به ازاي مقـدار   3pو رتبة  2pتحليل پايداري تا رتبة    بـا

اين امر مبين دقت خوب  نتيجة حاصل از تئوري فلاکه است؛ که
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اثر ضريب اصطکاک بين جسم متحرک و تير بر روي  - ١٤شکل 

 مرز بين ناحية پايدار و ناپايدار حاصل از معادلة هموتوپي

مقايسة آنها با مرز حاصل از معادله هموتوپي رتبة و  3pي رتبه
2p وري فلاکهو مرز حاصل شده از روش تئ.  

  

  
مکان هندسي نقاطي از صفحة  - ١٥شکل     که مبتني بر

  .در آنها انتظار بروز رزونانس وجود دارد) ٤٩(معادلة 

  

    
مجموع شرايط ناپايداري و بروز رزونانس حاصل از  - ١6شکل 

0.5با لحاظ ضريب اصطکاک 3pمعادلة هموتوپي رتبة    

  بين جسم متحرک و تير 

همچنـين مقايسـة   . دسـت آمـده در ايـن مطالعـه اسـت      نتايج به

0ضـرايب اصـطکاک   هـاي مربـوط بـه   منحني  ،0.5   و

1   مقدار ضريب اصـطکاک  دهد که نشان مي) ١٤(در شکل

تير اثـر انـدکي بـر روي منحنـي مـرز بـين        بين جرم متحرک و

  .نواحي پايدار و ناپايدار سيستم مورد مطالعه دارد

در ادامة آناليز، مکان هندسـي نقـاطي از صـفحة        کـه

در آنها انتظـار بـروز رزونـانس وجـود     ، 3pمبتني بر معادلة رتبة

  :دشوصورت زير مشخص مي به ،دارد

 

2

2
1

2
2 2

g
1 0.8488

l
, n 1,2,3,...

3
4n (1 ) ( )

8 8




  


     
  

)٤٩(  

مکان هندسي نقاطي از صـفحة        بـه ازاي  ) ٤٩(کـه توسـط

n 1, 2,3  0,0.5,1و  نشان  )١٥(شود در شکل مشخص مي

) ٤٩(هماننــد منحنــي مــرز پايــداري، از رابطــة . داده شــده اســت

ــزانملاحظــه مــي ــه مي ــردد ک ــر روي مکــان  گ ــر اصــطکاک ب   اث

2هندسي شـرايط بـروز رزونـانس بـه مقـدار       2
10.8488 g / l  

هـاي مربـوط بـه ضـرايب اصـطکاک       مقايسه منحني. بستگي دارد

0  ،0.5   1و   که مقدار  دهد مينشان  )١٥(در شکل

م متحـرک و تيـر اثـر انـدکي بـر روي      ضريب اصطکاک بين جـر 

هاي مکان هندسي شـرايط بـروز رزونـانس سيسـتم مـورد       منحني

بـراي   مجموع شـرايط ناپايـداري و بـروز رزونـانس     .مطالعه دارد

0.5ضريب اصطکاک   داده شده است نشان ١6 شکل در.  

  

 سازي عـددي پاسـخ دينـاميکي تيـر در شـرايط     شبيه -٣-٥

  دست آمده در بروز ناپايداري و رزونانس به         

سازي رفتـار دينـاميکي سيسـتم    در اين بخش با ارائة نتايج شبيه

جسم متحرک با لحاظ کردن اصـطکاک بـين تيـر و جسـم      -تير

شده پرداخته  ٥دست آمده در بخش  متحرک، به بررسي نتايج به

نـاليز  دسـت آمـده در آ   به منظور ارزيابي و تأييد نتيجة بـه . است

ارائـه شـده اسـت، بـا درنظرگـرفتن      ) ١٤(پايداري که در شکل 

0.5ضريب اصطکاک  متحرک بـا دو مشخصـه    ، براي جرم
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0.3پاسخ تير به جسم متحرک با مشخصات  - ١٧شکل    و

1   0.5و  )يدارواقع در ناحية پا(  

  
0.3پاسخ تير به جسم متحرک با مشخصات  - ١٨شکل    و

2.5   0.5و  )واقع در ناحية ناپايدار(  

  

  
0.4پاسخ تير به جسم متحرک با مشخصات  - ١٩شکل   

0.21419و   0.5و  ) واقع بر روي  

nمنحني  2 ١٥(از شکل(  

  
0.4پاسخ تير به جسم متحرک با مشخصات  - ٢٠شکل   

0.21419و   0.5و     

  )١٩(در مجاورت نقطة انتخابي در شکل (

  

0.3متفاوت    1و  )0.3و ) واقع در ناحية پايدار  و 

2.5  )پاسخ نقطة مياني تير به ترتيب ) واقع در ناحية ناپايدار

گونه کـه   همان. نشان داده شده است) ١٨(و ) ١٧(هاي در شکل

دست آمـده در   شود نتايج حاصل شده مؤيد نتايج بهملاحظه مي

  .حليل پايداري هستندت

شـرايط بـروز    دردسـت آمـده    به منظور ارزيابي نتيجة بـه 

ارائه شده است، پاسخ نقطـة ميـاني    )١٥(رزونانس که در شکل 

0.4مورد مطالعه در نقطـة   تير   0.21419و     واقـع بـر

nروي منحني  2  0.5مربوط به   0.4و در نقطة   و

0.26419     و) ١٩(هـاي  در مجاور آن بـه ترتيـب در شـکل 

انتظار به دليل تقريبي بودن نتايج تـا  . نشان داده شده است) ٢٠(

، رفتار سيستم در نقطة واقع بر روي منحنـي رزونـانس   3pرتبة 

دهد که اين امر بيانگر نزديک ضربان را نشان مي) ١٩(در شکل 

  .بودن نقطة انتخابي به شرايط واقعي بروز رزونانس است

  

 بررسي اثر اصطکاک جرم متحرک با تير بر روي پاسخ -٤-٥

 ديناميکي تير        

به منظور بررسي اثر اصطکاک بين تير و جسم متحرک بـر روي  

0پاسخ دينـاميکي تيـر، در دو حالـت       1و    در شـکل

هـاي پاسخ نقطة مياني تير مورد مطالعـه تحـت اثـر جـرم    ) ٢١(
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0.25متحرک به مشخصات مقايسة پاسخ تير به جسم - ٢١شکل    1و   1در دو حالت  0  و   

  

0.25متحرک با مشخصات    1و  نشان داده شده است. 

دهد که اثر اصـطکاک بـر روي پاسـخ دينـاميکي     مي نتيجه نشان

  .کوچک است

  

  گيري نتيجه -6

گاه سـاده تحـت   برنولي با تکيه-پايداري ديناميکي يک تير اويلر

حالت لحاظ و عـدم لحـاظ   هاي متحرک در دو اثر حرکت جرم

نيروي اصطکاک بين تير و جـرم متحـرک بـا اسـتفاده از روش     

در هـر دو حالـت   . اختلالي هموتوپي مورد مطالعه قرار گرفـت 

يـک   ،سرعت جـرم متحـرک  -نشان داده شد که در صفحة جرم

منحني وجود دارد که نواحي پايـدار و ناپايـدار را از هـم جـدا     

ضـابطة ايـن منحنـي     عنـوان  هب يک عبارت نيمه تحليلي. کند مي

علاوه بر اين، آناليز اختلالي هموتوپي به يک . دست آورده شد به

سـرعت جـرم   -هـا در صـفحة جـرم   مجموعة جديـد از منحنـي  

دهندة مکان هندسـي شـرايط بـروز رزونـانس      متحرک که نشان

  . بودند هدايت نمود

در حالت عدم لحاظ اصـطکاک، نتيجـة آنـاليز پايـداري از     

علاوه بر اين نشان . ايسه با نتايج تئوري فلاکه تأييد شدطريق مق

داده شد که اثر عبارات اينرسي غيرخطـي جـرم متحـرک بسـيار     

با . شود مهم است و ناديده گرفتن آن سبب نتايج کاملاً اشتباه مي

تنها يک مود و صرف نظر نمودن از اينرسـي جـرم   کردن لحاظ 

 ةگذشتنتايج مطالعات  دست آمده با متحرک، هم پوشاني نتايج به

اثر اينرسي جرم متحـرک ناديـده   در آن تير و نيروي متحرک که 

، 2p دقــت حــل تــا رتبــة. گرفتــه شــده اســت نشــان داده شــد

ددي هاي ع ـسازيبا شبيه، يي رزونانسي و مرز پايدارها منحني

  .رفتار سيستم مقايسه شدند

هـاي شـتاب   مؤلفه اصطکاک و تمام کردن در حالت لحاظ

جرم متحرک، نتايج نشان دادند که معادلـة مجـزا شـدة سيسـتم     

جرم متحرک يک معادلة متغير با زمـان غيرخطـي اسـت و     -تير

روش اختلالي هموتـوپي قـادر اسـت از طريـق تعيـين ضـابطة       

منحني مرز بين ناحية پايدار و ناپايدار و ضابطة مکـان هندسـي   

سـرعت   -انس در صفحة جرمنقاط نزديک به شرايط بروز رزون

. نـد کجسم متحرک، رفتار دينـاميکي ايـن سيسـتم را مشـخص     

اثـر اصـطکاک    دست آمده نشان دادند کـه  علاوه بر اين، نتايج به

بين جرم و تير بـر روي نتـايج آنـاليز پايـداري و شـرايط بـروز       

2رزونانس به مقدار  2
10.8488 g / l  بستگي دارد .  
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  پيوست

  :آينددست مي صورت زير به به) ٢٠(يب عبارت ضرا
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1. homotopy perturbation method 
2. Floquet theory 

3. dirac delta function 
4. Galerkin method  

5. asymptotically stable 
6. marginally stable 
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